Hranove a uzlove ohodnocen@d grafy

Def: Necht V, Hy, Hg jsou mnoziny, E C V2 hy :V — Hy,hg: E — Hg.

Ctvefici (V, E, hy, h ) nazyv/Emeuzlové a hranové ohodnoceny orientovany graf.

VynechZ&nim hranov@ho ohodnocenh g dostaneme uzlové ohodnoceny orientovany
graf (V, E, hy).
VynechZnim uzlov@ho ohodnocenhy, dostaneme hranové ohodnoceny orientovany

graf (V, E, hE).

Nepfipustime-li v mnoziné F dvojice tvaru (x, x), mAZme (ohodnocend) orientovand

grafy bez smycek.




Def: Necht V', Hy, Hg jsou mnoziny, E je néjak& mnoZzina dvouprvkovych a
jednoprvkovych podmnozin mnoziny V', hy : V — Hy, hg : E — HE. Ctvefici

(V, E, hy, hE) nazyv/Emeuzlove a hranove ohodnoceny neorientovany graf.

VynechZnim hranov@ho ohodnocenh i dostaneme uzlové ohodnoceny neorientovany
graf (V, E, hy).
VynechZnim uzlov@ho ohodnocenhy, dostaneme hranové ohodnoceny neorientovany

graf (V, E, hE).

Nepripustime-li v mnoziné E jednoprvkov@ mnoziny, dost&EvAme (ohodnocend)

neorientovan@d grafy bez smyCek.




Pozn/Emka: Obecnéjsi definice grafu pfipousti, aby mnoZzina hran £ nebyla podmnozinou
V2 (resp. mnoziny véech dvouprvkovych a jednoprvkovych podmnozin mnoziny V'), ale aby
to byla libovoln/E koné&n/E mnozina, a je navic dZno zobrazerd : £ — V2, kter@ ukuije,

mezi kterymi uzly dan/ hrana vede. Neni-li zobrazenie injektivni, hovofi se o tzv. multigrafu.



Implementace

Graf Ize reprezentovat matici sousednosti: neohodnoceny graf G = (V, E/) nan uzlech
je reprezentov/Enttvercovou matici G = [g; ;],-.-. 1<;<n Nul a jednicek tak, Ze
gij = 1, pr&Ee kdyz (i,5) € E.

Je-li graf hranové ohodnoceny, G = (V, E, hg), hg : E — Hp, jsou v matici
sousednosti pfimo hodnoty hran: pro (¢, j) € Eje g; ; = h(i,j), pro (i,7) ¢ Eje
gij = U, kde v §Z Hg.




Pro tzv. fidk@ grafy, tj. grafy, v nichz pocet hran je v 0(n2), je vyhodn/Z reprezentace
pomoci mnozin sousedd: neohodnoceny graf G = (V, E) na n uzlech je reprezentovZn
posloupnosti [s1, .. ., S| mnozin n&Esledniki kazd@ho uzlu. Jsou-liy, . . . , v vSichni

n/Eslednici uzluu (tj. uzly, do nichZ vede z u hrana), je s, = {v1,...,Ux}.

NejCastéjSi reprezentace posloupnosti mnozin sousedl je polem seznamu. Je-li graf
uzlové ohodnoceny, obsahuje i-ty prvek pole G dvojici (s, hy/(4)). Je-li graf hranové

ohodnoceny, obsahuje j-ty prvek i-t@ho seznamus; dvojici (v;, hg(2,v;)).




ProchZzeni grafu

Probl@m: Projit systematicky vSechny uzly grafu.

ProchAzeni grafu do hloubky

Algoritmus df s (depth-first search)

G=(V,E), V={1,....n}, WCV

Budeme oznacCovat vSechny navstivend uzly pomoci procedurymark.

Na za&/Etku jsou viechny uzly nenavstiven@nfarked (u) = False).

Pro kazdy uzel u je Successors(u) seznam uzll — n&Eslednikd uzluu.
VychZzime z uzlt z mnozinyll a postupujeme stZ&Ele dZl po hranZch do dosud
nenavstivenych uzll.

Cesty z oznacenych do nové navstivenych uzll tvofi les s koreny ve W.




Proch/Zzeni grafu do hloubky — imperativni pseudokod

procedure dfs (G:Graph; var W :Nodeset; var P:Nodearray);
procedure dfsl (u:Node);
begin
if not marked (u)
then begin mark (u);
for v € Successors (u) do
begin P[v] := u;
dfsl (v)
end
end

end ;




begin {dfs}
for u € V do begin unmark (u);
Plu] := empty
end ;
for u € W do
if not marked (u) then dfsl (uw)

end;




Chceme-li projit do hloubky viechny uzly grafu G = (V, E), polozime W = V.
Véta: Algoritmus dfs navstivi vSechny uzly grafu dosaziteIn@ z uzlt z mnoziny W'.

Dlkaz je zfejmy a plyne z toho, Ze se opakované oznacuji vSechny uzly, kterd dosud
oznaceny nebyly. Mnozina neoznacenych uzlli se zmensuje, takZe algoritmus

konverguje.

Pozn/Emka: Algoritmus funguje stejné pro orientovan@ i neorientovan@ grafy.




Pozn/Emka: Algoritmus obecné neni deterministicky, protoze nemusi byt (a nebyv/)
specifikovZEno poadi uzld v mnozinEchSuccessors (u) ani v mnoziné W . Proch/Z&zeni
grafu do hloubky tedy neuréuje poradi navstivenych uzlli jednoznacné.

Cvigeni: Necht G = (V, E) je neorientovany graf, V = {1,2,3,4,5,6},

E = {{172}7 {273}7 {47 5}7 {576}7 {174}7 {275}7 {376}}' W = {1}

Jak/E jsou viechna mozn/E gadi navstivenych uzll pfi volEndfs (G, W) ?

PoznfEmka: Vyznamnou praktickou aplikaci algoritmu df s je nalezeni tzv. silné souvislych
komponent orientovan@ho grafu.



Proch/&zeni grafu do Siky

Resime probl@m Projit systematicky viechny uzly grafuG = (V, F) dosaziteln@

(orientovanou) cestou z nékter@ho z pat/Eté€nich uzlt zadanych mnozinou W C V.

Algoritmus bf s (breadth-first search) prochZzi uzly v jindm pi@di nez pfi prohledEvAEni
do hloubky: uzly, kter@ lezi blize pa&Aténim uzllim (uzllim, v nichZ proch&zeni z&in/A),

jsou navstiveny dfive nez uzly lezici d&le od pé/Z&ténich uzl.

Pomocn@ datov@ struktury: frontal) uzll, les nejkratSich cest (uloZeny v poli P)
Navstivend uzly se ot oznaCuji pomoci procedury mark,

uzel u bude oznagen, prAe kdyZ marked(u) = True.




Proch/ZAzeni grafu do Siky — imperativni pseudokod

procedure bfs (G:Graph; var W :Nodeset; var P:Nodearray);
var [:Queue;
procedure bfsl (q:Queue);
begin while not (isempty(q)) do
begin u := headq(q);
dequeue(q) ;
for v € Successors (u) do
if not (marked(v))
then begin mark (v);
enqueue (v,q);
Plv] :=u
end
end
end{bfs1};




begin {bfs}
for u € V do begin unmark (u);
P[u] := empty
end;
Q := emptyq;
for u € W do
begin mark (u);
enqueue (u,Q)
end ;
bfsl (Q)
end {bfs}




Korektnost prochZzeni grafu do §ky

Def: D@lkou sledu (v hranové neohodnocen@m grafu) rozumime pccet hran na tomto

sledu.
Vzd/Alenost z uzluu do uzlu v je d@lka minimA&lniho sledu vedouciho z uzla do uzlu v,
pokud takovy sled existuje; pokud z uzlu « do uzlu v ZAdny sled neexistuje, pak

vzdAElenost polozime+00.

V neorientovan@m grafu mluvime stricné o vzdZAlenosti mezi uzlyu a v.




~

Véta: Necht G = (V. F), s,u,v € V anecht vzd&lenost zs do u je mensi nez
vzdZElenost zs do v. Pak uzel u bude pfi vypottu bfs (G, {s}) oznagen dfive nez

uzel v.

Dllkaz: Staci uk&Ezat, Ze do frontyQ jsou vzy pfidZEVZAny uzly s aspotak velkou
vzdZlenosti ods, nez jakou mel posledni pridany uzel. To vSak lehce plyne indukci podle

vzd/ZElenosti od uzlus.

Véta: Necht G = (V, F), s € V. Pak po provedeni vypottu bfs (G, {s}) jsou

navstiveny pr&e vSechny uzly, do nichz vede z uzlu s (orientovan/E) cesta.

Dlkaz: Indukci podle vzdZ&lenosti od uzlus.




Slozitost proch&Azeni grafu do Siky

Véta: Necht G = (V, F) jegrafa W C V je mnozina po¢/ténich uzld (vstupniho
stupné 0). Pak d@lka vypditu bfs(G, W) v nejhorsim pripadé je v O (|W| + |E|).




Dlkaz véty: Kazdy uzel bude oznacen a zafazen do fronty a u vSech uzll z fronty se ptZEme
na oznacenost jejich n&Eslednikl. Tedy d@lka vypétu bude jisté v 2(| E|). Jelikoz
zafazujeme do fronty viechny uzly z W, je d@lka vypditu tak@ v {2 (|W|). Z t&chto dvou
faktd vyplyvAE, ze je 2 (| E|) N 2(|W|) = (W] + | E|).

Do fronty zafazujeme jen uzly, kterd az do t@ doby nebyly ozn&end, a @itom je hned
oznacime. Odtud plyne, Zze kazdy uzel je do fronty zarazen jen jednou.

Tedy vnéjsi cyklus while prob&hne O(|W | + | E|)-kr£Et. Test ve vnitnim cyklu for prob&hne
vzdy tolikrZt, kolik hran vych/Zzi z uzlu, dohromady tolikrZt, kolik mA cely graf hran. Odtud
opé&t dostEvAEme, ze d@lka vypujev O(|W| + |E| + |E|) = O(|W]| + |E|).

Dohromady dostEvAEmME (|W | + |E|), ¢imz je tvrzeni dokAz/no.



~

MinimZIni kostra grafu

Def: Necht G = (V, E,hg), hg : E — R, je hranové ohodnoceny neorientovany
graf. Faktor grafu G je podgraf F' = (V, E', hg|g/) grafu G.

Def:  Takovy faktor grafu (=, ktery je strom, se nazyvAkostra grafu GG.

Def:  Necht (G je souvisly neorientovany graf s ¢iselné ohodnocenymi hranami. Kostra
grafu (G, kter/E m/ ze v3ech jeho koster nejmensi s@et hranovych ohodnoceni, se

nazyvAminim/ZEIni kostragrafu G.

PoznfEmka: Kostry maji jen souvisl@ grafy, protoze kostra musi podle ddinice byt
strom. Tento pozadavek vSak neni zAsadni a etSinu cevah o kostr/Ach Izefpndst i na

nesouvisl@ grafy: staCi uvazovat zvlIASt kostru kazd@ komponenty.




Cviceni: MZme neorientovany gralG = (V, E), V = {1,2, 3,4},
E={{1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{1, 3} }.

Kolik mA tento graf podgrafl, faktorll a koster? V kazd@m zé&chto tfi pripadl spocitejte, kolik
je vSech podgrafll (faktor(, koster), a kolik z nich je navzZ&jem neisomorfnich



~

Genericky algoritmus pro nalezeni minimZIni kostry
Probl@m: Je d/En souvisly hrana¥ ohodnoceny neorientovany graf G = (V, E, hE)

Ukolem je nal@zt jeho minim/ZEIni kostru.

type SpT = Set of Edges;
procedure genericMST ((G:Graph; var A:SpT);
begin
A = 0;
while A jesté netvoii kostru do
begin
najdi hranu {u, v} bezpetnou vzhledem k A;
A = AU {{u,v}}
end

end




~

Def: Necht (G je souvisly hranové ohodnoceny graf a A takovy jeho podgraf, ze A je
podgrafem né&jak@ minim/Elni kostry’ grafu GG. Pak kazd/E hrana 2G — A, kter/E lezi
v minimZIni koste 1', se nazyv/AbezpeénEvzhledem k A.

Def.: Necht G = (V,E)jegraf, Vi CV, Vo CcV, V1 A0, Vo £, ViUV =1V,
Vi N Vo = (). Pak mnoZiné

C={{z,yt e E|zecV,yecVa}

fik Emerez grafu G.

Je-linavic G' = (V', E', h') podgraf grafu G takovy, 2e V' C V] nebo V' C V5,
fikEme, zefez C respektuje podgraf G .




~

véta: Necht G = (V, E/, hg) je souvisly hranové ohodnoceny neorientovany graf,
hg : E — R. Necht mnozina hran A C F je obsazena v néjak@ minim/ZEIni koge
grafu G, necht C je fez respektujici podgraf indukovany hranami z A a necht

{u, v} € (' je hrana s minimZEInim ohodnocenim W'. Pak hrana {u, v} je bezpeCnA
vzhledem k A.

Disledek:  Necht G = (V, E, hg) je souvisly hranové ohodnoceny neorientovany
graf, mnozina hran A C E je obsazena v né&jak@ minimZIni koge grafu G a necht 1’ je
néjakZA souvisl/E komponenta v IeséV, A). Pak kazdZ hrana spojujicil’ s néjakou jinou

komponentou v lese (V, A) a majici minimZEIni ohodnoceni je bezp&nZ vzhledem KA.

/




~

Kruskallv (Bortvkuv-Kruskallv) algoritmus
Je dZn hranog ohodnoceny neorientovany graf G = (V, E, hg), hled&me mnozinu
hran A C E tvofici minim&lni kostrdl' = (V, A, hg|4).

type SpT = Set of Edges;
Component = Set of Nodes; {,vhodné reprezentovan& " mnozing
procedure kruskal (G:Graph; var A:SpT);
var W: Set of Component;
begin A := (;
W = 0;
for v € V do W := WU{{v}};
sefadime mnozinu £ podle ohodnoceni;
for (u,v) € FE A{vporadiod nejnize ohodnocend} do
if Wo#W, {t.u, vlezivriznych komponent/ch
then begin A := AU {(u,v)};
sjednotime obé tyto komponenty
end

end
_/




~

Korektnost Kruskalova algoritmu
Véta:  Po skong&eni vypoétu kruskal (G, A) je v A mnozina hran grafu G tvoficich

jeho minimZlIni kostru.

Dlkaz vyplyvZ& z pedchoziho Disledku.

Slozitost Kruskalova algoritmu

Slozitost algoritmu z/Evisi na datovd strukite reprezentujici mnozinu komponent W. Pro
reprezentaci komponent lesa miizeme pouzit tzv. binomiZli haldy. Dotaz W,, W,
vyjAEdime dotazem, zda halda, v niz se nach/Z&zi uzelu, je shodny s haldou, v niz se

nach/Zzi uzel. Tento dotaz mZ logaritmickou slozitost.

Slozitost takto implementovan@ho Kruskalova algoritmu jepak @(m log m) kde
m = |E]|.




PrimQv algoritmus

Podobné jako Kruskallv algoritmus je Prim{v algoritmus speci&im pfipadem
generick@ho algoritmu pro hledZAni minimA&lIni kostry. Zatao vSak u Kruskalova
algoritmu tvofi mnozina hran A v kazd@m kroku les, v @ipadé Primova algoritmu tvofi

vzdy strom (tj. souvisly les).

Odtud vyplyvZ, ze na rozdil od Kruskalova algoritmu pozadaek souvislosti vstupniho

grafu je podstatny.

Protoze strom zacCinfEme budovat v ugitdm mise grafu, je souCZsti vstupnich dat ejaky

pevne zvoleny uzel r.

/




~

Vstup: souvisly hranové ohodnoceny neorientovany graf G = (V, E, hg), uzelr € V.
Vystup: minim&Ini kostrdl’ = (V, A, hg|4) urenZ vektorem pedchidct P.

type Node = 1..n;
SpT = Array [Nodel] of 0..n;
procedure prim (G:Graph; r:Node; var P:SpT);
var (): Heap; {prioritni fronta uzll, uspor&dan4 vzhledem kekey}
key: Array [Node] of Real;
u,v: Node;
begin @ := V; {vSechny uzly grafu}
for u € @ do keylul := oo;
key[r] := 0.0; Plr] := 0;
while not isempty((Q)) do
begin w := minH(Q); ( := extractMinH(Q);
for v € Successors(u) do
if member (v,Q) && hg(u,v) < key[v]
then begin P[v] := u;
Q@ := removeH(v,Q);
key[v] := hg(u,v);
() := insertH(v,Q)
end

end

end J




Korektnost Primova algoritmu

Pro diikaz korektnosti algoritmu uvazujeme tento invariant:

Pro kazdy uzel v je key [v] minimum z ohodnoceni vSech hran, kterd spojuji uzelv
s neékterym uzlem jiz vytvoren@dc/Asti kostry (za minimum prAEzdn@ mnoziny
povazujeme 0Q).

Datov/ZE struktura() je prioritni fronta uzlt (mlZe byt reprezentovan/E nap. binZErni

haldou) usporAdan/E podle hodndtey.

Potom minim/ZEIni prvek z() je koncovy uzel hrany, kter/E mZ minim/ZIni ohodnoceni ze
vSech hran fezu oddélujiciho uz vytvofenou ¢Zst kostry od ostatnich uzli grafu. Tato

hrana je tedy bezpec¢nZ& a mUze byt pidZAna do budovan@ minimA&Ini kostry.

Mnozina A hran hotov@¢/AEsti kostry je v Primoe algoritmu jen implicitné a je urena

polem P, coz je pole pfedchlidcli kazd@ho uzlu v minimZIni kose.

/




Slozitost Primova algoritmu
Necht n = |V|, m = |E)|. Je-li prioritni fronta reprezentovan/E bin4Erni haldou, éz

inicializaci prov@st véase O(n log n).

Cyklus while probé&hne n-kr&t. To znamenZ, Ze vSechny extrakce minimZlInich prvki

z prioritni fronty potrvaji celkem @(n log n)

Cyklus for prob&hne dohromady (v cel@m vypditu) O (m )-kr/Et. Blo cyklu for vyZaduje
¢as ©(log n) a v cel@m vypditu tedy spotiebuje ¢as O (m log n). ProtoZe v nejhorsim
pfipadé bude podminka v téle cyklu for © (m)-kr/&t spléna, mizeme horni odhad

O(m log n) nahradit pfesnym odhadem ©(m log n).

Dohromady dost&v/Ame slozitost) (n log n + n log n 4+ m log n) = @ (m log n), coz

je totdz jako u Kruskalova algoritmu.

/




