NAvrh algoritmu |
IBOO2

Doplnujici text k predn&ASce




Literatura

® Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein:
Introduction to Algorithms, 2nd ed., The MIT Press & McGraw-Hill, 2002

e Thomas W. Parsons: Introduction to Algorithms in Pascal, John Wiley & sons, 1995
e Steven S. Skiena: The Algorithm Design Manual, Springer, 1998
e http://www.fi.muni.cz/"libor/vyuka/IB002/

e z/Episky z pedn/ESek. ..




Program, algoritmus, funkce

Program je formZlni popis chovZEnigjak@ho systdmu (aplik&ni program, reaktivni

syst@m, operani systdm...). SkIA£dA se z popisu algoritma.
Algoritmus lze ch/Zpat jako parciZ&lIni funkci z mnoZiny vSectmoznych vstupl do mnoziny
vSech moznych vystupd.

funkce : Vstupy --+ Vystupy

Pozor, neni to definice: sice kazd@mu algoritmu odpovidZ& paiZIni funkce ze vstupl do

vystupl, ale naopak ne kaZzdou takovou funkci Ize vyjZ&dit algoritmem.



Algoritmus je parciZ&lIni funkce z mnoziny vstupl do mnozinyystupt, k niZ existuje

konecCny popis v urcitdm formalismu.

Timto formalismem je typicky programovaci jazyk, ale existuji i dalSi matematick@
formalismy: Turingliv stroj, RAM, lambda kalkul, kombinAbrovy kalkul,

vycisliteln@d funkce, Markovlyv algoritmus. ..

Slovo algoritmus je odvozeno ze jm@na starovek@ho persk@ho

matematika a astronoma al-Chwarezmiho (Abu ‘Abd Allah

Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi).




Funkce z mnozZiny vstupl do mnoZiny vystupll, kter@ lze vyjAffit algoritmem, se nazyvaji
rekursivneé spocetn@d

Reaktivni systdm je program, jehoz provZAeni normZAIl& nemusi konCit (napr. operacni
systdmy apod.), v obecrgjSim smyslu jsou to interaktivni programy.

Program, ktery je implementovanym algoritmem, pfi vypoctu precte vstup, zpracuje ho
(vstupni data transformuje na vystupni), vypiSe vystup a skonci.

VétSina soucasnych programu je interaktivnich, ale sou¢/Zsti vSech jsou algoritmy.
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Korektnost algoritmu

In mnozina vstupnich dat

Out mnozina vystupnich dat

A :In --» Out algoritmus (na vstupu z In vypisujici vystup z Out)
@ : In — Bool vstupni podminka

1 : In X Out — Bool  vystupni podminka

Vstupni podminka ¢ urcCuje, zda dany vstupni cedaj je pro algoritmuspripustny,
vymezuje tedy jistou podmnozinu mnoziny vstupnich dat In.
Vystupni podminka 1) fikZ&, zda dany vystupni cedaj jéi neni vysledkem vypoctu

algoritmu na dan@m vstupnim cedaiji.




Vstupni podminka je unZrni predik/AEt na mnozévstupnich dat, vystupni podminka je binZrni
predikAEt na mnozinZch vstupnich a vystupnich dat.

Vystupni podminka 1) fik&, zda dany vystupni cedaj jéi neni (pro nedeterministick@ algoritmy
zda muze ¢i nemuze byt) vysledkem vypoctu algoritmu na dan@m vstupnim cedaji.
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Priklad:  Algoritmus A precte tfi Cisla a vypise je v neklesajicim pofadi; dejme tomu,
ze funguje korektné jen pro kladnACisla.

In=0ut =% X Z X 4,

oaA(x,y,2) =x>0Ay>0A22>0

Yalx,y,z,u,v,w) = (u,v,w) € Permut(z,y,z) ANu < v < w

Pozn/Emka: Pripustime i algoritmy, kterd nen&itaji zAEdny vstup. Pro @ polozime

In = {0}.




Def: Rekneme, Ze A je konvergentni vzhledem k ¢, kdyz mnozina {x € In | ¢(z)}
je podmnozinou definiéniho oboru funkce A, tj. kdyz pro kazdou vstupni hodnotu x, pro

niz plati (), je vysledek vypottu podle algoritmu A definovZ&n (vypdet se zastavi).

Def: Rekneme, Ze A je parci/El@ korektni vzhledem k @ a 1, kdyz pro kazdou
vstupni hodnotu z z definiéniho oboru funkce A splfiujici vstupni podminku ¢ (tj. pro

kazd@x, pro néz je A(x) definov&Eno ap(x)) plati ¢ (x, A(x)).

Def: Rekneme, Ze A je tot/El@ korektni vzhledem k © a1, kdyz je konvergentni
vzhledem k ¢ a parciZlé korektni vzhledem k ¢ a 1.

Dilsledek:  Algoritmus A je totZEl& korektni vzhledem k ¢ a 1), prAEe kdyZ pro kazdou
vstupni hodnotu x splfiujici vstupni podminku vypocet podle algorimu A skon&i a jeho

vysledek splnuje i vystupni podminku.

Vstupni a vystupni podmince se tak@rik/Aspecifikace algoritmu. O totZ&l& korektnim

algoritmu pak rikZAEme, Zzevyhovuje specifikaci. /
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Vypocetni paradigmata
Paradigma (vzor, pfistup, pojeti) ud&vA zplsob, jakym je algoritmus vyjAed.
VypocCetni paradigmata: — imperativni

— funkcionZ&lni

— logick@

— procedurZlni

— objektovd

— sekvencni

— paralelni




Imperativni paradigma

NeformZlni vymezeni:
Vypocet je posloupnosti tzv. vypocetnich kroki. Vypocetni krok je realizaci instrukce

(jednoduch@ho g@ikazu) programu. Pfenos informace mezi jednotlivymi kroky vypocCtu

zprostredkov/Av/tav.

Jinak feCeno, prikazy programu jsou stavov@d transform/Ztory— (parciZlni) funkce

z mnoziny stavll do mnoziny stavu.




Pro formZlIni definici je nutno zavdst abstraktni péitac. V sekvencnim imperativnim
paradigmatu jim nejcastéji byvA Turingllv stroj nebo RAM (Random-Access Machine).

MUZe jim byt tak@ ,vysSi“ imperativni jazyk, ktery krom& elementZrnich stavovych
transformAEtori (typicky tzvpfifazovaciho prikazu) obsahuje sloZzend stavov@ transform/Ztory
realizujici sekvenci (begin-end), binZErni @tveni vypoctu (if-then-else), nfEsobn@ étveni
(case), opakovZni (while-do, for-do), apod.

Vypocetnim krokem je pak prechod mezi dvéma konfiguracemi Turingova stroje, resp.
provedeni jednd instrukce RAMu, resp. provedeni jednohoelement&rnihgofikazu.
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Abstraktni pocitaCe pro imperativni programy
e Turinglyv stroj
e RAM

e (abstraktni) programovaci jazyk
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TuringUv stroj
e Konecn/ZE nepr&zdn/E mnoZinasymboll — tzv. abeceda

e NekonecnApAska— spocetnZ posloupnost poliek. Kazdd poltko pZAsky obsahuje

jeden symbol abecedy, pficemz skoro vSechna poliCka obsahuji zvI£Stni symbol.
e Cteci hlava, jejiZ pozice na p/Esce je d&Enafjpozenym &islem.

e Kone¢n/E mnozinaS vnitfnich stavdl s vyznatenym polAténim stavem o a

koncovymi stavy ' C S.

e Piechodov/ funkced : S x ¥ — S x ¥ x {L,R}
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RAM

e SpocetnZ posloupnostM registrll (pamétovych mist) — tzv. pamét. Kazdy registr

obsahuje cel@cislo, vzdy vSak skoro vSechny obsahuji nulu.
e Stavoc € S=NxZ"

e Koneln/Z mnozina instrukcil. Kazd/Z instrukcer € Z m/Z danou s@mantiku — funkci

L:S -——» S.

e Kone¢n/Z posloupnostP € Z™ instrukci, tzv. program
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Priklad:  Vypocet faktoriZ£lu (funkcionZlni verze — Pascal)

Faktori/EInez/&porn@ho cel@héislan je éislon! =1-2-3---- - (n—1) - n.

SpeciZlé 0! = 1 (soudin nulov@ho pdtu Ciniteld).

function fact (n:Integer): Integer;

begin
if n==0 then fact:= 1 {return 1}
else fact:= n*xfact(n-1) {return nxfact(n-1)}
end

Véta:  Funkce fact konverguje vzhledem ke vstupni podmince (n) =n € N.

Véta: Funkce fact je parci/le korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince

Y(n, k) =k =nl

Disledek: fact je tot&le korektni vzhledem k o, 1.
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Véta:  Funkce fact konverguje vzhledem ke vstupni podmince ¢(n) =n € N.

Dlkaz indukci podle nn. Pro n = 0 se vypocet zastavi; zastavi-li se vypocet pro n, zastavi se
ipron + 1.

Véta: Funkce fact je parciZl@ korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince

Y(n, k) =k =nl

Diikaz opét indukci podle n. fact(0) = 1 = 0!,
Necht n > 0 a tvrzeni plati pro n — 1. Pak
fact(n) =n-fact(n—1) =n-(n — 1)! = n!, tedy tvrzeni plati i pro n.

13-1



Vypocet faktoriZ&lu (imperativni verze — Pascal)

function factorial (n:Integer): Integer;

var i, k: Integer;

begin
1 := 0;
k :=1;
while ¢ < n do
begin 1 := 1+1;
k := kxi
end;

factorial:= k {return k}

end

Véta:  Funkce konverguje vzhledem ke vstupni podmince p(n) = n € N.

Funkce je parciZLl@ korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince @b(n, k) =k =nl /
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Véta: Funkce factorial konverguje vzhledem ke vstupni podmince o(n) =n € N.

Dilkaz spociv/ZE v nalezentiseln@ hodnoty (z&visl@ na obsahu programovych proémnych),
kterE v ZAEdn@m okamziku vyptu nemuize byt zAEpornA& afffom pfi kazd@m prichodu &lem
cyklu klesne nejm@re o jednicku. V tomto pfikladé je touto hodnotou ¢islo 7 — ¢ a dlikaz
nezApornosti i klesZni je snadny.

Véta: Funkce factorial je parciZ&l@ korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince

Y(n, k) =k =nl

Dlkaz spociv& v nalezeni mezilehlych podminek, zejm@na invariantuyklu while. Invariant
cyklu v misté testovZEni podminky jek = 2! A 0 <1 < n.
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je mezilehl&£ podminka, kter/Z je spma v dan@m boce vypoctu podle algoritmu Invariant

Invariant cyklu

cykluv kazd@m prlichodu cyklem.

V nasem pfikladé bude invariantem cyklu while podminka k = 2! A 0 < 7 < n a bude
se vztahovat k mistu testov4ni podminky cyklu. Dikaz parciEIni korektnosti funkce

factorial se rozlozi do krok:

1. Plati-li na zac“:/Etku,p(n), pak po provedeni cevodnich pifazeni bude splnén invariant

cyklu.

2. Je-li v néjak@m okamziku splrén invariant cyklu a provede se télo cyklu, pak po jeho

provedeni bude opét splnén invariant.

3. Je-li splnén invariant cyklu a neni splnéna podminka cyklu, pak je splnéna mezilehl &

/

15

podminka za cyklem, tedy ¥ (n, k).




Pro mista v algoritmu lezici mezi prikazy stanovime tzv. mezilehl@ podminky. Podminka na
zat/Atku budep(n ), podminka na konci bude 1 (n, k). Z ostatnich bodd v algoritmu pro
diikaz parciZlIni korektnosti obvykle st&i vybrat jen vyznacnZ mista, v nichz se stav vypaétu
vyznamné méni. Takovymi misty jsou body uvnitf cykll, napfiklad na jejich zac/Ztku.
MezilehlZ£ podminka pro misto uvnit cyklu se nazyvAnvariant cyklu.
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Priklad:  Algoritmus umocnhov/ZnKisla na prirozeny exponent (funkcionZlni verze —

Pascal)

function pow (z:Real; n:Integer): Real;
{ Predpoklada se z>0, n>0 }
begin
if n==0 then pow :=1
else pow := z * pow(z,n-1)

end

Veta: Funkce pow konverguje vzhledem ke vstupni podmince
o(z,n)=z€RneN z>0.

Dlikaz: Klesajici hodnotou je zde exponent.

Véta: Funkce pow je parciZle korektni vzhledem ke vstupni podmince ¢ a k vystupni

podmince ¥ (z,n,r) = r = 2". )
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Dlkaz véty: Indukci podle exponentu.
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Pfiklad:  Algoritmus umocnovZncisla plilenim exponentu (imperativni verze — Pascal)

function power (z:Real; m:Integer): Real;
{ Pfedpoklada se z>0, n>0 }
var y,r:Real; k:Integer;
begin
k := n;
y = 2;
r := 1;
while k > 0 do
begin
if odd(k) then r :=r * y;
k := k div 2;

y := sqr(y)
end ;
power = r

end | ///
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Véta: Funkce power konverguje vzhledem ke vstupni podmince
o(z,n)=ze€RneN, z>0.

Dlkaz: Klesajici hodnotou je zde exponent. KlesZni je tenbkrZ&t rychlejsi nez

v predchZEzejicim piklade, ale pro k > 0 je vZdy ostr@.

Veta: Funkce power je parciZle korektni vzhledem ke vstupni podmince ¢ a

k vystupni podmince ¢ (z,n,r) =1 = 2".

Invariantt r-y*=2" A k>0
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Veta: Funkce power konverguje vzhledem ke vstupni podmince
o(z,n)=z€RneN z>0.

Dilkaz: Klesajici hodnotou je zde exponent. KlesZ&ni je tenbkr4&t rychlejsi nez
v predch/ZEzejicim pikladé, ale pro k > 0 je vzdy ostrd.

Véta: Funkce power je parci/le korektni vzhledem ke vstupni podmince ¢ a k vystupni
podmince ¥(z,n,r) =r = z".

Dlkaz: Invariant cyklu while, ktery plati vzdy v okamziku testov/ZEni podminky cykluk > 0), je

r-y*=2" ANk>0

Po posledni iteraci plati tento invariant v konjunkci spolu s negaci podminky cyklu
(—l(k > O)). Z t@to konjunkce vyplyvA = 2", pficemz r je vyslednZE hodnota funkce
power. Plati tedy i vystupni podminka (z, n, power (z,n) ).
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Priklad:  Algoritmus razeni vklZAEdAnim (imperativni verze — Pascal)

1 const MAX = 999;
2 type Elem = Integer;
3 Posl = array [1..MAX] of Elem;

4  procedure iInsSort (n:Integer; var A:Posl);

5 var i, j : Integer; x : Elem;
6 begin

7 for i := 2 to n do

8 begin

9 x := A[il; j := i-1;
10 while (j>0) && (A[jl>x) do
11 begin

12 A[j+1]1 := A[j];

13 j = j-1

14 end;

15 A[j+1] :=x

16 end

17 end
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Véta: Algoritmus iInsSort je tot&l@ korektni vzhledem k podmink&Em
w(n, A) = posloupnost A je neprEzdnE a > 1 je jeji ddlka
(n,A,A") = posloupnost A’ je permutaci posloupnosti A a je neklesajici
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Véta: Necht Z* oznaluje mnoZinu vdech kone&nych celo&iselnych posloupnosti,
In =N x Z*,0ut = Z*. Necht p(n, A) =n > 1A |A| = n,

Y(n, A, A") = A" € Permut(A) A Vi, j,1 <i < j <nAj <A

Pak iInsSort je tot&l@ korektni vzhledem k podmink£Emp, ).

Dilkaz rozlozime na dlkaz konvergence a parciZ&Ini korektosti.
Lemma: Algoritmus 1InsSort je konvergentni vzhledem k .

Dlkaz: Vnéjsi cyklus for vzdy skonéi, protoze je vzdy predem dZ&n pevny paéet jeho
opakovZnif — 1). Vnitfni cyklus while se provZdi jen kdyzj > 0. Ale pfi kazd@m prlichodu
telem tohoto cyklu hodnota proménn@ j klesne. To znamen/E, Ze cyklus while se provede
kone¢nékr/Et (nejvyse(i — 1)-kr/Et).

Lemma: Algoritmus iInsSort je parciZ£lé korektni vzhledem k podminkZEmp, 1.
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Dlkaz: Vstupni posloupnost oznaéme (al, Cee an), obsah pole A (v dan@m stavu vypcditu)
oznatme (A1,...,An).

Invariantem vnéjSiho cyklu for (splnénym vzdy na zaC/Ztku tohoto cyklu) je podminka

A1 <A <. <A, 1 A (Al, e 7Ai—1) < Permut(al, .. .,ai_l) N A; =

a;, ..., A, = a,, takze po poslednim prlichodu cyklem for plati 41 < Ay < ... < A4,,.
Invariantem vnitfniho cyklu while (opét splnénym vzdy na zaC/Ztku cyklu) je podminka
A< <A 1 <A =411 <A< <

A; N (Al, ce ,Aj, a;, Aj_|_2, ce 7142) c Permut(al, e ,ai)

(Dlkaz, zZe jde skute¢né o invarianty, je snadny.)
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FunkcionZlni paradigma

NeformZlIni definice:
Vypocet je posloupnosti tzv. redukénich krokl, z nichz kazdy je element&rni cepravou

programu (vyrazu). Vysledkem vypocCtu je hodnota, kterou uz nelze dZle zjednodusit.

D@lka vypditu je pak d@lkou t@to posloupnosti, tj. péet redukénich krokll vedoucich
k vysledku.

Pro form/ZlIni definici je nutno zav@st formAlIni kalkul. Ve fkaion/AInim paradigmatu jim

nejCasteji byv/A jazyk vych/Zzejici z lambda kalkulu funkcion/ZEIni jazyk
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Priklad:  Funkce maxim najde nejvétsi Cislo z konecn@ho neprAEzdn@ho seznamdisel

maxim [x] = X
maxim (x:y:s) = 1if x>y then maxim (x:s)

else maxim (y:s)
maxim [4,3,5,1]
~~ if 4>3 then maxim [4,5,1] else maxim [3,5,1]

~~ if True then maxim [4,5,1] else maxim [3,5,1]

maxim [4,5,1]
if 4>5 then maxim [4,1] else maxim [5,1]

if False then maxim [4,1] else maxim [5,1]

$

i

i

maxim [5,1]

$

if 5>1 +then maxim [5] else maxim [1]

$

i

if True then maxim [5] else maxim [1]

~» maxim [5]
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Priklad:  Algoritmus razeni vklZAEdAnim (funkcionZlIni verze — Haskell)

fInsSort [] =[]
fInsSort (x:s)

where ins x [] = [x]

ins x (fInsSort s)

ins x (y:t) = if x<=y then x:(y:t)
else y:(ins x t)

Necht In = Out je mnozina vSech seznamu (posloupnosti) celych &isel,
©(s) = s je konetny,
Y(s,t) = ,tje permutaci seznamu s a t je neklesajici*.

Véta: AlgoritmusPak £ InsSort je totZ&lé korektni vzhledem k ¢, ).

Pozn/Emka: V Haskellu Ize definici zapsat i kratCeji:
fInsSort = foldr ins [].
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Véta: AlgoritmusPak f InsSort je tot&le korektni vzhledem k ¢, 1.

Dlkaz: Necht s je koneény seznam d@lkyn. Konvergence obou funkci se uk&ze indukci pes
ddlku seznamu.

PFi dikazu parciZIni korektnosti vyjdeme z vlastnosti funke ins: Je-li seznam u neklesajici,
pak ins Yy u je neklesajici permutace seznamu y : u. Zbytek indukci pres d@lku seznamus.
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Slozitost

Slozitost algoritmu vyjadfuje nZ&r@nost algoritmu na rizn@ zdroje v prik&hu vypodtu:
¢as vypoctu, velikost paméti, pocet procesorll apod. Podle toho rozliSujeme riizn@miry

slozitosti.
Miry slozitosti: — Casov/AE
— prostorov/Z (panetov/A)

— procesorov/A (hardwarovA)

Pro definici Casovd resp. prostorovd slozitosti zavedeme pojmyddlka vypatu resp.
mnoZstvi vypoctem spotfebovan@ paneti. K presn@ definici obou pojmi viak

potfebujeme tzv. vypocetni model. Jeho definice zAEvisi navypoCetnim paradigmatu.
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Napfiklad pro Turingdv stroj d@lkou vypdsitu pocet vypocetnich krokd, tj. vnitfnich prfechodd.
Pro RAM je to pocCet provedenych instrukci. Pro funkcionZlni jazyk je to paet jednokrokovych
redukci.

Slozitost probl@muje je zavedena jako slozitost optimZlniho algoritmueSiciho tento probl@m.
Na fedeni n&jak@ho probldmu mdZeme pouzit mnoho réiznych algoritmé Casovou sloZitosti
probl@mu pak rozumimecasovou slozitost algoritmu, ktery fesi dany probl@dm (i na
,nejpomalejSich datech®) nejrychleji. Prostorovou slozitosti probldmu rozumime prostorovou
slozitost algoritmu, ktery feSi dany probl@m (i na nejm@e priznivych datech) v nejmensi
pameti apod.
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Priklad:
e Re3ime probl@m: sdadit vzestupné n-prvkovou posloupnost celych &isel.
e K feSeni pouzijeme algoritmus fazeni vklIAdZAnim.

e NasSe konkr@tni posloupnosti, kter@ budou vstupem, jsou3, 6,9, ..., 3n (ij. jsou uz

sefazen@).
RozliSujeme tfi pojmy:
® Casovou slozitost probldmu

e Casovou slozitost algoritmu

e dJdlku vypctu
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D@lka vypditu algoritmem iInsSort na rostouci posloupnosti d@lkyn je 61 — 4 (tolik se
provede vypocetnich kroku).

Casov/E slozitost algoritmui InsSort je vyj&Edena kvadratickym polynomem an® + bn + C,
jak pozdeéji uvidime. Je tedy vetSi nez d@lka vypcttu na naSich (pfiznivych) datech. Na jinych
posloupnostech d@lkyn stejny algoritmus strAvicasu vice. V nejhorSim pripade az
kvadraticky mnoho, proto je ¢asov/Z slozitost algoritmurazeni vklIAEdZAnim kvadratick 4.

Casov/E sloZitost probl@mu vzestupn@ho $azeni posloupnosti je viak lepsi neZ kvadratickE:
existuji algoritmy, kter@dn-prvkovou posloupnost sefadi v Case ¢ n log n (¢ je konstanta), a to

| v nejhorSim pripadé (tj. i pro ,nejzlomysingji zadan@* vstupni posloupnosti). Proto jeCasov/
slozitost probldmurazeni vyj/Edena funkci ¢ n log n (v promeénn@dn).
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Ddlka vypditu vyrazl
D@Iku vypditu vyrazu e oznatime 7(e).
T(e) je rovna souctu d@lek vyhodnoceni vSech operaci, kter@ vyraze obsahuije.

Vyhodnoceni element/rnich aritmetickych, logickych, redaCnich operaci nad skalZArnimi
operandy je konstantni. Proto i ddlku vypcCtu vyrazu, ktery obsahuje pouze tyto

jednoduch@ operace, povazujeme za konstantni.

"N/

Obsahuje-li vSak vyraz e volZni slozijSich funkci, je nutno zapocitat ddlku jejich

vypottu do 7(e).
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Presnéji:

7(c) = 0, je-li ¢ konstanta,

7(v) = 1, je-li ¢ odkaz na hodnotu skalZErni (fepisovateln@) proménnd. Tedy zgdistupnéni
obsahu proménnd povazujeme za jednotkovou operaci.

7(op a) = 1+ 7(a), kde op je primitivni unZErni oper/Etor, ktery vyhodnocuje svij opand,
napfiklad not.

7(a ®b) =1+ 7(a) + 7(b), kde @ je néktery z primitivnich binErnich operAtorl, kter@
vyhodnocuji oba svoje operandy, napfiklad +, —, *, /,div,mod, <, <,>, >, .. ..

26-1



Pozor, nékter@ oper/Atory a jazykovd konstrukce nemusi vzdy vyhodmomvat vSechny svoje
operandy. Podle toho se pak uréuje d@lka vypdtu vyrazi:

T(a && b) =1+ 7(a) + 7(b) pro a pravdivd
7(a && b) =1+ 7(a) pro a nepravdiv®

7(if a thenbelsec) =1+ 7(a) + 7(b) pro a pravdivd
7(if a thenbelsec) =1+ 7(a) + 7(c) pro a nepravdivd
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Ddlka vypcattu volZ£ni funkce

Deklarace:

f (x1,...,2,) = €

VolZni hodnotou (striktni aplikace):

T(f(ay,...,a,)) =1+ 7(ay) + -+ 7(a,) + 7(e"), kde vyraz €'’ vznikne z vyrazu
e nahrazenim kazd@ho vyskytux; hodnotou vyrazu a;.

VolZ&Eni jm@nem (norm/Zlni aplikace):
T(f(ay,...,a,)) =1+ 7(€'), kde vyraz €’ vznikne z vyrazu e nahrazenim kazd@ho

vyskytu x; celym nevyhodnocenym vyrazem a;.
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Bude-li n&Es zajimat pouze tzvasymptotick@ chovZnsloZitosti algoritml, budeme
ztotoznovat slozitosti liSici se jen kladnou multiplikativni konstantou. Pro takovd gipady

bude uziteCnZE nAEsledujici

Umluva:  Je-li e vyraz obsahujici jen skalZErni konstanty a pror@nn@ a elementZrni

operace (na skalZrnich hodnotZch), klademe ddlku jeho vyptu rovnu jednd.

Vyraz e zejm@na nesmi obsahovat vektorovdd operace (nap. aritmetick@® operace na

,2dlouhych* Cislech) ani volZ&Eni uzivatelskych funkci.
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Tuto cemluvu zavZAdime proto, Ze proGaly zjistovAni asymptotick@ho chovZ&ni algoritmu je

praktictéjsi napriklad uvaZzovat d@lku dirazeni x:=a* (b+c+d) rovnu jednd, nez ji pcitat
jako 1 + 1 + 2 4 5. Stejné vime, Ze soucet je roven konstanté, a to n£m stéi.
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U tzv. ,Cistych“ vyrazl predpoklZEd&LEme, Ze nemaji vedlejsi efekty. To vSak nemusi vidplatit.
D@lka vypditu vyraz(, kterd obsahuji volZni funkci, z&visi najen namotn@m vyrazu, ale

| na stavu, v némz se vyraz vyhodnocuje. Stavem rozumime okamzity obsah programovych
(prepisovatelnych) proménnych. V jazycich s vedlejSimi efekty se stav béhem vypoctu meéni.

Priklad:

var a:lInteger;
function f (n:Integer):Integer;
var i,k:Integer;
begin k := 0;
for 1:=0 to n*a do
k := k+1i;
a := k;
f:=a A{return a}
end
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Glob/ZIni pepisovateln/E pronénn£Ea mA na z&/Atku hodnotu 2, pak ve vyrazuf (4)+f (4)
trv/E kazd@ vyhodnoceni stejn@ho podvyrazfi(4) riiznou dobu. (Jakou?)
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\
Ddlka vypditu prikazl

Necht .S je mnozina stavll, o € S. Kazdy pfikaz p funguje jako stavovy transform/Etor

v(p): S --+ 8.
D@lku vypditu piikazu p ve stavu o oznatime 7(p, o).

PrAEzdny pikaz

7(skip, o) = 0 pro libovolny stav o

Prirazovaci prikaz
T(v:=e,0) =1+ 7(e, o), je-li vjednoduchZ pepisovateln/E prondnn/A
Sekvence

k

T(beginpl; ...; Pr end, 0'0) = ZT(pi, 0'7;_1), kde o; = I/(pi)(O'i_l)
1=1
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Vétveni

Necht o je stav, p, q pfikazy, e vyraz a o’ = v(e)(o).

/

)
T(if ethenpelseq,o) = 7(e,0) + 7(p,0’) pro pravdiv@e,
7(if ethenpelseq,0) =7(e,0) + 7(q,0")
Pokud vyraz e nem/Z vedlejSi efekty, pako = o a
7(if ethenpelseq,0) = 7(e,0) + 7(p,0) pro pravdiv@e,
7(if ethenpelseq,0) = 7(e,0) + 7(q,0) pro nepravdiv@e.

pro nepravdivde.
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Cyklus while
Necht ¢ = (while e do s) je pfikaz cyklu a oy, je stav takovy, Ze ze stavu o piikaz

cyklu ¢ zopakuje pr/Ae n-krAt svddio s.

Pro 0 < i < n oznaéme o, = v(e)(o;),
pro 0 < i < n oznaéme 0,11 = v(s)(0;),
anecht pro 0 <4 < nje u(e)(o;) = pravda, p(e)(o,) = nepravda. Pak

7(t,00) = Z (T(e,04) +7(s,07)) + (e, on)

0<i<n

Pokud vyraz e nem/A vedlejSi efekty, pako; = ag a

T(t,00) = Z (T(G,O‘i) + T(S,O‘z‘>) + 7(e,on)

0<i<n
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T zna&i mnozinu vech hodnot typu 1°, tzv. dom@nu
Stejn@ rozsreni definice ddlky vypcdtu se vztahuje i na vyrazy s vedlejSimi efekty.

Pfikazy mizeme povazovat za vyrazy, kterd maji speciZIni hdnotu e typu Com. S@mantika
kazd@ho @ikazu je pak konstantni funkce, tj. pro libovolny prikaz p a stav o je ,u(p) (J) = o,
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Necht f je funkce definovan/Z

f (x1,...,2,) = €

a op je stav, ve kterdm zane vypocet.

Pak bud'to, v pfipadeé volAEni jm@nem,

7(f(ay,...,a,),00) = 1+ 7(€’,00), kde vyraz ¢’ vznikne z vyrazu e (téla funkce f)
nahrazenim kazd@ho vyskytux; vyrazem a;

anebo, v pripadeé volZAni hodnotou,

T(f(ay,...,an),00) = 1+7(a1,00) +7(az,01)+ - +7(an,on_1)+7(e",00),
kde 0; = v(a;)(0;_1) (pro 0 < 7 < n) avyraz € vznikne z téla e takto:

e’ = begin zy1:=p(a1)(oo);

T =p(an)(0n_1);
e
end
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D@Iku vypcaitu prikazu cyklu for mizeme odvodit tak, Ze si cyklus for vyj&dime pomoci cyklu
while.

Necht t = (for i:=eto e’ do s) je pFikaz cyklu a o je stav takovy, Ze ze stavu o pfikaz
cyklu ¢ zopakuje pr/e n-kr/t sv@ddo s.

Oznatime oy = v(i:=e)(0),
pro 0 < ¢ < moznagime o, = v(i < €')(0;),
apro0 < i < noznatime o = v(s)(0;), 0541 = v(i:=succ(i))(o})

Pak

+7(i <€, o)
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Veétsinou nZs vic nez ddlka jednoho konkr@tniho vymiu zajimA, jak se dany algoritmus
chovZ obec®, tj. jak vypadZ£ mnozina d@lek vSech moznych vypétll — pro mnozinu vSech
pripustnych vstupnich dat (vyhovujicich vstupni podmince).
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Casov/ slozitost algoritmu

Je-li In mnozina v3ech vstupnich dat pro algoritmus A, pak pro € In zavedeme &islo

|z| € N, kter@ nazvemevelikost vstupni hodnoty .
PoC/AEténi stav vypoctu, ktery odpovidZ umiséni hodnoty x na vstupu, oznacime o ;.

Casovou sloZitost algoritmu A zavedeme jako jako funkci 74 : N — N takto:

Ta(n) =max{7(4,0,) | |x| =n}

Casov/E sloZitost algoritmu je tedy funkce, kterZE pro kaZzdowelikost vstupnich dat je

rovna ddlcenejdelSiho vypocCtu na vSech moznych datech t@to velikosti.
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Velikost vstupnich dat odpovidZ& p@tu bitl, kterymi je vstupni cedaj vyj&edn. V praxi mA

casto tyto vyznamy:

Gislo n d@lka jeho bitov@ho zAEpisu, t/.log, 7 |
posloupnost Cisel pocet jejich prvki
graf pocet uzll + pocet hran

Protoze mnozina v definici slozitosti je vetSinou nekonecn/Z, musime hledan@ maximum

urcit analyzou nejhorsiho pripadu.
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V nékterych pfipadech je vyhodnéjSi rozdélit velikost dat na dvé Cisla (graf) a upravit definici
slozitosti T’y : N x N — N
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Priklad:  Algoritmus razeni vklZAEdAnim (imperativni verze — Pascal)

1 const MAX = 999;
2 type Elem = Integer;
3 Posl = array [1..MAX] of Elem;

4  procedure iInsSort (n:Integer; var A:Posl);

5 var i, j : Integer; x : Elem;
6 begin

7 for i := 2 to n do

8 begin

9 x := A[il; j := i-1;
10 while (j>0) && (A[jl>x) do
11 begin

12 A[j+1]1 := A[j];

13 j = j-1

14 end;

15 A[j+1] :=x

16 end

17 end
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Priklad:  Analyza nejhorSiho pripadu

Algoritmus: 1InsSort
Vstup: posloupnost celych &isel A = (a1, ..., ay)
ddlkyn.

Vystup: posloupnost celych &isel B, kter/E je permutaci posloupnostid a pfitom je
neklesajici.

Oznacéme c¢; ddlku vypaitu prikazu nebo testu na ¢-t@miZAdku algoritmui InsSort, pficemz
na sedm@mrAdku (v zZhlavi cyklu for) jsotitelement4Erni akce £y init, C7 test: C7,inc-
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Pak ddlka vypcttu je

n 1—1
T(n) = c7,nt + Z <C7,test + Co + Z(CIO + c12 + ¢13)
i=2 J=¢

+ C10 1+ C15 + C7,inc) + C7 test

kde £ je hodnota, pfi kter@ se vnitni cyklus algoritmu zopakuje nejvicekr/4Et, tj. nejmensi
mozn/ hodnotaj, pri niz je jeSté splnéna podminka za while (na 10. FA&dku algoritmu).

Takov@ minimZEIni mozn@ je zfejmé rovno 1, a to v kazd@m prichodu vréjsim cyklem for.
Situace, kdy v kazd@m prdchodu vrgjSim cyklem je & = 1, nastane, kdyZ vstupni
posloupnost A je klesajici.
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Po dosazeni & = 1 a po cepraé dostEvAEme

C10 + C12 + C13 2

2
C C C
+ (C7,test + C7 inc + Co + ;O — ;2 — ; -+ C15)’n,

+ (¢7,init — C7,nc — C9 — €10 — Ci5)

T(n) =

coz je kvadraticky polynom v proménn@n.

~ 7 ~ "N/

dosazeni lze pracovat s polynomem §n2 + —n — 4.

2
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Abychom mohli pfi porovnZvZAni sloZitosti algoritm0 abstrahovat od ryocbséti konkr@tniho
pocitacCe, budeme chtit srovn/Zvat funkce podle toho, ,jak rychle rgtou®, pricemz za
vyznamny rozdil v rychlosti rlistu nepovazujeme napriklad pfipad, kdy jedna funkce mAc-kr4Et
vetSi hodnoty nez druhZ (pro ejakou kladnou konstantu c).
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Rychlost ristu funkci

Necht g : N — N. Zavedeme mnoziny funkci:

Mnozina funkci rostoucich nejvysSe tak rychle jako g :

O(g9) ={f | 3c>03Ing¥n >np.0 < f(n) < c-g(n)}

MnoZzina funkci rostoucich aspon tak rychle jako g :

2(g) = {f | 3¢ > 0Ing¥n > ng. 0 < f(n) > c- g(n)}

MnoZzina funkci rostoucich stejné rychle jako g :

O(g) = O(g) N 2(g)
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Mnozina funkci rostoucich pomaleji nez g :

0(g9) ={f | Ve >0Ing¥n > ng. 0 < f(n) <c-g(n)}

MnoZzina funkci rostoucich rychleji nez g :

w(g) ={f|Ve>03dngvn >np.0<c-g(n) < f(n)}
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fenNg) e Vn>n.0<dgn) < f(n)
feoh)s vn>n". f(n) < h(n)




Protoze se budeme zabyvat predevsim funkcemi vyjadfujicimi slozitost algoritmu (kterZ je
vzdy nez/&Eporn&), omezime se d&le na nezAEpornd funkce.
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Vlastnosti mnozin O, {2, ©, o, w

Veéta;

Veéta;

Jsou-li f, g : N — N dvé funkce, pak f € O(g) pr&e kdyz

ey > 0dcg > 03dngVn > ng.c1 - g(n) < f(n) <cs-g(n)

Pro kazd@ dwe kladn@ funkce f, g : N — N plati:

f€0(g) < ge )
feolg) & gew(f)
febBlg) < geo(f
feolg) = feO(g)
few(g) = fe€yg)
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1
V dilkazu prvnich dvou tvrzeni sta¢i obr/Ztit nerovnost a uvZ&Zzit kladnou konstantt .

C

Treti tvrzeni je trivi&EIni.

Ctvrtd tvrzenifik/E, Ze jist/E vlastnost plati pro vSechna kladn€EAle kladn/Aisla existuji,
napfiklad ¢ = 1. Tedy plati tak@ slabsi vlastnost pronéjak@c > 0.

Dikaz pZ&Atdho tvrzeni je analogicky.
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Veéta;

Pro kazd@ dw kladn@ funkce f, g : N — N plati:

iG]
feolg) & lim a(n)

i
fewlg < lim a(n)

=0

— OO

38




F(n) f(n)

Rovnost lim ——= = 0 je ekvivalentni s podminkou V¢ > 03dngVn > ng. |——
n—oo g(n) g(n)
Obé funkce jsou kladnd, tedy absolutni hodnotu nemusime uvazovat a nerovnost Ize

vynZEsobitislem g(n ), ¢imz dostaneme podminku pro f € o(g). Uprava byla ekvivalentni,
takZe ekvivalentni jsou i obé podminky v prvnim tvrzeni.

< C.

f(n)

Rovnost lim ——= = o0 je ekvivalentni s podminkou
n— 00 g(n)
f(n)

ﬁ > c. Obe funkce jsou kladnd, tedy absolutni hodnotu
gn
nemusime uvazovat a nerovnost lze vyn/Zsobitislem g(n) Cimz dostaneme podminku pro

f € w(g). Uprava byla ekvivalentni, takZze ekvivalentni jsou i ob& podminky v prvnim tvrzeni.

Ve > 0dngVn > ny.
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Jsou-li f, g : N — N dvé kladn@ funkce, pak plati

o f

e gmy <0 T 1 €00
- f(n)

nh—{%o a(n) >0 = feg)

ObrZEcend implikace vSak obec@ neplati, protoze uvedend limity nemusi existovat.

Pro funkce f, g vSak plati siln&jsi tvrzeni:

. f(n)
l1£n_>sol<1)p ) <oo < fe 0(g)

.o f(n)
lhrggfm>0<:>f€(2(g)

CviCeni: Rozhodnéte a zdlvodnéte, zda pro kazdou kladnou funkci g plati

O(g) = o(g9) U B(g), 2(g) =w(g)U O(g).
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Véta: Necht f,g,h : N — N jsou tfi kladn@ funkce a necht funkceq : N — N je

= f(n) +g(n).

definov&Enaq(n)

Pak plati:

feOh)ANge Oh) = qe O(h)
fenRh)nge 20h) = qe 2(h)
feOh)Nge O(h) = qe O
feolh
few(h

YAg € o(h) = q€ o(h
)

ANg €w(h) = q€w(h)

~
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Pozn/£Emka: Plati fada podobnych odvozenych vlastnosti, napriklad

fenh)Nge O(h) = q€ 2(h)
feO®h)ANge Oh) = qe€ O(h)
fe®h)Ngeolh) = qe O(h)

apod.

CvicCeni:  Formulujte a dokazte dalSi vlastnosti, kter@ z \ety vyplyvaiji.
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Vvéta: Necht f,h : N — N jsou dvé kladn@ funkce,c, d konstanty, ¢ > 0, a necht

funkce p : N — N je definovEnap(n) = ¢ - f(n) + d.

Pak plati:

fe O) = pe O(h)
feh) = pe 2(h)
feOh) = pe Oh)
feolh
fewh

) = peco(h)
)

= p € w(h)

~
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Dikaz: Nejprve necht d = 0; tvrzeni obdrzime vhodnou volbou kladn@ konstanty v definidch
tiid O, {2, O, o, w. Pro obecn@d # 0 jde o speciZlni pipad pfedchozi véty, kdy funkce g
z jejich predpokladl je konstantni.
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Véta: Necht f, g, h : N — N jsou tfi funkce, pak

feO0(gNgeOh) = feOh)
feolg Nge Oh) = feolh)
fe€O0(gngeolh) = feolh)
feg)Nge 2h) = fe2(h)
few(g)Nge 2(h) = [ew(h)
fe2g)hngewlh) = few(h)
Dusledek:  Relace ,rust nejvySe tak rychle” tvofi pfeduspofAEdAnma mnoziné vSech
funkci N — N.

PoznEmka: Relace ,rust prAe tak rychle“ tvori ekvivalenci na mnoZziné vSech funkci
N — N.

Tyto relace vSak nejsou cepIn@. Existuji dvojice funkci, ktgd nejsou porovnatelnd. /
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PoznEmka: PredusporAEdAnitdzpolousporfAEdAEnie binrni relace, kter/ je reflexivni a
transitivni. Uspof £dZne binZrni relace, kter/& je reflexivni, antisymetrick/E anstivni.
Ekvivalence je binZrni relace, kter& je reflexivni, symetrick&£ a tramsiti.

Cviceni:  Najdéte pFiklad dvojice funkci f, g : N — N, kter@ nejsou porovnatelnd, tj.

f¢ 0(g), f &)

Cviceni:  Dokazte tvrzeni:
Je-li kladnZE funkcef skoro viude majorizov/Ena funkcig (4. f(n) < g(n) pro skoro
viechnan), pak f € O(g).

CviCeni:  Dokazte tvrzeni:
Pro kazdou kladnou funkci g je 0(g) Nw(g) = 0.
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Rust jednoduchych funkci
Def. Kladny polynom je polynom s kladnym vedoucim koeficientem.

Véta: Kladny polynom vysSSiho stupné roste vzdy rychleji nez polynom nizsiho stupne.
Dva kladn@ polynomy stejn@ho stupe rostou stejné rychle.
Pozn/Emka: Predchozi vétu lze zobecnit i na mocninn@ funkce s necelciselnymi

exponenty: jestlize 0 < a < b, pak n? € O(nb).

Véta: ExponenciZIni funkce se z&kladem > 1 roste rychleji nez libovolny polynom.

Logaritmick@d funkce rostou pomaleji nez funkce lineZrni.
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CviGeni:  DokaZte, Ze pro kazd@ girozen@&islo k plati (n + 1)¥ € O(n").
(Vhodnou kladnou konstantu ¢ z definice mnoziny O uréete podle binomick@ \&ty.)
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Véta: Necht 1 < a < b. Pak

log, € ©(logy)
a" € o(b")

Pozn/Emka: Roste-li funkce logaritmicky, pak na zZAkladu logaritmu neZElezi. (Jen musi

byt vétSi nez 1, coz je vSak nutnZ podminka k tomu, aby funkce vibe rostla.)
véta: Platin! € O(n"),n! € 2(2").

Dlikaz plyne z definice faktoriZElu.
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Pozn/Emka: Misto ,6 (log)* se &asto pise , O (log n)*, podobné jako ,0(n?)* misto
,0(f), kde f(n) = n? pro kazd@n*,

a dokonce ,0(1)* misto ,0(g), kde g(n) = ¢ > 0*.
Mnozi autori zach/Azeji ve zneuziv/AEni notace jestdAle (nap. pracuji s mnozinami funkci,

jako by to byla Cisla).

Pozn/AEmka: Z tzv. Stirlingovy aproximace
V2rn(n/e)® < n! < V2mn(n/e)"el/ (121
vyplyvaji silnéjsi tvrzeni o rlstu faktoriZElu:

n!l € o(n™), nlew2)
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Def: Rekneme, Ze funkce f roste nejvyse polylogaritmicky, kdyZ existuje &islo k > 0
tak,ze f € O <(Iog n)k>

Def: Rekneme, Ze funkce f roste nejvyse polynomiZEIg, kdyZ existuje &islo k > 0
tak, 7e f € O(nF).

Funkce f roste roste aspoi polynomi/Elg, kdyz existuje Cislo € > 0 tak, ze f € 2(n®).

Def: Rekneme, Ze funkce f roste nejvyse exponenciZl®, kdyZ existuje ¢islo a > 1
tak, ze f € O(a").

Funkce f roste aspori exponenciZI&, kdyz existuje Eislo a > 1 tak, ze f € 2(a").

Def: Rekneme, Ze funkce f roste asponi dvojité exponenciZl&, kdyZ existuje Cislo
a > 1tak, ze f € {2 (aan).
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PoznEmka: Existuji funkce, kter@ rostou rychleji nez vsechnyk-nZEsobg exponenciZElIni
funkce, a to dokonce pro libovoln@k.

Naopak existuji kladn@ funkce, kter@d rostou (tedy rychlejnez konstantni), ale rostou pomaleji
nez funkce log o - - - o log, kde logaritmus mizZeme slozit sama se sebou libovolnékrZEt.
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Def:  Fibonacciho funkce F' : N — N je definovan/E rekursive:

F(0) = 0
F(1) = 1
Fn+2) = Fn)+F(n+1)
pro vSechnan € N.
1 5 1 —
Véta: Necht ¢ = +2\/_, O = . Pak pro kazd@n plati
Spn . @n
F(n) = .
(n) 7

Disledek:  Pro Fibonacciho funkci F' plati F' € O ("), kde ¢ =

=
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Dlkaz Véty — indukci podle n.

(i Pron = 0an = 1 tvrzeni plati:

0 20 1—1 1 21 1+v5 _ 1-/5
FoOy=2—* _~"~_o Frl)=2"% _ 2 2
V5 V5 V5 V5
(iiy Predpokl/Edejme, ze pro Bjakdn > 0 plati F(n) = © \}
n+1 ~n—+1 n-+2
T — @ T —
F(n+1)= , auk&Ezeme, zeF' (n + 2) =
Vb B H\F
et = Q" Pt ="
Fn+2)=Fn)+F(n+1)= + =
v/5 V/5
(155) - (459) + (9)" - (59)"
2

NG
114V5)" 4 (1-VE)" +2(145)"" —2(1-v5)""
2n+2./5
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(442014 V5) (14 V5)" = (4+2(1 = V5)) (1= V5)"

2n—|—2\/5

(1+2v5+5) (1+v5)" = (1-2v5+5) (1-v5)"
2n+2\/g +2 _—|—2
L+vE)" -1 -vE)"? (BE) - (55E) e g
2n+2,/5 ; V5 ; V5
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Lemma:  Funkce log(n!) roste stejné rychle jako funkce 7 - log n.

Dilkaz: NejdFive uk/Ezeme, ze logn! € O(n log n).

n n
logon! = Z logok < Z logon. = n log n, takze logon! € O(n log n).

n n
D/4le funkci logn! ohrani¢ime i zdola: 2 logon! = 2 Z logok > 2 Z logok >
k=1 k=|n/2]
n

- n n
2 Z logs LEJ = 2 L§J logs {§J € O(nlog n), takze logon! € 2(n logn).

Dohromady log n! € @ (n log n).
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CviGeni:  Dokazte, ze d@Iky vypdtll podle né&jak@ho algoritmu A jsou v mnozing O (g),
pr/Ee kdyz Casov/E slozitost algoritmuA je v O(g) a dglky nejkratSich vypdtl patfi
do 2(g).

Cvi¢eni:  Sefadte podle rychlosti riistu funkce (v promé&nn@n): log n", Iog(log n) n\/ﬁ
2Ioggn_
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Algoritmus razeni slucovAEnim (funkc. verze)

mergesSort
mergeSort []
mergeSort [x]

mergesSort s

merge s []
merge [] t

merge (x:u) (y:

V)

[Int] — [Int]

[]
[x]

merge (mergeSort u) (mergeSort v)
splitAt (n ‘div® 2) s

where (u,v)

n

> ¥

length s
then x
else y

. merge u

: merge (x:u)

(y:v)

A%

a7



Priklad:

vs [4,3,1,6,7,2,8,5]

mr

mr

mr

mr

mr

mr

(ms [4,3,1,6]) (ws [7,2,8,5])

(mr (ms [4,3]) (ms[1,6]1)) C(mr (ws[7,2]) (ws[8,5]))

(mr (mr (ms [41) (ms [31)) (mr (ms [1]) (ws [61)))  (mr (ror (ms [71) (ms [2])) (mr (ws [8]) (ms [61)))

Cor Cor [4] [31) (e [1] [61)) Cor Cer [71 [2]1) (e [8] [5]1))

(mr [3,4] [1,6]1) (mr [2,7] [5,8])

[1,3,4,6] [2,5,7,8]

[1,2,3,4,5,6,7,8]
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Véta: Necht In = Out je mnozina vSech seznamu (posloupnosti) celych &isel,
gp(s) = S je konecny, w(s, t) — { je permutaci seznamu s a t je neklesajici.

Pak mergeSort je tot/&le korektni vzhledem k podmink&Emyp, ).

Lemma:  Casov/E sloZitost pomocn@ funkcaerge je Therge € O(n0).

Véta: Casov/E sloZitost funkcemergeSort je TmergeSOI-t - @(n - log n)
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Dlkaz tot&Ini korektnosti: Konvergence i parciZIni koreéhost se dok&AZe indukci podle d@lky
seznamu s, parciZlIni korektnost pomocnd funkcenerge se dok/Aze indukci podle sogtu
d@lek obou sltovanych seznamu.

Line/Erni slozitost funkcenerge je ziejmA: konstantni ddlka porovn/ZEni dipojeni mensiho
prvku na zaC/tek posloupnosti se dohromady provede tolikrZt, kolik jsoucet ddlek obou
vstupnich posloupnosti (argumentll funkce merge).

Odvozeni slozitosti funkce mergeSort je na nAsledujicich stranZch.
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Algoritmus razeni slucovAEnim (imp. verze)

type Elem = Integer; Posl = array [1..MAX] of Elem;
procedure mergeSort (n:Integer; var A:Posl);
var B : Posl; { pomocné pole }

procedure msort (p,r:Integer); { seradi pole od p do r }
var q : Integer;
begin if p < r then begin
q = [@+)/2] ;
msort (p,q) ;
msort (q+l,r) ;
merge (p,q,r)
end

end
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procedure merge (p,q,r:Integer);
{ slouci usek Alpl,...,Alq] s tusekem A[g+1],...,A[r] }
var i,]j : Integer;
begin
i:=p; Jj:=q+1;
for k := p to r do

if (1i<q & (j<r) && (A[il <ALjD) |l (§>r)
then begin B[k] := A[i] ; i := i+l end
else if (i<q) && (G<r) && (A[il>A[j1) |l (i>q)
then begin B[k] := A[j] ; j := j+1 end ;
for k := p to r do A[k] := B[k]

end

begin { mergeSort }
msort (1,n)

end { mergeSort }
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Pozn/Emka: Podmineny prikaz v téle cyklu for procedury merge Ize ekvivalentneé zapsat
kratCeji takto (dokaZzte)

if (i<q ) && ( j>r || A[LI <AL )
then begin B[k] := A[i] ; i := i+l end
else begin B[k] := A[j] ; j := j+1 end ;
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Casov/E slozitost algoritmurazeni slu¢ovZAnim

Analyza nejhorsiho pfipadu

Pro danou velikost n je d@lka vypctu vzdy stejn/E.

Casov/ slozitost
T(1)=a
T(n)=b+T([n/2])+T(|n/2|) + D(n), D€ O(n)

T'(1) =a
T'(n)=0+2T'(n/2) +n-c, T € O(T).
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Analyza nejhorSiho pfipadu je zde triviZ£lIni: pro kazdou vstupni posloupnost ddly n
algoritmus déI/E stejnou pr4Eci. Pro slozitodt’ : N — N tedy plati, ze T'(n) je rovno d@Ice
vypocCtu na libovoln@vstupni posloupnosti ddlkyn.

Je-lin < 1, pakT'(n) = a, kde a je konstanta.

Je-in > 1,pakT'(n) =b+T([n/2]) +T(|n/2]) + D(n), kde D je slozitost zbytku
tela procedury msort (bez rekursivniho volZni), tedy zejm@na pomocnd procedunyerge.

Proceduramerge je tvorena cyklem s pevnym poctem opakovZni (), takze D(n) = cCc-n,
kde ¢ je konstanta. Tedy D € ©(n).

Protoze |n/2] a [n/2] se lidi nejvyse o 1 (t. o konstantu), miizeme tento rozdil zanedbat.
Takto upraven/E funkcel” roste stejné rychle jako T

T'(1) =a

T'n)=b0+2T"([n/2]) +n-c, T € O(T).
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Pro nékolik hodnot n dostEvAEme

T'(16)

T'(32)

a

b+2-T'(1) + 2c

b+2-T'(2) + 4c

b+2-T'(4) + 8¢

b+2-T'(8) + 16¢

b+2-T'(16) + 32¢

2a + b+ 2c¢

4a + 3b + 8c

8a + 7b + 24c

16a + 15b + 64c

32a + 31b + 160c¢
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“ - . . / . 0 v . s
VSimneme-li si hodnot 1" na mocnin&ch dvou, mliZzeme vyslovit tvrzeni

Véta: Pro kazd@k € N je

T'(2%) = 2Fa + (2% — 1)b + 2% ke

VyjAEdeno pomoci n:

T'(n)=a-n+b-(n—1)+c-nlogy n

ProtoZe lineZErni funkcea-n, b-n rostou nejvyse tak rychle jako n - log n, tak T ¢ @(n log n)

T’ roste stejné rychle, takzei 1" € @(n log n)
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Rovnosti T'(1) = ¢

T(n)=2T([n/2])+d-n

jsou speciZlnim pipadem situace, v niz je

T(l)=c

T(n)=aT([n/b])+ f(n),kdea > 1,b > 1,¢ > 0a f je kladn4& funkce. Napiklad pro
algoritmus fazeni sluGovEnimjea = 2, b =2, f € @(n) tedy pripad ,2“ n/sledujici ety.

Véta: Nechta > 1,b > 1, f je kladn& funkce a

T(l)=c
T(n) :a,-T(%) + f(n)
Potom:

1. Pokud f € O(n°%* %) pro ngjak@e > 0, pak T' € O (n°%).

2. Pokud f € @(n°%%), pak T € O (n%*logn).

3. Pokud f € £2(n'°%*"¢) pro ngjak@e > 0 apokud a - f(n/b) < d- f(n) pro n&jakd
d < 1 askoro vechnan, pak T € O(f(n)).
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Dolni odhad slozitosti fadicich algoritmu

Def.  Asociativni radici algoritmus je algoritmus, jehoz mnozinu pripustnych vstupnich
dat tvofi vSechny koneCn@ posloupnosti celychcCisel, a takovy, ze jeho vysledkem je

neklesajici permutace vstupni posloupnosti.

PoznEmka: Asociativni fadici algoritmus tedy nemuUze predpoklZAdat nic o velikosti

fazenych prvki a jedinou moznosti testov/ZEni je srovn&vatrpky mezi sebou.
Véta: Kazdy sekvengni asociativni fadici algoritmus m/ sloZitost vf2(n log n).

PoznfEmka: Veta rikA, zedolni odhad (Casov@) slozitosti probl@mu asociativniho
fazeni je v mnozine Q(n log n) Protoze vSak zn/Eme konkr@tniiadici algoritmy s touto
slozitosti, vidime, Ze tento odhad je dokonce t&sny: Casov/E sloZitost probl@mu

asociativniho fazeni je v mnozing ©(n log n).



Napf. slozitost fazeni vklAdAnim, v@rem, bubl&£ninTi rozdélovAEnim je
O (n?) C £2(nlogn), slozitost fazeni slucovAEninti haldou je O (n logn) C 2(n log n).

Pro urCeni slozitosti uvazujeme z/Z&pis algoritmu v jednoduch@m fokcionZAInim nebo
imperativnim jazyce, tj. ekvivalentni sekvencni implementaci RAMem.
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|dea dikazu Véty o dolnim odhadu slozitosti

Bez cejmy na obecnosti mizeme pedpokl&£dat, Ze prvkyazend posloupnosti jsou navzZAjem
riznd: chceme-li nejhorsi @ipad, musime sefazovat co nejvice prvkl. Dokonce se mizeme
omezit jen na permutace mnoziny {1, . ,n}: asociativni algoritmus si vSimA jen srovn/Zni
dvojic prvka.

Ponévadz existuje celkem 1! moznych permutaci a pro kazdou takovou permutaci na vstupu
musi podle t@hoz algoritmu prok&hnout jiny vypocet, existuje aspon 7! riiznych vypoctd. Ve
v3ech téchto vypoctech je aspoint n! — 1 binErnich testd, jejichz vysledky odlisi jednotlivd
vypocty. Ale to znamen/Z, ze wnejdelSim vypoctu (jde n£Em o nejhorSi pipad) musi byt aspon
|log, n!| testd. Pro slozitost 1" kazd@hoalgoritmu tedy musi platit 7'(n) > |log, n!|. To
znamen/E, z2el" € (2(logn!) = 2(nlogn)
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Cviceni: V dlkazu véty o dolnim odhadu slozitosti fadicich algoritm{ se mi¢ky
pfedpoklEd/E, Ze sloZitost jednoho porovnZni dvdisel a; a a; je konstantni. MUZete uv@st
lepsSi (realistictéjsi) odhad Casovd slozitosti jednoho porovnZEni?

CviCeni: UkaZte, Ze log (n - logn) € @(logn).

CvicCeni:  UvAZime-li realistickou slozitost jednoho porovn/Zni, jgkvyjde dolni odhad
slozitosti fadicich algoritm(? Je v rozporu s dokZAzanou &tou? Je jejim zesilenim?
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Algoritmus fazeni rozdelovAnim

(funkcionZlni verze)

quickSort :: [Int] — [Int]
quickSort [] = [
quickSort (p:t) = quickSort 1t ++ [p] ++ quickSort ge
where 1t = [ x | x¢t, x<p ]
ge = [ x | x<t, x>p ]

Véta: Necht In = Out je mnozina vSech seznamu (posloupnosti) celych &isel,
©(s) = ,s je konetny*,
w(s,t) = ,lje permutaci seznamu s a t je neklesajici“.

Pak quickSort je tot&lé korektni vzhledem k podmink&Emp, 1.

Véta: Casov/ sloZitost algoritmuquickSort je v @(n2).
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Dlkaz korektnosti: Konvergence i parciZ&lni korektnost seukZAze indukci vzhledem k d@lce
seznamu S.
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Razeni rozd&lovAEnim (imperativni verze)

type Element = Integer;
Posl = array [1..MAX] of Element;

procedure QuickSort (n:Integer, var A:Posl);

procedure Q (1,r:Integer);
var p: Integer;
begin if 1<r then begin p := Part (1,r);
Q (1,p-1); Q (p+l,r)
end
end;

procedure Part (1,r:Integer);
var i,j: Integer; x,y: Element;
begin x := Alr]; i :=1 - 1;
for j:=1 to r-1 do
if A[j]l<x then begin i :
y
end;
y := A[i+1]; A[i+1] := Alr]; Alr] :=y
Part (= 1 + 1

i+1;

end;

begin Q (1,n) end

A[il; A[il := A[j];

ALj]

=Y
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Razeni rozd&lovAEnim (modif. imp. verze)

type Element = Integer;
Posl = array [1..MAX] of Element;

procedure QuickSort (n:Integer, var A:Posl);

procedure Q (1,r:Integer);
var p: Integer;
begin if 1<r then begin p := Part (1,r);
if p-1<r-p then begin Q (1,p-1); Q (p+1,r) end
else begin Q (p+1,r); Q (1,p-1) end
end
end;

procedure Part (1,r:Integer);
var i,j: Integer; x,y: Element;
begin x := A[r]; i :=1 - 1;
for j:=1 to r-1 do
if A[jl1<x then begin i := i+1;
y := A[il; A[il := A[j1; A[j] := y;
end;
y := A[i+1]; A[i+1] := Alr]l; Alr] :=y
Part =1 + 1
end;

begin Q (1,n) end




Veta:  Algoritmus rfazeni rozdelovAEnim m/Z sloZitost v mnoiin@(w?).

PoznEmka: PrimérnAddlka vypditu podle algoritmu fazeni rozdélovAnim (tzv.

primérnZnebo oekAEvanAasovAE slozitos) je v mnoziné @(n log n)
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Dlkaz véty o kvadratick@ slozitosti: Neni Zk@ zjistit, Ze ddlka vypaétu cyklu (repeat) je ¢ - 1
(cel@ pole se projde jednim prlichodem a vyména prvki trvZ&E konstantni dobu).

Ozna&ime-li T'(n) sloZitost sefazeni pole d@lkyn, dostaneme

Tn)=c-n+max{T(q) +T(n—q—1)|0< g <n}

Pfi nevyv/ZAEzen@m éleni posloupnosti na podposloupnosti d@lekn — 1, 0 je d@lka vypatu
kvadratick/E. Tedyl” € £2(n?). Ale vyraz T'(q) + T'(n — g — 1) nabude maxima pro ¢ = 0
nebo ¢ = n — 1 (o tomto pfipadu vime, Ze je kvadraticky) — druhZE derivac€l’(n) vzhledem
ke g pro kvadraticky odhad T'(n) < cn? je kladn/E.

Dohromady, T' € 2(n?), T € O(n?),4. T € O(n?).
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Neform/ZlIni zdivodéni poznAEmky o pringérn@ sloZitosti:

Pri kazd@m vyvolZEni procedur{ se posloupnost ddlkyn rozdéli na dva ceseky ddlelg a

n — q — 1. Pfedpokl£dAme-li rovnoémnd rozlozenicisel (polozek) v sefazovand
posloupnosti, pak pravdépodobnost, Zze ¢ < rn, je rovna €islur, 0 < r < 1. Tedy
pravdépodobnost, zZe se pii vypocCtu ,nepriznivAE“ hodnota hraniceg vybere ve vyznamn@m
poctu pripadl, kles£& stislem r k nule. Proto staci uvaZzovat jen pripady, kdy se posloupnost
déli na ceseky d@lek &tSich nez n/ro pro néjak@ pevndry > 0 (ostatni pripady maji
nevyznamnou pravdepodobnost). Ale pak je nejvetSi hloubka zanoreni rovna

log 1 7 = —log, n. Soucet ddlek seazovanych cesekll v kazdd hloubce je nejvysen, takze
70
primérnAddlka vypcitu je nejvyse —c - n - log,, n, tedy v O(n log n). D/Ale se snadno

overi (napriklad pro g = 1/2), ze n log n je i dolnim odhadem, takze priimérnZ& ddlka
vypottu jev @ (n log n).
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Prostorov/4 slozitostadicich algoritmU

Definujeme prostorovou slozitost algoritmu analogicky jako casovou slozitost, ale za
miru slozitosti misto poc¢tu krokl vypoctu zvolime maximZIni mnoZstvi panéti, kter A&

bude béhem vypocCtu obsazena.

Def:  ProstorovZ slozitost algoritmuA je funkce, kterZE pro kazdou velikost vstupnich

dat je rovna velikosti obsazen@ pameti pri vypocCtu, jenz tdto paneti spotfebuje nejvic.

Pozn/Emka: OznaCime-li p(A, ax) mnozstvi pameéti spotfebovand vypaitem podle
algoritmu A z po¢/Eténiho stavu o, (odpovidajiciho umisténi dat = na vstupu), potom

prostorov/Z slozitost algoritmuA je

Sa(n) = max{p(A, o) | |z] =n}



Prostorov/E slozitost viech zmiiovanych fadicich algoritmd je lineZErni, t.5 € @ (n). Dlvod
je ten, Ze souC/Asti dat, s nimiz algoritmus pracuje, je samaazen/ posloupnost, a ta mA
ddlkun. Ostatni data (mimo tuto posloupnost, tj. ,extrasekvencni*) maji v uvAE&nych
algoritmech velikost nejvyse O(n).
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Def. Zavedeme extrasekvencni prostorovou slozitost fadiciho algoritmu jako funkci

zobrazujici ddlky vstupni posloupnosti na velikost paneti obsazend @i vypocCtu

v nejhorSim pripade, ale nezapocCitAEvAEme paét obsazenou sefazovanou posloupnosti.

Radici algoritmy, kter@ maji extrasekvertni prostorovou sloZitost konstantni, se nazyvaji

In Situ.
Razeni rozdélovZAEnim nenin situ.

Véta:  Prvni varianta algoritmu quickSort m/Z extrasekvegni prostorovou slozitost
@(n) druh/Z (modifikovan/) varianta tohoto algoritmu mA extrds&ncni prostorovou

slozitost O (log n).
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Pozn/Emka: Hovorit o fadicich algoritmech, zda jsou in situ, a zav/AE@t jejich extrasekvencni
prostorovou slozitost m/ prakticky vyznam jen tehdy, je-lposloupnost reprezentovAna polem
a ulozena v souvisl@m ceseku paraéti. Pfi jinych datovych reprezentacich posloupnosti (napf.
seznamem) se extrasekvencni prostorov/ slozitost nezavZdi.
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Razeni haldou

Def: Necht K je cepl@ uspoiZEdanZE mnozina tzklict (typicky mnozina cisel
s pfirozenym uspofZAdAEnimn<). Bin&rni haldge bin&rni strom, jehoz uzly jsou

ohodnoceny prvky mnoziny K, a ktery spliuje tyto vlastnosti:

1. D@Iky vSech \&tvi se li&f nejvyse o 1: maji d@lkuk, pripadné & — 1. Cislu k pak
fik/Emehloubka haldy.

2. Hodnoty uzlll na kazd@ \&tvi jsou vzestupné (sestupné) usporZAdZny.

Jsou-li hodnoty uzlli na kazd@ \étvi sefazeny vzestupné (¢im dZle od kdene, tim vétsi

hodnoty), je v kofenu haldy nejmensi prvek. Hovorime pak o minimov@haldé (min-heap).

Jsou-li hodnoty uzlli na kazd@ \étvi sefazeny sestupné (¢im dZ&le od kdene, tim mensi

hodnoty), je v kofenu haldy nejvétsi prvek. Hovofime pak o maximov@haldée (max-heap).

J
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Ve funkcion/ZlIni implementaci algoritmurazeni haldou, kde se pracuje s explicitni haldou
(datovou strukturou binZrni strom), pouzijeme minimovou laldu. Naopak v imperativni

implementaci, kde se pracuje s implicitni haldou (reprezentovanou polem), je vyhodnégjsi
pouzit maximovou haldu.
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Operace s binArni haldou
data Heap = Empty | Node Elem Heap Heap
Z/Ekladni operace — konstruktory a selektory — maji konstami slozitost.

Konstruktory

Empty : Heap

Node : Elem — Heap — Heap — Heap
Selektory

rootVal : Heap --» Elem

leftHeap : Heap --» Heap
rightHeap : Heap --» Heap

isEmpty : Heap — Bool
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Dalsi operace pro prAci s binZrni haldou

VyhledZni minimAIniho prvku (v minimov@ haijl
minH : Heap --+ Elem

minH — rootVal

(slozitost © (1))

Odstraneni minimZlIniho prvku (z minimov@ haldy)
extractMinH : Heap --» Heap

(slozitost O (log 1))

Odstraneni maxim/Zlniho prvku (z maximov@ haldy)
extractMaxH : Heap --» Heap

(slozitost O (log 1))



Prid&ni prvku
insertH : Elem — Heap — Heap
(slozitost O (log 1))

Odstraneni prvku
removel : Heap — Heap --» Heap
(slozitost O (log 1))
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Véta:  Nepr&zdn/ binrni halda mauzlech m/ hloubku| logsm |.

Dlkaz indukci podle n.

Def: BinZ&rni strom, v jehoZ kazd@m podstromu se peet uzlli levdho a pravdho

podstromu liSi nejvySe o jednu, se nazyvAAuzlove vyvAEzenybinZrni strom.

Véta: Kazdy uzlové vyvAEzZeny bin&rni strom je haldou (aZ na ohodnoceni uzll).
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Dlkaz: Je tfeba dok4&zat, Ze ddlky vSech étvi uzlové vyvAEZendho stromu se lisi nejvyse

o jednu.

PredpoklAEdejme sporem, Ze tvrzeni neplati, al’ je nejmensi strom, ktery tvrzeni porusuje.
Tedy v kazd@m podstromu stromu’l’ se pocet uzld vlievo a vpravo lisi nejvyse o jednu, ale
existuji zde dvé vétve d@lekm a k, pficemz m > k + 2. Z minimality stromu 1" plyne, Ze
jedna z téchto dvou vétvi, feknéme ta delsi, d@lkym, lezi v lev@m podstromul; stromu 1’, a
druh/E, kratsi, d@lky, v prav@m podstromul’;. stromu 1. Navic, rovné&z z minimality, v8echny
vétve jdouci do 7; maji d@lkum nebo m — 1, vdechny vétve jdouci do 71} maji d@lkuk nebo
k + 1. To znamen/E, zel; m/E aspa o dva uzly vic nez T;.. Ale podle pfedpokladu véty m/Z
nejvyse o jeden uzel vice, coz je spor.
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Algoritmus razeni binZrni haldou (funkcionZni verze)

data Heap = Empty | Node Int Heap Heap

insHeap :: Int — Heap — Heap

insHeap u Empty = Node u Empty Empty

insHeap u (Node v p q) = if u > v then Node v (insHeap u q) p

else Node u (insHeap v q) p

toHeap :: [Int] — Heap
toHeap s = foldr insHeap Empty s

toList :: Heap — [Int]
toList Empty = []
toList (Node x 1 r) = x : merge (toList 1) (tolList r)

heapSort :: [Int] — [Int]
heapSort = tolList -+ toHeap
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Korektnost razeni haldou
Véta: Algoritmus heapsort je tot/Ele korektni radici algoritmus.

Konvergence algoritmu je zfejmZ. Dikaz parciZIni korektnosti vyplyvAE z nA&sleduofici

lemmat.

Lemma: Funkce toList vytvori z haldy A seznam s tymiz prvky jako méla halda h,

ale uspor/dany vzestupe.

Lemma: Je-li u Cislo a h uzlové vyvAEZen& halda, paknsHeap u h je halda

obsahujici pr/Ee prvky z haldy h a prvek wu.

Lemma: Funkce toHeap vytvori ze seznamu s haldu obsahujici tytdz prvky jako

sezZznam §S.

69




Dllkaz prvniho lemmatu indukci podle velikosti haldy.

Dikaz druh@ho lemmatu: indukci podle paitu prvkd v A se uk/&Eze, Ze bin/rni strom
insHeap u h bude opét uzlové vyvAZeny.

Podle véty o bin&rnich stromech vyvZ&AEZenych vzhledem k gou uzIt bude vysledek opét
halda.

UspofAEdZni hodnot pod@&ivi vyplyvA z definice funkceinsHeap.

Treti lemma indukci podle ddlky seznamu a z definice kombin/Atwu foldr.
foldr insHeap Empty [zi,z2,...,7,]
= insHeap z; (insHeap z2 (...(insHeap x, Empty)...))
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Slozitost razeni haldou
Lemma:  Procedura insHeap m/E slozitost vO (log n).

Dukaz: Funkce insHeap se rekursivné vyhodnoti prAEe tolikr/Et, jako je hloubka haldy.

Ale ta je logaritmickZ vzhledem k p@tu jejich uzld, jichz je vzdy nejvySe n.

Véta:  Algoritmus fazeni haldou m/E slozitost vO (n log n).

Dikaz: Z predchoziho lemmatu vyplyv/ZE, Ze slozitost funkcetoHeap je v O(n log n)
Ve funkci toList je hloubka rekursivniho zanoreni logaritmick/Z, protoze seznamy se
puli. Slozitost pomocn®@ funkcemerge je line4rni a cehrnn/& ddlka vpo vSech vol&Eni

n
funkce merge ve stejn@ hloubcek (tj. se stejné dlouhymi seznamy) je — - oF — n.

ok
Funkce toList m/A tedy slozitost tak@ \O(n log n) Celkem je tedy horni odhad
slozitosti funkce heapSort n log n, ale podle Véty o dolnim odhadu slozitosti fadicich

je toto i dolnim odhadem.



V imperativnim algoritmu heapSort se pouzivAE maximov/A halda, tj. binf&rni halda, kter4

mZ polozky ve @tvich sefazeny sestupne. Tedy nejvetSi polozka je vzdy v koreni.

Jelikoz algoritmus mZ haldu efektive reprezentovZnu polem, je zde vyhodejSi uvazovat

bin&rni haldu nikoliv uzloe vyvAEzenou, ale naopak s levym podstromem @zSim*“.

Def:  Vlevo zarovnan/Z haldge bin/&Erni halda, jejiz vdechny @étve d@lky k leZi nalevo
od vétvi d@lkyk — 1.
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Vlevo zarovnanZ halda

®). (®.
b



Véta: Reprezentujme vlevo zarovnanou binZrni haldu nan uzlech posloupnosti
hodnot jejich uzli (al, e an) takto: a1 reprezentuje kofen haldy a je-li uzel u
reprezentovAn prvkema;, pak levy nZslednik uzluu je reprezentovZn prvkemas; a
pravy nZ&Eslednik uzluu je reprezentovZn prvkemas; +1. Pak posloupnost (aq, . . ., ay)

je haldou urcena jednoznacne.

Véta umoznuje pracovat s vlevo zarovnanou binrni haldou reprezenteanou v paméti

polem. Vlevo zarovnan/Z binZrni halda je tot@z jako pole rogsan@ ,po vrstvAch®.
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Algoritmus razeni binZ&rni haldou (imp. verze)

type Element = Int;
Posl = array [1..MAX] of Element;

procedure heapSort (n:Int, var A:Posl);
var 1l,r: Int; x: Element;

procedure createHeap (1,r:Int);
{ vytvoreni haldy A[1]...A[r] ze dvou podhald zalinajicich A[2*1] a A[2%1+1] }

var i,j:Int; {pom. indexy} y:Element; {zarazovany prvek} p:Bool; {sestupovat?}

begin i := 1; j := 2%i; y := A[il; p := True;
while p && (j<r) do { sestupujeme }
begin if (j<r) && (A[j]l<A[j+1]) then j:=j+1;
{ A[j] je ted vétsi z kofend podhald pod A[i] }
p := y<A[jl;
if p then { A[jl>y, takZze posuneme A[j] o patro vys }

begin
Alfi]l := A[j];
i := 3J; J = 2%1
end
end;
A[i] :=y { prvek y zarazen na své misto }

end {createHeap};
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begin {heapSort}
{ postupné vytvorime haldu A[1],...,A[n] }
for 1 := n div 2 downto 1 do createHeap(l,n);

{ V kofenu (A[1]) je prvek s nejvétSim ohodnocenim.}
{ Vyménime ho s koncem pole, haldu zkratime }
{ a restaurujeme zarazenim A[1] na spravné misto }
for r := n downto 2 do
begin
x := A[1]; A[1] := A[lr]; Alr] := x;
createHeap (1,r-1)
end
end {heapSort};
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Korektnost a slozitost imperativniho algoritmu heapSort

Veéta: Mejme vlevo zarovnanou binrni haldu reprezentovanou poslopnosti
(al, e ar) a necht oba podstromy pod kofenem splnuji podminky haldy. Pak
posloupnost (ay, . . . ,a..) ve stavu po provedeni createHeap(a, [, r) spliiuje

podminky (vlevo zarovnand@) binZ&rni haldy.
Dlkaz indukci podle hloubky haldy.
Véta:  Provedeni procedury heapSort(A) sefadi posloupnost A

ldea dlikazu: Jednoprvkov@d podstromy reprezentovand drulou polovinou posloupnosti
A jsou triviZEIni podhaldy. Prvni f/Eze algoritmu vytVi& téchto podhald vétsi podhaldy.

Na konci prvni f/Eze je posloupnostA binErni haldou.

Druh/Z fAEze algoritmu vytvdz haldy sefazenou posloupnost. To vyplyvZ z toho, ze
nejvetsi prvek haldy je vzdy v jejim kofenu: nejvetsi prvky se sklZdaji na konec

posloupnosti.



Véta: Algoritmus fazeni haldou konverguije.
Dlkaz: Tvrzeni véty vyplyvZ&E z konén@ velikosti a hloubky haldy.

Véta: Razeni haldou (imperativni algoritmus) m/ slozitost vO (n log n).

n
Dikaz: Prvni fEze (vytvFEni haldy) m/E slozitostO <§ log n) druh& fAze mA slozitost

O(nlog n), obé& tedy dohromady O(n log n).
Podle Véty o doInim odhadu sloZitosti musi byt rovnéz v {2(n log n).

Z obou odhadl pak plyne tvrzeni.
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Datov@ struktury

Typy rozliSujeme datovda funkcionZlni
Datov@ typy lze zavdst pomoci funkcion/Elnich,fjpadné funkcionZlni typy Ize simulovat
pomoci nekonecénych datovych typu, ale kvili efektivnosti implementace se rozliSuji a

uvazuji se zvIZ&St.

Hodnoty funkcionZlInich typll jsoufunkce a procedury. Jednotlivd funkéni hodnoty (Ci
vedlejSi efekty procedur) nejsou znAEmy pedem, ale dospéje se k nim po vypocCtu. Ten je

spusten tzv. volAEninCili aplikaci na argumenty.

Hodnoty datovych typl jsou obvykle zn/Emy a uloZeny v pangti, ale jejich slozky je tfeba

najit a zpfistupnit (napriklad najit prvek pole podle indexu apod).



~

Datovd typy mohou bytskal&Arninebo slozend

SkalZrni datov@ typy v dan@m programovacim jazyce obvykleahrnuji Ciseln@ typy (cel&
nebo desetinnALCisla z urCitd kone&€n@d mnoziny), znakovd typy, typ pravdivostnich hodnot
apod. Data skalZrniho typu zabiraji vzdy konstantni a mald mozstvi pameti (typicky

do 10 B). Zpristupnéni hodnoty skalZrniho typu trvA konstantni dobu.

Slozen@ datov@ typy jsou napiklad zAEznamy {i-tice s pojmenovanymi slozkami), uniony,
posloupnosti, mnoziny apod.

Data slozenych typl se nazyvaji datov@ struktury.

e Datov@ struktury pevn@ velikosti {2-tice, statick/& pole,...) — tzvstatick@ datovd
struktury

e Datov@ struktury pronmennd velikosti — tzv.dynamick@ datov@ struktury
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Statick@ datov@ struktury maji konstantni velikost atasov/Z slozitost zpistupnéni libovoln@ho
prvku je konstantni.

Dynamick@ datov@ struktury maji velikost danou @jakou proménnou n, jejiz hodnota se
mlZe ménit. Casov/4 sloZitost zpistupnéni libovoln@ho prvku dynamick@ datovd struktury je
neklesajici funkci zAvislou nan; Casto lineZrni, u efektivnich datovych struktur lepsi, tyjcky
logaritmick Z.
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Dynamick@ datov@ struktury

Seznam

Seznam nad bAzovym typenmB je line&rni datov4 struktura typ8 s nEsledujicimi

operacemi:

nil : S

cons : B XS — S
head : S --» B
tail : S --» S
null : S — Bool
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Pro tyto operace a kazdou hodnotu x typu B a kazdy seznam s typu S musi platit

Axiomy seznamu

null(nil) = True

null (cons(x,s)) = False
head(cons(x,s)) = =x
tail(cons(x,s)) = s

81




Z/Esobnik

Z/AEsobnik nad bZAzovym typerB je line&rni datov/A struktura typ8 s nZsledujicimi

operacemi:

empty : S

push : B X S — S
top : S --—» B

pop : S -—» S
isempty : S — Bool
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Pro tyto operace a kazdou hodnotu x typu B a kazdy zAsobniks typu S musi platit tzv.

Axiomy zAsobniku

isempty(empty) = True
isempty(push(x,s)) = False
top(push(z,s)) = =
pop(push(z,s)) = s
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Jak je videt, z/Esobnik a seznam je tat/z datovZ struktura.
LiSi se pouze v pouziti:

O z/Esobnikuobvykle mluvime, kdyz na ném pouzivAEme jen zAkladni operace a
pracujeme jen s jednim zA&sobnikem nebo pevé danym malym poétem zAsobnikd.
ZAEsobniky byvaji dEnyrpdem: béhem vypocCtu se meéni jejich obsah, ale nemeéni se
pocet zZEsobnikd, tj. nerusi se a nevznikaji nov@d zAsobnikyréto se v imperativnich
jazycich z/Z&kladni operacecasto implementuji jako procedury; navic jejich parametr

z/Esobnik se vynechZAEVA, pracuje-li se jen s jednim zAsobnike
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VT, N/

rozdéleni seznamu na dva, spojeni dvou seznamul,...) a b&éhem vypoctu seznamy

vytvAEime a ruSime.

Napftiklad zménu tretiho prvku (alespon tfiprvkov@ho) seznamus na ¢islo d lze
realizovat sloZzenou operaci cons (a,cons (b,cons(5,t)))), kde a = head(s),
b =head(tail(s)),t = tail(tail(tail(s))).

85




Fronta

Fronta nad bZzovym typenB je lineZrni datovZ struktura typld s nAsledujicimi

operacemi:

empty : Q

head : Q --» B
enqueue : B X Q — Q
dequeue : Q --» Q
isempty : Q — Bool
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Pro tyto operace a kazd@ hodnotyx, y typu B a kazdou frontu g typu Q musi platit

Axiomy fronty

isempty(empty) = True

isempty(enqueue(xr,q)) = False
head(enqueue(x,empty)) = =«

head (enqueue(z,enqueue(y,q))) = head(enqueue(y,q))
dequeue (enqueue (x,empty)) = empty

dequeue (enqueue (r,enqueue(y,q))) =

enqueue (x,dequeue (enqueue(y,q)))
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Implementace datovych struktur

Jestlize typ datov@ struktury neni solLAEsti jazyka, je nutn@ vyjAtdatovou strukturu a

operace nad ni pomaoci jinych struktur a operaci. Takov@d kolekci definic fik/ Eme

Implementace datov@ struktury.

Napriklad zAEsobnik (omezen@ ddlky) Ize implementovat pomocsiatick@dho) pole,
frontu Ize implementovat pomoci dvou zAsobnikd,

frontu omezen@ ddlky pomoci cyklick@ho pole apod.



Pozn/Emka: Jazyky s malou podporou dynamickych datovych struktur (Pascal, C,...) Casto
poskytuji alespon dynamickou datovou strukturu ,nizk@ cerova“: pamet M spolu

s typem ukazatel (adresa) P,

nulZrni operacinil : P prAEzdn@ho ukazatele

a un/Zrni operaci zpistupnéni (dereferencovZniXAEsti pangéti deref :P--+M.

Pak napfiklad seznam se bézné implementuje pomoci zZA&znami WM, jejichZ slozky jsou
ukazatele na dalSi zA&znamy, apod.
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Priklad:  Implementace ohraniCend fronty pomoci cyklick@ho pole

{ procedury pracuji pouze s jedinou globalni frontou }

const M = 256; { délka pole }
MAX = M-1; { kapacita fronty }
type R = 0..MAX;
Elem = Integer;
var  : record
a : array [R] of Elem;
h, t : Integer

end ;
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procedure mkemptyq;
begin
Q.h :=0; Q.t :=20

end;

function isempty : Boolean;
begin
isempty := Q.h = Q.t

end;

function isfull : Boolean;
begin
isfull := Q.h = (Q.t + 1) mod M

end;




function headq : Elem;
begin
if isemptyq then err("headq prazdné fronty")
else headq := Q.alQ.h]
end ;

procedure enqueue (x:Elem);
begin
1f isfull
then err("enqueue do plné fronty")
else begin Q.alQ.t] := x;
Q.t := (Q.t + 1) mod M
end
end;
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procedure dequeue;
begin
if isemptyq then err("dequeue prazdné fronty")
else Q.h := (Q.h + 1) mod M

end ;
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Pfiklad:  Implementace fronty pomoci dvou seznamd
data Queue = Q [Int] [Int]
emptyq :: (Queue

emptyq = Q [1 [I

isemptyq :: Queue — Bool
isemptyq (Q [1 [1) = True
isemptyq _ = False
enqueue :: Int — Queue — Queue
enqueue x (Q h t) = Qh (x:t)
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headq :: Queue — Int
headqg (Q (x:_.) _) = x
headq q = head h

where Q h _ = revq q
dequeue :: Queue — Queue
dequeue (Q (_:h) t) = Q ht
dequeue q = Qu []

where Q (_:u) [] = revq q

revg (Q [1 t) = Q (reverse t) []
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Cvi€eni:  Funkce headq a dequeue z pfedesId strany zUst/vaji nedefinov/Anyimplikaci
na prAEzdnou frontu. Dopite jejich definice tak, aby jejich aplikace na prAzdnou frotu
zplsobila chybov@ hiZASeni. Vyuzijte haskellovskd funkcerror : : String—a.

D/ se lehce spaitat, Ze Casovd sloZitosti operaciisemptyq a enqueue z predchoziho
prikladu jsou konstantni, zatimco obé operace headq a dequeue jsou lineZrni vzhledem

k velikosti fronty. V nepfiznivdm @ipadeé je totiz nutn@ volat pomocnou operacirevq, kter/Z je
sama lineZrni.

Presto i na tyto ,drazsSi“ operace Ize v kontextu programu, v némz jsou pouzity, pohlizet
v jistdm smyslu jako na operace v primérn@m (ccekEvan@m) ipadé konstantni.
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AmortizovanAcasovAE slozitost

Def: Necht f je operace na dan@ datovd struktiie D velikosti (nejvyse) n. Uvazujme
vdechny vypocty C'q, ..., C,, podle algoritmd pracujicich s datovou strukturou D.

Z kazd@ho takov@ho vypdtu vybereme viechna volZLni operacef (tj. vdechny aplikace
f na D), ¢imz dostaneme m posloupnosti volZEni operacef. Priimérnou d@lku vypditu
operace f v i-t@m vypditu oznatime Tf“’. Potom amortizovan/E sloZitostoperace f na
datovd struktire D je funkce 72" : N — N definovan/E pro kaZzdou velikost datn
takto

T2 (n) = max{7|1 < i < m}
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Priklad: ~ Amortizovand slozitosti operaciheadq a dequeue z prikladu implementace

fronty dvéma seznamy jsou konstantni.

Kazd@ ,drah@*“ vol/Eni operacdequeue nebo headq se totiz ,rozpusti“ v n/Esledujicich

aspon n ,levnych“ volAEnich &chto operaci.

PoznfEmka: Je-li CasovZ slozitost (ij. slozitost v nejhorSim pipade) nejak@ operace v
O(f), pak tak@ jeji amortizovan/4 slozitost je O ( f).

Pozn/Emka: Jestlize mA &jak4E operace amortizovanou sloZitost© (g), mdze to byt
m@ré piiznivd, nez kdyz m/E slozitost) (g), protoZe drah@ vol/Eni senlize vyskytnout.
Na druh@ straré je to pfiznivéjsi nez primérnAslozitost @(g), protoze amortizovan/
slozitost dZAEVAE horni ohradéni pro primérnou slozitost v rZEmci jedindho vypttu, a to

pro kazdy vypocet.



Stromy

Obecné strom je souvisly graf bez kruznic. NejCastéji pracujeme s tzv. korenovymi
stromy, tj. stromy, v nichz je jeden vyznaceny uzel, kofen, a hrany jsou implicitné

orientovZny snérem od kofene k listtim.

Je-li u uzel stromu a do uzld uq, ..., ux vedou z uzlu u hrany, pak uzly uy, ..., ug

nazyvAEmebezprostiednimi) nAEslednikyuzlu w.

Na bezprostrednich nA&slednicich kazd@dho uzld¢asto byvAE zavedeno cepln@ uspddZEni.
Pak se n&slednici uzlu zn&Azouji zleva doprava; u bin&rnich stroml se tedy rozliSuje

levy a pravy nZslednik.

Uzly bez n&slednikl se nazyvajlisty, ostatni uzly stromu jsou vnitini.
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Stromy pevnd arity (S omezenym \etvenim)

Def:  Je dZ&Eno jirozen@ddislo n a tzv. bA£zovA mnozina (typ)3. Definujeme n-Arni

strom nad B takto:
e Pr/Ezdny stromi) je n-4rni strom.

e Jsou-li Ty, ..., T, n-/rnistromy a € B, pak (n+1)-tice (b,11,...,T,) je

n-Arni strom.

Listy n-/Erniho stromu jsou uzly tvaru(z, (), . . . , ()

Def: Cestu z kofene stromu do uzlu, jehoz aspon jeden bezprostredni n/&slednik je

prAEzdny strom, se nazyvAzetev stromu.

Opovidajici datovy typ zapsany v Haskellu napf. pron = 3 je

data Tree3 b = Empty | Node b (Tree3 b) (Tree3 b) (Tree3 b)

J
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BinZErni strom (s pevnym pdadim nZ&slednikl)




TernZ&rni strom (s pevnym poadim nZslednikl)
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BinZrni stromy
Def.  BinZrni stromje strom arity 2.

Z/Ekladni operace nad binZ&rnim stromem

empty : T

node : B X T XT —T
rootval : T --» B

left : T -—» T

right : T --» T
isempty : T — Bool

Pozn/Emka: ZAkladni operace maji konstantni slozitost, slouzi k popis datovd
struktury a k jeji implementaci a k implementaci dalSich operaci, jako napriklad

vyhledZ&ni/pidAni/odebr&ni uzlu, vyvAZeni stromu a podadn
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Pro z/Ekladni operace, kazdou hodnotur typu B a kazd@ bin&rni stromy, r typu T musi

platit

Axiomy binZrniho stromu

isempty(empty) = True
isempty(node(x,l,r)) = False
rootval (node(x,l,r)) = =x
left(node(zx,l,r)) = 1

right (node(z,l,r)) = r
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Implementace bin&rnich stromu v Haskellu

data Tree b = Empty | Node b (Tree b) (Tree b)
isempty :: Tree b — Bool

isempty Empty = True

isempty (Node _ _ _) = False

rootval :: Tree b — b

rootval (Node x

left :: Tree b — Tree b
left (Node 1 ) =1

right :: Tree b — Tree b

right (Node r) = r
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Stromy s neomezenym vetvenim

Def:  Je d&Ena bZEzov/ZAE mnozina (typ). Necht b € B. Pak pro kazd@ girozen@cislo
k > 0 a kazdou k-prvkovou posloupnost neprZzdnych stroml nadB je dvojice

(b, [T1, ..., Tx]) neprAEzdnymstromem s neomezenym vétvenim nad B.

Pozn/AEmka: Druhou slozkou uspoiZdan@ dvojicdb, |11, . .., Tk]) je k-prvkovA
posloupnost stromdl, tj. seznam d@lkyk. Je-li kK = 0O, je seznam prZ&Ezdny a dvojice

reprezentuje jednouzlovy strom (list) s ohodnocenim b.

Stromy s neomezenym vétvenim se od strom& pevn@ arity lisi tim, Zecislo k neni

predem pevné dand, ale mize byt v jednom stromu pro rtizn@ uzly rizng@.

Pozn/Emka: Stromy s heomezenym vetvenim lze reprezentovat binrnimi stromy.



Stromy s neomezenym vetvenim a bin&rni stromy

data NTree a

NNode a [ NTree a ]

data BTree a = BEmpty | BNode a (BTree a) (BTree a)
fb [ NTree a ] — BTree a
fo [] = BEmpty

fb (NNode v fr : frb) = BNode v (fb fr) (fb frb)
nb :: NTree a — BTree a

nb t = fb [t]

bf :: BTree a — [ NTree a ]

bf BEmpty =[]

bf (BNode v ec ys) = NNode v (bf ec) : bf ys

bn :: BTree a — NTree a

bn t = head (bf t)
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VyhledAEvAni

Def: Necht (K, <) je cepl@ uspofZAdan/ mnozina tzklicd, V' je libovolnZE mnoZina
tzv. dopliiujicich cedajti. NechtU = K X V' je mnozina dvojic (k,v), v niz se kazdy Kli¢
k vyskytuje nejvyse jednou (tj. kazdy zZ&Eznam z mnozinyl/ je uréen jednoznacné svym
klicem).

Probl@mu nal@zt k dan@mu kii k zA£znam(k,v) € U se fikAvyhled/Evaci probl@dm

Pozn/Emka: Napriklad zZAEznamy mohou byt osobni data a ki jsou rodnACisla, anebo

z/Eznamy jsou cedaje o knihZch v kniha¥m klice jsou knihovni signatury apod.

/
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Pozn/£Emka: V praxi mZ @tSinou smysl pouze piipad, kdy mnoZina V' je netriviZEIni, aby

bylo co hledat.

V uk&zkovych algoritmech se vSak dophujici cedajeCasto neuvazuiji, tj. vyhled&vaji se jen
klice. Pfislusn@ rozsfeni téchto algoritm je totiZz pfimocard.
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Algoritmus binA&rniho vyhled&EvAEni

type Elem = Integer;
Pole = array [1..999] of Elem;

function bSearch (k: Elem; var D: Pole; n: Integer): Integer;

{ Posl. D je rostouci. Kdyz D[il=k, tak bSearch(k)=i, jinak bSearch(k)=-1 }

function bs (1, r: Integer) : Integer;

var m : Integer;

begin
if 1 > r then bs := -1 {nenalezeno}
else begin m := (1l+r) div 2;
if k < D[m] then bs
else if k > D[m] then bs
else {k = D[m]} bs
end
end {bs};

begin DbSearch := bs (1,n) end

bs(1l,m-1)
bs(m+1,r)

m
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Véta: Algoritmus binZrniho vyhled£vZAni mA logaritmickaisovou slozitost, tj. jeho
slozitost je v O (log n), kde n je d@lka prohled&Avangho pole.

PoznfEmka: Extrasekvencni pameéetov/Z slozitost algoritmu je konstantni, protoze

rekursivni volZ&ni v em jsou prostA
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CvicCeni: Implementujte algoritmus bin/&rniho vyhled£vAni bez potizekurse.

CviCeni:  Dokazte tot/lIni korektnost algoritmu binZrniho vyhled A4
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HasovZAni

O mnoziné K vSech moznych klicti obecné predpokl£dZAme jen to, Ze na ni existuje cepln@
usporZEdZAEni. &kdy vSak tato mnozina mize mit dalsi speciZlIni vlastnostijichZ Ize vyuzit pro
efektivni vyhledEv4Eni. Ndiklad je-li K = {1,...,m} a&islo m je mal@, mizeme data

z mnoziny V' ulozZit do jednorozmérn@ho pole a klte vyuZzit jako indexy. Vyhled&v/AEni

v takov@to datov@ struktie je efektivni — stejné rychld jako indexovZni pole. Navic, pokud se
pocet n skutecné ulozenych prvkl bude blizit poctu m vSech moznych kli¢d, bude efektivni

| vyuziti pameti.

Pokud je | K| = m, ale klite nejsou &isla, Ize to obejit pomoci bijektivni funkce

h: K — {1,...,m} apole indexovat pomoci fukénich hodnot h(k), kde k € K. Je v3ak
dilezitd, aby vypaiet hodnot funkce h byl rychly, v ideZEInim pipadé aby mél konstantni
¢asovou slozitost. Funkci A nazyvZAEmehasSovaci funkci a pole indexovan@ jejimi hodnotami
nazyvAEmehasovaci tabulkou.
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HasSovaci tabulky

HaSovaci tabulka je datov/ struktura, pomoci niz Ize praktky efektivne realizovat

,Slovnikov@* operace vyhled/Zni, ipdZEni a zruSeni polozky.

,Prakticky efektivné“ znamenZ, Ze operace maji piznivou primérnou ¢asovou sloZitost

(tedy ne nutné Casovou slozitost v nejhorSim pripade).

s~ O

HaSovaci tabulka je jednorozmérn@ pole H indexovan@disly 1, ..., n. Pfevod kli¢l na
¢isla realizuje haSovaci funkce h : K — {1,...,n}. VypoCet hodnot hasovaci funkce

musi byt efektivni, nejl@pe sloZitosti O (1).
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Castym pripadem v8ak je, Ze pocet n skutecné uloZenych prvkd je podstatné mensi nez
pocet m vSech moznych kli¢l. | v tomto pfipadé lze postupovat podobné a data uklZAdat do
n-prvkov@ho pole, az na to, Zze funkceh : K — {1, - ,n} nebude injektivni. Bude tedy
existovat index ¢ a klice k1, . . ., k., tak, ze h(ky) = - - - = h(k,) = 7. To nemusi vadit,
pokud je spinéna nZ&sledujici podminka. Ozngéme K’ podmnozinu kli¢d, K’ C K, téch dat,
kter/E budou skuténé uloZena (tedy |K'| < n). Pak pozadujeme, aby z kazd@ mnoziny
klit, kter@ hasovaci funkce zobrazi na stejny index, byl v mn&iné K’ nejvyse jeden KIic.
MZE-li pro pevié danou mnozinu K’ kli¢d skuteéné uloZzenych dat hasovaci funkce tuto
vlastnost, nazyv4Ame jdokonalou hasovaci funkci pro klice z K. Vyhodou tabulek

s dokonalymi haSovacimi funkcemi je optim/Zlni slozitost vialedZni, vliozeni i zruSeni prvku; je
stejn/E jako pro pole.
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Oznaéme K’ podmnozinu kli¢t, K’ C K, t&ch dat, kter& budou skuténé uloZena.

, ~ - / ~ s
Klice z mnoziny K’ nazveme pouzitd kite.

Je-li zeeZenih| i : K' — {1,...,n} injektivni, ikZEme, Ze hadovaci funkce je

dokonal&vzhledem k mnoziné pouZzitych klicl K’

Veta: MZA-li vypaet haSovaci funkce konstantni slozitost a hasovZni je dokoaal@ pro
mnozinu pouzitych KkIlich K, pak operace vyhled/Zni, vlozeni, resp. zruseni prvku
v haSovaci tabulce maji stejnou casovou slozitost, jako vyhledZni, vlozeni, resp. zruseni

prvku v poli.

112




Nevyhodou dokonalych haSovacich funkci je, Ze zAvisi na mndiné K'. Tato mnozina musi
byt zn/Ema pedem, abychom mohli dokonalou haSovaci funkci sestrojit. V praxi vsak
ukl/Edan/ datarpdem nezn/AEme a tato data se neéni. Proto v praxi pouzivand hasovaci
funkce vétSinou nebyvaji dokonal@d a musi se pcitat s takzvanymi kolizemi.

Kolize je pfipad, kdy m/Z byt vice dat ulozeno na jedn@ pozici haSovaci taulky, tj. chceme
ulozit data s rGznymi kli¢i k1, ..., k- ah(ky) = --- = h(k,).
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Kolize

Tzv. kolize vznikaji pfi nedokonal@dm hasSovZni: hasovaci funkce zobrazuje vice pazitych

klich na stejnou pozici pole.

Nejjednodussi feSeni kolizi je uklZ£dat do kaZzd@ pozice polseznam prvkl. V ném se

pak hledZ sekvegne.

SloZitost pridZ&ni prvku zUstEVA stejn/ jako sloZitost indexovAEm, @dé slozitost
vyhledZEni i sloZitost zru3eni prvku je@ (n). To je sice velmi Spatny vysledek, ale v praxi
nevadi, protoZze pramérnAcasovA slozitost dopadne pro vhodé sestrojenou haSovaci

funkci mnohem I@pe.

Véta: Necht haSovaci funkce zobrazuje pouzit@ kige na indexy 1, ..., n rovhomérné,

tj. pravdépodobnost, ze h(k) = i, je stejn/E pro vdechny indexyi, 1 < ¢ < n.

Pak primérn/Aasov/E slozitost vyhledZEni figd £ni a zrudeni prvku pak jeO (‘K" /n)

za predpokladu, Ze slozitosti vypocCtu hasovaci funkce i indexovZni pole jsou konstantni.



- , « P , o sv O v v ! P P ~ -
Pravdépodobnostni rozloZeni vyskytl klict v mnoziné K nemusi byt rovhomérn@, ale dolie
navrzen/Z hasSovaci funkce transformuje toto rozlozeni na renomérn@ v mnozirg indexu

{1,...,n}. To znamen/, e pro n&Ehodnzvoleny kli¢ k € K’ aindexi, 1 < i < n,je

. , 1
pravdépodobnost, ze hodnota h(k) = 1, stejn/E nez/Evisle nk a ¢ a rovn/&E—.
n

Nyni pro jednoduchost predpoklZ&Edejme, zeK = {1, e ,m} am > n, kde n je velikost
haSovaci tabulky. Necht p je prvocislo, p > m, a necht a, b jsou cel&isla, 0 < a < p,
0 < b < p. HaSovaci funkci i, , zavedeme takto:

hap(k) = ((ak + b) mod p) mod n

Pak pfi volbé parametrll a, b nez/Evisle naK (coz je v praxi spInéno) maji hodnoty h(k)
rovnomérng@ pravdépodobnostni rozloZeni na mnozing indexd {0, ..., n — 1}.
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BinZrni vyhledAvaci stromy

Def. BinZrni vyhledAvaci strone binZrni strom nad cepéhusporA£danou mnozinou
(tzv. kIich) (K, <) takovy, Ze pro kazdy jeho podstrom £ plati:
hodnoty uzld v podstromu Left(¢) jsou mensi nez rootval(t) a hodnoty uzld

v podstromu right(t) jsou vétsi nez rootval(t).
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Operace nad binArnimi vyhledAvacimi stromy

Datovy typ

data STree a = Empty | Node a (STree a) (STree a)

ZjistovZni pislusnosti

member :: a — STree a — Bool
member _ Empty = False
member k¥ (Node v 1 r) = k == v

|| Xk < v && member k 1
|| ¥k > v && member k r
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VyhledAEvAni
search :: a — STree a — STree a
search _ Empty = Empty
search k t@(Node v 1 r)
| k == v =t
| k¥ < v = search k 1
| otherwise = search k r
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VKIZAEdAEnNi uzlu

insert :: a — STree a — STree a
insert k Empty = Node k Empty Empty
insert k t@(Node v 1 r)

| k < v = Node v (insert k 1) r

| k > v = Node v 1 (insert k r)

| otherwise =t
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RusSeni uzlu

delete :: a — STree a — STree a

delete _ Empty = Empty

delete k (Node v 1 r)
| k¥ < v = Node v (delete k 1) r
| k¥ > v = Node v 1 (delete k r)
| otherwise = join 1 r

join :: STree a — STree a — STree a

join 1 Empty = 1

join Empty r = T

join 1 r = Node u (delete u 1) r

where u = rightmostkey 1

rightmostkey (Node v _ Empty) = v

rightmostkey (Node _ _ r) = rightmostkey r
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Cviceni:  Vybudujte vyhledZ&vaci strom z posloupnosti k&l
9,12,10,7,12,1,8,5,11,4,0,14,13, 3,6, 2.

Cviceni:  Zruste v ném uzel s klicem D.

CviCeni:  Definujte v Haskellu funkci leftmostkey.

CviCeni:  Dokazte, ze bin/rni strom vznikly vlozenim resp. zruSenim alu z vyhledAvaciho
stromu pomoci funkci insert resp. delete bude opét vyhledAEvaci.
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Cviceni:  Modifikujte funkce member, search, insert, delete tak, aby pracovaly
s realistictéjSim vyhled&£vacim stromem, v @mz jsou kromé kli¢l uloZzena i vlastni data:

data STree a b = Empty | Node (a,b) (STree a b) (STree a b)
member :: a — STree a b — Bool

search :: a — STree a b — Maybe b

insert :: (a,b) — STree a b — STree a b

delete :: a — STree a b — STree a b
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Slozitost vyhledZ£vAni ve vyhled/Zvacich stromech
Oznacime-li T : N — N slozitost funkce search, pak

C

Th) = d+max{T(h"),T(h")}

~
—~
-
N
|

kde h je hloubka vyhled/Evaciho stromu/’ je hloubka jeho lev@ho podstromu,h” je hloubka
jeho pravdho podstromu ac, c jsou konstanty.

ztejmé max{T'(h"), T (h")} = h — 1 a FeSenim uvedend rekursivni soustavy rovnic je
lineZErni funkce.
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Slozitost vyhledZA£vAni ve vyhledAvacich stromech
Slozitosti operaci vyhledZ&ni, pidZEni a zruSeni polozky ve vyhledZvacim stroéjsou
primo cenérn@ hloubce stromu. Ta je v nejhorSim @ipadeé line/&re z/vislAE na velikosti

stromu (poctu jeho uzld).

Slozitost vyhled&vAni, vkIZEdAEni a ruseni v obecn@m vyhled/n strome je tedy

lineZErni.
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AVL stromy
Nazvand podle G. M. Adelsona-Velsk@dho a E. M. Landise.

Def.  VyhledZvaci bin&rni strom jAVL, kdyz hloubka lev@@ho a pravidho podstromu

libovoln@ho uzlu se liSi nejvySe o jednu.
Véta:  Hloubka AVL stromu v z/Evislosti na pétu jeho uzll je vzdy v ©(log).

AVL stromy tedy maji logaritmickou hloubku — pouzijeme-li je jako vyhledZvaci stromy,

pak m/E operace vyhledZni polozky logaritmickou slozitost.
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Def:  Fibonacciho strom FA&duk definujeme takto:

FTy = empty
FT; = node(empty, empty)
prok € Nje FTp1o = mnode(FTy, FTyi1)

Lemma: Pro k > 1 je Fibonacciho strom F'1;. minimZEIni(vzhledem k poctu uzlll) AVL
strom hloubky & — 1.

Dukaz: Indukci pfes k se snadno uk/Eze, Ze hloubka nepr/AEzdn@ho strombi’l}, je k — 1.

Odtud a z definice Fibonacciho stromi vyplyv4, Ze Fibonacdio stromy jsou AVL.

Minimalita je dlisledkem pfedchozich dvou bodl: odebr&nim &jak@ho uzlu z jin@ nez

~ "N/

~ "N/
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Véta: Hloubka AVL stromu v z/Z&vislosti na pétu jeho uzli je vzdy v @(Iog).

Dikaz: Oznatme N (k) velikost stromu F'T. Tedy N : N — N a
NO) = 0
N(1) = 1
prok € Nje N(k + 2) 1+ N(k)+ N(Kk+1)

1++5

bereme fAd stromu. Ale vime, ze&f/Ad stromu a hloubka je (skoro) tot@z, takze dost/EvAEMe, Ze
pocet uzll Fibonacciho stromu hloubky h roste aspor tak rychle jako gph’.

Protoze funkce N majorizuje Fibonacciho funkei, je N € £2("), kde ¢ = azak

Protoze Fibonacciho strom je minimZIni AVL strom, mAme, Zeqget uzll kazd@hoAVL
stromu hloubky h roste aspoii tak rychle jako gph. Obr/cer, kazdy AVL strom velikosti n mZA
hloubku O (log,, n).
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Vime, Ze hloubka kazd@ho binZErniho stromu velikosti je {2(logs, 7).

Dohromady mA&me hloubku vO (log,, ) N §2(logy ) = O (log).
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Operace na AVL stromech

Datov/ZE struktura:

data AVL a = Empty | Node Int a (AVL a) (AVL a)

Kazdy uzel nese informaci o hloubce (jakozto parametr konstruktorov@d funkceNode).
VyhledAEvAni v AVL stromu se neliSi od vyhledEvAEniezidm vyhledAEvacim stromu.

Po pfidZ&ni nebo odebr&ni polozky ovsem mize nastat situace, zZeyhledAvaci strom

prestane splnovat podminku AVL. Pak je nutn@ poznmenit strukturu stromu.
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PridA&vAni polozky (novdho uzlu) do AVL stromu
Stejnd jako u Bzndho vyhledAvaciho stromu, ale s kontrolou vyvAZzenosti.
PridAEvany uzel ozn&ime .

Pokud se porusdi vyvAEZenost stromu, nalezne se nejmensi podsrom F', ktery je
nevyv/EZeny. Ozndime-li h jeho hloubku pred pfidAEnim uzlur, bude po pfidZ&ni jeho

hloubka i + 1. Kofen stromu F' oznacime f.

Bez cejmy na obecnosti Ize pedpokl/dat, ze uzelr je pridEvAn dev@dhopodstromu

stromu F'. Necht B je levy podstrom stromu F', GG je pravy podstrom stromu F'.

Strom B je nepr&zdny (jinak by pidA&vAEni uzls nemohlo porusit vyv/AEZenost stromul).

Oznacime A resp. D jeho levy resp. pravy podstrom, b bude kofen stromu B.



~

RozliSime dva pripady:
1. Uzel x je pfid&n do stromuA. Pak strom A m/ hloubkuh — 1, stromy D, G maji

hloubku i — 2.
Vytvofime strom 7' = Node h b A (Node (h—1) f D G).

Pak I" je AVL strom hloubky h se stejnymi uzly jako v F'.

2. Uzel x je pfid&n do stromuD. Pak stromy A, G maji hloubku h — 2, strom D mZA
hloubku h — 1. Oznacime d resp. C resp. E kofen resp. levy podstrom resp. pravy

podstrom stromu D.
Vytvofime strom
T = Nodehd (Node(h—1)bAC)
(Node (h—1) f E G)
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Dva dilCi podpfripady jsou:

(a) Uzel x byl pfidZ&n do stromuC'. Pak C' m/E hloubkuh — 2, £/ m/Z hloubkuh — 3.
(b) Uzel x byl pfidZ&n do stromul’. Pak C' mZ hloubkuh — 3, £ m/ hloubkuh — 2.
V obou pfipadech vSak strom 1" m/ZE hloubkuh, je AVL a m/E stejn@ uzly jako

strom F'.

V plvodnim AVL stromu nahradime podstrom F' stromem 1. JelikoZ I’ m/E stejnou

hloubku jako mél plivodni podstrom bez uzlu x, zlstane cely strom vyvZAEZeny (AVL).

PrepocitZEme hloubky na cest od korene stromu 7" k uzlu .

Byl-li uzel x pridA&vAEn dprav@hopodstromu stromu F', je postup analogicky (stranové
prevr/Aceny).

/
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Slozitost operace pridZni polozky do AVL
Hloubka AVL stromu je logaritmickZE vzhledem k patu jeho uzld.
Pfid&ni uzlur: O (log n).

Nalezeni nejmensiho nevyvAEzen@dho podstromu:
ProtoZe hloubky podstromU jsou spocteny a uloZeny v datov@ struktiufe, staéi po cesté

k uzlu x testovat, zda rozdil spoCtenych hloubek levdho a pravidho podstromu kazd@ho

"N/

podstromu F'. Jeho nalezeni trv&EE (log n).

Hloubky podstromU se pfepocit&Evaji jen po cest od kofene k x, tedy sloZitost t@to

cepravy jeO@ (log n).

Celkov/ slozitost pidZEni uzlu je tedy® (log n).



Ruseni polozky (uzlu) z AVL stromu
RusSeni vnitrniho uzlu prevedeme na rusSeni listu (podobné jako u vyhledZvaciho stromu).
Odebirany list oznaCime x.

Pokud se porusi vyv/EZenost stromu, nalezne se nejmensi podsrom B, ktery je

nevyv/EzZeny. Ozn@ime h jeho hloubku (pfed i po zruseni uzlu x je stejn/E).

Bez cejmy na obecnosti Ize pedpokldat, ze uzelr byl odebr/AEn d2ev@@hopodstromu

stromu B. Necht A je levy podstrom stromu B, F' je pravy podstrom stromu B.

Strom F' je nepr/&Ezdny (jinak by ruseni uzlur nemohlo porusit vyv/AEZenost stromub3).

Oznacime D resp. G jeho levy resp. pravy podstrom, f bude kofen stromu F'.



~

RozliSime dva pripady:
1. Hloubka stromu (7 je vétsi nebo rovna hloubce stromu D.
Vytvofime strom T’ = Node h’ f (Node (h'—1)b A D) G.
Pak T je AVL strom hloubky i’ se stejnymi uzly jakov B, h' = hneboh' = h — 1.
2. Hloubka stromu G je mensi nez hloubka stromu D). Oznac¢ime d resp. C resp. E
kofen resp. levy podstrom resp. pravy podstrom stromu D).
Vytvofime strom
T = Nodeh'd (Node (h'—1)bAC)
(Node (h'—1) f £ G)
Pak strom 7' m/ hloubkuh' = h — 1, je AVL a m& stejn@ uzly jako @l strom B.

V ptivodnim AVL stromu nahradime podstrom B stromem 7'

Prepocit£me hloubky na cest od korene stromu 1" k uzlu . J
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V pfipadé ruseni uzlu se miZze st/Et, ze hloubka podstromul’ bude mensi nez hloubka

plvodniho podstromu, ktery byl na jeho misté.

Proto je nutn@ proces vyvazov/ZEni opakovat: nalezne se nejmesi nadstrom 75 stromu
1" = 17, ktery neni vyv/&EzZeny, vyvAEZime ho, nalezneme dalSi nevyv&#

nadstrom 13...atd., az je vyv/AEzeny cely strom /1.

Hloubky vSak staci prepocit/Evat vzdy od kdene stromu 1’ ke kofenu nejblizsiho

vyvazovan@dho nadstromu.
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Slozitost operace ruseni polozky z AVL
Zrueni listu: @ (log n).

Necht hloubka nejmensiho nevyv/ZAEzZen@ho podstrom] je hi. Nalezeni tohoto
podstromu trvA @(hl), jeho vyv/&EzZeni (rotace uzli) trvZ&E konstantni dobu,fppocit&Eni
hloubek trvE 6 (hy).

Necht pro 1 < 7 < k je h; d@lka cesty z kdene podstromu 7;_1 do kofene stromu 7;.
Pak kazd@ nalezeni dalsiho nevyvAZengho podstromil; trvE O (h; ), jeho vyvAEZeni
trv&E O (1), pfepotit£ni hloubek trvED (h;).

k

To znamen/E, Ze celkov/ slozitost ruseni uzlu j& <Z hz-) = O(log n).
1=1

131




Cviceni: Navstupujsou ¢isla 8,3,95,0,2,4,1,6,9, 7 a pfi jejich nacitZEni se postupe
vytvAEi AVL strom s uzly ohodnocenymi témito Cisly. Nakreslete tento AVL strom v kazd@m
kroku vytvAteni (tj. po pfidZ&ni kazd@ho uzlu).

CviCeni: Do AVL stromu, ktery je zpoCAtku prA&zdny, se postugnpfidAvaji polozky
4,1,2,7,5,6, pak se odebere polozka 7, pfid& polozka3, odeberou se postupné 5, 6, 1.
UrCete stav AVL stromu v kazd@m kroku.

Cvic¢eni:  AVL strom mZ uzly ohodnocen@isly 1 az 20 a mZ strukturu Fibonacciho stromu
Sest@hofAdu. Popiste a nakreslete proces ruseni listu obsahujicilo kli¢ 2.

CviCeni:  Fibonacciho strom CtvrtdhofZAdu na sedmi uzlech je ohodnocen jako AVL strom
¢isly 1,3,5,7,9,11, 13. Do tohoto stromu pfidA£me jako dalsi poloZku nA£hodnzvolend
sud@cislo k, 0 < k < 14. Jak/E je pravépodobnost, Ze budeme muset rotovat uzly,
abychom zachovali AVL vyv/Azenost?
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Cernobil@ stromy

Cernobil@ stromy jsou binZErni vyhled/Evaci stromy, jejichizly nesou kromé klice dalsi

atribut — barvu — ¢ernou nebo bilou.

Def:  Cernobily strom je bin/Erni vyhled&vaci strom, jeho? kazdy uzel je obarven

cernou nebo bilou barvou. Musi splnovat tyto podminky:
1. Kofen stromu je Cerny.
2. Je-li vnitini uzel bily, jeho nZ&slednici (pokud existuji) jsoucerni.
3. VSechny vétve obsahuji stejny pocet ¢ernych uzld.

PoznfEmka: Vedle nfEzvicernobil@ stromy se lze setkat i s doslovnymi preklady
anglick@ho nAzvued-black tree (drzewo czerwono-czarne, rot-schwarzer Baum,

rugnigra arbo, ...).
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Def:  Cern/ hloubkaternobil@ho stromut je poéet &ernych uzlli na libovolnd \&tvi.

Zna&ime ji bh(t).
Lemma: Hloubka €ernobil@ho stromut na n uzlech je nejvySe 2 log, (n + 1).

Dlikaz: Indukci podle hloubky stromu se uk&ze, ze kazdycernobily strom t' ma aspo
20N(") _ 1 uzIfi. Odtud vyplyv/AE biit’) < logs(n + 1). Ale podle definice &ernobil@ho

stromu jeho hloubka neprevysuje dvojnEsobek jehacern@ hloubky. Odtud plyne tvrzeni.

Dlsledek:  Vyhled&vAni (operaceember a search) v éernobil@m strong maiji

slozitost © (log n).
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Cernobil@ stromy v Haskellu

data Barva Ce | Bi
data CBS a = E | N Barva a (CBS a) (CBS a)

VyhledZ&vAni ¢ernobildm stromu je stejnd jako v nevyvAEzen@dm vyhledAvacstromu.

ZjistovZEni pislusnosti

member :: a — CBS a — Bool
member _ E = False
member kK (N _ v 1 r) = k == v

|| ¥ < v && member k 1
|| ¥ > v && member k r
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VyhledAEvAni

search :: a — CBS a — CBS a

search _ E = E

search k t@(N _ v 1 r)
| k == =t
| k < v = search k 1
| otherwise = search k r
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PridA&vAni uzlu déernobil@ho stromu

PfidZvany uzel bude bily. Tim se neznéni ¢ernZ& hloubka podstromt, ale mohou se

dostat pod sebe dva bil@ uzly.

Se dvéma bilymi uzly nad sebou a s Cernym uzlem nad nimi provedeme takovou rotaci,
abychom snizili hloubku stromu, ale prebarvime je tak, aby cernZ hloubka stromu

zlistala zachovZ&na: kden bude bily a jeho dva nZ&sledniciernt.

Tim se opét mohly dostat pod sebe dva bil@ uzly. Proto cely postup opakujeme tak

dlouho, dokud jsou nékde pod sebou dva bil@ uzly.

ZUstane-li bily kofen, pfebarvime ho na €erno. Tim se ¢ernZ& hloubka cel@ho stromu

zvysi 0 jednicCku.



PridA&vAEni uzlu

insert

insert k s

a — CBS a — CBS a
N Ce y tl tr

where N _ y tl tr = ins s
ins E = N Bi k EE
ins t@(N b y 1 r)
| k¥ < y =bal (N by (ins 1) r)
| k >y =bal (Nby 1l (ins r))
| otherwise =t

bal :: CBS a — CBS a

bal (N Ce
bal (N Ce
bal (N Ce
bal (N Ce
bal t

where

Z
Z
X
X

(NBiy (NBixab)c)d = rt
(NBixa (NBiybc))d = rt
a (WBiz (NBiybec)d) = rt
a (NBiyb (NBizcd))) = rt
=  t

rt = NBiy (NCexab) (NCezcd
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Slozitost operace pridZni uzlu

Véta: Operace insert pridZ&ni polozky docernobil@ho stromu velikostin mAe

asovou slozitost © (log n).

Dlkaz: VyplyvZ& z logaritmick@ hloubkgernobil@ho stromu a z toho, Ze operace

vyvAEzenibal mA konstantni slozitost.
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CvicCeni: Proc se pri pridvAni polozky déernobil@dho stromu obarvuje ka'en cel@ho
stromu na cerno?

Cviceni:  Na vstupu je posloupnost 6, 5,4, 2, 3, 1, 0, z jejichz prvki se postupné vytvAi
cernobily strom. Jak@ jsou tyto stromy v kazd@m kroku?

CvicCeni:  Necht ¢ernozlutobily strom je binZrni strom spiujici podminky:

e kazdy uzel je obarven jednou barvou — Cernou, zlutou, anebo bilou
e pocet ¢ernych uzlll na kazdd \étvi je stejny

e bezprostredni pfedchiidce zlut@ho uzlu nesmi byt Zluty

e bezprostfedni prfedchidce bildho uzlu nesmi byt bily ani Zluty

e koren stromu je vzdy Cerny

Jak/Z je minimZ&lIni a jakAE maximZlIni hloulbkanozlutobil@ho stromu nan uzlech? Dokazte.
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RusSeni uzlu z ¢ernobil@ho stromu

RusSeni vnitiniho uzlu pfevedeme znAEmym zplsobem na ruseni listu. Je-li ruSeny lis
bily, je zrusSeni triviZ£Ini — strom i bez listu zlstaneternobily. Je-li ruSeny list Eerny, je
nutno ho nejdfive ,odbarvit‘. Odbarvime-li €erny list, stane se tento list bilym a mlizeme

ho snadno zrusit.

Operace odbarveni spoCivAE v pesunuti prebyteCn@cern@ barvy blize ke kd'enu tak, aby
cern@ d@lky vSech @tvi zlstaly stejn@d. Hitom mlze dojit k ,pfibarveni* ¢ern@ho uzlu —
presuneme-li Cernou barvu na uzel, ktery byl s/EntCerny, stane se tento uzel
,2dvojn/Esobe Cerny“ a je nutno ho dZle odbarvovat (pesouvat Cern st/Ele blize ke

korenu), aby byl kazdy uzel ,nejvySe jednou Cerny*.

Stane-li se dvojn/Esobe Cerny kofen cel@ho stromu, gebytecnou Cernou barvu z ného

smazeme a nechZ£Zme ho ,jednowCerny®. Tim se snizi CernZ hloubka cel@ho stromu.



1. Bratr odbarvovan@ho uzlu je bily — gevede se na pripad 2

ta tc

te tg ti tk
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2. Bratr odbarvovan@ho uzlu jeCerny

2a DblizSi synovec je bily

ta tc ti b te tg t

te tg ta tc
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2. Bratr odbarvovan@ho uzlu jeCerny

2b vzdZlewjSi synovec je bily

ta tc te h b te tg ti

tg ti ta tc
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2. Bratr odbarvovan@ho uzlu jeCerny

2c z/dny synovec neni bily
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Ruseni uzlu

delete :: a — CBS a — CBS a
delete k¥ t = cbs (del t)

where del E = E
del (N b v 1r)
| k¥ < v = 1lbal b v (del 1) r
| k > v = rbal b v 1 (del r)
| otherwise = join b 1l r

join :: Barva — CBS a — CBS a — CCBS a

—=— definice jako u bindrniho vyhleddvaciho stromu
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lbal :: Barva — CCBS a — CBS a — CCBS a

lbal Ce d (CeCe tb) (N Bi h tf tj) = - (1
N Ce h (1bal Bi d (CeCe tb) tf) tj

lbal co d (CeCe tb) (N Ce h (N Bi f te tg) ti) = -- cw
Ncof (NCedtbte) (NCehtg ti)

lbal co d (CeCe tb) (N Ce f te (N Bi h tg ti)) = -- (2
Ncof (NCedtbte) (NCehtg ti)

lbal co d (CeCe tb) (N Ce h tf tj) = —— (2
cern (N cod tb (N Bi h tf tj))

lbal co d tb tf = -= (3

N cod tb tf

rbal :: Barva — CBS a — CCBS a — CCBS a

—— analogicky jako 1lbal
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data CCBS a = CeCe (CBS a) | Cbs (CBS a)

cern :: CBS a — CCBS a
cern E = Cbs E
cern (N Bi v 1l rr) Cbs (N Ce v 1 r)

CeCe (N Ce v 1 r)

cern (N Ce v 1 r)

cbs :: CCBS a — CBS a
cbs (CeCe t) =t
cbs (Cbs t) =t
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Slozitost ruseni uzlu z ¢cernobil@ho stromu

ElementZrni pesun Cern@ barvy trvAE konstantni dobu, ale v nejhorSim ippadé je nutn@

odbarvovat az ke kofenu, tj. ©(log n).

Nalezeni rusen@ho uzlu a nA£hrada ruseni vnihiho uzlu za ruseni listu trvZAE tak@

logaritmickou dobu, takze cel/& operace rusSeni zabereCas @(Iog n)
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CvicCeni:  Implementujte v Haskellu vyvazovaci operaci rbal.

CviCeni:  NapiSte definici funkce join.
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DalSi typy vyhledZ&vacich stromu s logaritmickou slozito§l operaci

B-stromy Stromy s promé&nnym poétem n/Eslednikd, ale omezenym zdolatislem k a

shora ¢islem 2k pro pevné zvolenou konstantu &, tzv. FAEdB-stromu (viz PV062).

Slozitost operaci prid&ni/zruseni polozky je© (log;n).

2-3-4-stromy Speci&lIni pipad B-stromi. Kazdy vnitini uzel mZ bud' dva, iii, anebo Gtyfi

n/Asledniky. Maji ot logaritmickou hloubku.
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Hranove a uzlove ohodnocen@d grafy

Def: Necht V, Hy, Hg jsou mnoziny, E C V2 hy :V — Hy,hg: E — Hg.

Ctvefici (V, E, hy, h ) nazyv/Emeuzlové a hranové ohodnoceny orientovany graf.

VynechZ&nim hranov@ho ohodnocenh g dostaneme uzlové ohodnoceny orientovany
graf (V, E, hy).
VynechZnim uzlov@ho ohodnocenhy, dostaneme hranové ohodnoceny orientovany

graf (V, E, hE).

Nepfipustime-li v mnoziné F dvojice tvaru (x, x), mAZme (ohodnocend) orientovand

grafy bez smycek.
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Def: Necht V', Hy, Hg jsou mnoziny, E je néjak& mnoZzina dvouprvkovych a
jednoprvkovych podmnozin mnoziny V', hy : V — Hy, hg : E — HE. Ctvefici

(V, E, hy, hE) nazyv/Emeuzlove a hranove ohodnoceny neorientovany graf.

VynechZnim hranov@ho ohodnocenh i dostaneme uzlové ohodnoceny neorientovany
graf (V, E, hy).
VynechZnim uzlov@ho ohodnocenhy, dostaneme hranové ohodnoceny neorientovany

graf (V, E, hE).

Nepripustime-li v mnoziné E jednoprvkov@ mnoziny, dost&EvAme (ohodnocend)

neorientovan@d grafy bez smyCek.
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Pozn/Emka: Obecnéjsi definice grafu pfipousti, aby mnoZzina hran £ nebyla podmnozinou
V2 (resp. mnoziny véech dvouprvkovych a jednoprvkovych podmnozin mnoziny V'), ale aby
to byla libovoln/E koné&n/E mnoZina, na niZ je dZEno zobrazerd : F — V2, kter@ ukuije,

mezi kterymi uzly dan/ hrana vede. Neni-li zobrazenie injektivni, hovofi se o tzv. multigrafu.
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Reprezentace

Graf Ize reprezentovat matici sousednosti: neohodnoceny graf G = (V, E/) nan uzlech
je reprezentov/Enttvercovou matici G = [g; ;],-.-. 1<;<n Nul a jednicek tak, Ze

gi; = 1, pr/Ee kdyz (¢,75) € E. -

Je-li graf hranové ohodnoceny, G = (V, E, hg), hg : E — Hp, jsou v matici
sousednosti pfimo hodnoty hran: pro (¢, j) € Eje g; ; = h(i,j), pro (i,7) ¢ Eje
gij = U, kde v §Z Hg.
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Pro tzv. fidk@ grafy, tj. grafy, v nichz pocet hran je v 0(n2), je vyhodn/Z reprezentace
pomoci mnozin sousedd: neohodnoceny graf G = (V, E) na n uzlech je reprezentovZn
posloupnosti [s1, .. ., S| mnozin n&Esledniki kazd@ho uzlu. Jsou-liy, . . . , v vSichni

n/Eslednici uzluu (tj. uzly, do nichZ vede z u hrana), je s, = {v1,...,Ux}.

NejCastéjSi reprezentace posloupnosti mnozin sousedl je polem seznamu. Je-li graf
uzlové ohodnoceny, obsahuje i-ty prvek pole G dvojici (s, hy/(4)). Je-li graf hranové

ohodnoceny, obsahuje j-ty prvek i-t@ho seznamus; dvojici (v;, hg(2,v;)).
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ProchZzeni grafu

Probl@m: Projit systematicky vSechny uzly grafu.

ProchAzeni grafu do hloubky

Algoritmus df s (depth-first search)

G=(V,E), V={1,....n}, WCV

Budeme oznacCovat vSechny navstivend uzly pomoci procedurymark.

Na za&/Etku jsou viechny uzly nenavstiven@nfarked (u) = False).

Pro kazdy uzel u je Successors(u) seznam uzll — n&Eslednikd uzluu.
VychZzime z uzlt z mnozinyll a postupujeme stZ&Ele dZl po hranZch do dosud
nenavstivenych uzll.

Cesty z oznacenych do nové navstivenych uzll tvofi les s koreny ve W.
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Proch/Zzeni grafu do hloubky — imperativni pseudokod

procedure dfs (G:Graph; var W :Nodeset; var P:Nodearray);
procedure dfsl (u:Node);
begin
if not marked (u)
then begin mark (u);
for v € Successors (u) do
begin P[v] := u;
dfsl (v)
end
end

end ;
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begin {dfs}
for u € V do begin unmark (u);
Plu] := empty
end ;
for u € W do
if not marked (u) then dfsl (uw)

end;
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Chceme-li projit do hloubky viechny uzly grafu G = (V, E), polozime W = V.
Véta: Algoritmus dfs navstivi vSechny uzly grafu dosaziteIn@ z uzlt z mnoziny W'.

Dlkaz je zfejmy a plyne z toho, Ze se opakované oznacuji vSechny uzly, kterd dosud
oznaceny nebyly. Mnozina neoznacenych uzlli se zmensuje, takZe algoritmus

konverguje.

Pozn/Emka: Algoritmus funguje stejné pro orientovan@ i neorientovan@ grafy.
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Pozn/Emka: Algoritmus obecné neni deterministicky, protoze nemusi byt (a nebyv/)
specifikovZEno poadi uzld v mnozinEchSuccessors (u) ani v mnoziné W . Proch/Z&zeni
grafu do hloubky tedy neuréuje poradi navstivenych uzlli jednoznacné.

Cvigeni: Necht G = (V, E) je neorientovany graf, V = {1,2,3,4,5,6},

E = {{172}7 {273}7 {47 5}7 {576}7 {174}7 {275}7 {376}}' W = {1}

Jak/E jsou viechna mozn/E gadi navstivenych uzll pfi volEndfs (G, W) ?

PoznfEmka: Vyznamnou praktickou aplikaci algoritmu df s je nalezeni tzv. silné souvislych
komponent orientovan@ho grafu.
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Proch/&zeni grafu do Siky

Resime probl@m Projit systematicky viechny uzly grafuG = (V, F) dosaziteln@

(orientovanou) cestou z nékter@ho z pat/Eté€nich uzlt zadanych mnozinou W C V.

Algoritmus bf s (breadth-first search) prochZzi uzly v jindm pi@di nez pfi prohledEvAEni
do hloubky: uzly, kter@ lezi blize pa&Aténim uzllim (uzllim, v nichZ proch&zeni z&in/A),

jsou navstiveny dfive nez uzly lezici d&le od pé/Z&ténich uzl.

Pomocn@ datov@ struktury: frontal) uzll, les nejkratSich cest (uloZeny v poli P)
Navstivend uzly se ot oznaCuji pomoci procedury mark,

uzel u bude oznagen, prAe kdyZ marked(u) = True.



Proch/ZAzeni grafu do Siky — imperativni pseudokod

procedure bfs (G:Graph; var W :Nodeset; var P:Nodearray);
var [:Queue;
procedure bfsl (q:Queue);
begin while not (isempty(q)) do
begin u := headq(q);
dequeue(q) ;
for v € Successors (u) do
if not (marked(v))
then begin mark (v);
enqueue (v,q);
Plv] :=u
end

end

end{bfs1}; ///
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begin {bfs}

for u € V do begin unmark (u);

P [u]

end;
Q := emptyq;
for u € W do
begin mark (u);
enqueue (u,Q)
end ;
bfs1 (Q)
end {bfs}

:= empty
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Korektnost prochZzeni grafu do §ky

Def: D@lkou sledu (v hranové neohodnocen@m grafu) rozumime pccet hran na tomto

sledu.
Vzd/Alenost z uzluu do uzlu v je d@lka minimA&lniho sledu vedouciho z uzla do uzlu v,
pokud takovy sled existuje; pokud z uzlu « do uzlu v ZAdny sled neexistuje, pak

vzdAElenost polozime+00.

V neorientovan@m grafu mluvime stricné o vzdZAlenosti mezi uzlyu a v.
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Véta: Necht G = (V. F), s,u,v € V anecht vzd&lenost zs do u je mensi nez
vzdZElenost zs do v. Pak uzel u bude pfi vypottu bfs (G, {s}) oznagen dfive nez

uzel v.

Dllkaz: Staci uk&Ezat, Ze do frontyQ jsou vzy pfidZEVZAny uzly s aspotak velkou
vzdZlenosti ods, nez jakou mel posledni pridany uzel. To vSak lehce plyne indukci podle

vzd/ZElenosti od uzlus.

Véta: Necht G = (V, F), s € V. Pak po provedeni vypottu bfs (G, {s}) jsou

navstiveny pr&e vSechny uzly, do nichz vede z uzlu s (orientovan/E) cesta.

Dlkaz: Indukci podle vzdZ&lenosti od uzlus.
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Slozitost proch&Azeni grafu do Siky

Véta: Necht G = (V, F) jegrafa W C V je mnozina po¢/ténich uzld (vstupniho
stupné 0). Pak d@lka vypditu bfs(G, W) v nejhorsim pripadé je v O (|W| + |E|).
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Dlkaz véty: Kazdy uzel bude oznacen a zafazen do fronty a u vSech uzll z fronty se ptZEme
na oznacenost jejich n&Eslednikl. Tedy d@lka vypétu bude jisté v 2(| E|). Jelikoz
zafazujeme do fronty viechny uzly z W, je d@lka vypditu tak@ v {2 (|W|). Z t&chto dvou
faktd vyplyvAE, ze je 2 (| E|) N 2(|W|) = (W] + | E|).

Do fronty zafazujeme jen uzly, kterd az do t@ doby nebyly ozn&end, a @itom je hned
oznacime. Odtud plyne, Zze kazdy uzel je do fronty zarazen jen jednou.

Tedy vnéjsi cyklus while prob&hne O(|W | + | E|)-kr£Et. Test ve vnitnim cyklu for prob&hne
vzdy tolikrZt, kolik hran vych/Zzi z uzlu, dohromady tolikrZt, kolik mA cely graf hran. Odtud
opé&t dostEvAEme, ze d@lka vypujev O(|W| + |E| + |E|) = O(|W]| + |E|).

Dohromady dostEvAEmME (|W | + |E|), ¢imz je tvrzeni dokAz/no.
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MinimZIni kostra grafu

Def: Necht G = (V, E,hg), hg : E — R, je hranové ohodnoceny neorientovany
graf. Faktor grafu G je podgraf F' = (V, E', hg|g/) grafu G.

Def:  Takovy faktor grafu (=, ktery je strom, se nazyvAkostra grafu GG.

Def:  Necht (G je souvisly neorientovany graf s ¢iselné ohodnocenymi hranami. Kostra
grafu (G, kter/E m/ ze v3ech jeho koster nejmensi s@et hranovych ohodnoceni, se

nazyvAminim/ZEIni kostragrafu G.

PoznfEmka: Kostry maji jen souvisl@ grafy, protoze kostra musi podle ddinice byt
strom. Tento pozadavek vSak neni zAsadni a etSinu cevah o kostr/Ach Izefpndst i na

nesouvisl@ grafy: staCi uvazovat zvlIASt kostru kazd@ komponenty.
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Cviceni: MZme neorientovany gralG = (V, E), V = {1,2, 3,4},

E = {{17 2}7 {27 3}7 {37 4}7 {47 1}7 {17 3}}

Kolik mA tento graf podgrafl, faktorll a koster? V kazd@m zé&chto tfi pripadl spocitejte, kolik
je vSech podgrafll (faktor(, koster), a kolik z nich je navzZ&jem neisomorfnich
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Genericky algoritmus pro nalezeni minimZIni kostry
Probl@m: Je d/En souvisly hrana¥ ohodnoceny neorientovany graf G = (V, E, hE)

Ukolem je nal@zt jeho minim/ZEIni kostru.

type SpT = Set of Edges;
procedure genericMST ((G:Graph; var A:SpT);
begin
A = 0;
while A jesté netvoii kostru do
begin
najdi hranu {u, v} bezpetnou vzhledem k A;
A = AU {{u,v}}
end

end
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Def: Necht (G je souvisly hranové ohodnoceny graf a A takovy jeho podgraf, ze A je
podgrafem né&jak@ minim/Elni kostry’ grafu GG. Pak kazd/E hrana 2G — A, kter/E lezi
v minimZIni koste 1', se nazyv/AbezpeénEvzhledem k A.

Def.: Necht G = (V,E)jegraf, Vi CV, Vo CcV, V1 A0, Vo £, ViUV =1V,
Vi N Vo = (). Pak mnoZiné

C={{z,yt e E|zecV,yecVa}

fik Emerez grafu G.

Je-linavic G' = (V', E', h') podgraf grafu G takovy, 2e V' C V] nebo V' C V5,
fikEme, zefez C respektuje podgraf G .
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véta: Necht G = (V, E/, hg) je souvisly hranové ohodnoceny neorientovany graf,
hg : E — R. Necht mnozina hran A C F je obsazena v néjak@ minim/ZEIni koge
grafu G, necht C je fez respektujici podgraf indukovany hranami z A a necht

{u, v} € (' je hrana s minimZEInim ohodnocenim W'. Pak hrana {u, v} je bezpeCnA
vzhledem k A.

Disledek:  Necht G = (V, E, hg) je souvisly hranové ohodnoceny neorientovany
graf, mnozina hran A C E je obsazena v né&jak@ minimZIni koge grafu G a necht 1’ je
néjakZA souvisl/E komponenta v IeséV, A). Pak kazdZ hrana spojujicil’ s néjakou jinou

komponentou v lese (V, A) a majici minimZEIni ohodnoceni je bezp&nZ vzhledem KA.

/
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Kruskallv (Bortvkuv-Kruskallv) algoritmus
Je dZn hranog ohodnoceny neorientovany graf G = (V, E, hg), hled&me mnozinu
hran A C E tvofici minim&lni kostrdl' = (V, A, hg|4).

type SpT = Set of Edges;
Component = Set of Nodes; {,vhodné reprezentovan& " mnozing
procedure kruskal (G:Graph; var A:SpT);
var W: Set of Component;
begin A := (;
W = 0;
for v € V do W := WU{{v}};
sefadime mnozinu £ podle ohodnoceni;
for (u,v) € FE A{vporadiod nejnize ohodnocend} do
if Wo#W, {t.u, vlezivriznych komponent/ch
then begin A := AU {(u,v)};
sjednotime obé tyto komponenty
end

end
/
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Korektnost Kruskalova algoritmu
Véta:  Po skong&eni vypoétu kruskal (G, A) je v A mnozina hran grafu G tvoficich

jeho minimZlIni kostru.

Dlkaz vyplyvZ& z pedchoziho Disledku.

Slozitost Kruskalova algoritmu

Slozitost algoritmu z/Evisi na datovd strukite reprezentujici mnozinu komponent W. Pro
reprezentaci komponent lesa miizeme pouzit tzv. binomiZli haldy. Dotaz W,, W,
vyjAEdime dotazem, zda halda, v niz se nach/Z&zi uzelu, je shodny s haldou, v niz se

nach/Zzi uzel. Tento dotaz mZ logaritmickou slozitost.

Slozitost takto implementovan@ho Kruskalova algoritmu jepak @(m log m) kde
m = |E]|.
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