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Abstrakt prednasky

V této kapitole se budeme opét vénovat soustavam linearnich
rovnic.

Dokazeme, ze mnozina reSeni kazdé linearni (homogenni)
soustavy tvori afinni (linearni) podprostor vhodného
sloupcového prostoru K"

a obracené, kazdy takovy afinni (linearni) podprostor Ize popsat
jakozto mnozinu feSeni vhodné linearni (homogenni) soustavy.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, m, n jsou pfirozena
Cisla.



Obsah prednasky

Afinni podprostory a soustavy lineérnich rovnic
Podprostor feSeni homogenni soustavy a jeho baze
Frobeniova véta a feSeni nehomogenni soustavy
Parametrické a vSeobecné rovnice afinnich podprostoru
Rovnice pruniku a spojeni afinnich podprostoru



Podprostor reseni |

Necht A € K™ b € K™. Uvazujme homogenni soustavu
linearnich rovnic s matici A

A -x=0.
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Podprostor reseni |l

Dale uvazme nehomogenni soustavu s matici A a pravou
stranou b

A-x=b.
Mnoziny jejich feSeni oznacime

R(A)={xe K": A-x=0},

resp.
R(A|b)={xe K": A-x=Db}.



Podprostor reseni Il

Pfedpisem ¢(x) = A - x je definované linearni zobrazeni
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Podprostor reseni Il

Pfedpisem ¢(x) = A - x je definované linearni zobrazeni
p: K" — K™, pficemz R(A) = Kerep.

Z toho okamzité vyplyva

Tvrzeni

Pro libovolnou matici A € K™*™ mnoZina R(A) feSeni
homogenni soustavy A - x = 0 tvori linearni podprostor
vektorového prostoru K".
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Podprostor reseni IV

KaZdou bazi prostoru R(A) nazyvame fundamentalnim
systémem reseni soustavy A - x = 0.

Potom kazdé feSeni prisluSné homogenni soustavy mizeme
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
z fundamentalniho systému reseni,

a naopak, kazda linearni kombinace vektort fundamentalniho
systému je feSenim prislusné soustavy.

Fundamentélni systém feSeni najdeme nasledujicim postupem:
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Podprostor reseni V

Matici A upravime pomoci ERO na redukovany stupnovity tvar
B € K™,

Mnozinu {1, ..., n} rozdélime na dvé podmnoziny J a J', podle
toho, zda se v j-tém sloupci matice B nachazi nebo nenachazi
vedouci prvek néjakého jejiho radku.

Oznaéme k pocCet prvkd mnoziny J' a zapiSme ji ve tvaru
J={ji<jp<...<j}



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
V), = (V1/, cey Vn/)T € K" takto:



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
V), = (V1/, cey Vn/)T € K" takto:

Zvolime vj; =1av, =0proi#I.



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
Vi = (vi),..., V)" € K" takto:

Zvolime vj; =1av, =0proi#I.

Pro j € J vypocitame hodnoty vj k uvedenym hodnotam
parametr( v;,, . .., v tak, aby cely vektor v, vyhovoval
podmince B - v, = 0.



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
Vi = (vi),..., V)" € K" takto:

Zvolime vj; =1av, =0proi#I.

Pro j € J vypocitame hodnoty vj k uvedenym hodnotam
parametrd v, .. ., vj, tak, aby cely vektor v, vyhovoval
podmince B - v, = 0.

Potom vektory v, Vo, ..., Vg tvofi bazi podprostoru feseni
R(A). Pfitom zfejmé plati k = n — h(A).



Podprostor reseni VII

Priklad
Predpokladejme, Ze jsme matici A pomoci ERO uz upravili na
redukovany stupriovity tvar

1200 —1/3
B_| 0010 12
0001 -2
0000 O

Vedouci prvky radki se nachazeji ve sloupcich 1, 3 a 4.



Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.
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Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.
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Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.

Nas$e prvni volba je x» = 1, x5 = 0. Tomu odpovida vektor
vy =(-2,1,0,0,0)".

Druha volba parametru je X = 0, x5 = 1. Tomu odpovida vektor
vo =(1/3,0,-1/2,2,1)T.



Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.

Nas$e prvni volba je x» = 1, x5 = 0. Tomu odpovida vektor
vy =(-2,1,0,0,0)".

Druha volba parametru je X = 0, x5 = 1. Tomu odpovida vektor
vo =(1/3,0,-1/2,2,1)T.

Potom vektory v, v, tvoii bazi podprostoru (fundamentalni
systém) feseni R(A) = R(B) C R®.



Podprostor reSeni IX

Tvrzeni
Pro libovolnou matici A € K™*" plati

dimR(A) = n — h(A).
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Tvrzeni
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Podprostor feSeni NS |

Tvrzeni
Necht A € K" b c KM,

(a) Pokudy,z € R(A|), paky —z € R(A).
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Podprostor feSeni NS |

Tvrzeni
Necht A € K" b c KM,

(a) Pokudy,z € R(A|), paky —z € R(A).
(b) Pokudz € R(A|b),x € R(A), pakz+x € R(A|b).

R(A|b) =z+R(A)={z+x; xc R(A)}
=z+[Vq,...,Vp]
={Z+4+ Vi + ...+ CkVk; C1,...,Ck € K}.



Podprostor reseni NS Il

Tvrzeni
Necht A € K™ b e K™M.
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Tvrzeni
Necht A €¢ K< b c K™,

Pokud soustava A - x = b ma aspori jedno feseni, tak R(A|b)
je afinni podprostor v K" se zaméerenim R(A).



Podprostor reseni NS |l

Tvrzeni
Necht A €¢ K< b c K™,

Pokud soustava A - x = b ma aspori jedno feseni, tak R(A|b)
je afinni podprostor v K" se zaméerenim R(A).
To znamena, Ze

DirR(A | b) = R(A)

dimR(A|b) = dimR(A) = n— h(A).



Frobeniova véta |

Véta

(Frobenius) Necht A € K™ b e K™.

Potom nehomogenni soustava A - x = b ma feseni praveé tehady,
kdyZ h(A |b) = h(A).



Frobeniova véta Il

Soustava A - x = b ma alespon jedno feSeni z € K" pravée
tehdy, kdyZ b € Imy (kde ¢(x) = A - x). Pak
R(A|b) =z +R(A).



Frobeniova véta Il

Soustava A - x = b ma alespon jedno feSeni z € K" pravé
tehdy, kdyZ b € Imy (kde ¢(x) = A - x). Pak
R(A|b) =z +R(A).

Frobeniova véta fika: nehomogenni soustava A - x = b nema
feSeni prave tehdy, kdyz se pfi Uprave jeji rozSitené matice

(A | b) na redukovany stupnovity tvar objevi néjaky fadek tvaru
(0,...,0]d) € K™ kde 0 # d € K. Takovyto Fadek totiz
zodpovida rovnici 0 = d.



Frobeniova véta lll

Pokud upravime pomoci ERO rozS8ifenou matici (A|b) na
redukovany stupnovity tvar (B |c), kde B € K™ a ¢ € K™, tak
B je téz v redukovaném stupnovitém tvaru.



Frobeniova véta lll

Pokud upravime pomoci ERO rozS8ifenou matici (A|b) na
redukovany stupnovity tvar (B |c), kde B € K™ a ¢ € K™, tak
B je téz v redukovaném stupnovitém tvaru.

Potom R(A |b) = R(B|c) # () pravé tehdy, kdyz se zadny
vedouci prvek néjakého fadku matice (B | ¢) nenachazi
v poslednim, t.j. n+ 1-nim sloupci.



Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.
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Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.
Nech J, J' a k maji dfive uvedeny vyznam.

Jedno fedeni z = (zy,..., z,)" nehomogenni soustavy
dostaneme volbou parametrd z;, = ... =z, =0proji € J'.



Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.
Nech J, J' a k maji dfive uvedeny vyznam.

Jedno fedeni z = (zy,..., z,)" nehomogenni soustavy
dostaneme volbou parametrd z;, = ... =z, =0proji € J'.

Zbyvaijici hodnoty z; potom vypocitame tak, aby z vyhovovalo
podmince B-z=c¢,1t.j. z;=¢jproj € J.



Frobeniova véta V

Priklad
Predpokladejme, Ze jsme matici (A | b) pomoci ERO uz upravili
na redukovany stupriovity tvar

100 3 1/4 0 2
0104 2 —1/| -1
Ble)=1l0011 5 6 | 27
0000 0 O 0



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.

Vedouci prvky fadku se nachazeji ve sloupcich 1,2 a 3.



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.
Vedouci prvky fadku se nachazeji ve sloupcich 1,2 a 3.

Tedy neznamé x4, X5 a Xg Si zvolime za parametry a neznameé
Xq, X2 @ X3 Si vyjadfime pomoci nich.



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.
Vedouci prvky fadku se nachazeji ve sloupcich 1,2 a 3.

Tedy neznamé x4, X5 a Xg Si zvolime za parametry a neznameé
Xq, X2 @ X3 Si vyjadfime pomoci nich.

Prvni volbé x4 = 1, x5 = xg = 0 odpovida vektor
vy = (-3, —4,—1,1,0,0)7.



Frobeniova véta VII

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".



Frobeniova véta VIl

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".

Treti volbou x4 = x5 = 0, Xxg = 1 ziskame vektor
vz =(0,1,-6,0,0,1)".



Frobeniova véta VIl

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".

Treti volbou x4 = x5 = 0, Xxg = 1 ziskame vektor
vz =(0,1,-6,0,0,1)".

Potom vektory vy, v, v3 tvofi bazi podprostoru reseni
R(A) = R(B) C RE prislusni homogenni soustavy.



Frobeniova véta VIl

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".

Treti volbou x4 = x5 = 0, Xxg = 1 ziskame vektor
vz =(0,1,-6,0,0,1)".

Potom vektory vy, v, v3 tvofi bazi podprostoru reseni
R(A) = R(B) C RE prislusni homogenni soustavy.

Konecné volbou parametrd x4, = x5 = Xg = 0 ziskdme jedno
feSeniz=(2,-1,-2/7,0,0, O)T nehomogenni soustavy.



Frobeniova véta VI

Vysledek mizeme zapsat do tabulky:

X1
X2
X3
X4
X5
X6

V1
-3
—4
—1
1
0
0

Vo
-1/4
-2

O = OO




Parametrické a vSeobecné rovnice |

Kazdy afinni podprostor M C K" m4 tvar
M=p+[uy,....u] =p+[c]

pro n&jaky bod p = (ps,...,pn)" € M a vhodnou uspofadanou
k-tici & = (uy, ..., uk) vektort z K", kde u; = (uyj, ..., up)".



Parametrické a vSeobecné rovnice I

To znamena, Ze pro libovolné x € K™ plati x € M prave tehdy,
kdyZ existuje t = (y,...,t%)" € KX tak, Ze

X=p+a-t,

kde jsme usporadanou k-tici a jako obycejné ztotoznili s matici
(uj) € K™K se sloupci uy, . ..., Ug.



Parametrické a vSeobecné rovnice Il

Rovnost x = p + « - t je maticovym zapisem parametrickych
rovnic afinniho podprostoru M C K".



Parametrické a vSeobecné rovnice Il

Rovnost x = p + « - t je maticovym zapisem parametrickych
rovnic afinniho podprostoru M C K".

Vektor t € K" nazyvame vektorem parametru a jeho slozky
ti,..., Ik € K parametry.



Parametrické a vSeobecné rovnice IV

Po rozepsani do slozek

Xi =Pp1+ Uil + Ugplo + ..+ Ugkli
Xo = P2+ Ut + Uoalo + ... + Unklk

Xn = Pn+ Unty + Un2tn + ... + Upkl

dostaneme obvyklejsi tvar, se kterym jsme sa v dimenzi n =2
resp. n = 3 uz potkali v sttedoSkolské analytické geometrii.



Parametrické a vSeobecné rovnice V

Jsou-li navic vektory uy, ..., u, linearné nezavislé, coz
muzeme vzdy dosahnout vynechanim "nadbytecnych vektord",
pak parametrické rovnice podprostoru M nam pfimo ukazi jeho
dimenzi: dimM = k.



Parametrické a vSeobecné rovnice VI

Zapis afinniho podprostoru M C K" ve tvaru M = p + [a], kde
p € M a a je nejaka usporadana k-tice, ktera generuje jeho
zameéreni DirM (mGzeme si dovolit predpokladat, ze « je
dokonce baze v DirM), budeme nazyvat jeho parametrickym
vyjadrenim.



Parametrické a vSeobecné rovnice VI

Zapis afinniho podprostoru M C K" ve tvaru M = p + [a], kde
p € M a a je nejaka usporadana k-tice, ktera generuje jeho
zameéreni DirM (mGzeme si dovolit predpokladat, ze « je
dokonce baze v DirM), budeme nazyvat jeho parametrickym
vyjadrenim.

Parametrické vyjadfeni M = p + [«] afinniho podprostoru
muzeme primo prepsat do jeho parametrickych rovnic
X=p+a-t, (t e KX). Naopak, z jeho parametrickych rovnic
muzeme okamzité ziskat jeho parametrické vyjadrfeni.



Parametrické a vSeobecné rovnice VII

Kazda soustava linearnich rovnic A - x = b s rozSifenou matici
(A|b) € K™ (1) (pokud mé Fedeni), popisuje afinni
podprostor R(A |b) C K".



Parametrické a vSeobecné rovnice VII

Kazda soustava linearnich rovnic A - x = b s rozSifenou matici
(A|b) € K™ (1) (pokud mé Fedeni), popisuje afinni
podprostor R(A |b) C K".

Vyresit soustavu linearnich rovnic A - x = b znamena vlastne
najit néjaké pékné parametrické rovnice afinniho podprostoru
R(A|b).



Parametrické a vSeobecné rovnice VIII

Necht tedy M = p + [a] je afinni podprostor v K", dany bodom
p € K" a usporddanou k-tici a = (uq, ..., ux) vektort z K,
kterou ztotoZznime s matici e = (uj;) € K™ se sloupci u;.



Parametrické a vSeobecné rovnice IX

Parametrické rovnice x = p + « - t podprostoru M, kde

X=(xq,...,X%)T € K" je vektor neznamych a
t=(4,...,t%)" € KX je vektor parametrd, mizeme pfepsat do
tvaru

Ih x=a-t+p,

ktery Ize reprezentovat pomoci blokové matice

(In|e|p)-



Parametrické a vSeobecné rovnice X

Nase metoda bude zalozena na eliminaci parametra t,, . . ., tx
Upravou této matice pomoci ERO.



Parametrické a vSeobecné rovnice X

Nase metoda bude zalozena na eliminaci parametra t,, . . ., tx
Upravou této matice pomoci ERO.

Matici (I, | o | p) budeme upravovat na fadkové ekvivalentni
matici tak, aby prostfedni blok vo vysledné matici byl
ve stupnovitém tvaru. Mohou pak nastat dvé moznosti



Parametrické a vSeobecné rovnice Xl

(1) h() = n, coz pozname podle toho, ze vS§echny radky
prostfedniho bloku vysledné matice jsou nenulové.



Parametrické a vSeobecné rovnice Xl

(1) h() = n, coz pozname podle toho, ze vS§echny radky
prostfedniho bloku vysledné matice jsou nenulové.

V tomto pfipadé M = V a vSeobecné rovnice tohoto
podprostoru tvofi prazdna soustava (1. j. soustava, ktera
neobsahuje Zadnou rovnici).



Parametrické a vSeobecné rovnice XllI

(2) h(a) < n. Pak mazeme prostfedni blok vysledné matice
rozdélit do dvou pod sebou umisténych bloku (%) kde

horni blok D je stupfiovitad matice typu h(a) x k, ktera ma
vSechny fadky nenulové, tedy dolni nulovy blok ma rozmér
(n— h(a)) x k.



Parametrické a vSeobecné rovnice Xll|

Toto rozdéleni prostfedniho bloku indukuje rozdéleni celé
vysledné matice do bloku



Parametrické a vSeobecné rovnice XllI

Toto rozdéleni prostfedniho bloku indukuje rozdéleni celé
vysledné matice do bloku

(%fos),



Parametrické a vSeobecné rovnice XllI

Toto rozdéleni prostfedniho bloku indukuje rozdéleni celé
vysledné matice do bloku

A" D|b
Al0O|b /)’
Potom A - x = b jsou v§eobecné rovnice afinniho
podprostoru M, t.j. plati M = p + [a] = R(A|b).



Parametrické a vSeobecné rovnice XIV

Popsany algoritmus mdzeme stru¢né shrnout do nasledujiciho

schématu &bl b
ERO
(Ih|a|p) — <T‘T‘T>’



Parametrické a vSeobecné rovnice XIV

Popsany algoritmus mdzeme stru¢né shrnout do nasledujiciho

schématu &bl b
ERO
(Ih|a|p) — <T‘T‘T>’

kde D je matice v stupriovitém tvaru s nenulovymi radky (jejichz
pocet je tedy nutné h(D) = h(a)).



Parametrické a vSeobecné rovnice XV

Z k-tice a mUzeme vybrat bazi zaméreni DirM = [a]: je
tvofena vektory u;,,...,u;, kde 1 < j; < ... < jj < k jsou indexy
téch sloupcli matice D, ve kterych se nachazeji vedouci prvky
jejich radka.



Parametrické a vSeobecné rovnice XVI

Tvrzeni
Necht B € K™™ C e K™K ap e K".



Parametrické a vSeobecné rovnice XVI

Tvrzeni
Necht B € K™™ C e K™K ap e K".

Pokud blokova matice (B | C | p) je fadkove ekvivalentni

s blokovou matici
A'|D|b
A0 b /°



Parametrické a vSeobecné rovnice XVI

Tvrzeni
Necht B € K™™ C e K™K ap e K".

Pokud blokova matice (B | C | p) je fadkove ekvivalentni

s blokovou matici
A'|D|b
A0 b /°

kde D je matice v stupriovitém tvaru s nenulovymi radky, tak

R(A|b) = {x € K™, 3te K)B-x=C-t+ p)}.



Rovnice praniku a spojeni afinnich podprostort

Uvazujme tfi moznosti zadani pavodnich podprostoru:

(1) Oba podprostory jsou zadané vSeobecnymi rovnicemi.
(2) Oba podprostory jsou zadané parametricky.

(3) Jeden podprostor je zadany pomoci vSeobecnych rovnic a
druhy parametricky.



(1) Necht afinni podprostory M, N C K" maji vSeobecné
rovnice A-x=bresp.B-x=c,kde A e K™ be K",

B € K" ¢ € K!. Potom veobecnymi rovnicemi priniku M N N
je soustava

A-x =b
B-x =c¢
s rozSifenou matici
Alb
Blc /°




Parametrické vyjadreni priniku M N N mizeme ziskat
vyreSenim této soustavy.



Parametrické vyjadreni priniku M N N mizeme ziskat
vyreSenim této soustavy.

Parametrické vyjadreni podprostoru M LU N mizeme ziskat tak,
Ze nejprve najdeme parametricka vyjadreni podprostord M a N
a pouzijeme Uvahy z predchozi kapitoly. Nasledné pak mizeme
odvodit vSeobecné rovnice podprostoru M LI N.



Priklad
Afinni podprostory M, N vektorového prostoru Q* jsou dané
soustavami

X{+Xo— Xz +X4g = 9

X{—Xo+Xs—X4 = —3
resp.

Xy +3x+2x3—x4 = 0

Xy —3X —2X3+X4 = 6



Upravme rozsifené matice puvodnich soustav:

1 3 2 1[0\ (10 0
1 -3 2 1|6 01 2/3



Z upravenych matic okamzité dostavame parametrické
vyjadreni puvodnich podprostorl (matice v hranatych
zavorkach oznacuje linearni podprostor generovany jejimi
sloupci)

3 0 o0 3 00
6 1 1 1 2 1
M=1oT11 of'N=| o |T] 30
0 0o 1 0 03



Pokud napiSeme obé upravené rozsirené matice vSeobecnych
rovnic podprostori M a N do bloku pod sebe, dostaneme
rozSifenou matici véeobecnych rovnic podprostoru M N N.



Pokud napiSeme obé upravené rozsirené matice vSeobecnych
rovnic podprostori M a N do bloku pod sebe, dostaneme
rozSifenou matici véeobecnych rovnic podprostoru M N N.

Jeji upravou na redukovany stupnovity tvar vyjde

100 0 3
010 1/5 9/5
001 —4/5 —21/5
000 0 0



Odtud uz pfimo vyplyva parametrické vyjadreni

3 0
| 9 1
MON=1 215 | 7] 4

0 5



Odtud uz pfimo vyplyva parametrické vyjadreni

3 0

| 9 1
MON=1 215 | 7] 4
0 5

Zjistili jsme, Ze dvojrozmérné afinni podprostory M, N maji
jednorozmérny prunik, tedy jsou rdznobezné. Preto téz
dim(MUN)=2+2-1=3.



Dame-li vedle sebe generatory smérovych podprostort DirM a
DirN, Upravou prislusné matice zjistime, Ze prvni tfi jsou
linearné nezavislé a posledni z nich je linearni kombinaci
predchazejicich.



Dame-li vedle sebe generatory smérovych podprostort DirM a
DirN, Upravou prislusné matice zjistime, Ze prvni tfi jsou
linearné nezavislé a posledni z nich je linearni kombinaci
predchazejicich.

Tedy sloupce matice

00 0
11 2
B=11 0 3
0 1 o0

tvofi bazi zaméreni afinniho podprostoru M U N.



Jeho parametrické vyjadreni je
MUN =p+ 8],

kde p = (3,9/5,—21/5,0)7.



Jeho parametrické vyjadreni je
MUN =p+ 8],
kde p = (3,9/5,-21/5,0)".

Upravou blokové matice (I4 | 3| p) podle naseho algoritmu,
vymenou prvého a posledniho fadku dostaneme vSeobecné
rovnice podprostoru M LI N:

Xy =3.



(2) Necht M = p + [a], N = q + [B] jsou parametrické vyjadreni
dvou afinnich podprostort v K.



(2) Necht M = p + [a], N = q + [B] jsou parametrické vyjadreni
dvou afinnich podprostort v K.
Potom MU N = p + [q — p, a, 3] a vynechanim vhodnych

sloupctl z blokové matice (q — p, a, 3) muzeme dostat bazi
zamereni Dir(M U N).



(2) Necht M = p + [a], N = q + [B] jsou parametrické vyjadreni
dvou afinnich podprostort v K.

Potom MU N = p + [q — p, a, 3] a vynechanim vhodnych
sloupctl z blokové matice (q — p, a, 3) muzeme dostat bazi
zamereni Dir(M U N).

VSeobecné rovnice podprostoru M LI N dostaneme Upravou
blokové matice (I,|q — p, a, 3| p), pfipadné matice, v které je
prostfedni blok nahrazeny bazi zaméfeni Dir(M LI N) podle
naseho algoritmu.



VSeobecné rovnice pruniku M N N, ziskame tak, ze
parametrické rovnice kazdého z podprostora M, N pfevedeme
na v8eobecné rovnice a ty pak spojime dohromady.



VSeobecné rovnice pruniku M N N, ziskame tak, ze
parametrické rovnice kazdého z podprostora M, N pfevedeme
na v8eobecné rovnice a ty pak spojime dohromady.

Parametrické vyjadfeni pruniku M N N dostaneme vyreSenim
jeho v8eobecnych rovnic.



Jina cesta k parametrickym rovnicim praniku M N N: Ize pfi ni
jako vedlejsi produkt ziskat baze zaméreni DirM, DirN,
Dir(M U N), tedy i parametrické rovnice spojeni M LI N.



Jina cesta k parametrickym rovnicim praniku M N N: Ize pfi ni
jako vedlejsi produkt ziskat baze zaméreni DirM, DirN,
Dir(M U N), tedy i parametrické rovnice spojeni M LI N.

Metoda: blokovou matici (a | 3|q — p) upravujeme pomoci
ERO na stupnovity tvar

A|B|c
< 0 B|c ) ’
kde matice A’ ma v8echny fadky nenulové (tedy linearné
nezavislé a jejich pocet je h(A’) = h(a) = dimM).



Pranik M N N je tvofeny véemix = q + 3 -t € N, které patfi
zaroven do M, t.|. existuje vektor parametrl s tak, ze

X = p + «-s. Hledame tedy v§echny vektory parametru t, ke
kterym existuje nejaky vektor parametrl s tak, Ze plati

a-s=p-t+(q-p).



K danému t existuje takovéto s pravé tehdy, kdyz B - t = c.



K danému t existuje takovéto s pravé tehdy, kdyz B - t = c.

VyfeSenim této soustavy dostaneme parametrické vyjadieni
t=r + ~v-2,

které dosadime do parametrickych rovnic podprostoru N.



K danému t existuje takovéto s pravé tehdy, kdyz B - t = c.

VyfeSenim této soustavy dostaneme parametrické vyjadieni
t=r + ~v-2,

které dosadime do parametrickych rovnic podprostoru N.

Dostaneme tak parametrické rovnice
X=q+8-((+7-2)=(@+B-1)+(8-7) 2
podprostoru M N N.



Priklad
Necht

Mmoo o ™m0 o
NN O < NN O
— N O™ — AN ®»
L ] L ]

+ +
— —
oOAN AN M — — AN AN
N— N—

I I

hayl QY]

< <
< — O

Jsou afinni podprostory v R*.



Ztejmé DirN; = DirN,; ozna¢me tento linearni podprostor D.
Obé ulohy o dvojicich podprostort M, N; i M, N> budeme reSit
soucasné.



Ztejmé DirN; = DirN,; ozna¢me tento linearni podprostor D.
Obé ulohy o dvojicich podprostort M, N; i M, N> budeme reSit
soucasné.

Plati
1 1(1 2 3|0 1 1 1(1 2 3|0 1
1 4|2 2 8|2 1 0 3|1 0 5|2 0
1 1/5 0 9|2 2 O 0|4 -2 6|2 1
2 5|3 4 11|13 2 0 0|0 0O Of1T O



Pokud si z matice na pravé strané odmyslime krajni pravy blok,
po vynechani rovnice 0 = 0 z ni dostaneme soustavu

4t — 2t + 613 = 0.



Pokud si z matice na pravé strané odmyslime krajni pravy blok,
po vynechani rovnice 0 = 0 z ni dostaneme soustavu

4t — 2 + 613 = 0.
Linearni podprostor DirM N D je tvofeny pravé véemi linearnimi

kombinacemi 3 - t, kde 3 je matice generatort D (a jeho baze)
a t vyhovuje uvedené homogenni rovnici.



Pokud si z matice na pravé strané odmyslime krajni pravy blok,
po vynechani rovnice 0 = 0 z ni dostaneme soustavu

4t — 2t + 613 = 0.

Linearni podprostor DirM N D je tvofeny pravé véemi linearnimi
kombinacemi 3 - t, kde 3 je matice generatort D (a jeho baze)
a t vyhovuje uvedené homogenni rovnici.

Tedy dim(DirM N D) = dimDirM = 2. Proto DirM C D a plati
MH N; aMH No.



Soustava
4t — 2t + 613 =2
0 =1,

které musi vyhovovat vektor parametri t = (;, f, t3) 7, aby jim
urceny bod z Ny patfil i do M, nema feseni.



Soustava
4t — 2t + 613 =2
0 =1,

které musi vyhovovat vektor parametri t = (;, f, t3) 7, aby jim
urceny bod z Ny patfil i do M, nema feseni.

Proto M Ny = 0 a M, N; jsou pravé rovnobeZky.



Naopak, analogicka soustava pro dvojici M, N, vede
na jedinou, ocCividné fesitelnou rovnici

44 — 2k + 613 = 1.



Naopak, analogicka soustava pro dvojici M, N, vede
na jedinou, ocCividné fesitelnou rovnici

44 — 2k + 613 = 1.

Tedy M C N-.



(3) Necht afinni podprostor M C K" je dany vS§eobecnymi
rovnicemi A - x = b a afinni podprostor N =q + [3] C K" je
dany parametricky.



(3) Necht afinni podprostor M C K" je dany vS§eobecnymi
rovnicemi A - x = b a afinni podprostor N =q + [3] C K" je
dany parametricky.

Pokud hledame vSeobecné rovnice praniku M N N, staci najit

vSeobecné rovnice podprostoru N a pfidat je k soustavé
A-x=b.



(3) Necht afinni podprostor M C K" je dany vS§eobecnymi
rovnicemi A - x = b a afinni podprostor N =q + [3] C K" je
dany parametricky.

Pokud hledame vSeobecné rovnice praniku M N N, staci najit

vSeobecné rovnice podprostoru N a pfidat je k soustavé
A-x=b.

Jejich vyfeSenim potom mizZeme obdrzet i parametrické
vyjadfeni M N N.



vvvvv

vSeobecné rovnice podprostoru M a z parametrickych vyjadreni
obou podprostort M, N sestavit parametrické vyjadieni M L N.



vvvvv

vSeobecné rovnice podprostoru M a z parametrickych vyjadreni
obou podprostort M, N sestavit parametrické vyjadieni M L N.

Eliminaci parametri dostaneme vSeobecné rovnice
podpriestoru M LI N.



Jind metoda, jak najit parametrické vyjadreni priniku M N N
spociva v dosazeni parametrického vyjadreni podprostoru N do
vS§eobecnych rovnic podprostoru M.



Jind metoda, jak najit parametrické vyjadreni priniku M N N
spociva v dosazeni parametrického vyjadreni podprostoru N do
vS§eobecnych rovnic podprostoru M.

Tim dostaneme soustavu



Jind metoda, jak najit parametrické vyjadreni priniku M N N
spociva v dosazeni parametrického vyjadreni podprostoru N do
vS§eobecnych rovnic podprostoru M.

Tim dostaneme soustavu
A-(q+pB-t)=b,
nebo po Upravé s ni ekvivalentni soustavu
(A-B)-t=b - A-q,
které musi vyhovovat vektor parametra t, aby jim uréeny bod

X=q + B-te N patfil i do podprostoru M, tedy do priniku
Mn N.



Uvedenou soustavu vyfeSime Upravou jeji rozSifené matice
(A-B|b — A-q).



Uvedenou soustavu vyfeSime Upravou jeji rozSifené matice
(A-B|b — A-q).
Podobné jako v pfipadé (2) feSeni dostaneme v parametrickém

tvaru
t=r+~v-2

a dosadime ho do parametrickych rovnic podprostoru N.



Uvedenou soustavu vyfeSime Upravou jeji rozSifené matice
(A-B|b — A-q).

Podobné jako v pfipadé (2) feSeni dostaneme v parametrickém
tvaru
t=r+~v-2

a dosadime ho do parametrickych rovnic podprostoru N.

Tak ziskame parametrické rovnice
X=q+8:-(r+v-2)=(Q+8-1)+(B-7) 2

podprostoru M N N.



Priklad
Afinni podprostor M C R* m4 vseobecné rovnice

Xt —Xe+X3— X4 =1
X1+ Xo— Xz + X4 =3.



Priklad
Afinni podprostor M C R* m4 vseobecné rovnice

X{—Xo+X3—X4 =1
X1+ Xo— Xz + X4 =3.

Afinni podprostor N C R* je uréeny jako afinni obal
N = K(P,q,r»s) bOd[jp = (3a071a 1)7—! q= (43 _172a2)T7
r=(4,1,2,0)" as=(7,3,4,5)".



Priklad
Afinni podprostor M C R* m4 vseobecné rovnice

Xt —Xe+X3— X4 =1

X1+ Xo— Xz + X4 =3.

Afinni podprostor N C R* je uréeny jako afinni obal
N = E(P,q,r»s) bOd[jp = (3a071a 1)7-! q= (43 _172a2)T7
r=(4,1,2,0)" as=(7,3,4,5)".

Jeho parametrické vyjadreni potom je

N =p+[q-p,r—p,s—pl

—
—_ = A
A W0OWS



Protoze



Protoze

AW WS
I
VRS

—_ a2 O W
Il
7N
|
©n
N—

bod tvaru p + t1(q — p) + (r — p) + t3(s — p) € N patfi do
praniku M N N pravé tehdy, kdyz pfislusny vektor parametrt
t = (4, b, t3)7 vyhovuje soustavé s rozsifenou matici

2 2 3|-2 11 0| -1
0 0 8/0 0010 /°



Podprostor feSeni této soustavy méa parametrické vyjadreni

(2)-7)



Podprostor feSeni této soustavy méa parametrické vyjadreni

(¢)Ls]

Dosazenim do parametrického vyjadreni N dostaneme

4

3 1)
1 o |+

- 0

4

w

1 1
1 1
-

MnAN = 1

_l’_

—_ - O

—1

A OWOWHS




Tedy



Tedy

MNN =

DO =N
o N O

adim(MON) =1.

Hodnost matice soustavy podprostoru M je 2, proto
dimM =4 -2 =2, adimN = 3.



Tedy

MNN =

DO =N
o N O

adim(MON) =1.

Hodnost matice soustavy podprostoru M je 2, proto
dimM =4 -2 =2, adimN = 3.

Z tohoto duvodu M N N je vlastni podprostor jak v M tak v N, tj.
M, N jsou riznobézné.



	Afinní podprostory a soustavy lineárních rovnic
	 Podprostor rešení homogenní soustavy a jeho báze
	Frobeniova veta a rešení nehomogenní soustavy
	Parametrické a všeobecné rovnice afinních podprostoru
	Rovnice pruniku a spojení afinních podprostoru


