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Abstrakt

V této kapitole zavedeme dva pojmy, které budou hrat

v nasledujicim vykladu kli¢ovou tlohu a dokazeme o nich nékolik
jednoduchych tvrzeni. Pajde o pojem télesa a vektorového prostoru.
Prvky télesa budeme nazyvat skaldry a prvky vektorového prostoru
vektory.



Obsah prednasky |

» Uvod

» Zakladni ¢iselné obory @, R a C; pojem télesa.
> Télesa Zj

» Geometricka interpretace vektoril v roviné
a v trirozmérném prostoru

» Geometricka interpretace vektorti v R? a R3, rovnobéznikové
pravidlo



Obsah prednasky Il

» Vektorové prostory

» Priklady vektorovych prostori (fadkové a sloupcové
usporadané n-tice skalarii, polynomy, rozsireni téles, funkce z
mnoziny do télesa a vektorového prostoru)



Ciselné obory |

N — mnozina vsech pfirozenych cisel,
Z — mnozina vsech celych ¢&isel,

Q — mnozina viech racionalnich cisel,
R — mnozina v3ech realnych cisel,

C — mnozina v3ech komplexnich ¢isel.



Ciselné obory

Nulu povazujeme za pfirozené ¢islo, t.j. 0 € N.
Imaginarni jednotku (ktera je prvkem C — R) budeme znaéit 2.

Prvky vyse uvedenych Eiselnych oborti Q, R, C nazyvame €asto
skalary. V tomto pripadé pak budeme mluvit o &iselném télese.



Struktura Ciselnych obor |

Na kazdé z té&chto mnozin jsou definované dvé binarni operace,
scéitani + a ndsobeni -

Obé tyto operace jsou asociativni a komutativni.
Nasobeni je (z obou stran) distributivni vzhledem ke scitani, t. .

pro vsechny prvky x, y, z pfislusné mnoziny plati

x(y + z) = xy + xz, (x+y)z=xz+yz.



Struktura ciselnych obori I

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, Q, R a C "chudsi" - totiz
rovnice tvaru x + a = b maji v oborech Z, Q, R, C feseni

x = b — a pre libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice resitelna,
pokud a < b.

Obory @, R a C jsou vsak "bohatsi" nejen v porovnani s N, ale i s
Z — rovnice tvaru ax = b maji v oborech Q, R, C fe3eni pro
libovolné a # 0 a b, pficemz v N &i Z jsou fesitelné, pouze pokud a
je délitelem b.



Axiomy télesa |

Télesem nazyvame mnozinu K s dvémi vyznacnymi prvky — nulou 0
a jednickou 1 — a dvémi binarnimi operacemi na K — sc¢itanim + a
nasobenim - — takovymi, Ze plati



Axiomy télesa |l

(Va,be K)(a+ b= b+ a),(Va,be K)(a-b=b"a),

(Va,b,c e K)(a+ (b+c)=(a+b)+c),
(Va,b,ce K)(a-(b-c)=(a-b)-c),

(Vae K)(0+ a = a), (Vae K)(1-a=a),

(Vae K)(3be K)(a+ b=0),
(Vae K {0})(3be K)(a-b=1),

(Va,b,ce K)(a-(b+c)=(a-b)+(a-c)), 0#1.



Axiomy télesa Il

Scitani a nasobeni v télese jsou komutativni a asociativni operace a
nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani.

0 je neutralni prvek s¢itani a 1 je neutralni prvek nasobeni a tyto
prvky jsou navzajem riizné.

Prvek b € K takovy, ze a+ b =0, je k danému a € K urceny
jednoznacné.

Tento jednoznaéné urceny prvek k danému a oznacujeme —a a
nazyvame opacny prvek k a. Misto a + (—b) piseme jen a — b.



Axiomy télesa IV

Analogicky se lze presvédCit, ze i prvek b € K takovy, ze a-b=1

je k danému 0 # a € K uréeny jednoznaéné — oznacujeme ho a=!
1w = Ame i .

nebo =, pfipadné 1/a a nazyvame inverzni prvek k a alebo

prevracend hodnota prvku a.

Misto a- b~ piseme téz 2 nebo a/b.



Vlastnosti télesa |

Tvrzeni

Bud K téleso. Potom pro vsechnane N a a,b,c,by,...,b, € K
plati

(a) a+b=a+c = b=c,

(b) (ab=ac & a#0) = b=c,

(c) a-0=0,
(d) a-b=0= (a=0Vb=0),
(e) —a=(-1)-a,

(f)a-(b—c)=a-b—a-c,
(g) a-(b1+...+by)=a-b1+...+a-b,.



Vlastnosti télesa Il

Dopliime, ze podminky (a) a (b) sa nazyvaji zdkony o kraceni pro
sCitani resp. nasobeni v télese.

Podminka (e) ndam umozhuje zavést libovolné celoCiselné nasobky
prvki z télesa. Pro a € K, n € N klademe

(—n)a = —(na) = n(—a).
Podobné Ize pro nenulové prvky télesa zavést i libovolné celociselné
mocniny. Pro 0 # a € K, n € N klademe a=" = (a")~! = (a71)".



Vlastnosti télesa Il

0a=0, la=a, =1 al=a

n(a+ b) = na+ nb,
(m+ n)a= ma+ na,

(mn)a = m(na),

(mn)(ab) = (ma)(nb),

(ab)" = a"b", n<0= a#0#b,
amtn = aMan, (m<0Vvn<0)= a#0,
am = (am)", (m<0Vvn<0)=a#0

Va,be K, m,neZ.



Vlastnosti télesa 1V

Necht K je téleso a L C K. Rikame, ze L je podtéleso télesa K,
pokud 0,1 € L a pro vsechna a,bec Lplatia+be L, abe L,
—a€ L a, pokud a # 0, tak i alel.

Podtéleso télesa K je tedy jeho podmnozina L, ktera obsahuje nulu
a jedniku a je uzavfena vzhledem ke scitani, nasobeni, opacnému a
inverznimu prvku. Zfejmé kazdé podtéleso télesa K je s témito
operacemi zazenymi z K na L i samo télesem. Rikame pak, ze
téleso K je rozsifenim télesa L.



Vlastnosti télesa V

Ziejmé téleso Q je podtélesem télesa R i télesa C; téleso C je
rozsifenim téles Q a R.

Charakteristikou télesa K, piseme charK, nazyvame nejmensi
kladné celé cislo n takové, ze n1 = 0; pokud takové n neexistuje,
t.j. n1 # 0 pro kazdé celé n > 0, fikime ze K ma charakteristiku
oo (néktefi autofi definuji charK = 0).



Vlastnosti télesa VI

Je-li téleso K rozsifenim télesa L, tak obé télesa K a L maji tutéz
jedni€ku i nulu, a proto charK = charlL.

Ziejmé charQ = charR = charC = oco.

Véta
Necht K je téleso. Potom charK je rovna oo nebo prvocisiu.



Kone&na télesa |

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles, jejichz charakteristika
neni oo.

Z tohoto divodu se tato télesa podstatné lisi od ndam znamych
Ciselnych téles.

Totiz, pro kazdé prvocislo p sestrojime jisté konecné téleso Zp,
které ma p prvkid a charakteristiku p.
Naopak, dfive uvedena Ciselna télesa jsou nekonecna.



Kone&na télesa Il

Pro potfeby matematické analyzy, tedy i z hlediska fyzikalnich
aplikaci, jsou nejdiilezitéjsimi télesy R a C. Konecna télesa vsak
v sou€asnosti sehravaji dilezitou alohu napf. v teorii kédovani a
kryptografii.

Pro kazdé kladné celé ¢islo n oznaéme

Zn={keN k<n={01,...,n—1}.



Konec¢na télesa Il

Mnozinu Z, nazyvame mnozinou zbytkovych trid modulo n. Na
této mnoziné zavedeme dvé binarni operace — séitani @ a nasobeni
® (je nutné odlisit scitani a nasobeni v Z, od pfislusnych operaci
v Z).

Pro a, b € Z, klademe

a®b = zbytek po déleni (a + b)/n,
a®b = zbytek po déleni (ab)/n.



Konec¢na télesa IV

@ a © jsou asociativni a komutativni operace na Z,, 0 je neutralni
prvek séitani a, pro n > 1, 1 je neutralni prvek nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke s¢itania ©Ga=n—a je
opacny prvek k a € Z,,.

Véta
Mnozina Z,, s operacemi & a © je téleso pravé tehdy, kdyz n je
prvocislo.



Kone&na télesa V
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Multiplikativni tabulky séitani a nasobeni v télese Zs.



Interpretace |

Vektory v roviné &i v prostoru si predstavujeme jako orientované
secky, t.]. Gsecky, jejichz jeden krajni bod povazujeme za
pocatecni a druhy za koncovy — ten je oznaceny obvykle Sipkou.



Interpretace |l

y (xy)

X Vektor v roviné

Pritom dvé stejné dlouhé, rovnobézné a souhlasné orientované
usecky predstavuji ten stejny vektor — fFikame, Ze jsou umisteni
téhoz vektoru.



Interpretace |l

1 Umisténi téhoz vektoru



Interpretace IV

Zvolime-li si n&jaky pevny bod O, pak viechny vektory v roviné &i v
prostoru miizeme jednoznacné reprezentovat jako orientované
—
usecky OA s pocatkem v O.
Jejich koncem mize byt libovolny bod A roviny &i prostoru, bod O
—

nevyjimaje — orientovana asecka OO totiz predstavuje tzv. nulovy
vektor.



Interpretace V

Vektory v roviné &i v prostoru miizeme scitat pomoci tzv.
vektorového rovnobézniku.

— -3
Soucet vektorti u = OA, v = OB je potom znazornény

—
orientovanou uhlopfickou u + v = OC rovnobéznika, jehoz dvé
prilehlé strany tvori asecky OA, OB.

u-—+v Vv



Interpretace VI

Vektory miizeme rovnéz nasobit libovolnymi skalary, t.j. v nasem
pripadé realnymi Cisly:

pokud ¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.]. orientovana
Gsecka s pocatkem v O, jejiz délka je |c|-nasobkem délky asecky v,
leZi na té stejné pfimce jako v a je orientovana souhlasné s v,
pokud ¢ > 0, resp. nesouhlasné s v, pokud ¢ < 0

(je-li ¢ = 0 nebo v je nulovy vektor, tak, samozfejmé, i cv je
nulovy vektor, takze nezalezi na jeho sméru ani orientaci).



Interpretace VII

“/1/7

Nasobeni vektoru skalarem



Interpretace VII

Pokud si mimo pocatek O zvolime v roving &i prostoru jesté dvé
resp. tfi soufadné osy, t.]. navzajem kolmé pfimky prochazejici
pocatkem, a na kazdé z nich jeden bod ve stejné jednotkové
vzdalenosti od pocatku, dostaneme pravouhly soufadnicovy systém
v roviné ¢i v prostoru.

Kazdy bod roviny &i prostoru je potom jednoznacné urceny
usporadanou dvojici, resp. trojici svych soufadnic a naopak, kazda
dvojice resp. trojice soufadnic jednoznaéné urCuje néjaky bod roviny
¢i prostoru.



Interpretace VIII

Rovnéz kazdy vektor v roviné i v prostoru je potom jednoznaéné
ureny soufadnicemi svého koncového bodu a naopak libovolna
usporadana dvojice resp. trojice soufadnic jednoznacné uréuje
néjaky vektor v roviné ¢i prostoru.

Pfi pevném soufadnicovém systému tak miizeme mnozinu vsech

vektorii v roviné ztotoznit s mnozinou R? a mnozinu vech vektori
v prostoru s mnozinou R3.



Interpretace IX

Jsou-li (pfi takovémto ztotoznéni) u = (uy, up) € R?,
vV = (vl7 V2) € R? dva vektory v roving, tak snadno ovéfime, ze
pro jejich soucet u + v, dany vektorovym rovnobéznikem, plati

u+v=(u, )+ (vi,v2) = (U1 + v, 1z + ).



Interpretace X

Je-li ¢ € R, pak pro skalarni nasobek cu dostavame

cu = c(uy, up) = (cuy, cup).

Podobné to miizeme ovéfit pro vektory v prostoru, t.j. usporadané
trojice realnych Cisel.



Interpretace Xl

Navic si vdimnéme, ze pfedpoklady kolmosti soufadnych os a
rovnosti jednotkovych délek v jednotlivych smérech nehraly v nasich
avahach zadnou roli.

Stadi, aby systém souradnych os tvorily dvé riiznobézné primky
(v roving) resp. tfi primky nelezici v roviné (v prostoru) protinajici
se v pocatku O.

Za jednotkové délky ve smérech jednotlivych soufadnych os
mizeme zvolit délky libovolnych (ne nutné stejné dlouhych) asecek.



Vektorové prostory |

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz linearnim
prostorem nad K nazyvame mnozinu V' s vyznaénym prvkem 0 a

dvéma binarnimi operacemi —
scéitanim + : V x V — V a
nasobenim - : K x V — V — takovymi, ze plati



Vektorové prostory |l

(Vx,y,z € V)(x+(y+2) = (x+y) +2)),
(Yx,y € V)(x+y=y+x),

(Vx € V)(x+ 0 =x),

(Wx e V)(3y e V)(x+y=0),

(Va,b e K)(Vx € V)(a- (b-x) = (ab) - x),
(Vx € V)(1-x=x),

(Vae K)(vx,y € V)(a- (x+y) =(a-x)+(a-y)),
(Va,b e K)(¥x € V)((a+b) - x=(a-x) + (b-x)).



Vektorové prostory Il

Skalary znacime "obycejnymi" malymi latinskymi pismeny a vektory
tu€nymi malymi latinskymi pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (Ciselném( télese K a séitani
vektorl znacime stejnym znakem 4, jde o riizné operace.
Podobné nasobeni v (Ciselném) télese a nasobeni vektoru skalarem
jsou riizné operace, ackoliv obé znacime - .

Pozdéji budeme stejné znacit prislusné operace a nuly v réiznych
vektorovych prostorech.



Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pfipominaji axiémy vektorového prostoru
vlastnosti (Eiselného) télesa K:

s€itani vektordl je opét asociativni a komutativni binarni operace na
V' s neutralnim prvkem 0 € V,

operace nasobeni vektoru skalarem spliuje jakousi podminku
"asociativity", 1 € K je jeji "neutralni prvek"

a plati dva "distributivni zakony".



Vektorové prostory V

Jeden podstatny rozdil — nasobeni v (Ciselném) télese K je
binarni operaci na mnoziné K, t.j. zobrazenim - : K x K — K,
nasobeni ve vektorovém prostoru V' nad ciselnym télesem K neni
binarni operace na V/, ale binarni operace - : K x V — V.



Vektorové prostory VI

To nam vsak nebrani zavést obdobné dohody jako pro operace

v (Ciselném) télese: nasobeni ma prednost pred s¢itanim a znak
nasobeni budeme vétsinou vynechéavat, t.j. budeme napf. psat

ax +y namisto (a- x) +y.



Vektorové prostory VII

Rovnéz budeme vynechavat zavorky, jejichz umisténi neovlivni
vyslednou hodnotu vyrazii jako napf. v abx nebo
a1X1 + ...+ anX,. Posledni vyraz budeme taktéz znacit

D il aiXi

a nazyvat linedrni kombinaci vektorti X1, ..., X, s koeficienty
di,...,dn.



Vektorové prostory VIII

o L 1 o ,

Specialné pro n = 1 to znamena ) i—1 @iX; = aiXq; kvili Gplnosti
e L, . L, . . 0

pro n = 0 jesté klademe prazdnou linearni kombinaci ) ._; aix;

rovnou 0.

Tvrzeni

Necht V' je vektorovy prostor nad (ciselnym) télesem K. Pak pro
libovolné n € N, a, b, a;,...,a, € K ax,y,z,X1,...,X, € V

plati



Vektorové prostory IX

() x+y=x+z=y=z

(b) (ax =ay& a#0) = x=y,
(ax = bx& x #0) = a= b,

(c) a0 =0 = 0x,

(d) ax=0 = (a=0Vx=0),



Vektorové prostory X

() —x=(=D)x

(f) a(x—y)=ax—ay,
(a — b)x = ax — bx,

(g) a(x1+...+x,)=ax;+ ...+ ax,,
(a1 + ...+ an)x =a;Xx+ ...+ apx.



Piiklady |

Zrejmé kazdé téleso K milzeme povazovat za vektorovy prostor nad
sebou samym. Obecnégji, pokud téleso L je rozsifenim télesa K, tak
L m@zeme povazovat za vektorovy prostor nad télesem K
(formalne staci "zapomenout" na nasobeni nékterych dvojic prvki
a,b € L a soucin ab pripustit jen pro a € K, b € L).



Piiklady Il

Podobnym zptisobem miizeme vektorovy prostor V' nad télesem L
zzenim nasobeni L X V' — V/ na nasobeni K X V — V zménit
na vektorovy prostor nad télesem K.



Priklady 111

Pro libovolné téleso K a n € N je mnozina
K" ={(x1,...,Xn); X1,-..,%, € K}

véech usporadanych n-tic prvkii z K spolu s operacemi



Piiklady IV

X+y:(Xla-"7xn)+(y17"'7yn)
=(X1 + Y15y Xn + Yn),
ex =c(x1, ..., %) = (ex1, ..., cXp),

kde X = (x1,...,x,) € K",y =(y1,...,¥n) € K"ac €K,
vektorovy prostor nad télesem K.



Priklady V

Zrejmé usporadana n-tice 0, = (0, ..., 0) hraje alohu nuly v K”.
Pokud bude potfebné rozlisit nulové vektory v prostorech K” pro

rtizna prirozena Cisla n, budeme pro nulu v K" pouzivat oznaceni
0,. Opacny prvek k x = (x1,...,x,) € K" je zfejmé

—X = —(Xl, . 7Xn) = (_le ey _Xn)-



Piiklady VI

Rikame, ze operace na K" jsou definované po slozkach. Prvky
tohoto vektorového prostoru nazyvame n-rozmeérné radkové
vektory nad télesem K. Vektorovy prostor K© sestava z jediného
prvku (), predstavujiciho "usporadanou nultici", ktera je nutné
nulou v K°.



Piiklady VII

Nékdy bude vyhodnéjsi pracovat s n-rozmeérnymi sloupcovymi
vektory nad télesem K, t.j. s vektory tvaru

X1 kde x1,...,x, € K.
X = : , Piseme rovnéz K".

Xn



Piklady VIII

Polynomem nebo téz mnohoclenem f stupné n, kde
—1 < n € Z, v proménné x nad télesem K rozumime formalni
vyraz tvaru

f(x) = a —{— ax —{— 4 a1 x4 apx”

I
(]
O

Q
><



Piiklady IX

kde ag, a1,...,an_1, an € jsou skalary, nazyvané koeficienty
polynomu f, a a, # 0.

Nulu 0 € K povazujeme za polynom stupné —1 a nenulové skalary
a € K za polynomy stupné 0. Zfejmé kazdy polynom f definuje
(stejné oznacovanou) funkci f : K — K danou predpisem

¢ +— f(c), t.]. dosazenim konkrétnich hodnot ¢ € K za
proménnou x do polynomu f.



Piiklady X

Mnozinu viech polynomi v proménné x nad K stupné nejvyse n,
kde —1 < n € Z, budeme znadit K(”)[x]; mnozinu vsech polynomii
v proménné x nad K znacime K[x].

Libovolny polynom g(x) = "7 bix' € K[x] stupné m < n
miizeme psat ve tvaru

g(x) = bo+ bix+ ...+ bypx™ +0x™ + ...+ 0x",

t.j. vtvaru g(x) = Y 1o bix’, kde b; =0 pro m < i < n.



Piiklady XI

S pouzitim této konvence Ize definovat soucet f 4+ g polynomii
f=>T"gaix', g=>",bix" z K[x] predpisem

max(m,n)

(F+g)(x) = flx) +80)= 3 (a+h)x"

i=0



Priklady XII

Pokud navic ¢ € K, klademe
(cf)(x) Z caix'.

Snadno ovéfime, ze s takto po slozkach definovanymi operacemi
souctu a skalarniho nasobku tvofi kazda z mnozin polynomii

"[x], kde —1 < n € Z, a zaroveh i mnozina véech polynomii
K[x] vektorovy prostor nad télesem K.



