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2 Vektorové prostory
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Determinant

Najděte determinant matice A:

A =

















1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 0 7 0 9 0
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Daľśı determinant

Najděte determinant matice B2, kde:

B =













−1 1 1 1 −1
1 −1 1 −1 1

−1 1 0 1 −1
1 0 1 0 1
0 1 1 0 1
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Daľśı determinant

Najděte determinant matice B2, kde:

B =













−1 1 1 1 −1
1 −1 1 −1 1

−1 1 0 1 −1
1 0 1 0 1
0 1 1 0 1













Cauchyova věta:
02 = 0
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Inverzńı matice

Pomoćı determinantu najděte inverzńı matici (eliminačńı metoda
nebude uznána):





3 2 0
5 4 1
1 2 5
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Inverzńı matice

Pomoćı determinantu najděte inverzńı matici (eliminačńı metoda
nebude uznána):





3 2 0
5 4 1
1 2 5





1

6
·





18 −10 2
−24 15 −3
6 −4 2
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Ješte determinant

Najděte determinant matice řádu n ≥ 2:















1 − n 1 . . . 1 1
1 1 − n . . . 1 1
...

...
...

...
1 1 . . . 1 − n 1
1 1 . . . 1 1 − n
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Ješte determinant

Najděte determinant matice řádu n ≥ 2:















1 − n 1 . . . 1 1
1 1 − n . . . 1 1
...

...
...

...
1 1 . . . 1 − n 1
1 1 . . . 1 1 − n
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Definition (Vektorové prostory)

Vektorovým prostorem V nad polem skalar̊u K je množina spolu s
operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem z K, pro které plat́ı
následuj́ıćı axiomy:
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Definition (Vektorové prostory)

Vektorovým prostorem V nad polem skalar̊u K je množina spolu s
operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem z K, pro které plat́ı
následuj́ıćı axiomy:

1 (u + v) + w = u + (v + w) pro všechna u, v ,w ∈ V

2 u + v = v + u pro všechna u, v ∈ V

3 existuje prvek 0 takový, že u + 0 = u pro všechna u ∈ V

4 ke každému u ∈ V existuje prvek −u ∈ V takový, že
u + (−u) = 0
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Definition (Vektorové prostory)

Vektorovým prostorem V nad polem skalar̊u K je množina spolu s
operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem z K, pro které plat́ı
následuj́ıćı axiomy:

1 (u + v) + w = u + (v + w) pro všechna u, v ,w ∈ V

2 u + v = v + u pro všechna u, v ∈ V

3 existuje prvek 0 takový, že u + 0 = u pro všechna u ∈ V

4 ke každému u ∈ V existuje prvek −u ∈ V takový, že
u + (−u) = 0

5 a · (u + v) = a · u + a · v pro všechna u, v ∈ V a a ∈ K

6 (a + b) · u = a · u + b · u pro všechna u ∈ V a a, b ∈ K

7 a · (b · u) = (a · b) · u pro všechna u ∈ V a a, b ∈ K

8 1 · u = u pro všechna v ∈ V
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Definition (Vektorové prostory)

Vektorovým prostorem V nad polem skalar̊u K je množina spolu s
operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem z K, pro které plat́ı
následuj́ıćı axiomy:

1 (u + v) + w = u + (v + w) pro všechna u, v ,w ∈ V

2 u + v = v + u pro všechna u, v ∈ V

3 existuje prvek 0 takový, že u + 0 = u pro všechna u ∈ V

4 ke každému u ∈ V existuje prvek −u ∈ V takový, že
u + (−u) = 0

5 a · (u + v) = a · u + a · v pro všechna u, v ∈ V a a ∈ K

6 (a + b) · u = a · u + b · u pro všechna u ∈ V a a, b ∈ K

7 a · (b · u) = (a · b) · u pro všechna u ∈ V a a, b ∈ K

8 1 · u = u pro všechna v ∈ V

Z dř́ıvěǰśıho vlastně v́ıme, že R
n a obecně K

n s operacemi po
složkách tvǒŕı vektorový prostor. Co nějaké jiné?
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Dokažte, že...

Dokažte, že množina V = Mat2(R) všech reálných čtvercových
matic řádu 2 s operacemi danými standardńım maticovým sč́ıtáńım
a násobeńım skalárem tvǒŕı vektorový prostor nad R.
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Vektorový prostor – ano či ne?

Rozhodněte (=dokažte nebo vyvrat’te), zda množina V tvǒŕı
vektorový prostor nad K:
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Vektorový prostor – ano či ne?

Rozhodněte (=dokažte nebo vyvrat’te), zda množina V tvǒŕı
vektorový prostor nad K:

1 K = R, V = R
3 s operacemi

(

x
y
z

)

+
(

x ′

y ′

z ′

)

=
( x+x ′

y+y ′

z+z ′

)

a

k ·
(

x
y
z

)

=
(

k·x
y
z

)
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Vektorový prostor – ano či ne?

Rozhodněte (=dokažte nebo vyvrat’te), zda množina V tvǒŕı
vektorový prostor nad K:

1 K = R, V = R
3 s operacemi

(

x
y
z

)

+
(

x ′

y ′

z ′

)

=
( x+x ′

y+y ′

z+z ′

)

a

k ·
(

x
y
z

)

=
(

k·x
y
z

)

2 K = R, V = R
+ s operacemi sč́ıtáńı u ⊕ v = u · v pro

u, v ∈ R
+ (= V ) a násobeńı skalárem t ◦ u = ut pro

u ∈ R
+(= V ) a t ∈ R (= K)
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Vektorový prostor – ano či ne?

Rozhodněte (=dokažte nebo vyvrat’te), zda množina V tvǒŕı
vektorový prostor nad K:

1 K = R, V = R
3 s operacemi

(

x
y
z

)

+
(

x ′

y ′

z ′

)

=
( x+x ′

y+y ′

z+z ′

)

a

k ·
(

x
y
z

)

=
(

k·x
y
z

)

2 K = R, V = R
+ s operacemi sč́ıtáńı u ⊕ v = u · v pro

u, v ∈ R
+ (= V ) a násobeńı skalárem t ◦ u = ut pro

u ∈ R
+(= V ) a t ∈ R (= K)

3 K = R, V = {(x , y)T | x ≥ 0} se standardńımi operacemi
(po složkách)
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Tohle něco p̌ripoḿıná...

Definition (Lineárńı závislost a nezávislost)

Necht’ V je vektorový prostor nad K. Množina vektor̊u M ⊂ V se
nazývá linearně nezávislá, jestliže pro každou k-tici vektor̊u
v1, . . . , vk ∈ M a libovolné skaláry a1, . . . , ak ∈ K plat́ı:

a1v1 + a2v2 + · · · + akvk = 0 ⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.
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Tohle něco p̌ripoḿıná...

Definition (Lineárńı závislost a nezávislost)

Necht’ V je vektorový prostor nad K. Množina vektor̊u M ⊂ V se
nazývá linearně nezávislá, jestliže pro každou k-tici vektor̊u
v1, . . . , vk ∈ M a libovolné skaláry a1, . . . , ak ∈ K plat́ı:

a1v1 + a2v2 + · · · + akvk = 0 ⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

Množina vektor̊u M je lineárně závislá, jestliže neńı lineárně
nezávislá.
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Lineárně závislé nebo nezávislé?

Prostor V = R2[x ] polynomů stupně nejvýše 2 se
standardńımi operacemi tvǒŕı vektorový prostor nad R.
Rozhodněte, zda vektory 1 + x , 1 − x , 2 + x − x2 jsou lineárně
závislé nebo nezávislé.
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Lineárně závislé nebo nezávislé?

Prostor V = R2[x ] polynomů stupně nejvýše 2 se
standardńımi operacemi tvǒŕı vektorový prostor nad R.
Rozhodněte, zda vektory 1 + x , 1 − x , 2 + x − x2 jsou lineárně
závislé nebo nezávislé.

Rozhodněte, zda jsou lineárně závislé nebo nezávislé vektory
( 1 1

2 2 ) , ( 2 2
1 1 ) , ( 1 1

1 1 ) z Mat2(R).
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Definition (Vektorové podprostory)

Necht’ V je vektorový prostor (nad K). Vektorový podprostor

vektorového prostoru V je podmnožina U ⊂ V , pro kterou plat́ı:
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Definition (Vektorové podprostory)

Necht’ V je vektorový prostor (nad K). Vektorový podprostor

vektorového prostoru V je podmnožina U ⊂ V , pro kterou plat́ı:

u + v ∈ U ∀u, v ∈ U

r · u ∈ U ∀u ∈ U, ∀r ∈ K

0 ∈ U
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Definition (Vektorové podprostory)

Necht’ V je vektorový prostor (nad K). Vektorový podprostor

vektorového prostoru V je podmnožina U ⊂ V , pro kterou plat́ı:

u + v ∈ U ∀u, v ∈ U

r · u ∈ U ∀u ∈ U, ∀r ∈ K

0 ∈ U

Tedy U je vektorovým prostorem nad K se z̊uženými operacemi z
V .
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Vektorový podprostor – ano či ne?

Rozhodněte, zda množina {( x1
x2

) | x1 + x2 = 0} (prostor všech
řešeńı ’soustavy’ x1 + x2 = 0) je vektorový podprostor R

2.
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Vektorový podprostor – ano či ne?

Rozhodněte, zda množina {( x1
x2

) | x1 + x2 = 0} (prostor všech
řešeńı ’soustavy’ x1 + x2 = 0) je vektorový podprostor R

2.

Rozhodněte, zda množina {( x1
x2

) | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} je
vektorový podprostor R

2.
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Vektorový podprostor – ano či ne?

Rozhodněte, zda množina {( x1
x2

) | x1 + x2 = 0} (prostor všech
řešeńı ’soustavy’ x1 + x2 = 0) je vektorový podprostor R

2.

Rozhodněte, zda množina {( x1
x2

) | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} je
vektorový podprostor R

2.

Rozhodněte, zda množina
{

f | ∃g : f = g · (x2 + 1)
}

je
vektorový podprostor prostoru všech polynomů R[x ].
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Generováńı

Theorem

Podprostor vektorového prostoru V generovaný množinou M ⊂ V

je tvaru:

[M] = {a1u1 + · · · + akuk | k ∈ N, aj ∈ K, uj ∈ M, j = 1, . . . , k}
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Generujeme...

Rozhodněte, zda vektory u1, . . . , u4 generuj́ı vektorový prostor
R

3

u1 =
(

1
0
1

)

, u2 =
(

1
1
1

)

, u3 =
(

1
1
0

)

, u4 =
(

0
1
0

)

.
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Generujeme...

Rozhodněte, zda vektory u1, . . . , u4 generuj́ı vektorový prostor
R

3

u1 =
(

1
0
1

)

, u2 =
(

1
1
1

)

, u3 =
(

1
1
0

)

, u4 =
(

0
1
0

)

.

Rozhodněte, zda vektor
(

1
0
7

)

nálež́ı do
[(

1
1
1

)

,

(

0
1
0

)]

.
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Pr̊uniky a součty

Je pr̊unik vektorových podprostor̊u opět vektorový podprostor?
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Pr̊uniky a součty

Je pr̊unik vektorových podprostor̊u opět vektorový podprostor?

ANO
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Pr̊uniky a součty

Je pr̊unik vektorových podprostor̊u opět vektorový podprostor?

ANO

Je sjednoceńı vektorových podprostor̊u vektorový podprostor?
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Pr̊uniky a součty

Je pr̊unik vektorových podprostor̊u opět vektorový podprostor?

ANO

Je sjednoceńı vektorových podprostor̊u vektorový podprostor?

NE
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Pr̊uniky a součty

Je pr̊unik vektorových podprostor̊u opět vektorový podprostor?

ANO

Je sjednoceńı vektorových podprostor̊u vektorový podprostor?

NE

Definition

Necht’ S ,T ⊆ V jsou vektorové podprostory. Součet podprostor̊u
je vektorový podprostor

S + T = [S ∪ T ] = {x + y | x ∈ S , y ∈ T}.

Součet se nazývá př́ımý, jestliže nav́ıc S ∩T = {0}. Ṕı̌seme S ⊕T .
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Rozhodněte, zda...

Necht’ S ,T jsou podprostory vektorového prostoru V .
Rozhodněte, zda je součet S + T př́ımý.
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Rozhodněte, zda...

Necht’ S ,T jsou podprostory vektorového prostoru V .
Rozhodněte, zda je součet S + T př́ımý.

1 V = R
2 nad R, S = {(x , y)T | x = y},

T = {(x , y)T | x = −y}
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Rozhodněte, zda...

Necht’ S ,T jsou podprostory vektorového prostoru V .
Rozhodněte, zda je součet S + T př́ımý.

1 V = R
2 nad R, S = {(x , y)T | x = y},

T = {(x , y)T | x = −y}

2 V = R
3 nad R, S = {(x , y , z)T | x − 2y − 3z = 0},

T = {(x , y , z)T | x = z}
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Rozhodněte, zda...

Necht’ S ,T jsou podprostory vektorového prostoru V .
Rozhodněte, zda je součet S + T př́ımý.

1 V = R
2 nad R, S = {(x , y)T | x = y},

T = {(x , y)T | x = −y}

2 V = R
3 nad R, S = {(x , y , z)T | x − 2y − 3z = 0},

T = {(x , y , z)T | x = z}

3 V = R
3 nad R, S = {(x , y , z)T | x = y = 0},

T = {(x , y , z)T | y = z = 0}
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Rozhodněte, zda...

Necht’ S ,T jsou podprostory vektorového prostoru V .
Rozhodněte, zda je součet S + T př́ımý.

1 V = R
2 nad R, S = {(x , y)T | x = y},

T = {(x , y)T | x = −y}

2 V = R
3 nad R, S = {(x , y , z)T | x − 2y − 3z = 0},

T = {(x , y , z)T | x = z}

3 V = R
3 nad R, S = {(x , y , z)T | x = y = 0},

T = {(x , y , z)T | y = z = 0}

O jaké podprostory se jedná?


