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Pokus o ucebni text pro zacinajici studenty informatiky priblizujici podstatnou ¢ast
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KAPITOLA 10

Algebraické struktury a techniky

¢im vétsi abstrakce, tim vétsi zmatek?
- ne, casto to byvd naopak ...

Nyni se vratime k docela formalnimu studiu pojmu, jejichz na prvni pohled
zcela abstraktni definice ve skuteCnosti odrazi velmi Sirokou tfidu realnych vlast-
nosti véci kolem nas. Urcité bude uzitecné si pred dalsim ¢tenim pfipomenout prvni
a Sestou ¢ast prvni kapitoly, kde jsme podobné abstraktné pohliZeli na ¢isla, se kte-
rymi pocitame, a obecnéji na vztahy mezi objekty, které jsme abstrahovali do tzv.
relaci.

1. Grupy

Budeme si pohravat s objekty a se situacemi, ve kterych je mozné rovnice
a-x = b vidy jednoznatné fesit (tak jako u linedrnich rovnic jsou objekty a a b
jsou dény, zatimco x hleddme). Pujde o tzv. teorii grup. VSimnéme si, Ze zatim nic
nevime o povaze objektd, ani co znamena ta tecka.

Nejprve si zavedeme maly slovni¢ek pojmil. Nasledné projdeme ptiklady, ve
kterych se s takovymi objekty potkavame. A pak uz budeme moci ,budovat® teo-
rii. ..

10.1. Definice. Pro libovolnou mnozinu A:

e bindrni operace na A je zobrazeni A x A — A, které budeme zpravidla znacit
(a,b) — a - b, mnozina s bindrni operaci je grupoid

e binarni operace je asociativni, jestlize pro v8echny prvky v A plati a- (b-¢) =
(a-b)-c

e bindrni operace je komutativni, jestlize pro vSechny prvky v A platia-b=1b-a

e levd jednotka v A je takovy prvek e € A, Ze pro vSechny prvky v A plati e-a = a;
obdobné pro pravou jednotku musi platit pro vSechny prvky a-e =a

e jednotka bindrni operace je prvek e, ktery je pravou i levou jednotkou zaroven

e pologrupa (A,-) je grupoid s bindrni operaci, kterd je asociativni

e prvek a! je levou inverzi k prvku a v pologrupé (A4,-) s jednotkou e, jestlize
plati ! - @ = e; obdobné je pravou inverzi a~! takovy prvek, pro ktery je
a-al=e

o prvek o~ ! je inverzni k a v pologrupé s jednotkou, jestlize je levou i pravou
inverzi zaroven

e grupa (G, -) je pologrupa s jednotkou, ve které ma kazdy prvek inverzi

e Lkomutativni grupa, resp. komutativni pologrupa, je takova, kde je operace -
komutativni.
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304 10. ALGEBRAICKE STRUKTURY A TECHNIKY

e Je-li (A,-) grupa (pfipadné pologrupa), pak jeji podmnozinu B C A, kterd
je uzaviena vuci zUZeni operace - a zaroven je spolu s touto operaci grupou,
nazyvame podgrupa.

10.2. Priklad. (1) Pfirozena ¢isla N = {0,1,2,...}, spolu s kteroukoliv z ope-
raci s¢itani a nasobeni jsou asociativni a komutativni pologrupa s jednotkou,
neexistuji v ni ale inverzni prvky.

(2) Celd ¢isla Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...} jsou grupoid vici kterékoliv z operaci
sCitani, od¢itani, nasobeni. Jsou dokonce komutativni grupou vzhledem ke sci-
tani, jsou vSak jen komutativni pologrupou vici nédsobeni (neexistuji inverze k
prvkiim a # £1). Operace od¢itani neni ani asociativni (napf. (5 —3) — 2 =
0#5—(3—2)=4). Vsimnéte si také, Ze pro odeéitani je nula pravy neutralni
prvek, ne vsak levy. Dokonce v tomto pripadé levy neutralni prvek neexistuje.

(3) Racionalni ¢isla Q jsou komutativni grupou vzhledem ke s¢itdni a nenulovd
raciondlni ¢isla jsou grupou vici nasobeni. Cela ¢isla spolu se s¢itanim jsou
jejich podgrupou.

(4) Pro k € N, mnozina viech k-tych odmocnin z jednicky, tj. mnozina {z € C; 2% =
1} je koneéné grupa vici nasobeni komplexnich ¢éisel. Napi. pro k = 2 dosta-
neme grupu {—1,1} se dvéma prvky, které jsou oba samy sobé inverzi, zatimco
pro k = 4 dostavame grupu G = {1,i, —1, —i}.

(5) Mnozina Mat,, vSech ¢tvercovych matic je (nekomutativni) pologrupa vzhledem
k nésobeni matic a komutativni grupa vzhledem ke s¢itani matic (viz odstavce
23).

(6) Mnozina v8ech linedrnich zobrazeni Hom(V, V') na vektorovém prostoru je polo-
grupa vzhledem ke sklddani zobrazeni a komutativni grupa vzhledem ke s¢itani
zobrazeni (viz odstavec .

(7) v obou predchozich piikladech, podmnozina invertibilnich objektti uvazované
pologrupy tvofi grupu. V piipadé (5) jde o tzv. grupu invertibilnich matic, ve
druhém o grupu linearnich transformaci vektorového prostoru.

10.3. Grupy permutaci. Zpravidla grupy a pologrupy potkdvame jako mnoZiny
zobrazeni na pevné dané mnoziné M, které jsou uzavieny vici skladani zobrazeni.
Casto si ale tuto skute¢nost pfimo neuvédomujeme.

Nejsnaze je tato souvislost vidét na kone¢nych mnozinach M. Na kazdé takové
mnoziné o m = |M| € N prvcich (prazdnd mnozina ma 0 prvki) mame k dispozici
m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvk miZzeme zobrazit na kterykoliv v
M) a vSechna takova zobrazeni umime skladat.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazeni o : M — M jeho inverze o™, musi
byt a bijekci. Slozenim dvou bijekci vznikne opét bijekce a proto podmnozina 3,
véech bijekci na mnozing M o m prvcich je grupa. Rikdme ji grupa permutaci (na
m prvcich). SAm ndzev pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto bijekci na koneéné
mnoziné vnimame permutace jako prerovnani rozliSitelnych prvkt. Potkavali jsme
se s ni napf. pfi studiu determinanti, [2.14

Promysleme si podrobnéji, jak vlastné nasobeni v takové grupé vypada. U
(malé) koneéné grupy si mizeme snadno sestavit uplnou tabulku vSech operaci.
Jestlize v grupé permutaci Y3 na éislech {1,2,3} oznacime jednotliva potradi

a = (17273)’ b = (2’37 1)7 ¢ = (37]‘72)7
d = (1’3’ 2)? €= (3’ 27 1)7 f = (271’3)7
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1. GRUPY 305

pak sklddani nasich permutaci je zadano tabulkou

a b c d e f
ala b ¢ d e f
blb ¢ a f d e
cle a b e f d
dild e f a b ¢
ele f d ¢ a b
flf d e b ¢ a

Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, b a ¢ a dalsimi tfemi.
Ty prvni tfi tvofi tzv. cyklus generovany prvkem b nebo prvkem c:

W=c b¥=a =b c=a

a samy o sobé jsou tyto t¥i prvky komutativni podgrupou. V ni a je jednotka, a b s
¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa stejné jako je grupa Zs zbytkovych
t¥id celych ¢isel modulo 3, resp. jako grupa tf¥etich odmocnin z jednic¢ky v ).

Dalsi tfi prvky jsou samy sobé inverzi a kazdy z nich je tedy spole¢né s jednotkou
a podgrupou stejnou jako je Zo. Rikdme, Ze b a c jsou prvky vddu 3, zatimco prvky
d, e a f jsou fadu 2.

Obdobné se chovaji vSechny grupy permutaci 3, koneénych mnozin o m prv-
cich. Kazda permutace o rozkladd mnozinu M na disjunktni sjednoceni maximal-
nich invariantnich podmnozin, které dostaneme tak, ze postupné vybirame dosud
nezpracované prvky x € M a do tiidy rozkladu M, ptridavame vSechny akce iteraci
a¥(z), k =1,2,..., dokud neni o*(z) = x. Kazdou permutaci tak dostdviame jako
slozeni jednodussich permutaci, tzv. cykld, které se chovaji jako identickd permu-
tace vné M, a tak jako o na M,. Pokud pfitom oc¢islujeme prvky v M, jako potfadi
(1,2,...,|M,]|) tak aby i odpovidalo ¢*(x), pak je nase permutace prostym posunu-
tim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je zobrazen zpatky na prvni). Odtud
nazev cyklus. Zjevné pritom tyto cykly komutuji, takze je jedno, v jakém poradi z
nich permutaci ¢ slozime.

Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o a dvouprvkové
(z,0(x)), kde o(o(x)) = x. Tém se Fika transpozice. Protoze kazdy cyklus zjevné
mizeme posklddat z permutaci sousednich prvki (nechdme ,,probublat® prvni prvek
nakonec), 1ze kazdou permutaci napsat jako slozeni transpozic sousednich prvku.
Mtzeme samoziejmé vyjadiit pomoci transpozic i jinak, ale skute¢nost, jestli po-
tfebujeme sudy nebo lichy pocet permutaci je na volbach nezavisla. Mame tedy
definovdno dobfe zobrazeni sgn : ¥, — Zs = {1}, tzv. paritu. Dokézali jsme si
znovu tvrzeni, kterd jsme jiz vyuzivali pfi studiu determinantt (viz a dale):

Véta. KazZdd permutace konecné mnoziny je slozenim cykli. Cyklus délky ¢ lze
vyjddrit jako sloZeni £ —1 transpozic. Parita cyklu délky ¢ je (—1)*~1. Parita sloZeni
permutact je soucinem parit jednotlivych z nich, tzn. Ze zobrazeni sgn prevadi sloZeni
permutact o o T na soucin sgno - sgnT v komutativni grup€ Zs.

10.4. Symetrie ohrani¢enych rovinnych utvaru. V paté ¢asti prvni kapitoly
jsme podrobné a elementarné rozebrali souvislosti invertibilnich matic se dvéma
fadky a dvéma sloupci a linedrnimi transformacemi v roviné. Vidéli jsme také, Ze
matice zadavaji linedrni zobrazeni R? — R2, které zachovavaji standardni vzda-
lenosti pravée, kdy# jsou jejich sloupce ortonormalni bazi R? (coz je jednoducha
podminka na soufadnice matice, viz . Ve skutecnosti neni obtizné dokézat (ale
nebudeme to tu délat), ze kazdé zobrazeni roviny do sebe, které zachovava velikosti
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je affinni, tj. je slozenim linedrniho a vhodné translace. E| Jak jsme jiz pfipomnéli,
linearni ¢ast takového zobrazeni pfitom musi navic byt ortogonalni. VSechna takova
zobrazeni tedy tvofi grupu vSech ortogondlnich transformaci (nebo také euklidov-
skych transformaci) v roviné. Navic jsme ukazovali, ze kromé translaci T, o vektor
a jde pouze o rotace R, o jakykoliv thel ¢ kolem pocatku a zrcadleni Z, vici ja-
kékoliv pFimce ¢ prochazejici po¢atkem (povSimnéme si, Zze stfedova soumérnost je
totéz jako rotace o ).

Uvazme nyni néjaky rovinny obrazec, pro zacatek tfeba tisecku a rovnostranny
trojuhelnik. Ptame se, jak moc jsou symetrické, tzn. vaci kterym trasformacim
(zachovavajicim velikost) jsou invariantni. Jinak feceno, chceme aby obraz naseho
obrazce byl od pavodniho k nerozeznani, dokud si nepopiSeme néjaké vyznacné
body, tfeba vrcholy trojihelnika A, B a C a konce tseéek. Zarovei je predem jasné,
Ze vSechny symetrie pevné zvoleného utvaru budou vzdy tvofit grupu (vétSinou
pouze s jedinym prvkem, identickym zobrazenim).

U tsecky je situace obzvlast jednoduchd — na prvni pohled je ziejmé, Ze jedinymi
jejimi netrividlnimi symetriemi jsou rotace o 7, zrcadleni vici ose této usecky a
zrcadleni vici GseCce samotné a vSechny tyto symetrie jsou samy sobé€ inverzi. Cela
grupa symetrii isecky ma tedy ctyfi prvky. Jeji tabulka nasobeni vypada takto:

Ry | Ry R: Zm Zv

Rﬂ' RTr RO ZV ZH

Zuy | Zg Zv Ro Rx

Zv | Zv Zm Rr: Ro
a je tedy celd tato grupa komutativni.

Pro rovnostranny trojthelnik uz symetrii nachazime vic: mtiZzeme rotovat o
/3 nebo miZeme zrcadlit vic¢i osdm stran. Abychom dostali grupu celou, musime
piidat vSechna slozeni takovychto transformaci. Uz v [1.43] jsme vidéli, ze sloZeni
dvou zrcadleni je vzdy otoCenim. Zaroven je ziejmé, Ze slozeni takovych zrcadleni v
opacném poradi da otoceni o stejny thel, ale s opacnou orientaci. V nasem pfipadé
tedy zrcadleni kolem dvou rdznych os vygeneruji postupnou opakovanou aplikaci
vSechny symetrie, ktery bude dohromady Sest. Jestlize si umistime trojihelnik v
soufadnicich jako na obrazku, bude nasich Sest transformaci zaddno maticemi

voy (L R (7
a(o 1)’b SRV T I (R S |
2 2 2 2

1 0 L V3 1 V3
:( ) e = 2 2 f=12 2
0 1) 3 1 V3 1

2 2 2 2

1 Jestlize totiz ma zobrazeni F' : R? — R? zachovévat velikosti, totéz musi byt pravda pro
prenasené vektory rychlosti, tj. Jacobiho matice DF'(z,y) musi byt v kazdém bodé ortogondlni.
Rozepsani této podminky pro dané zobrazeni F' = (f(z,%),g(z,y)) : R*> — R? vede na
systém diferencidlnich rovnic, ktery ma pouze afinni feSeni. Zkuste si aspon zacit vypocet
jako cviéenil (Navod: mame ukdzat, Ze vSechny parcidlni derivace I jsou nulové. To ale je
podminka nezdvisld na volbé afinnich soufadnic, proto sloZzenim F' s linedrnim zobrazenim
vysledek neméni. Maizeme proto pro pevny bod (z,v) slozit (DF)~! o F, takze bez Gjmy na
obecnosti |ze rovnou predpokladat, ze DF(x,y) je matice identického zobrazeni. Derivovanim
rovnic pak dostdvame disledky, které pfimo fikaji pozadované tvrzeni.) Ve skutelnosti vede
stejny postup ke stejnému vysledku pro euklidovské prostory libovolné dimenze.
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Sestavenim tabulky pro nasobeni, tak jak jsme ji udélali pro grupu permutaci X3
obdrzime pravé stejny vysledek. Pro vétsi nazornost jsou vrcholy oznaceny cisly,
takze jsou prislusné permutace piimo citelné.

Obdobné umime nachézet grupy symetrii s k£ riaznymi rotacemi a k zrcadlenimi.
Staci si k tomu vzit pravidelny k-ihelnik. Takové grupy symetrii se ¢asto oznacuji
jako grupy Dy a fika se jim dihedrdlni grupy fadu k. Tyto grupy jsou nekomuta-
tivni pro vSechny k > 3, zatimco Ds je komutativni. Nazev patrné je odvozen od
skutecnosti, ze D5 je grupa symetrii molekuly vodiku.

Stejné tak lze snadno najit obrazce, které maji pouze rotacni symetrie a jde
tedy o komutativni grupy, které se v chemii znaéi jako Cj. Rikdme jim cyklické
grupy fadu k. K tomu postaci napf. uvazovat pravidelny mnohotuhelnik, u kterého
nesymetricky ale porad stejné pozménime chovani hran, viz. ¢erchované rozsifeni
trojthelniku na obrazku. Vsimnéme si, ze grupu Cs lze realizovat dvéma zpisoby
— bud jedinou netrividlni rotaci o m nebo jedinym zrcadlenim.

Véta. Necht je M ohranicend mnoZina v roviné R? s nejuyse spocetnou grupou
grupou symetrii G. Pak je grupa G bud trividlni nebo jedna z grup Cy, Dy, sk > 1.

DUKAzZ. Kdyby néjakd mnozina M pFipoustéla jako svoji symetrii translaci, nemize byt
ohrani¢ena. Pokud by M pfipoustéla netrividlni rotace s riznymi stfedy, opét nemize byt
ohranicena. TotézZ plati pro pripad, Ze by existovala rotaéni symetrie a zrcadleni podél primky,
ktera neprochazi stredem rotace.

Méme tedy k dispozici pouze rotace se spole¢nym stfedem a zrcadleni podél pfimek timto
stfedem prochdzejici. Zbyva tedy dokdzat, Ze je celd grupa sloZena vzdy bud pouze z rotaci nebo
vzdy ze stejného poctu rotaci a symetrii. Protoze je ale vzdy slozenim dvou rdznych zrcadleni
rotace o Ghel rovny poloving Ghlu sviraného osami zrcadleni (viz[1.43)) a tedy i naopak slozenim
zrcadleni podle pfimky p s rotaci o Ghel ¢/2 dostame zrcadleni podél pfimky svirajici Ghel ¢
s p. Odtud jiz vcelku snadno Ize odvodit pozadované tvrzeni. O

vvvvvv

nych obrazct v pasech nebo v celé roviné (néco jako moznosti symetrii pro rtzné
dlazby).

Nejprve uvazme mnozinu M, kterd je celd obsazena v pasu uzavieném mezi
dvéma rovnobézkami. Pro symetrie takové mnoziny neptfichazeji v dvahu zadné
netrividlni rotace, kromé R, a jedind mozné zrcadleni jsou bud podle osy pasu
nebo vertikalni. Ztstavaji jesté pouze translace podle vektoru rovnobézného s osou
pasu. Vsimnéme si, ze kazda netrividlni translace svymi iteracemi zapficini, ze cela
grupa symetrii M bude jiz nutné nekonecna.

Neprilis slozita diskuse vede k popisu vSech tzv. diskrétnich grup symetrii pro
rovinné pasy. Jsou to takové, kdy obraz libovolného bodu pfi ptisobeni vSemi prvky
grupy je diskrétni podmnozinou v roviné. Kazda takové grupa je generovana nékte-
rymi z nasledujicich moznych symetrii: translace 7', posunuta reflexe G, vertikalni
reflexe V', horizontalni reflexe H a rotace R o .

Véta. Kazda grupa symetrii je jednoho z nasledujicich sedmi typi. Jsou generovdny

(1) jedinou translaci T

(2) jedinou posunutou translaci G

(3) jednou translaci T a jednim vertikdlnim zrcadlenim V
(4) jednou translact T a jednou rotaci R

(5) jednou posunutou translaci G a jednou rotaci R
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(6) jednou translaci T a horizontdlnim zrcadlenim H
(7) jednou translaci T, horizontdlnim zrcadlenim H a jednim vertikdlnim zrcadle-
nim V.

Diikaz nebudeme uvadeét, zkuste si alespon vykreslit symbolicky vzory s témito
symetriemi.

Slozitéjsi je to se symetriemi obrazcti, které vyplni celou rovinu. Nemame zde
prostor pro podrobnéjsi zkoumani, nicméné alesponn poznamenejme, ze viech tako-
vych grup symetrii v roviné je pouze sedmnéct. Rika se jim dvourozmérné krysta-
lografické grupy.

Obdobnéa uplna diskuse je znama i pro trojrozmérné konec¢né nebo spocetné
grupy symetrii. Bohata teorie byla vypracovina zejména v 19. stoleti v souvislosti
se studiem symetrii krystali a molekul chemickych prvk.

(symbolicky obrazek vSech symetrii, odkazy na literaturu a trochu podrobnéjsi
diskusi doddm snad pozdéji ...)

10.6. Homomorfismy grup. Zobrazeni f : G — H mezi dvémi grupami G a H
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje nasobeni, tj. pro vSechny prvky
a, b € G plati
fla-b) = f(a)- f(b).
PovSimnéme si, Ze nasobeni vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez zobrazujeme,
zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté, co zobrazujeme.
Pfimo z definice se snadno ovéfi nasledujici vlastnosti homomorfismii:

Tvrzeni. Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

(1) obraz jednotky e € G je jednotka v H

(2) obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.

(3) wzorem f~1(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.

(4) obraz inverze k proku je inverzi obrazu. tj. f(a™t) = f(a)~t.

(5) je-li f zdrover bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~' je homomorfismus.

(6) f je injektivni zobrazeni prdve, kdy? f=1(e) = {e}.

DUkaz. Je-li K C G podgrupa, pak pro kazdé dva prvky y = f(a), z = f(b)
v H nutné také y - z = f(a - b) patii do obrazu. Je proto vzdy obrazem podgrupy
opét podgrupa.

Specielné, trividlni podgrupy maji za obrazy opét podgrupy. ProtoZe z rov-
nosti a - @ = a vynasobenim prvkem a~! vyplyva a = e, ovéiili jsme, Ze jedinou
jednoprvkovou podgrupou je trividlni podgrupa {e}, zejména tedy f(e) = e.

Stejné postupujeme u vzorw: jestlize a, b € G spliwji f(a), f(b) € K C H,
potom také f(a-b) € K.

Predpokladejme, Ze existuje inverzni zobrazeni ¢ = f~! a zvolme libovolné
y = f(a), z= f(b) € H.Pak f(a-b) =y-z= f(a)- f(b), coZ je ekvivalentni vyrazu
g(y) - g(z) =a-b=g(y-z). Je tedy inverze skuteéné homomorfismem.

Pokud plati f(a) = f(b), pak f(a-b"!') = e € H. Pokud je tedy jedinym
vzorem jednotky v H jednotka v G, pak a-b~! = e, tj. a = b. Opac¢na implikace je
ziejma. (]

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva jddro homomorfismu f
a znacime ji ker f. Bijektivni homomorfismus grup nazyvame izomorfismus.

Z predchozich tvrzeni okamzité vyplyva, ze homomorfismus f : G — H s
trividlnim jadrem je izomorfismem na obraz f(G).
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10.7. Piiklady. (1) Pro kazdou grupu permutaci G = 3,, jsme definovali zobra-
zeni sgn : ,, — Zy prifazujici permutaci jeji paritu. Z tvrzeni Véty [10.3] vyplyva, ze
jde o homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou
paritou.

(2) P1i studiu grupy symetrii rovnostranného trojihelnika jsme nasli izomorfismus
této grupy s grupou permutaci 3. Realizaci X3 si snadno mtizeme zvolit tak, ze
za mnozinu t¥i prvkd pro permutace vezmeme vrcholy trojuhelnika a jednotlivym
symetriim prifadime permutace téchto vrcholi, které vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — Ry (nebo C — C\ 0, pokud pracujeme s ptislusnou moc-
ninnou fadou a rozsifime zobrazeni na komplexni ¢isla) je homomorfismus aditivni
grupy realnych nebo komplexnich ¢isel na multiplikativni grupu kladnych realnych
¢isel, resp. na multiplikativni grupu vSech nenulovych komplexnich ¢isel. V ptfipadé
realnych ¢isel jde o izomorfismus. Pro komplexni ¢isla dostavame netrivialni jadro.
Vidéli jsme totiz, ze zZzeni exp na ryze imagindrni ¢isla (coZ je podgrupa izomorfni
R) je homomorfismem it +— e = cost + isint, tzn. ze ¢isla 2kmi, k € Z, jsou v
jadru. Snadno se dopocit4, Ze je to celé jadro (je-li 5% = e* - e v jadru, musi byt
e® =1, tj. s =0, a pak zbyvé pouze t = 2k7 pro libovolné celé k).

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skalart z K pfifazuje
néjaky skalar v K (pracovali jsme s K = Z, Q, R, C). Cauchyova véta o determinantu
souc¢inu ¢tvercovych matic det(A - B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu
G = GL(n,K) invertibilnich matic je det : G — K\ 0 homomorfismem grup.

(5) Pro kazdé dvé grupy G, H definujeme soucin grup G x H takto: Jako mnozina
je G x H skute¢né soucin a nasobeni definujeme po slozkach. tj.

(a,x) - (b,y) = (a-b,z-y)

kde nalevo vystupuje soucin, ktery definujeme, zatimco napravo pouzivame tecku
k naznaceni sou¢inti v jednotlivych grupach G a H. Zobrazeni

pa:GxH>3(a,x)—a€qG, pg:GxH> (a,z) —x
jsou surjektivni homomorfismy s jadry
kerpa = {(ec,a); @ € H}  kerpn = {(a,en);a € G},

(6) Grupy zbytkovych tfid Zj, jsou izomorfni grupam komplexnich k—tych odmocnin
z jednicky, coZz jsou zaroven izomorfni obrazy koneénych grup otoceni v roviné o
celé nasobky thlu 27“

(7) Grupa Zg je izomorfni soucinu Zs x Zs. Docela snadno mtizeme toto tvrzeni
vidét pfi multiplikativni realizaci grup zbytkovych tiid Zj; jakozto komplexnich
k-tych odmocnin z jednicky. Skutecné tak vidime, ze Zg je tvofeno body na jednot-
kové kruznici v komplexni roviné ve vrcholech pravidleného Sestitthelniku, Z, pak
odpovida +1, Zs pravidelnému trojihelniku s jednim vrcholem v jednicce. Jestlize
budeme ztotoznovat pfislusné body s otocenimi v roviné, které jednicku pirevede
pravé do nich, pak skladani dvou takovych otoceni bude vzdy komutativni a kom-
binacemi jednoho otoceni ze Zy a jednoho ze Z3 dostaneme pravé vsechna otoceni
ze Zg. Nakreslete si obrazek! Takto tedy dostaneme (pii obvyklejsi aditivni notaci)
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izomorfismus:
[0]6 — ([0]2, [0]5)
[1e — ([1]2, [2]5)
2]6 = ([0]2, [1]3)
86 — ([1]2, [0]5)
[4)6 — ([0]2, [2]5)
[56 — ([1]2, [1]5)

Zkuste se presvédcit, ze to takto skutecné funguje. Umite tvrzeni zobecnit?

(8) Libovolny prvek a v grupé G je obsazen v minimalni podgrupé {a,a?,a3,...},
ktera jej obsahuje. Je zjevné, ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je cela grupa
G kone¢na, nutné musi jednou nastat piipad a* = e. Nejmensi k s touto vlastnosti
nazyvame 7dd prvku a v G. Grupa G je cyklickd grupa je-li celé G generované
néjakym svym prvkem a vysSe uvedenym zptisobem. Z definice pfimo vyplyva, ze
kazd4d cyklickd grupa je izomorfni bud grupé celych ¢isel Z (pokud je nekonecna)
nebo nékteré grupé zbytkovych t¥id Zj (kdyz je konecna).

10.8. Rozklady podle podgrup. Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mno-
7iné prvka grupy G nyni definujeme relaci a ~p b jestlize b~1 - a € H. Snadno
ovéfime, ze je takto definovana relace ekvivalence:

eal-a=ecH,

ejelibl-a=heH,potomat-b=(b"1-a)"t=h"teH,

e jelic’!-be Hazaroven jeb ' -a€ H,potomc'-a=ct-b-b"!.acH.
Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle podgrupy H vza-
jemné ekvivalentnich prvkt. T¥idu pfislusejici prvku a znacime a - H a skutecné
plati, ze

a-H={a-h; he H},
nebot prvek b je ve stejné t¥idé s a, pravé kdyz jde takovymto zpisobem vyjadrit.
Mnozinu vSech levych t¥id rozkladu podle podgrupy H oznacujeme G/H.
Obdobné definujeme pravé t¥idy rozkladu H - a. Prislusna ekvivalence je: a ~ b,
jestlize a - b~! € H. Proto

H\G={H -a; a€G}.

Tvrzeni. Pro tridy rozkladu grupy plati:

(1) Levé a pravé tiidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji prave, kdyz pro
ka?dé a € G, h € H platia-h-a~ ' € H.

(2) Vsechny tridy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost s podgrupou H.

DUKAz. Obé vlastnosti vyplyvaji bezprostiedné z definiénich vlastnosti. V pr-
vém pripadé chceme, aby pro jakékoliv a € G, h € H platilo h-a = a-h’ pro vhodné
h' € H. To ale nastane pravé, kdyz a™' -h-a=h € H.

Ve druhém piipadé si staci uvédomit, ze pokud a - h = a - b/, pak také vynéso-
benim a~?! zleva obdrzime h = h’. O

10.9. Dusledek. Nechi G je koneénd grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom
(1) Mohutnost n = |G| je soucinem mohutnosti H a mohutnosti G/H, tj.

G| = |G/H]|- |H|
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(2) Prirozené cislo |H| je délitelem cisla n.

(3) Je-li a € G prvek fadu k, pak k déli n.

(4) pro kazdé a € G je a™ =e.

(5) je-li mohutnost grupy G prvocislo, pak je G izomorfni cyklické grupé Z,,.

Druhému tvrzeni se fikava Lagrangeova véta, predposlednimu mald Fermatova
véta.

DUkaAz. Vidéli jsme, ze kazd4 tiida levého rozkladu mé pravé |H| prvka. Pfi-
tom dvé riazné tiidy rozkladu musi mit nutné prazdny prinik. Odtud vyplyva prvni
tvrzeni.

Druha je okamzitym dusledkem prvniho.

Kazdy prvek generuje cyklickou podgrupu {a,a?,...,a* = e} a pravé pocet
prvki této podgrupy je fadem prvku a. Proto musi fad délit pocet prvki v G.

Jelikoz je fad k prvku a délitelem &isla n a jiz a® = e, je také a” = (a*)® = e.

Jestlize je n > 1, pak existuje prvek a € G rizny od jednotky. Jeho fad je
pfirozené ¢islo rtzné od jednicky a nutné déli n. Proto musi byt rovno n. Pak
oviem jsou vSechny prvky G tvaru a* pro k =1,..., n. O

10.10. Normalni podgrupy a faktorgrupy. Podgrupy H, pro které plati, ze
a-h-a! € H pro viechny a € G, h € H, se nazyvaji normdlni podgrupy.
Pro normalni podgrupy je dobfe definovidno nasobeni na G/H vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skutecné, volbou jinych reprezentantt a - h, b- h’ dostaneme opé&t stejny vysledek
(@-h-b-n)-H=(a-b)-O*-h-b)-h)-H.

Totéz si muzeme odivodnit tak, ze nezalezi na tom jestli pracujeme s pravymi
nebo levymi tfidami, miZzeme rovnou nase tiidy psat jako H -a- H a potom snadno
definujeme (H -a)-(b-H)=H-(a-b)- H.

Ziejmé jsou splnény pro nové nasobeni na G/H vSechny vlastnosti grupy: jed-
notkou je sama grupa H jakozto tfida e - H jednotky, inverzi k a - H je ziejmé
a~! . H a asociativita nasobeni je zfejmé z definice. Hovoiime o faktorové grupé
G/H grupy G podle normalni podgrupy H.

V komutativnich grupach jsou vSechny podgrupy normalni. Podmnozina

nZ ={na; a €Z} C7Z

zadéva v celych ¢islech podgrupu a jeji faktorgrupou je pravé (aditivni) grupa zbyt-
kovych t¥id Z,.

Jak jsme vidéli, vSechna jadra homomorfismi jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestlize je podgrupa H C G normadlni, pak zobrazeni

p:G—G/H, a—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skutecné, p je dobfe definované,
pfimo z definice ndsobeni na G/ H je vidét, ze to musi byt homomorfismus a je zjevné
na. Je tedy vidét, Ze normélni podgrupy jsou pravé vsechna jadra homomorfismu.

Daéle, pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobfe definovan také
homomorfismus

f:Gl/kerf - K, f(a-H)= f(a),

ktery je injektivni.
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Zdanlivé paradoxni je priklad homomorfismu C* — C* definovany na nenulo-
vych komplexnich éislech vztahem z — z* s pfirozenym k. Zjevné jde o surjektivni
homomorfismus a jeho jadro je mnozina k—tych odmocnin z jednicky, tj. cyklicka
podgrupa Zj. Pfedchozi ivaha tedy dava pro vSechna prirozena k izomorfismus

f:C* /2% — C*.

Tento ptiklad ukazuje, Zze u nekonecnych grup nejsou pocty s mohutnostmi tak
prehledny jako u koneénych grup v Disledku

10.11. Akce grupy. Jiz jsme vidéli, ze casto potkédvame grupy jako mnoziny
transformaci néjaké pevné mnoziny. Musi pfitom byt vSechny invertibilni a zaroven
musi byt nase mnozina transformaci uzaviena na skladani. Casto ale také miizeme
pracovat s pevné zvolenou grupou, jejiz prvky reprezentujeme jako zobrazeni na né-
jaké mnoziné. Pritom ale ne nutné jsou zobrazeni pfislusna réiznym prvkim grupy
rizna. Napf. vSechna otoceni roviny kolem pocatku o vSechny mozné ihly odpovi-
daji grupé redlnych ¢isel. Otoceni o 27 je ale identické zobrazeni.

Formélné si mizeme takovou situaci popsat jako tzv. (levou) akci grupy G
na mnoziné S. Jde o homomorfismus grupy GG do podgrupy invertibilnich prvki
v pologrupé S° vsech zobrazeni S — S. Takovy homomorfismus si také mutizeme
predstavit jako zobrazeni

p:GEx S — 85,
které splnuje
pla-b,z) =¢(a, (b)),
odtud nézev ,leva akce“. Casto se k vyjadieni akce prvku grupy na prvku S pouziva
pouze zapis a - x (byf jde o jinou tecku nez u nédsobeni uvniti grup), defini¢ni
vlastnost pak vypada takto:

(a-b)-x=a-(b-x).
Obraz prvku x € S v akci celé grupy G nazyvame orbita S, prvku x
Sz ={y = ¢la,x); a € G}.
Pro kazdy bod = € S definujeme izotropni podgrupu G, C G akce ¢,
G, ={a € G; p(a,x) =a}.

Je-stlize pro kazdé dva prvky z, y € S existuje a € G tak, Ze ¢(a,x) = y, pak
fikdme, Ze akce ¢ je tranzitivni. Snadno se vidi, Ze u tranzitivnich akci jsou vsechny
izotropni podgrupy stejné mohutné.

Jako priklad tranzitivni akce konecné grupy mutzeme uvést napt. zjevnou akci
grupy permutaci pevné zvolené mnoziny X na samotné mnoziné X . Prirozena akce
vsSech linearnich transformaci na nenulovych prvcich vektorového prostoru V' je také
tranzitivni. Pokud vezmeme ale prostor V' cely, je nulovy vektor zvlastni orbitou.

Jiny ptiklad akce grupy G je pfirozend akce na mnoziné levych tiid G/H pro
néjakou podgrupu H zadana levym nasobenim na reprezentantech trid.

Véta. Pro kazZdou akci konecné grupy G na konecné mnoziné S plati:
(1) Pro kazdy prvek x € S je
‘Gl = ‘Gw‘ : |Sac|
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(2) (Burnsidova véta) Je-li N pocet orbit akce G na S pak

1
Gl =~ SIS,

gelG
kde Sg ={z € S; g-x = x} oznacuje mnozinu pevnych bodi akce prvku g.

DUKAzZ. Uvazmé z € S a izotropni podgrupu G, C G. Akce grupy G zadava
zobrazeni G/G, — Sy, g+ Gy — g- 2. Pokud (¢-S:) -2z = (h-S,) -z, pak zjevné
g 'h € S,, je tedy nase zobrazani injektvni. Zaroven je zjevné surjektivni, proto
|G /G| = |Sz|. Odtud jiz vyplyva prvni vlastnost z véty, protoze |G| = |G /G| |Gzl

Druhé tvrzeni dokdzeme tak, ze dvéma zptusoby spocteme mohutnost mnoziny
pevnych bodu akce v jejim grafu:

F={(z,9) € SxG; gz) =x} C S xG.

Protoze jde o koneéné mnoziny, muzeme si predstavit prvky soucinu S x G jako
prvky v matici (sloupce ozna¢ujeme prvky v S, fadky pak podle prvka v G). Séi-
tanim po tadcich i sloupcich obdrzime

[Fl =[Sl =)_ |Gal.
geG zeS

Nyni si pro prehlednost vyberme po jednom reprezentantu 1, ..., ryx z kazdé orbity
v S. Dostavame

IFI=ZIS\—Z > G, \—ZIS%IIGLI— |G

geG =1 zGS

a dikaz je ukoncen. O
Tato tvrzeni jsou velice ¢asto uzitecna pro feseni kombinatorickych tloh.

Piiklad. Kolika zpisoby mizeme vytvorit koralky na krk z 3 ¢ernych a 7 bilych
koréalku stejného tvaru? Kusy stejné barvy nerozliSujeme a za stejné koralky pova-
zZujeme vSechny, které lze na sebe prevést symetrii v roviné.

Pro feseni ulohy si predstavime koralky jako obarvené vrcholy pravidelného
sedmisténu. Za mnozinu S volime vSechny konfigurace, tj. kolika zptisoby vybereme
t¥i pozice z deviti. Velikost mnoziny S je tedy (g) = 84.

Vime, ze grupou vSech symetrif je grupa Dy sloZzend z 9 rotaci (véetné identity)
a stejného poctu reflexi. Stejné nahrdelniky jsou ty, které lezi ve stejné orbité akce
grupy Dg na mnoziné vsech konfiguraci S, zajima nas tedy pocet orbit N. Pro
vypocet N sta¢i probrat prvky grupy Dy a vSimat si velikosti Sg:

Identita je jediny prvek fadu 1, [Sia| = 84. Ptispévek do sumy je 84.

Zrcadleni g jsou vSechna fadu 2 a je jich 9. Pfitom je zjevné |Sy| = 4, celkovy
prispévek je proto 4 - 9 = 36.

Dvé rotace g o thel 27/3 nebo 47/3 maji fad 3 a |S,| = 3. Jejich prispévek je
tedy 6.

Koneéné, zbyvajicich rotaci (fadu 9 v Dg) je 6 a nenechavaji na misté zadny
prvek, do celkové sumy tedy ni¢im neptispivaji.

Celkem dostavame podle formule z Burnsidovy véty:

126

g€Dg
Najdéte si prislusnych sedm rtznych nahrdelniki!
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2. Okruhy polynomnu a télesa

10.12. Okruhy a télesa. Jak jsme vidéli, s grupami se potkédvame nejcastéji jako
s mnozinami transformaci. Zaroven ale byly vlastnosti grupy podstatné u skalariu
i vektorti, tam ovSem vystupovalo nékolik obdobnych struktur zaroven. Zaméiime
se ted pravé na takové piipady. Jako standardni p¥iklady pfitom méjme na mysli
skalary (tj. celd ¢isla Z, racionélni ¢isla Q, komplexni éisla C) a mnoziny polynomt
nad takovymi skalary K.

Cela ¢isla maji nasledujici vlastnosti tzv. okruhu:

Definice. Komutativni grupa (M, +) s neutrdlnim prvkem 0 € M, spolu s dalsi
operaci - spliujici

(a-b)-c=a-(b-c), pro véechny a,b,c € M;

a-b=>b-a, pro vSechny a,b € M;

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a € M plati 1-a = a;
a-(b+c)=a-b+a-c, pro vsechny a,b,c € M,

se nazyva komutativni okruh.
Jestlize v okruhu K plati ¢ - d = 0 prave, kdyz alespon jeden z prvki c a d je
nulovy, pak nazyvame okruh K oborem integrity.

Posledni vlastnosti v nasem vyc¢tu axiomi okruhu se fika distributivita. Pokud
neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime o (nekomutativnim okruhu). V
dal$im se ovSem omezime pouze na okruhy komutativni. Operaci + budeme fikat
s¢itani a operaci - nasobeni. Navic budeme vzdy predpoklddat existenci jednicky 1
pro operaci nasobeni, neutralnimu prvku pro s¢itani fikdme nula.

Obecné tikame, ze a € K déli ¢ € K, jestlize existuje b tak, ze a - b = c.
Skutecnost Ze ¢ € K je délitelné a € K zapisujeme a|c. Dodateénou vlastnosti
oboru integrity oproti obecnému okruhu je neexistence netrivialnich déliteld nuly.
Okamzité odtud také vyplyva jednoznacnost déliteli: je-li b =a-ca b # 0, pak ¢ je
jednoznaéné dano volbou a,b. Pro b = ac = ac’ totiz plati 0 = a - (¢ — ') a a # 0,
proto ¢ = .

Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v K, se nazyvaji jednotky. Jednotky
v komutativnim okruhu vzdy tvoii komutativni grupu. Netrividlni (komutativni)
okruh, ve kterém jsou vSechny nenulové prvky invertibilni, se nazyva (komutativni)
téleso. Komutativni téleso se také nazyva pole.

Typickym prikladem komutativnich okruht, tj. poli, jsou ¢islené obory Q, R, C.
Daéle pak vSechny okruhy zbytkovych tiid Z, s prvociselnym p. Dobrym pfikladem
nekomutativniho okruhu s jednickou je mnozina Maty (K) vSech ¢tvercovych matic
nad okruhem K s k fadky a sloupci. Jak jsme vid€li ddvno, neni to ani obor integrity.
Jako priklad nekomutativniho télesa uvedme téleso kvaternioni H.

V kazdém komutativnim okruhu K s jednickou plati nasledujici vztahy (které
nam jisté pfipadaji samoziejmé u skalrt)

1) 0-c=c-0=0 pro viechny ¢ € K,
) —¢=(-1)-¢=c- (1) pro vSechny c € K,
) —(¢-d)=(—c)-d=c-(—d) pro vSechny ¢,d € K,
4) a-(b—c)=a-b—a-c,
) cely okruh K je trividlni mnozinou {0} = {1} pravé, kdyz 0 = 1.
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DUKAZ. VSechna tvrzeni vyplyvaji z jednoduché avahy a defini¢nich axioms.
V prvém piipadé pocitdme pro jakakoliv c, a:

cca=c-(a+0)=c-a+c-0=c-a

a protoze jedinym neutralnim prvkem vici s¢itani je nula, dostavame a -0 = 0.
Stejné se dokdze i 0 - a. Ve druhém piipadé ted stac¢i spocist

0=c-0=c-(1+(-1))=cte-(-1),

proto je ¢ (—1) opaény prvek k prvku ¢, coz jsme chtéli dokazat.

Dalsi dvé tvrzeni jsou uz pfimym dusledkem druhého vztahu a zakladnich axi-
omu. Jestlize je cely okruh tvofen jedinym prvkem, je pochopitelné 0 = 1. Naopak,
jestlize plati 1 = 0, pak pro jakékolivc e Kjec=1-c=0-¢c=0. (]

10.13. Polynomy. Definice komutativniho okruhu s jedni¢kou abstrahuje pravé
vlastnosti potfebné k nasobeni a s¢itani. Mizeme je hned vyuzit pro praci s tzv.
polynomy. Rozumime jimi jakykoliv konecny vyraz, ktery lze poskladat ze znamych
konstantnich prvki K a jedné nezndmé proménné pomoci operaci s¢itani a nasobeni.
Formalné muzeme definovat polynomy taktoﬂ

Definice. Necht K je jakykoliv komutativni okruh skalart s jednickou. Polynomem
nad K rozumime kone¢ny vyraz

k
flz) = Z a;z’
i=0

kde a; € K, i = 0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li a # 0, fikdme,
Ze f(x) ma stupen k, piSeme deg f = k. Nulovy polynom nem4 stupeil, polynomy
stupné nula jsou pravé nenulové prvky v K, kterym fikame konstantni polynomy.

Polynomy f(x) a g(z) jsou stejné, jestlize maji stejné nenulové koeficienty.
Mnozinu v8ech polynomi nad okruhem K budeme znacit K[z].

Kazdy polynom zadéava zobrazeni f : K — K, jehoz hodnota vznikne dosazenim
hodnoty ¢ za nezavislou proménnou z, tj.

f(¢) =ag+ arc+ - + apc.

Vsimnéme si, ze konstantni polynomy odpovidaji pravé konstantnim zobrazenim.
Koten polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € K, pro ktery je f(c) =0 € K.
Obecné mohou rfizné polynomy definovat rizné zobrazeni. Nap¥. polynom 22 +

x € Zso[x] zaddvé identicky nulové zobrazeni. Obecnéji, pro kazdy koneény okruh

K = {ag,a1,...,ar} zadava polynom f(z) = (z —ap)(x —a1) ... (z — ai) identicky

nulové zobrazeni. Zaroven ale plati tvrzeni, které dokazeme zanedlouho:

Tvrzeni. Jestlize je K nekonecny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad K jsou
stejn€ prave, kdyz jsou stejnd prislusnd zobrazeni f a g.

Dva polynomy f(z) = >, a;z" a g(z) = >, bz’ umime piirozens také scitat i
nésobit:

(f + 9)(x) = (ao + bo) + (a1 + by)x + - - - + (ay + by)z"
(f : g)(x) = (aObO) + (a()bl + a1b0>37 + -+ (aobz +arbp_1 + -+ agbo)a?é + ...

2Ne nahodou je pro okruh pouzit symbol K — pfedstavujte si pod nim t¥eba kterykoliv okruh
nasich skalari, definice je ovSem obecna.
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kde uvazujeme nulové koeficienty vSude, kde v ptvodnim vyrazu pro polynomy
nenulové koeficienty IlejSOLEl a u s¢itdni nechf je k maximdlni ze stupit f a g.
Tato definice vskutku odpovida pfislusnym operacim s¢itani a ndsobeni hodnot
zobrazeni f, g : K — K, diky vlastnostem ,skalarti“ v pavodnim okruhu K.
Pfimo z definice vyplyvd, Ze mnozina polynomi K[z] nad komutativnim okru-
hem s jednickou je opét komutativnim okruhem s jednickou, pricemz jednickou v
K[z] je opét jednicka 1 v okruhu K vnimané jako polynom stupné nula.

Lemma. Okruh polynomi nad oborem integrity je opét obor integrity.

DUKAzZ. Mame ukédzat, ze v K[z] mohou byt netrividlni délitelé nuly pouze,
jetlize jsou uz v K. To je ale zfejmé z vyrazu pro ndsobeni polynomu. Jsou-li f(x)
a g(z) polynomy stupné k a ¢ jako vyse, pak koeficient u 2**¢ v souéinu f(z) - g(x)
je soudin ay, - by a ten musi byt nenulovy, pokud nejsou délitelé nuly v K. O

10.14. Délitelnost a nerozlozZitelnost. Nasim dalsim cilem bude pochopit, jak
je to v obecném piipadé polynomii nad oborem integrity s jejich rozkladem na
soucin polynomi jednodussich, tj. ve specidlnim pripadé budeme diskutovat koreny
polynom.

Smérujeme tedy ke zobecnéni rozklad polynomii nad ¢islenymi obory a k tomu
nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v zakladnim okruhu K samotném.
Uvazujme proto né€jaky pevné zvoleny obor integrity K, treba celd ¢isla Z nebo
okruh Z, s prvociselnym p.

je-li alb a zdroven b|c pak také alc;

alb a zéroven alc pak také a|(ab+ Sc) pro vechny a, f € K;

al0 pro vSechny a € K (je totiz a - 0 = 0);

kazdy prvek a € K je délitelny vSemi jednotkami e € K a jejich nasobky a - e
(jak pifmo plyne z existence e~ 1)

Rekneme, 7e prvek a € K je nerozloZitelny, jestlize je délitelny pouze jednotkami
e € K a jejich nasobky a - e. Rekneme, Ze okruh K je obor integrity s jednoznacnym
rozkladem, jestlize plati:

e pro kazdy nenulovy prvek a € K existuji nerozlozitelné aq, ..., a, € K takové,
Zea=aji-as...a,
e jsou-li prvky ay,...,a, a by,...,bs nerozlozitelné, nejsou mezi nimi zadné jed-

notky a a = ajas...a, = bibs...bs, pak je r = s a ve vhodném preusporadani
plati a; = e;b; pro vhodné jednotky e;.

Priklad. (1) Z je obor integrity s jednoznaénym rozkladem.

(2) Kazdé pole (komutativni téleso) je obor integrity s jednoznaénym rozkladem
(a kazdy nenulovy prvek je jednotka).

(3) Necht K ma prvky tvaru ag + Zle a; ( 2{/:67) kde aq,...,ar € Z, m;,n €
Z~. Pak jednotky jsou pouze prvky 41, vSechny prvky s ap = 0 jsou rozlozi-
telné, ale napf. vyraz x nelze vyjadrit jako soucin nerozlozitelnych. (Nerozlozi-
telnych je zde prilis mélo.)

3Formalné bychom mohli naopak za polynom povazovat nekoneény vyraz pro i =0,...,00 s
podminkou, Ze jen kone¢né mnoho koeficientu je nenulovych.
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10.15. Déleni se zbytkem a kofeny polynomu. Zakladnim néstrojem pro dis-
kusi délitelnosti, spoleénych déliteld apod. v okruhu celych ¢isel Z je procedura
déleni se zbytkem a Fuklidav algoritmus pro hledani nejvétsich spolec¢nych délitelt.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Algoritmus pro déleni se zbytkem). Necht K je komutationi okruh bez
déliteli nuly a f, g € K[z]| polynomy, g # 0. Pak ezistuje a € K, a # 0, a polynomy
q ar spliujici af = qg+r, kde r = 0 nebo degr < deg g. Je-li navic K pole, nebo je
aspon vedouct koeficient polynomu g roven jedné, potom lze volit a = 1 a polynomy
q ar jsou v tomto pripadé urceny jednoznacne.

DUKAZ. Tvrzeni dokdZzeme indukci vzhledem ke stupni f. Je-li deg f < degg
nebo f =0, pak volime a =1, ¢ = 0, r = f , coz vyhovuje vS§em nasim podminkam.
Pro konstantni polynom ¢ klademe a =g, ¢ = f, r = 0.

Predpokladejme tedy, ze deg f > degg > 0 a piSme f = ag+- - -+a,2™, g = b+
-+ o+bypa™. Bud plati b, f —a,z™ g = 0 anebo je deg(by, f—a,x™ ™g) < deg f. V
prvém pripadé jsme hotovi, ve druhém pak, podle indukéniho predpokladu, existuji
a,q',r" spliwjici @' (b, f — apa™ ™g) = ¢'g +r’ a bud ' = 0 nebo degr’ < degg.
Tzn.

by f = (g +d anx" " ™)g+ 1.
Pritom je-li b,, = 1 nebo BbbK je pole, pak podle indukéniho ptredpokladu lze
volit @’ =1 a ¢, 7’ jsou tak urdéeny jednoznacné. V takovém pripadé ovsem ziskdme
b f = (¢ + anx™ ™)g + 1" a je-li BbbK pole, miizeme rovnost vynasobit b 1.

Predpokladejme, ze f = g1g+71 je jiné feSeni. Pak 0 = f—f = (¢—q1)g+(r—r1)
a bud je r = r1, nebo deg(r — r1) < degg. V prvém piipadé odtud ovsem plyne i
q = q1, protoze K[z] neobsahuje délitele nuly. Necht az® je ¢len nejvyssiho stupné
v g —q1 # 0 (ur¢ité existuje). Potom jeho souéin se ¢lenem nejvyssiho stupiie v g
musi byt nulovy (protoZe nejvyssi stupeni dostaneme tak , ze vyndsobime nejvyssi
stupné). To ovSem znamend, Ze a = 0. Protoze az® byl nejvétsi nenulovy stuperi,
nutné dostavame, ze ¢ — ¢1 zadné nenulové monomy neobsahuje, je tedy urcité
nulové. Pak ovSem i r = rq. U

Proceduru déleni se zbytkem muzeme okamzité vyuzit k diskusi kofentd poly-
nomti. Uvazme tedy polynom f(x) € K|z], deg f > 0, a zkusme jej vydélit poly-
nomem = — b, b € K. Protoze je vedouci koeficient jednicka, algoritmus pro déleni
dava jednoznacny vysledek. Dostavame tedy jednoznac¢né zadané polynomy ¢ a r
spliwujici f = g(x —b) +r, kde r = 0 nebo degr = 0, tj. » € BbbK. Tzn., ze hodnota
polynomu f v b € K je rovna pravé f(b) = r. Z toho plyne, Ze prvek b € K je kofen
polynomu f prévé, kdyz (x — b)|f. ProtoZe po vydéleni polynomem stupné jedna
vzdy klesne stupen vysledku alespon o jednicku, dokazali jsme nasledujici tvrzeni:

Dausledek. Kazdy polynom f € BbbK|[x] md nejvyse deg f korend.

Tento vysledek také ovéril Tvrzeni protoze dva polynomy nad nekonec-
nym komutativnim okruhem, které zadavaji stejné zobrazeni K — K, maji rozdil,
jehoz korenem je kazdy prvek v K. To vSak neni mozné, protoze rozdil polynomu
ma jen konecny stupen, pokud neni nulovy.

10.16. Nejveétsi spoleény délitel polynomu. Nejprve si piipomenme, Ze h je
nejuetsi spolecny délitel dvou polynomu a f a g € K[z] jestlize:
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e h|f a zéarover hlg
o jestlize k|fa zaroven k|g pak také k|h.

Dausledek (Bezoutova rovnost). Necht K je pole a necht f,g € K[x]. Pak existuje
nejuétsi spolecny délitel h polynomi f a g. Polynom h je urceny jednoznacné, az
na ndsobek nenulovym skaldrem. Pfitom existuji polynomy A, B € Klz] takové, Ze
h=Af+ Bg.

DUKAZ. P¥iméa konstrukce polynomu h, A a B se provede tzv. Euklidovym
algoritmem. Provadime postupné déleni se zbytkem (K je pole, takze to vzdy umime
jednoznacné, viz. predchozi lemma):

f=qag+n
g =qar1+ 12

1 =q3r2 + 73

Tp—1 = qp+17p + 0.
V tomto postupu neustéle klesaji stupné r;, proto jisté nastane rovnost z posledniho
fadku (pro vhodné p) a ta Fikd, ze rp|r,—1. Z pfedposledniho fadku pak ale plyne
Tp|Tp—2 a postupné dojdeme az nazpét k prvnimu a druhému fadku, které daji r,|g
ary|f.

Pokud h|f a hlg, pak ze stejuych rovnosti postupné plyne, ze h déli vSechny r;,
zejména tedy 7, tzn. ziskali jsme nejvétsiho spole¢ného délitele h = r, polynomi
fayg.

Nyni miizeme postupné dosazovat z posledni do piredchozich rovnic.

h=r,=r,_o0—qTp—1
=Tp-2 = qp(Tp—3 — Gp—1Tp—2)
= —qprp-3 + (1 + gp—1)rp—2
= —qprp-3+ (1 + gp-14p)rp—2
= —qprp—3 + (L + qpap—1)(rp—a — gp—27p—3)

= Af + Bg.
(]

Zformulujeme si nyni velice elegantni tvrzeni, jehoz diikaz je pomérné technicky

a nebudeme jej prezentovat v detailech (i kdyz jsme si vSe potfebné pro néj jiz v
podstaté pripravili).

10.17. Véta. Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh
polynomi K|z] je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.

DUkAz. Myslenka dikazu je velice jednoducha. Uvazujme polynom f € K|z].
Je-li f rozlozitelny, pak je f = f1 - fa, kde zadny z polynomt f1, fo € K[x] neni
jednotka. Pfedpokladejme na chvili navic, ze je-li f délitelny nerozlozitelnym poly-
nomem h, pak jisté h déli fi nebo fs.

Pokud tomu tak vzdy bude, docilime postupnou aplikaci predchozi tvahy jed-
noznacny rozklad. Pokud je totiz f; déle rozlozitelné, opét f1 = g1 - g2, kde g1, go
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nejsou jednotky, a pritom vzdy bud oba polynomy ¢; a go maji mensi stupen nez
f, nebo se snizi pocet nerozlozitelnych faktort ve vedoucich ¢lenech g1 a go (napf.
nad celymi ¢&isly Z je 222 +2x+2 = 2(z2 + 2 +1)). Proto po kone¢ném poctu kroki
dojdeme k rozkladu f = fi ... f, na nerozlozitelné polynomy fi,..., f..

Z naseho dodatecného predpokladu také plyne, Ze kazdy nerozlozitelny polynom
h délici f, déli néktery z f1,..., fr. Proto pro kazdy dalsi rozklad f = fif5... f!
nutné kazdy z faktorti f; déli nektery z f] a v takovém pifpadé musi byt f; = ef;
pro vhodnou jednotku e. Postupnym kracenim takovych dvojic odvodime, ze r = s
a jednotlivé faktory se liSi pouze o nasobky jednotek.

Zbyva tedy dokazat, ze je-li f = f1fo délitelny nerozlozitelnym polynomem h,
pak jisté h déli fi; nebo f5. Tento dukaz zde nebudeme provadét. O

Disledkem této véty je skutecnost, ze kazdy polynom nad komutativnim okru-
hem s jednozna¢nym rozkladem muzeme rozlozit tak, jak to zname s polynomy s
redlnymi nebo komplexnimi koeficienty. Pokud mé polynom tolik kofent, véetné
néasobnosti, jako je jeho stupen deg f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f@)y=(x—a1) (x—az)...(x—ag).

Zatimco realné polynomy mohou byt i iplné bez koreni, kazdy komplexni polynom
naopak takovyto rozklad pripousti. To je obsahem tzv. zakladni véty algebry, kterou
pro uplnost uvadime s (v podstaté) kompletnim dikazem:

10.18. Véta (Zakladni véta algebry). Pole C je algebraicky uzaviené, tj. kazdy po-
lynom stupné alespon 1 md korven.

DUKkAz. Predpokladejme, Ze f € Clz] je nenulovy polynom, ktery nema kofen, tj. f(z) #
0 pro vSechny z € C. Definujme zobrazeni

(O
p:C=C 7))

tj. @ zobrazi celé C do jednotkové kruznice K; = {e’,t € R} ¢ R? = C. Diky naemu
predpokladu o nenulovosti f(z) je to skute¢né dobfe definované zobrazeni. Déle definujme
zobrazeni s hodnotami v kruznici K, C C se stfedem v nule a polomérem r > 0

Ve R— K,y t—(t) = ret.

Pro kazdé r € (0,00) mame definovano spojité zobrazeni k, = o, : R — K;. Ze
spojité zavislosti k na parametru r navic vyplyva existence zobrazeni a.- : R — R jednoznacné
zadanych podminkami 0 < «a,-(0) < 27 a K, (t) = etr() | Ziskané zobrazeni o, opét spojité
zavisi na r. Celkem tedy mame spojité zobrazeni

a:Rx(0,00) =R, (tr)— a(t)
a z jeho konstrukce plyne Ze pro viechna r je 5= (o (27) — a,(0)) = n, € Z. Protoze je a

spojité, znamena to, Ze n, je celoliselnd konstanta nezavisld na r. Podivejte se na obrazek,
odkud kam jdou jednotliva zobrazeni v nasi konstrukci!
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it} $ $\phi$

$K_1$

$\psi_r$ $psi_1$

$\dpha r$ 208
I
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ .
$0$
L

Pro dokonéeni ditkazu si sta&i uvédomit, ze pokud f = ag + - - - +aqz® a aq # 0, pak pro
mald r se bude «, chovat podobné jako konstantni zobrazeni, zatimco pro velkd r to vyjde
stejné, jako kdyby f = z?. Nejprve si spottéme, jak tedy n, dopadne p¥i f = z¢, pak toto
tvrzeni upresnime a dilkaz tim bude ukoncen.

d o ] . "
Funkce C — C, z — 2%, z — Iid\ se snadno vyjadfi pomoci goniometrického tvaru

komplexnich &isel z = r(cos a + isin ).

2% = r¥(cos da + isinda) = r¥e"**
24 . ida
T2 = 1(cosda + isinda) = e
z

zobrazeni ¢ je tedy v tomto pfipadé pouze ,,zatoéeni* na jednotkové kruznici. Pak tedy k. (t) =
e a proto a,(t) = dt, nezavisle na r. Odtud pro nasi volbu f = z% vyplyva n, = d. Pokud
zvolime f = az?, a # 0, nebude to mit na predchozi vysledek 2adny vliv (presvédéte sel).

Zvolme nyni obecny polynom f = ag+- - -+aqz?, ktery nema kofen. Vime tedy, e ag # 0
(pokud by bylo a = 0, existoval by kofen). Pro z # 0 plati

f(z)

1 — _
7 =1+ —(aoz Y tagizh)
aqz aq
a proto lim. | .. 2 = 1. Kdy? tohle vime, miizeme spotitat
lim fz) agz? | _ f(2) aaz? |aqz?| _ agz® |
lzsl=oo [[f(2)]  laaz?||  |zl=oo|aaz? laaz?| [f(2)]  |aaz?|

Proto n, = d pro velka r.
Podobnou tvahu udélame i pro mala r. Pfipomerime si, ze ag # 0.

1
7f(z) =1+ —(a1z+---+ adzd)
aop ao

proto lim|.|_.q fég) = 1. Pfitom opét plati % = fig)ltazig\lﬁg‘)l' Odtud lim.|—¢ %

lim;|—o %, tj. n, = 0 pro mala r. Celkem vidime, zZe stupen naseho polynomu je d =0. [

10.19. Polynomy vice proménnych. Okruhy polynomi v proménnych x4, ..., x,
definujeme induktivné vztahem

Klzy, ...,z =Kz, ..., 20_1][x,].
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Napi. K[z, y] = K[z][y], tzn. Ze uvazujeme polynomy v proménné y nad okruhem
K[z]. Snadno si kazdy ovéti (provedte si to!), Ze polynomy v proménnych x1, ..., x,
Ize chapat jako vyrazy vzniklé z pismen x1,...,x, a prvkid okruhu K konec¢nym
poctem (formélniho) séitani a nasobeni v komutativnim okruhu. Napiiklad prvky
v Kz, y] jsou tvaru

f=an(@)y" + an—1(2)y" "+ +ao(z)
= (amnxm+...+a0n)yn+...+(bp0xp+,_,+b00)
= Coo t+ C10% + Co1Y + 620x2 + crizy + 002y2 + ...

Pro zjednoduseni zapisu se Casto zavadi tzv. multiidexova symbolika. Multiindex o délky r

je r-tice nezépornych celych &isel (a1, ..., a;). Celé &islo |a| = a1 +- - -+ nazyvame velikost
multiindexu «.. Struéné pak piseme z® misto z7*z5? ... x{". Pro polynomy v r proménnych

pak mame symbolické vyjadreni velice podobné obvyklému znaceni pro polynomy v jedné

proménné:
f= Z aar”, g = Z agxﬁEK[xl,...,xT].

la<n [B]<m

Rikdme, Ze f ma celkovy stupen n, je-li alespon jeden z koeficientl s multiindexem « velikosti
n nenulovy.
Okamzité se také nabizeji analogické vzorce pro scitani a nasobeni polynomu

frg= >  (aa+ba)z®
|| <max(m,n)

m—+n

fa=>_ | D (aabs)z”

[v|=0 \a+B8=~

kde multiindexy se scitaji po slozkach a formalné neexistujici koeficienty povazujeme za nulové.

Samozrejmé musime ovéFit, ze tyto vzorce opravdu popisuji s¢itdni a nasobeni v induktivné
definovaném okruhu polynomu v r proménnych. Dokazeme to indukci pres pocet proménnych.
Predpokladejme, Ze vztahy plati v K[z1,...,z,—1] a po&itejme soudet

f=ar(z1,.. .,xT_l)mf +-tao(z,. ., xe1) = (Zak@ma) xf + ...

9:bz(I17~~~7$r71)$lr+---+bo(x17~~-7$r71) = sz,,@iﬁ x’:-i—
B

f+g9=(ao(z1,...,zr1) + bo(z1,...,2r-1))+
+ (a1(@1, ... @ro1) +b1(@1, . ro1)) e + .

- (Z(ak,'\/ + bk,’y)(xl, RN 1’7«_1)7)431: + -+ (Z(aoﬁ + bo,.,)(an, . ,.1‘7»_1)’7)
il il
= Z (ajﬁ + b]-,»y)(xl, e ,m,w_l)w;r:{‘.
(v:3)
Podobné se provede ditkaz pro souéin (provedte!).
Jako diisledek nasi definice a predchozich vysledki pro polynomy nad obecnymi
komutativnimi okruhy dostaneme:

Dausledek. (1) Jestlize v okruhu K nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu poly-
nomt K[z, ..., z,] nejsou délitelé nuly.

(2) Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh polynomi
K[z1,...,z.] je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.
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DUKAZ. Budeme postupovat indukci pres pocet proménnych r. ﬁ Pror =1
uvazujme polynomy f = a,z? + -+ + ajx1 + ag a g = by, a™ + - -+ + by, priceml
bm # 0 a a, # 0. Vedouci ¢len soucinu fg je a,b,xz" ™™, protoze a,b,, # 0, zejména
tedy je soucin nenulovych polynomii opét nenulovy.

Pokud tvrzeni plati pro r — 1 proménnych, pak pouzijeme piredchozi tvahu pro

okruh polynomt v jedné proménné z, s koeficienty v K[zy, ..., 2,_1].
Druhé tvrzeni vyplyva s induktivni definice polynomt v r proménnych a z Véty
TN 0

10.20. Podilova télesa. Necht K je komutativni okruh (s jednickou) bez délitelit
nuly. Jeho podilové téleso definujeme jako t¥idy ekvivalence dvojic (a,b) € K x K,

b # 0, které zapisujeme ¢, a ekvivalence je ddna

/

a a , ,
E = y 54 ab’ = a'b.
Sc¢itani a nasobeni definujeme prostrednictvim reprezentantu tiid
a ¢ ad+be
— 4+ - =
b d bd
ac ac
bd bd

Snadno se ovéri korektnost této definice a vSechny axiomy komutativniho télesa.
Zejména je % neutralni prvek vzhledem ke sé¢itani, % je neutralni prvek vzhledem k
nasobeni a pro a # 0, b # 0 je %3 = %

Podilové téleso okruhu K[z, . .., 2] nazgvame téleso raciondlnich funkei a zna-
¢ime je K(z1,...,x,). VSechny algebraické operace s polynomy v softwarovych sys-
témech jako je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti nad podi-

lovymi télesy, tj. v télesech raciolndlnich funkci, zpravidla s pouzitim K = Q.

3. Usporadané mnoZiny a Booleovska algebra

Tak jako jsme z vlastnosti ¢isel nebo symetrii objektti abstrahovali podstatné

axiomy a dostali jsme daleko Sifeji pouzitelné nastroje linerarni algebry, teorie grup
apod., nyni budeme postupovat obdobné a za vychodisko si vezmeme zakladni
operace s mnozinami, tj. jejich sjednoceni, prinik a vztahy inkluze.
10.21. MnoZinova algebra. S kazdou mnozinou M méme také mnozinu K = 2M
vSech jejich podmnozin a na ni operace V : K x K — K sjednoceni mnozin a
A : K x K — K priniku mnozin. To jsou dvé binarni operace, které se ¢astéji znaci
U a N. Déle mame ke kazdé mnozing A € K také jeji mnozinu doplitkovou A’ coz je
dalsi unarni operace. Koneéné mame ,nejvétsi objekt*, tj. celou mnozinu M, ktery
je neutralni vuci operaci A a ktery proto budeme v této souvislosti oznacovat jako
1, a obdobné se chovéa prdzdnd mnozina ) € K viéi operaci A. Tu budeme v této
souvislosti znacit jako 0.

4Diikaz lze vést také pfimo s pouzitim multiindexovych formuli pro souéin, ale museli bychom
si nadefinovat uré¢ité vhodné usporddani monomii, abychom mohli pracovat s vedoucim koeficien-
tem. Zkuste si to!
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Na mnoziné K vSech podmnozin v M pfitom plati pro vSechny prvky A, B,C
nasledujici vlastnosti:

1) AAN(BAC)=(AANB)AC, AV (BVC)=(AVB)VvC

) AANB=BAA, AVB=BVA

) AAN(BVC)=(AANB)V(AANC), AV(BAC)=(AVB)A(AVCO)
4)  existuje 0 tak, Ze AV0O=A

) existuje 1 tak, ze AN1=A

) ANA'=0, AVA =1

Vlastnost (1) je asociativni zédkon pro obé& operace, (2) je komutativita, (3)
je distributivita obou operaci. Posledni vlastnost (6) vystihuje vlastnosti komple-
mentu.

Definice. Mnoziné K spolu s dvémi bindrnimi operacemi A a V a jednou unarni
operaci ' spliiujici vlastnosti (1)—(7) fikdme Booleovskd algebra. Operaci A budeme
fikat infimum (pfipadné sjednocent, anglicky casto také meet), operaci V budeme
fikat supremum (pfipadné pranik, anglicky také join). Prvku A’ se ¥ika dopinék k
prvku A.

Vsimnéme si, ze axiomy Booleovské algebry jsou zcela symetrické vici zaméné
operaci A a V, spoletné se zdménou prvka 0 a 1. Disledkem tohoto faktu je, ze
jakékoliv tvrzeni, které odvodime z axiomil, ma také platné dudini tvrzent, které
vznikne z prvého pravé zaménou vSech vyskytt A za V a naopak a stejné tak vSech
vyskytt 0 a 1. Hovofime o principu duality.

Jako obvykle si hned odvodime nékolik elementarnich disledkt axiomi. Zejména
si povSimnéme, ze stejné jako u specidlniho pfipadu Booleovské algebry vsech pod-
mnozin v dané mnoziné M je doplnék k A € K urcen jednoznaéné (tj. mame-li
déno (K, A, V), mize existovat nejvySe jedna unarni operace, se kterou dostaneme
Booleovskou algebru). Skute¢né, pokud B a C' € K spliiuji vlastnosti A, plati

B=BV0=BV(AAC)=(BVAA(BVC)=1A(BVC)=BVC

a podobné také C = C' Vv B. Je tedy nutné B = C.
V nésledujicim vyétu se vlastnostem (2) ¥ikd absorpéni zdkony, vlastnosti (3)
popisuji idempotentnost operaci a (4) jsou tzv. De Morganova pravidla.

Tvrzeni. V kaZdé Booleouské algebre (K, A, V,") plati pro vSechny proky v K

) ANO=0, Avli=1

) AN(AVB)=A, AV(AAB)=A
YANA=A AVA=A

)(A/\B) =AVB, (AvB)Y =A'AB
) (A7) =

DUKAzZ. Podle principu duality potiebujeme z kazdého z duélnich tvrzeni na
jednotlivych fadcich dokézat pouze jedno. Pocitejme s vyuzitim axiomi:

ANO=ANANA)Y=(ANANA =ANA =0
AN(AVB)=(AVO)A(AVB)=AV(0AB)=AV0=A
A=ANAVA)=(ANA)VO=ANA

(1
(2
(3
(4
(5
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a prvni tii dvojice tvrzeni mame dokazany. K dikazu De Morganovych pravidel
sta¢i ovétit, ze A’V B’ mé vlastnosti doplitku k A A B (pak to totiz bude doplnék
dle tvahy vyse). S vyuzitim (1) spodteme

(ANB)A(A'VB)Y=(AANB)ANA)YV(AANB)AB')=(0AB)V(AA0)=0.
Obdobné, s pouzitim (2) dostavame
(AAB)V(AANB)=(AV(AVB)V(BVAVB)=0QVvB)A(1VvA)=1.

Koneéné, pfimo z definice je A/ AN A =0a A’V A = 1, m4 proto A pozadované
vlastnosti doplitku k A’ a je tedy A = (A’)'. O

10.22. Vyrokova logika jako Booleova algebra. V predchozim odstavci jsme
pouzili symboliku, kterou je ¢asto rozumné interpretovat tak, ze z prvka A, B, --- €
K tvorime ,slova® pomoci operaci V, A, " a zavorek vyjastujicich v jakém poradi a
na jaké argumenty jsou operace aplikovany. Samotné axiomy a jejich dusledky pak
tikaji, ze velice Casto rtizna slova davaji stejnou hodnotu vysledku v K.

V piipadé mnoziny viech podmnozin K = 2™ je to zfejmé — prosté jde o
rovnost podmnozin. Nyni uvedeme struc¢né jinou podobnou souvislost.

Budeme pracovat opét se slovy jako vyse, interpretujeme je ale jako tvrzeni
slozené z elementarnich vyroka A, B, ... a logickych operaci AND (bindrni operace
A), OR (binarni operace V) a negace NOT (unarni operace '). Takové slova nazy-
vame vyroky a prifazujeme jim pravdivostni hodnotu v zavislosti na pravdivostni
hodnoté jednotlivych elementarnich argumentt. Pravdivostni hodnotu pritom be-
reme jako prvek z trividlni Booleovy algebry Zs, tedy bud 0 nebo 1. Pravdivostni
hodnota vyroku je plné uréena pfifazenim hodnot pro nejjednodusi vyroky A A B,
AV B a A, tj. AAB je pravdivé pouze, kdyz jsou oba vyroky A a B pravdivé, AV B
je nepravdivé pouze. kdyZ jsou oba vyroky nepravdivé a A’ mé opacnou hodnotu
nez A.

Vyrok obsahujici k elementarnich vyroki tedy predstavuje funkci (Zg)* — Z a
dva vyroky nazyvame logicky ekvivalentni, jestlize zadavaji stejnou funkci. Snadno
se nyni pfimo ovéri, ze na mnoziné t¥id logicky ekvivalentnich vyroka jsme takto
zadefinovali strukturu Booleovy algebry (je pouze tfeba projit nase axiomy a ovérit
je). Nutné tedy pro vyrokovou logiku bude v tomto smyslu platné vse, co dokazeme
pro obecné Booleovy algebry.

Strucné si proberme, jak vypadaji obvyklé dalsi jednoduché vyroky ve vyrokové
logice jakozto prvky Booleovy algebry (tj. reprezentujeme vzdy nasim vyrazem tfidu
vyroki ekvivalentnich):

Implikaci A = B dostaneme jako A’V B, ekvivalenci A < B odpovida (A A
B)V (A’ A B’). Déle vyluc¢ovaci OR, neboli XOR, je dano jako (AA B’) V (A’ A B),
negace NOR operace OR je vyjadrena jako A’ A B’ a negace NAND operace AND
je dana jako A’V B’. Vsimnéme si také, ze XOR odpovidd v mnozinové algebre
symetrickému rozdilu mnozin.

10.23. Prepinace jako Booleova algebra. Piepinac je pro nas ¢erna skiinka,
kterd ma jen dva stavy, bud je zapnut (a signél prochdzi) nebo naopak vypnut (a
signal neprochazi).
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A
O A /B O O— —O
B

Jeden nebo vice prepinac¢t zapojujeme do sité sériové nebo paralelné. Sériové
zapojeni je popsano pomoci binarni operace A, paralelni je naopak V. Unarni ope-
race A’ zadava piepinad, ktery je vzdy v opaéné poloze nez A. Kazdé koneéné slovo
vytvofené pomoci piepinacii A, B, ... a operaci A, V a’ umime pfevést na obrazek,
ktery bude pfedstavovat systém prepinacti propojenych draty a zcela obdobné jako
v minulém odstavci ndm kazda volba poloh jednotlivych prepinac¢t zadd hodnotu
yzapnuto/vypnuto“ pro cely systém.

Opét se snadno krok po kroku ovéri platnost zékladnich axiomt Booleovych
algeber pro nas systém. Na obrazku je ilustrovan jeden z axiomt distributivity.
Propojeni bez piepinace odpovidd prvku 1, koncové body bez propojeni (nebo
sériové zapojeni A a A’) ddva prvek 0.

B~ —'A—B
o | o - o e
L

c—

10.24. Daélitelé. Dalsim ptirozenym piikladem Booleovské algebry je systém dé-
liteli prirozeného ¢isla nebo polynomu.

Zvolme pevné takové ¢islo p € N nebo polynom p € K[zy,...,zs] nad oborem
integrity K s jednoznac¢nym rozkladem. Za nosnou mnozinu D, bereme mnozinu
vsech déliteltt ¢ naseho p. Pro dva takové délitele definujeme g A r jako nejveétsi
spoleény délitel prvka g a r, ¢ V r je nejmensi spolecny nasobek. Dale klademe
p = 1 € D, a neutrdlnim prvkem vici supremu je jednicka v Z, resp. 1 € K C
K[z1,...,xs]. Unarni operaci ' dostavame pomoci déleni: ¢’ = p/q.

Lemma. Mnozina D, spolu s vyse uvedenymi operacemi A, V a ' je Booleova
algebra pravé, kdyz rozklad p neobsahuje kvadraty (tj. v jednoznacéném rozkladu p =
q1 - - - qn na nerozloZitelné faktory jsou vSechna q; po dvou riznd).

DUKAZ. Ovéfeni axiomu je vecelku snadné, projdeme jeden po druhém a bu-
deme zkoumat, kdy je zapotiebi neseho pozadavku na nepfitomnost kvadratt v
rozkladu.

Nejveétsi spoleény délitel koneéného poctu ¢isel nebo polynomt nezavisi na po-
fadi, ve kterém jej pocitame. Stejné tak pro nejmensi spoleény nasobek. To odpovida
axiomu (1) v [10.21] Komutativita, tj. axiom (2) je zcela ziejma.

Pro tfi libovolné prvky a, b, a ¢ muzeme bez jmy na obecnosti psat jejich
rozklad ve tvaru a = ¢{* ... qP*, b=¢q" ...q"* ac= qfl ... "% kde piipoustime i
mocniny 0 a vSechny prvky g; jsou po dvou nesoudélné. a A b prvek s rozkladem, ve
kterém se objevi vSechna spolecné ¢; v mocniné, ktera bude minimem z mocnin v
a a b. Naopak a Vb bude mit rozklad, ve kterém se objevi vSechny ¢leny z rozkladt
a a b a to s mocninou, kterd bude tou vétsi z mocnin pfislusného faktoru v a a b.
Pfimo se nyni snadno ovéri distributivni zakony.

Problém nemame ani s existenci prvku 0 a 1, které jsme pifimo definovali a
zjevné spliuji axiomy (4) a (5). Existecne kvadratii ale znemozni definici dopliiku.
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Napt. v Do = {1,2,3,4,6,12} nelze 6 A 6’ = 1 dosdhnout, protoze m4 6 netrivial-
niho spoleéného délitele se vSemi ostatnimi prvky v Dis mimo jednicku, ta ovSem
nespliuje 6 V1 = 12.

Pokud ovsem nejsou v rozkladu ¢isla nebo polynomu p kvadraty, definujeme
doplnék jako ¢’ = p/q. Snadno ovéiime potfebné vlastnosti z axiomt (4)—(6). O
10.25. Casteéna uspoiadani. K Booleovskym algebram ted piijdeme z jiné strany.
Zakladni strukturou pro nas bude pojem usporddani. Vzpomenme na definici uspo-
Ffadani jakozto reflexivni, antisymetrické a tranzitivni relace < na mnoziné K. Ta-
kov4 relace obecné netriké o kazdé dvojici a, b € K jestli je a < b nebo b < a (takové
uspofddani se nazyva plné uspordddni nebo dobré uspotadani). Casto v nasem
pripadé obecného usporadani hovorime také o ddstecném uspordddni a mnozina
(K, <) vybavend ¢éstenym usporfddanim se nazyva poset (z anglického ,partial
ordered set®).

Takové uspofaddani je zejména vzdy na mnoziné K vSech podmnozin
mnoziny M prostfednictvim inkluze podmnozin. Pomoci nasi relace infima na K je
muzeme definovat jako A C B préavé, kdyz A A B = A. Ekvivalentné, A C B prave,
kdyz AV B = B.

= oM

Lemma. Je-li (K, A,V,") Booleova algebra, pak relace < definovand vytahem A <
B prave, kdyz AN B = A, je ¢astecné usporadani. Navic plati

(1) ANB<A

(2) AAVB

(3) jestlize A < C a zarovenn B < C, pak také AV B < C

(4) A < B prdvé, kdyz ANB' =0

(5) 0< A aA<1 proviechny A€ K.

DUKAzZ. VSechny dokazované vlastnosti a vztahy jsou vysledkem jednoduchého
vypoctu v Booleovské algebie K. Zacnéme s vlastnostmi usporadani pro <. Refle-
xivita je pfimym dusledkem idempotence: A A A = A, tj. A < A. Podobné komu-
tativita pro A zarucuje antisymetrii <, protoze z AN B = A a zaroven BA A= B
vyplyva A = AANB = BA A = B. Koneéné z platnosti ANB=AaBANC=218
vyvodime ANC = (AANB)ANC =AAN(BAC)=AAB = A, coz dava tranzitivitu.

Déle pocitame (AANB)ANA = (AANA)ANB = AN B, takze ANB < A. Ze
vztahu AA (AV B) = A plyne A < AV B, coz dokazuje tvrzeni (2). Distributivita
ukazuje (AVB)AC = (AANC)V (BAC), coz zaptedpokladu (3) dava AV B, takze
skute¢né plati (3). Tvrzeni (5) plyne pfimo z axiomi pro 1 a 0. Jestlize A < B, pak
AANB = ANBAB' =0. Naopak je-li AANB’ =0,pak A= AAN1=AAN(BVHB)=
(AANB)V(AANB') = (AAB)V0 = AAB. Odtud A < B a dokézali jsme i zbyvajici
tvrzeni (4). O

Vsimnéme si, ze stejné jako v piipadé algebry podmnozin je v Booleovskych
algebrach A A B = A pravé, kdyz je AV B = B. Skutecné, je-li AA B = A, pak z
absorp¢nich zdkonii plyne AV B = (A A B) V B = B, a naopak.

10.26. Svazy. Vidéli jsme, ze kazdd Booleova algebra zaddva poset (K, <). Zdaleka ne
kazdy poset ovSem vznika takovymto zptsobem. Napf. trividlni ¢astecné usporadani, kdy A <
A pro vsechny A a vsechny dvojice riiznych prvkil jsou nesrovnatelné, samozfejmé z Booleovy
algebry vzniknout nemuiZe, pokud je v K vice neZ jeden prvek (vidéli jsme, Ze nejvétsi a nejmensi
prvek v Booleové algebte je totiz srovnatelny s kazdym prvkem). Zkusme se zamyslet, do jaké
miry |ze z usporadani budovat operace A a V.
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Pracujme s pevné zvolenym posetem (K, <). O prvku C' € K fekneme, Ze je dolni zdvorou
pro néjakou mnozinu prvka L C K, je-li C < A pro vSechny A € L. Prvek C € K je infimem
mnozZiny L C K, jestlize je dolni zdvorou a pro kazdou jinou dolni zdvoru D téze mnoziny
plati D < C.

Obdobné definujeme horni zavory a supremum podmnoziny L zdménou < za > v posled-
nim odstavci.

Konecéné posety se prehledné zobrazuji pomoci orientovanych grafii. Prvky K jsou pred-
stavovany uzly a hranou jsou spojeny pravé prvky v relaci s orientaci od vétsiho k mensimu.
Hasseho diagram posetu je zakresleni takového grafu v roviné tak, ze vétsi prvky jsou zobrazeny
vzdy vy$ nez mensi (a orientace hran je tedy dana takto implicitné).

Definice. Svaz je poset (K, <), ve kterém kazda dvouprvkovd mnozina {A, B} mé supre-
mum AV B ainfimum AA B v K.

Na svazu (K, <) tedy mame definovény bindrni operace A a V a pfimo z definice je zjevna
asociativita a komutativita téchto operaci.

Snadno Ize ale nakreslit Hasseho diagram svazu, ktery neni distributivni.

Nyni mizeme snadno definovat Booleovskou algebru v jazyce svazi: Booleovska algebra
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 takovy, Ze v ném existuji ke
véem prvkiim komplementy.

Ovéfili jsme jiz, ze v takovém pripadé komplementy jsou definovany jednozna¢né (viz
Gvahy za definici, takze je nase alternativni definice Booleovské algebry korektni.

Vsimnéme si také, pfi diskusi déliteld daného Cisla nebo polynomu p jsme narazili na svazy
D, které jsou Booleovskou algebrou pravé tehdy, kdyz rozklad p neobsahuje kvadraty.

10.27. Normalni tvary. Pfi diskusi vyrokové logiky jsme se potykali s problé-
mem, co vlastné jsou prvky pfislusné Booleovy algebry. Formalné vzato jsme je
definovali jako tf¥idy ekvivalentnich vyrokt. Jinak feceno, pracovali jsme s hod-
notovymi funkcemi pro vyroky s danym poctem argumentd. Vibec jsme pritom
neresili obtizny problém, jak rozpoznat stejné vyroky v tomto smyslu. Také jsme
nefesili, jestli vSechny formalné mozné hodnotové funkce (Z2)" — Zo lze zadat
pomoci zékladnich logickych operaci.

Zcela obdobné se mizeme tazat, jak poznat, zda dva systémy prepinact maji
stejnou funkci. Obdobné jako u vyrokt zde pro systém s n prepinac¢i pracujeme
s funkcemi (Zs)" — Zo a zjevné existuje pravé 22" rizngch takovych piepinacich
funkci. Na téchto funkcich umime prirozenym zpusobem zadat strukturu Booleovy
algebry (vyuzivame, Ze hodnoty, tj. Zs jsou Booleovou algebrou).

Odpovime nyni na vysSe uvedené otazky tak, ze pro libovolny prvek o becné
Booleovy algebry sestrojime jeho tzv. normadlni disjunktivni tvar, tj. napiSeme jej
pomoci vybrané skupiny nejjednodussich prvkd a operace V.

Prvek A € K nazveme atom v Booleové algebie K, jestlize pro vSechny B € K
plati AN B = A nebo AN B =0.

Jinak feceno, A je atom, kdyz pro vSechny ostatni prvky B < A implikuje
B =0 nebo B = A.

Lemma. Booleova algebra funkci prepinacového systému s n prepinaci Ay, ..., A,
md 2" atomd, které jsou tvaru AJ* A--- N AZ, kde bud A7 = A; nebo A7 = Al.

DUKAZ. Pro dvé funkce ¢ a 1 je jejich infimem funkce ¢ A1), jejiz hodnoty jsou
déany soucinem jejich hodnot v Zsy. Plati tedy ¢ < 1 jestlize ¢ ma hodnotu 1 vsude
kde méa 1) hodnotu 1 € Zy. Odtud uz plyne, ze v nasi Booleové algebie hodnotovych
funkci je funkce ¢ atomem pravé, kdyz z 2" hodnot ¢ na jednotlivych moznostech
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hodnot jednotlivych argument mé pravé jednou hodnotu 1 € Zy. Vsechny takové
funkce ovsem lze vytvorit pravé zptsobem uvedenym v dokazovaném tvrzeni. []

Véta. Kazdy prvek B v koneéné Booleové algebie (K, A, V,") lze zapsat jako supre-
mum atomi

B=A V-V A
Tato formule je navic jednoznacénd az na poradi atomdi.

DUKAzZ. Uvazme vSechny atomy Aj, As, ..., Ar v K, které jsou mensi nebo
rovny B. Z vlastnosti uspofadéni na mnoziné K (viz[10.25)3)) je okamzité vidét,
Ze také

Y=A4V---VA, <B.
Dokézeme, ze BAY' =0, coz podle [10.25|4) zarucuje B < Y. Tim bude dokézéna
rovnost B =Y.

Budeme postupné potiebovat tii jednoduché tvrzeni:

Tvrzeni. Jestlize jsou Y, X1,..., Xy atomy v K, pak'Y < Xy V---V X tehdy a
jen tehdy, kdyz Y = X; pro néjaké i =1,..., /.

Tvrzeni. Pro kazdy prvekY # 0 v K existuje atom X, pro ktery je X <Y.

Tvrzeni. Jestlize jsou Xq,..., X, vSechny atomy v K, pak Y = 0 pravé, kdyz
YANX; =0 provSechnyi=1,...,r.

DUkAz. Dokonéim pozdéji. ..
O

O

10.28. Homomorfismy. Jak jsme jiz vidéli u mnoha matematickych struktur, o
objektech se dozvidame informace pomoci tzv. homomorfismd, tj. zobrazeni, které
zachovavaji prislusné operace. V ptripadé Booleovskych algeber definujeme podobné
jako u okruhi:

Definice. Zobrazeni f : (K,A,V,’) — (L,A,V,”) se nazgva homomorfismus Boo-
leovskych algeber, jestlize pro vSechny A, B € K plati

(1) f(AAB) = f(A) A f(B)

(2) f(AVB) = f(A)V f(B)

(3) f(A) = f(A).

Homomorfismus f je izomorfismus Booleovskych algeber, jestlize je f bijektivni.

Snadno se ovéfi, ze bijektivnost f jiz zaruci, ze f~! je opét homomorfismem.

7 definice usporadani na Booleovych algebrach je zfejmé, ze kazdy homomor-
fismus f: K — L bude také spliiovat f(A) < f(B) pro v8echny prvky A < B v K.
To je defini¢ni vlastnost pro tzv. izotonni zobrazeni neboli homomorfismy poseti.

Jakkoliv umime rekonstruovat operace suprema a infima z usporadani, pokud
toto vzniklo z Booleovy algebry, neni pravda, ze by kazdy homomorfismus posett
byl automaticky homomorfismem pfislusnych algeber. Zkuste si najit pfiklad (staci
vklddat algebru se dvéma atomy do algebry s alesponl ¢tyfmi atomy)!

Véta. Kazdd konecnd Booleova algebra je izomorfni Booleové algebie K = 2M | kde
M je mnozina atomi v K.

DUKAZ. Dokonéim pozdéji. O
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4. Kédy (a sifry?)

Kédy a sifry spolu ¢asto tizce souvisi. Casto potiebujeme pienaset informace
a pritom zajistovat jejich spravnost. Nékdy staci zajistit, abychom poznali, zda je
informace nezménénd, a pri chybé si vyzadame informaci znovu, jindy potfebujeme
zajistit, aby chyby byly i opraveny bez nového ptrebnaseni spravy. To vse je tkol
kédovani. Pokud navic chceme, aby zpravu mohl ¢ist pouze adresat, potfebujeme i
tzv. sifrovanil

10.29. Kédovani. P¥i prenosu informace zpravidla dochdzi k jeji deformaci. Bu-
deme pro jednoduchost pracovat s modelem, kdy jednotlivé ¢astecky informace jsou
bud nuly nebo jednicky (tj. prvky v Zs) a pfenasime slova o k bitech. Obdobné po-
stupy jsou mozné nad kone¢nymi poli. Pfenosové chyby chceme

e rozpoznavat

e opravovat

a za tim ucelem pfidavame dodateénych n — k bitt informace pro pevné zvolené
n > k.

Vsech slov o k bitech je 2 a kazdé z nich ma jednoznaéné uréovat jedno kddové
slovo z 2™ moznych. Mame tedy jesté

on — ok —gk(gn—F _ 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tusit, Ze pro veliké k nam i maly pocet pridanych
bit dava hodné redundantni informace.

Uplné jednoduchym pitkladem je kod kontrolujici paritu. Kédové slovo o k + 1
bitech je urcené tak, aby pfidanim prvniho bitu byl zarucen sudy pocet jednicek ve
slove.

Pokud pfi prenosu dojde k lichému poctu chyb, prijdeme na to. Dvé rizna
kédova slova se pii tomto kédu vzdy lisi alesponi ve dvou pozicich, chybové slovo
se ale od dvou raznych kédovych slov lisi pouze v pozici jedné. Nemiizeme proto
umét chyby opravovat ani kdybychom védéli, ze doslo k pravé jedné. Prehledné jsou
vSechna mozna slova vidét na obrazku nize, kédova slova jsou zvyraznéna tuc¢nym
puntikem.

Navic neumime detekovat tak obvyklé chyby, jako je zdména dvou sousednich

hodnot ve slové.
011 111

001 101

010 110

10C
000

10.30. Vzdalenost slov.

Definice. Hammingova vzddlenost dvou slov je rovna poctu bitl, ve kterych se
lisi.

Véta. (1) Kdd odhaluje r a méné chyb prdvé, kdyZ je minimdlni Hammingova
vzdalenost kddovych slov prave r + 1.

5V letosnim semestru je o 4 prednasky méné nez obvykle, proto Sifry ted nebudou. . .
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(2) Kdd opravuje r a méné chyb pravé, kdyz je minimdalni Hammingova vzddlenost
kodovyjch slov prdvé 2r + 1.

DUKAZ. Obé tvrzeni jsou ziejma z preedchozi diskuse. O

10.31. Konstrukce polynomialnich kéda. K praktickému pouziti potfebujeme
efektivné konstruovat kédova slova tak, abychom je mezi vSemi slovy sladno roz-
poznali. Kontrolu parity jsme uz vidéli, dalsi trivialni moznost je prosté opakovani
bitd — napt. (3,1)-kdd bere jednotlivé bity a posild je t¥ikrat po sobé.

Docela systematickou cestou ke konstrukci kéda je vyuziti délitelnosti poly-
nomt. Zprava byb; ...bi_1 je reprezentovana jako polynom

m(z) =byg+bix+---+ b2

Definice. Necht p(x) = ag + -+ + a,_xz"* € Zs[7] je polynom s ap = 1, a,,_ =
1. Polynomidlni kod generovany polynomem p(x) je (n,k)-kéd jehoz slova jsou
polynomy stupné mensiho nez n délitelné p(x).

Zprava m(z) je zakédovana jako v(z) = r(z) + 2" *m(zx), kde r(x) je zbytek
po déleni polynomu 2"~ *m(x) polynomem p(x).

7 definice vime

k

v(x) = 2" m(z) +r(r) = q(2)p(z) + r(z) +r(z) = q(z)p(z).

Budou tedy vSechna kédova slova délitelnd p(z).
Puvodni zprava je obsazena piimo v polynomu v(x), takze dekédovani sprév-
ného slova je snadné.
Priklad. (1) Polynom p(z) = 1 + = generuje (n,n — 1)-kdéd kontroly parity pro
vSechna n > 3.

(2) Polynom p(z) = 1+ z + x? generuje (3,1)-kéd opakovani biti.

Prvni tvrzeni plyne z toho, Ze 1 + z déli polynom v(z) tehdy a jen tehdy, kdyz
v(l) = 0 a to nastane tehdy, kdyz je ve v(x) sudy pocet nenulovych koeficienti.
Druhé je zirejmé.

10.32. Detekce chyb. Pienos slova v € (Z3)™ dopadne pi{jmem polynomu
u(z) = v(z) + e(z)

kde e(x) je tzv. chybovy polynom repzentujici vektor chyby prenosu.
Chyba je rozpoznatelnd pouze, kdyZ generator kédu p(x) nedéli e(x). Méme
proto zajem o polynomy, které které nevystupuji jako délitelé zbytecné casto.

Definice. Ireducibilni polynom p(z) € Zs[x] stupné m se nazyva primitivni, jestlize
p(z) déli polynom (1 + 2*) pro k = 2™ — 1 ale nedéli jej pro Zadna mensi k.

Véta. Je-li p(x) primitivni polynom stupné m, pak pro vechna n < 2™ —1 rozpo-
zndvd prislusny (n,n —m)-kdd vsechny jednoduché a dvojité chyby.

DUKAz. Dukaz doplnim. O

Dausledek. Je-li q(x) primitivni polynom stupné m, pak pro véechna n < 2™ — 1
rozpozndvd (n,n —m — 1)-kdd generovany polynomem p(x) = q(z)(1 + ) vSechny
dvojité chyby a vsechna slova s lichym poctem chyb.
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Tabulka déva o informace o vysledcich predchozich dvou vét pro nékolik poly-

nomt:
primitivni polynom kontrolni bity délka slova
14z 422 2 3
1+z+a3 3 7
1+ x4+ 2t 4 15
1422 4 2° 5 31
1+x+af 6 63
1423+ 27 7 127
1422+ a3 + 2% + 28 8 255
1+ az* 4+ 29 9 511
1+a3+ 210 10 1023

N3astroje pro konstrukci primitivnich polynom dava teorie koneénych poli. Souvisi s tzv.
primitivnimi prvky v Galoisovych polich G(2™).

Ze stejné teorie Ize také dovodit pfijemnou realizaci déleni se zbytkem (tj.) ovéfovéni, zda
je prijaté slovo kédové, pomoci zpoZdovacich registri. Jde o jednoduchy obvod s tolika prvky,
kolik je stupen polynomuﬁ

10.33. Linearni kédy. Polynomidlni kédy lze efektivné popisovat také pomoci
elemnetarniho maticového poc¢tu. Vyjdeme z obecnéjsi definice, kterd pozaduje lie-
arni zavislost kdového slova na puvodni informaci:

Definice. Linedrni kod je injektivni linedrni zobrazeni g : (Z3)* — (Zo)™. Matice
G typu k/n reprezentujici toto zobrazeni v standardnich bazich se nazyvé generujici
matice kodu.

Pro kazdé slovo v je
u=G-v
prislusné kédové slovo.

Véta. Kazdy polynomialni (n, k)—kod je linedrni kod.

DUKAZ. Vyplyva piimo z vlastnosti déleni polynomu se zbytkem. (I
Napf. matice ptislusna k polynomu p(z) = 1+ x + 2% a odpovidajicimu (6, 3)—
kédu je

1 0 1

1 1 1

0 1 1

G = 1 00

0 10

0 0 1

10.34. Véta. Je-li g linedrni kodovdni s matici

o= (1)

potom zobrazeni h : (Zy)"™ — (7o) s matici
H= (I, P)

md nasledujici vlastnosti

6detaily pozdéji
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(1) Kerh=Imyg
(2) prijaté slovo u je kodové slovo prdvé, kdyz je H -u =0
DUkAz. Doddm pozdéji (je snadny) |
Matici H z véty se k& matice kontroly parity prilusného (n, k)-kdédu.
10.35. Samoopravné kédy. Jak jsme vidéli, ptenos zpravy u dava vysledek
v=u-+e.

To je ale nad Zs ekvivalentni e = u + v.

Pokud tedy zndme podprostor V' C (Zy)™ spravnych kédovych slov, vime u
kazdého vysledku, ze spravné slovo (s opravenymi priipadnymi chybami) je ve tfidé
rozkladu v 4+ V' v prostoru (Z2)"/V.

Zobrazeni h : (Zo)" — (Z2)" % ma V za jadro, proto indukuje injektivni li-
nearni zobrazeni h : (Z3)"/V — (Z2)"~*. Jeho hodnoty jsou jednoznaéné uréeny
hodnotami H - u.

Definice. Hodnota H - u se nazyva syndrom slova u.
Véta. Dvé slova jsou ve stejné tridé rozkladu uw+ V' prdave, kdyz sdili syndrom.

Samoopravné kédy lze konstruovat tak, ze pro kazdy syndrom urcime prvek v
prislusné t¥idé, ktery je nejvhodnéjsim slovem.

10.36. Poznamky o Sifrach. DOPLNIT!!!!



KAPITOLA 11

Statistické metody

Je statistika édsti matematiky?
- kdyZ ano, tak matematiky potrebuje hodné ...

11.1. Pravdépodobnost nebo statistika? Statistika v $irSim slova smyslu je
jakékoliv zpracovani ¢iselnych dat o néjakém souboru objektt a jejich vice ¢i méné
prehledné prezentace. V tomto smyslu hovoiime také o popisné statistice, kdyz
jsou zpracovavana a zpiehledfiovana data o vSech objektech daného souboru (napf.
ro¢ni pt{jmy vSech ob¢ant zpracovavané z kompletnich dat finan¢nich ufadi), a ma-
tematické statistice, kdyz matematickymi metodami zkouméame jen data mensiho
poctu objekti (napf. zjisfujeme tdaje o pfijmech pomoci dat ziskanych u nékolika
nahodile vybranych osob).

Podstatou matematické statistiky je pro prezentovand data zjistovat, jaké vlast-
nosti skuteéné maji objekty, které jou daty popisovany, a zaroven, jak vérohodné
odvozené vysledky jsou. Zpravidla pfitom jde o sbér a zpracovani dat o néjakém
souboru objektd, jejich naslednou analyzu a konecné o vysloveni disledkti pozo-
rovani pro rozsahlejsi soubor objektdl nez jsou ty, jejichz data jsme zpracovavali.
Jinak feceno, vysledkem prace matematického statistika je sdéleni o velkém souboru
objektd na zakladé studia malé (zpravidla ndhodné vybrané) ¢dsti z nich, spoleéné
s kvalitativnim odhadem vérohodnosti vysledného sdéleni.

Matematicka statistika se opird o teorii pravdépodobnosti, o které jsme néco
malo uvadéli na samotném pocatku nasi cesty matematikou, ve ¢tvrté ¢asti prvni
kapitoly. Zatimco teorie pravdépodobnosti se zabyva modely popisujicimi chovani
abstraktnich soubort (hovofili jsme o pravdépodobnosti jevi z jevového pole), sta-
tistika pracuje se skuteénym nidhodnym vybérem z néjakého zakladniho souboru
a poskytuje podklady pro vybér teoretického pravdépodobnostniho modelu, resp.
kvalitativni informace o jeho parametrech. Uvidime, Ze pfi zpracovavani statistic-
kych dat provadime v podstaté tikony popisné statistiky, teorii pravdépodobnosti
vsak potifebujeme pro vysloveni kvalitativnich idajt o vysledcich.

Ne nahodou se pravé k této ¢asti nasich motivacnich naznakt z prvni kapitoly
vracime az na samém konci nasich prednéasek. Statistikami je totiz dnes zaplaveno
kdejaké sdéleni, at uz v médiich, politické nebo odborné, nicméné porozumét obsahu
takového sdéleni a pochopit moznosti ¢i opravnénost vyuziti jednotlivych statistic-
kych metod a pojmu si vyzaduje mnoho znalosti z riznych oblasti matematiky,
kterymi jsme dosud prochazeli.

Piiklad. Za soubor objektt vezméme vSechny studenty této prednasky ,,Drsné
matematika®, jako Ciselny tdaj muzeme uvazovat

(1) ,pramérny pocet bodi“ dosazeny pii hodnoceni tohoto pfedmétu v minulém
semestru,

333
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(2) ,,priamérnou zndmku* dosazenou u zkousky z tohoto a z jinych pevné vybranych
predméti,

(3) cislend data vypovidajici o historii dfivéjsiho studia,

(4) pocet pracovnich hodin tydné odpracovanych studentem ¢ studentkou mimo
fakultu

a mnoho dalsich idaji. Zastavme se u prvniho tidaje. Samotny aritmeticky prameér
bodi ndm mnoho nefekne ani o kvalité prednasky ani o kvalité prednasejiciho ani o
samotném hodnoceni konkrétnich studetnti. Mozna nas bude vice zajimat hodnota,
ktera bude ,uprostied souboru“, tj. pocet bodti, pro které je stejné studenttt pod ni
a nad ni (nebo obdobné prvni a posledni ¢tvrtina, desetina apod.). VSem takovym
udajium fikame statistiky posuzované veliciny. V uvedenych piikladech se jim fika
medidan, kvartil, decil apod. Takové statistiky budou jisté zajimavé pro samotné
studenty a je docela jednoduché je zavést a spocist.

7 obecné zkusenosti nebo jako vysledek teoretickych ttvah mimo samotnou ma-
tematiku vime, Ze rozumné hodnoceni by na mélo mit tzv. normadlni rozdeleni. Tento
pojem patii do teorie pravdépodobnosti a k jeho zavedeni potfebujeme pomérné
dost matematiky. Porovnanim vysledku tfeba i docela malého nahodného vybéru
studenti s teoretickym predpokladem mtzeme zjistit odhad parametri takového
rozdéleni a ¢init zavéry, zda je celé hodnoceni postaveno rozumné. Zaroven lze z
¢iselnych hodnot nasich statistik pro konkrétni vybér kvalitativné popsat vérohod-
nost nasich zavéra. Stejné tak budeme umét spocist statistiky, které nebudou me-
Fit polohy uvnit¥ daného statistického souboru ale variabilitu sledovanych hodnot.
Tak napriklad kdyz vysledky hodnoceni nebudou vykazovat dostatecnou variabi-
litu, pficemz studenti jisté riizné vykony prokazuji, jde opét o naznak, ze je néco v
neporadku.

Daleko zajimavéjsi vyvody ovsem miizeme ¢init, kdyz porovnanim statistik pro
rizné veliciny uvedené vyse budeme moci dovozovat informace o souvislostech.
Pokud napt. neexistuje zadna dolozitelna souvislost mezi historii pfedchoziho studia
a vysledky v dané prednésce, je jednim z moznych vysvétleni vivod, Ze je prednaska
prosté Spatna.

Zamysleme se nad zavéry nasich tivodnich tivah:

e V matematice pracujeme s abstraktnim matematickjm popisem pravdépodob-
nosti.

e Vyvody pro konktrétni soubory dat, pro které je zvoleny model relevantni, dava
matematicka statistika.

e To, zda je takovy popis adekvatni pro konkrétni vybér dat, je také mozné
podpofit nebo zavrhnout pomoci metod matematické statistiky.

Nez se pustime do elementarniho naznaku statistickych postupi, budeme se
vénovat chvili matematické pravdépodobnosti.

1. Pravdépodobnost

11.2. Jevova pole. Pred dalsim ¢tenim lze ¢tenaitim viele doporudit zopakovani
obsahu étvrté ¢asti prvni kapitoly (tj. odstavce . Tehdy jsme pracovali
prevazné s tzv. klasickou kone¢nou pravdépodobnosti zavedli jsme zdklady forma-
lismu, ktery nyni zobrecnime. Hlavni zménou bude, ze nas zédkladni prostor 2 uz
nebude obecné obsahovat jen koneéné mnoho prvki.
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Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 vSech moznych
vysledkt, kterou nazyvame zdkladni prostor. Prvky w € ) predstavuji jednotlivé
mozné vysledky. Systém podmnozin A zékladniho prostoru se nazyva jevové pole a
jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize

o () € A, tj. zdkladni prostor, je jevem,

e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich mnoZinovy
rozdil,

e je-li A; € A, i € I, nejvySe spocetny systém jevil, pak také jejich sjednoceni je

jevem, tj. U;erA; € A.

V souladu s obvyklymi verbalnimi popisy skutec¢nych problémt pouzivame také
nasledujici terminologii:

e Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame opacny jev k jevu

A.

e Prinik dvou jevl opét jevem, protoze pro kazdé dvé podmnoziny A, B C )
plati
A\ (2\ B)=ANnB.

Jevové pole je tedy systém podmnozin zakladniho prostoru uzavieny na ko-
necné priniky, spocetné sjednoceni a mnozinové rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Jako priklad, pro¢ ndm i u zdanlivé klasickych problému nestaci konecné kla-
sicka pravdépodobnost, mizeme promyslet tfeba experiment, ve kterém opakované
hazime minci dokud nepadne lic. Ptame se, jaka je pravdépodobnost, ze budeme
héazet pravé 3-krat nebo prave 35-krat nebo nejvys 10-krat apod. Elementarni jevy
jsou tedy tvaru wy € N>j U{oo}, které slovné vyjadiujeme ,lic padne poprvé pravé
v k—tém hodu“.

Zjevné muzeme takovy problém dobte zvladat, kdyz vyjdeme z pravdépodob-
nosti 0,5 pro obé mozné strany mince pfi jednom hodu, nemizeme ale v abstraktnim
modelu vyloucit moznost neustalych rubt a uz viitbec ne omezit celkovy pocet hodu
néjakym povnym prirozenym c¢islem N. Na druhé strané, oc¢ekavana pravdépodob-
nost, ze padne pravé (k — 1)-krét rub v n > k pokusech je ddna zlomkem

271,—k

2n
kde v citateli je poCet moznosti priznivych z n nezéavislych hodu (tj. moznosti jak
rozestavit dvé hodnoty do n — k pozic) a ve jmenovateli je pocet vSech moznosti
vysledki. Podle ocekavani tato pravdépodobnost nezavisi na zvoleném n a plati
Sy 2% = 1 a tedy musi byt pravdépodobnost neustalého opakovani rubu nulova.

=27k

11.3. Pravdépodobnostni prostor. Souvislosti s popisem skute¢nych jevi a je-
jich formalnim pravdépodobnostnim popisem vedou k definicim:

e cely zdkladni prostor Q se nazyva jisty jev, prazdnd podmnoZina ) € A se
nazyva memozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} € 2 se nazyvaji elementdrni jevy,

o spolecné nastoupent jevi A;, i € I, odpovida jevu N;erA;, nastoupeni alespori
jednoho z jevi A;, i € I, odpovida jevu U;crA;,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,

e jev A ma za dusledek jev B, kdyz A C B,

o je-li A€ A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacény jev k jevu A, piSeme B = A°.
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Konecné umime popsat, co je v nasem matematickém modelu pravdépodobnost:

Definice. Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin (koneéného) zé-
kladniho prostoru 2, na kterém je definovana skalarni funkce P : A — R s nésle-
dujicimi vlastnosti:
e je nezdpornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(Uies4i) = > ;c; P(A;), pro kazdy nejvyse spocetny systém
po dvou neslucitelnych jevii,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazjvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£2,.4).

Priklad takto definované pravdépodobnosti na nekoneéné mnoziné elementéar-
nich jevi jsme vidéli na konci predchoziho odstavce.
Jako pfimé dusledky nasi definice vidime, Ze pro vSechny jevy plati

P(A°) =1 - P(A).

Zduraznéme také, ze additivnost plati pro jakykoliv spocetny pocet neslucitelnych
jeva A; C Qi € 1, tj.

P(Uic1Ai) = > P(A;), kdykoliv je AN A; =0, # j,i,j €I
iel
Piipomenime si dale klasickou konecnou pravdépodobnost: Necht €2 je konecny
zékladni prostor a nechf jevové pole A je pravé systém vsech podmnozin v Q. Kla-

sickd pravdépodobnost je pravdépodobnostni prostor (2, A, P) s pravdépodobnostni
funkci P: A — R,
W

1€

Zjevné takto zadana funkce skuteéné definuje pravdépodobnost.

P(A)

11.4. Peterburgsky paradox. (Bernoulli, 1738) Typicky ptiklad klasické prav-
dépodobnosti jsou jevy souvisejici s hazenim minci. Predstavme si nasledujici pra-
vidla kasina:

Navstévnik zaplati vklad C' a poté hazi minci. Je-li T' poc¢et hodu potiebnych
k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 27. Jaka je ,fér hodnota® pro vklad C?

Pravdépodobnostni model pro tuto hru jsme zavedli na konci Pravdé-
podobnost, ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto P(T = k) = 27F.
Secteme-li viechny pravdépodobnosti vysledkii vynasobené vyhrami 2*, dostaneme
Y171 = oo. Zda se proto, ze se vyplati vlozit i velky vklad. ..

Ve skutecnosti simulaci hry zjistime, Ze nezavisle na poctu pokust se prakticky
vsechny vyhry budou pohybovat v rozmezi 3 az 6. Divodem je, ze vysoké vyhry jsou
velice nepravdépodobné a proto je prfi readlnych tvahach nelze brat vazné. Zkuste si
promyslet zdivodnéni podrobnéji.

11.5. Podminéna pravdépodobnost. Obvyklé je klast dotazy s dodatecénou
podminkou. Napf. ,jakd je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvémi kostkami padly
dveé pétky, je-li soucet hodnot deset?*. Pfipomeneme, ze formalizovat takové tvahy
umime nasledovné.
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Definice. Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu
A € A vzhledem k hypotéze H je definovana vztahem
P(ANH)
P(A|lH) = ————

Definice odpovida pozadavku, Ze jevy A a H nastanou zaroven, za predpokladu,
Ze A nastal s pravdépodobnosti P(AN H)/P(A).
Je také vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé tehdy a jen
tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Pfepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame
P(ANB)=P(BnNA)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).
Véta (Bayesovy véty). Pro pravdépodobnost jevi A a B plati
P(A)P(B|A)
1 P(AB)=—F—~—+
P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(A")P(B|A")’
DUKAZ. Prvni tvrzeni je pfepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
doszenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A")P(B|4’). O

(2) P(A|B) =

11.6. Priklad — preventivni screening. Piedpokladejme, Ze krevni test na HIV
pozitivni osoby mé 99% spravnost v pripadé osoby skuteéné HIV pozitivni. Zaroven
predpokladejme, ze u HIV negativni osoby dopadne test pozitivné v 0.2% pripadi.

Néhodné z populace vybereme osobu a otestujeme pozitivné. S jakou pravdé-
podobnosti je skutecné HIV pozitvni, jestlize ¢etnost vyskytu HIV v populaci je p
promile (tj. p osob z tisice je skutecné HIV pozitivni).

Oznac¢me A jev, ze je dana osoba HIV pozitivni, a B jev, ze dand osoba ma
pozitivni test. Dle druhé Bayesovy véty je hledana pravdépodobnost

/1000 - 99/100
/1000 - 99/100 + (1000 — p)/1000 - 2/1000°

Jestlize zvolime za p né€jaké konkrétni Cetnosti, dostaneme pfislusné ocekavatelné
spolehlivosti testu. V nésledujici tabulce je spoéten vysledek pro 100 promile (tj.
jeden z deseti je nemocny), pro 10 promile (tj. kazdy sty ¢lovék je infikovan), 1
promile a 1/10 promile (tj. pouze jeden z deseti tisic je infikovdn — to asi muze
odpovidat realité).

P(A|B) =

p | 100 10 1 0.1
P(A|B) ‘ 0.982 0.8333 0.3313 0.0471

Vysledek asi neodpovida nasi intuici a muze se zdat Sokujici ve vztahu k pouziti
takovychto testti. V pfipadé 0,1 promile nakazenych lidi totiz pfi pozitivnim testu
neméame ani 5% pravdépodobnost, ze je dotéend osoba skutecéné infikovana.

Vsimnéme si také, ze i 100% Géinny test pii testu pozitvni osoby v podstaté
neovlivni vysledné pravdépodobnosti.

Evidentné prosty vybér ndhodné osoby a pouZiti jediného testu, byt velmi cit-
livého, specifického a u¢inného, nejsou vhodné ani na otestovani skutecného stavu
populace, ani na preventivni vysSetieni jednotlivcti, pokud nemame dalsi podptrné
informace a lepsi néstroje.
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Pravé matematicka statistika dava nastroje na kvalifikovanéjsi postupy v me-
dicinské i pramyslové diagnostice, ekonomickych modelech, vyhodnocovani experi-
mentalnich dat atd. Opiraji se vétSinou o nékolik parametri, které k danému jevu
pfifazujeme a prii praktickém vyhodnocovéani je zjistujeme a zpracovavame. Jsou
obdobou obyc¢ejnych funkci, potfebujeme je ale vztahnout k danému prvdépodob-
nostnimu prostoru.

11.7. Nahodné veliéiny. Vratme se k jednoduchému a nédzornému piikladu sta-
tistik kolem vysledkt studentfﬂ v daném predmétu. Ten je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pri hazeni kostkou.

Na jedné strané mame pouze konecny pocet studentii a pfipustili jsme pouze
koneény pocet moznych bodovych hodnoceni prace studenta za semestr (celd ¢isla
od 0 do 20). Zarovei ale neni patrné vhodné pfedstavovat si vysledky jednotlivych
studenti jako analogii nezavislého hazeni pravidelnou kostkou (jednak neexituje
pravidelny 21-stén, ale hlavné by to byla skuteéné divné vedend pfednaska). Na
zékladnim (koneéném) prostoru  vSech studentd mame ve skute¢nosti definovanu
funkci bodového ohodnoceni X : 2 — R, kterd méa tu vlastnost, ze miuzeme mode-
lovat pravdépodobnosti, ze jeji hodnota pfi ndhodném vybéru studenta padne do
predem zvoleného intervalu. Napf. mtuzeme chtit modelovat pravdépodobnost, ze
student uspél s hodnocenim A nebo B.

Je to typicky priklad ndhodné veliciny a kazda takovd ndhodna veli¢ina je spo-
jena s vhodnou mnozinou jevi. V nasem prikladé bychom tedy méli umét fici prav-
dépodobnost pro kterykoliv interval (a,b) C [0, 20] s redlnymi ¢isly a, b a uzavienymi
i otevienymi konci intervalu. Patrné bychom od rozumné vedené prednasky a dob-
rych studenttt ocekévali, Ze nejvyssi pravdépodobnost vysledku bude lezet nékde
uprostied skaly v ,,aspésném intervalu®, zatimco idedlni vysledek plného bodového
zisku pftilis pravdépodobny nebude.

I obecné pro takové ciselné veli¢iny X na zakladnim prostoru pozadujeme,
abychom mohli pracovat s pravdépodobnostmi prislusnosti hodnoty X do pfedem
zadaného intervalu. Musime proto uvést do souladu pozadavky na pravdépodob-
nostni prostor s vlastnostmi takovych funkci:

Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole BB obsahujici viechny k-rozmérné
intervaly. Mnozinam v B iikdme Borelovské mnoZiny na R¥. Specielné pro k = 1
pujde o vSechny mnoziny, které ze vSech intervalti obdrzime kone¢nymi pruniky a
nejvyse spocetnymi sjednocenimi. E|

Definice. Ndhodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je ta-
kova funkce X : Q@ — R, ze vzor X !(B) patii do A pro kazdou Borelovskou
mnozinu B € B na R. Reédlna funkce Px(B) = P(X!(B)) definovana na vsech
Borelovskych mnozindch B C R se nazyva rozdéleni (pravdépodobnosti) ndhodné
veliciny X

Vsimnéme si, ze pro klasickou kone¢nou pravdépodobnost je ndhodnou velici-
nou kazda realna funkce X : Q@ — R. Skuteéné, na koneéné mnoziné €2 nabyva X
jen kone¢né mnoho hodnot a kazd4 podmnozina v € je jevovym prostorem.

1Myslime samoziejmé na ,studenty a studentky“, pro zestrucnéni textu ale pouzivam po-
dobné jako v legislativnich textech bezpohlavni oznaé¢ni ,student®

2V této souvislosti se Easto také hovoii o tzv. o—algebre Borelovsky meéritelnych mnozin na
RF a nasledujici definici lze formulovat tak, Ze ndhodné veli¢iny jsou Borelovsky méfitelné funkce.
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Rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in zadavame nejcastéji pomoci
pravidla, jak roste pravdépodobnost s prirtistkem intervalu B:

11.8. Distribuéni funkce. Definice ndhodné veli¢iny zajistuje, Ze pro vSechny
—00 < a < b < oo existuji pravdépodobnost P(a < X < b), kde pouzivame strucné
znadeni pro jev A = (w € ; a < X(w) < b)). Stejné tak existuji pravdépodobnosti
pro hodnoty v intervalech uzavienych nebo z jedné strany uzavienych.

Definice. Distribucni funkci ndhodné veliciny X je funkce F : R — R definovana
pro vSechny z € R Vztaherrﬁ

F(z) = P(X < 2).

11.9. Diskrétni a spojité nahodné veli¢iny. Nahodné veli¢iny se chovaji za-
sadné odlisné podle toho, jestli je veskera nenulova pravdépodobnost ,soustfedéna
do nékolika koneénych hodnot* nebo je naopak ,spojité rozprostiena“ po (¢asti)
realné osy.

Predpokladejme nejprve, ze nahodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim pro-
storu (9, A, P) nabyva jen koneéné mnoha hodnot x1,xs, ..., z, € R. Pak existuje
tzv. pravdépodobnostni funkce f(x) takova, Ze

P(X=2) z=u
flay= { P T o=
0 jinak.
Evidentné Y7 | f(z;) = 1 a pro rozdéleni pravdépodobnosti plati
PXB) = Y f(a)
x;,€EB
a tedy zejména je distribuéni funkce tvaru
Fx(t) =Y f(z:).
x; <t
Rikédme, Ze X je diskrétni ndhodnd veli¢ina.

Kazda nadhodna veli¢ina definovand pro klasickou pravdépodobnost je diskrétni.

Obdobné lze definici pravdépodobnostni funkce rozsifit na veli¢iny se spocetné
mnoha hodnotami. Pracujeme pak s nekone¢nymi fadami a musime hlidat peclivé
jejich konvergenci.

I kdyz hodnoty nédhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, mtizeme postupovat po-
dobné s uzitim idei diferencialniho a integralniho poc¢tu. Intuitivné lze pfi infinite-
simalni zméné hodnoty = o dx uvazovat takto: hustotu f(x) pravdépodobnosti pro
X si predstavime jako

Pz < X <z+dzx)= f(z)de.

To znamena, Ze chceme pro —oo < a < b < o

b
(%) Pla<X<b)= / f(z)dz.

Definice. Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota pravdépodobnosti
splitujici (), se nazyva spojitd ndhodnd velicina.

3V literatute se stejné Casto potkavame také s definici s neostrou nerovnosti, tj. pravdépo-
dobnost P(X = z) je je$té zapocltena také.
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11.10. Véta. Necht X je nahodnd velicina, F(x) je jeji distribucni funkce.

(1) F je zleva spojitcﬁ, lim, , oo =0 alim, ..o =1.

(2) Vidy plati P(a < X < b) = F(b) — F(a).

(3) Je-li X diskrétni s hodnotami x1,...,%,, pak je F(x) po édstech konstantnt,
F(x) =3, . P(X =2;) a F(z) =1 kdykoliv x > x,.

(4) Je-li X spojitd, pak je F(x) diferencovatelnd a jeji derivace se rovnd hustoté
pravdépodobnosti X, tj. plati F'(x) = f(z).

DUKAZ. Dodam pozdéji. .. O

11.11. Dusledek. Distribucni funkce nahodné veliciny ma vidy nejvyse spocetné
mnoho bodiu nespojitosti.

DUKAZ. Dodam pozdéji. .. O

Dodat poznamku o distribuci u veli¢in, které maji spojité i diskrétni chovani soucasné
(Riemann—Stieltjesiiv integral a néco malo o mie).

11.12. Priklady diskrétnich rozdéleni. Pozadavky na vlastnosti rozdéleni na-
hodnych veli¢in zpravidla vychazi z modelovanych situaci a ve skute¢nosti pak ani
nemame moc moznosti, jak rozdéleni pravdépodobnosti mize vypadat.

Uvedeme nejprve nékolik jednoduchych diskrétnich rozdéleni.
Degenerované rozdéleni Dg(x). Toto rozdéleni odpovidd konstantni hodnoté
X = p. Distribuc¢ni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx jsou tedy rovny

0 t<p 1 t=up
FX(t):{l t>u fX(t):{o jinak ’

Alternativni rozdéleni A(p) popisuje pokus s pouze dvéma moznymi vysledky,
kterym budeme fikat zdar a nezdar. Nahodné veli¢iné X pro urcitost pritadime
hodnotu 0 pro nezdar a 1 pro zdar. Pokud ma zdar pravdépodobnost p, pak nezdar
musi mit pravdépodobnost 1 —p. Jsou tedy distribuc¢ni a pravdépodobnostni funkce
tvaru:

0 t<0 p t=1
Fx(t)={1-p 0<t<1 fx®)=<{1-p t=0.
1 t>1 0 jinak

Binomické rozdéleni Bi(n,p) odpovidd n—krat nezdvisle opakovanému pokusu
popsanému alternativnim rozdélenim, pri¢emz nase nahodné veli¢ina méri pocet
zdart. Je tedy zjevné, ze pravdépodobnostni funkce bude mit nenulové hodnoty
pravé v celych ¢islech 0, ..., n odpovidajicim celkovému poctu tspéchi v pokusech
(a nezalezi ndm na potadi). Je tedy

Y H(] )it ;
fX(t):{ét)p (1-p) ;Eai{{(),l,..., }

Na obrazku jsou pravdépodobnostni funkece pro Bi(50, 0.2), Bi(50, 0.5) a Bi(50, 0.9).
Rozdéleni pravdépodobnosti dobfe odpovida intuici, ze nejvice vysledka bude blizko
u hodnoty np:

4Pokud definujeme distribuéni funkci s neostrou nerovnosti, bude naopak zprava spojita,
ostatni tvrzeni této véty zustavaji v platnosti beze zmeény.
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T 1
w a =

S binomickym rozdélenim se potkavame velice ¢asto v praktickych tlohéch.
Jednou z nich je popis ndhodné veli¢iny, kterd popisuje pocet X predmétu v jedné
zvolené prihradek z n moznych, do nichz jsme nahodné rozdélili r predméti. Umis-
téni kteréhokoliv pfedmétu do pevné zvolené piihradky ma pravdépodobnost 1/n
(kazd4 z nich je stejné pravdépodobnd). Zjevné tedy bude pro jakykoliv pocet
k=0,....,r

=) (Y (-2 - ()

jde proto o rozlozeni X typu Bi(r, 1/n).

Jestlize ndam bude vzristat pocet pfihrddek n spole¢né s poctem predmétid r, tak, Ze v
priméru nam na kazdou pFihrddku bude pfipadat (pfiblizné) stejny pocet prvklii A\, mizeme
dobre vyjadrit chovani naseho rozdéleni veli¢in X, pfi limitnim prechodu n — oco. Takovéto
chovani popisuje napf. fyzikalni soustavy s velikym poctem molekul plynu. Standardni Gpravy
(s fadnym pfipomenutim analyzy funkci jedné proménné!) vedou pfi limp, oo 7n/n = A k
vysledku:

rn—k
lim P(X, =k)= lim (::) (=™

n—00 n—oo nrn
~ lim P(tn —1) .. (rn —k+1) 1 L n
A (n— 1)k ] n
k _ ™ \ Tn
= ﬁnhngo (1 + —= )
¥
Tk

protoze obecné funkce (1 + z/n)™ konverguji stejnomérné k funkci e” na kazdém omezeném
intervalu v R.
Poissonovo rozdéleni Po(\) popisuje ndhodné veli¢iny s pravdépodobnostni funkci

AP
= teN
t) = k!
Sx(®) {O jinak.

Jak jsme odvodili vyse, toto diskrétni rozdéleni (rozlozené do nekoneéné mnoha
bodt) dobfe aproximuje binomicka rozlozeni Bi(n, A\/n) pro konstantni A > 0 a
veliké n.
Primym vypoctem snadno ovéiime, ze
o0
A Y AF —A+A
fo(k): e =e Zgze =1.
k=0 k

k
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Takové chovani lze ocekavat pii sledovani vyskytu jevil v prostoru s konstatni
ocekavanou hustotou na jednotku objemu (nap¥. pii sledovéni vyskytu bakterii
na sklicku pod mikroskopem, které se stejné pravdépodobné vyskytuji v kterékoliv
jeho ¢4sti). Je-li ,primérna hustota vyskytu“ v jednotkové plose A, pak pti rozdéleni
celé oblasti na n stejnych ¢asti bude vyskyt &k jevi v jedné vybrané ¢asti modelovan
nahodnou veli¢inou X s Poissonovym rozdélenim. Takovéto pozorovani pri praktické
diagnostice v biochemické laboratori umozni vypocet docela presného celkového
poctu bakterii ve vzorku ze skutecného poc¢tu odecteného jen v nékolika ndhodné
vybranych maljch ¢astech vzorku.

Dalsi pripak vyskytu Poissonova rozdéleni jsou udalosti, které se vyskytuji na-
hodné v ¢ase a pritom pravdépodobnost vyskytu v nasledujicim ¢asovém intervalu
o jednotkové délce nezavisi na predchozi historii a je rovna stale stejné hodnoté
A. Oznac¢me si nahodnou veli¢inu X; vycislujici pocet vyskytu sledovaného jevu v
intervalu [0, ¢).

Presnéji feceno, pozadujeme aby

e pravdépodobnost udalosti v kazdém &asovém Gseku o délce h byla rovna A\ + o(h)

e pravdépodobnost vice nez jedné udalosti v ¢asovém Gseku délky h je o(h)

e jevy [X¢ = j] a [Xi4n — Xt = k] jsou nezdvislé pro viechny j,k € Na t,h > 0.
Oznadime-li si funkce pi(t) = P(X; = k), k € N, a poloZime pFirozené okrajové podminky
pe(0) =0 pro k > 0 a po(0) = 1, pak limitnimi pfechody s vyuZitim predchozich podminek

po(t) = —Apo(t), t >0, po(0) =1
Pi(t) = =Apk(t) + Apr—1(t), t >0, k>0, px(0) = 0.

To je nekonedny (!) systém oby&ejnych diferencidlnich rovnic s po¢ateéni podminkou, z nichz
prvni ma jediné fedeni po(t) = e~ *'. Pak okamzité miizeme dosadit a vyresit druhou a obdrzime
p1(t) = Xte ™. Matematickou indukci ted u# snadno dovodime, Ze ve skutenosti ma cely
systém jediné Feseni a to

(A"

pe(t) =
Ovéfili jsme tedy, ze pro kazdy proces spliiujici tfi vySe uvedené vlastnosti ma ndhodnad velic¢ina
X uddvaji polet vyskytli v Easovém intervalu [0, t) rozdéleni Po(At).
V praxi jsou takové procesy spojeny napft. s poruchovosti stroji a zafizeni.

e ™M t>0, keN.

11.13. Priklady spojitych rozdéleni. Nejjednodusim piikladem spojitého roz-
déleni je tzv. rovnomérné rozdéleni. Na ném lze dobfe ilustrovat, Ze pii jedno-
duse formulovaném pozadavku na chovani rozdéleni ndm nezbude moc prostoru pro
jeho definici. Nyni chceme, aby pravdépodobnost kazdé hodnoty v predem daném
intervalu (a,b) C R byla stejné, tj. hustota fx naSeho rozdéleni ndhodné veli¢iny
X ma byt konstantni. Pak ovsem jsou pro libovolna realné ¢isla —oco < a < b < oo
jen jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
fx(t) =1 3= te(ab) Fx(t)=q &2 te(a,b)
0 t > b, 1 t>b.

Exponencialni rozdéleni ex()) je dalsim rozdélenim, které je snadno uréeno
pozadovanymi vlastnostmi ndhodné veli¢iny. Predpokladejme, Ze sledujeme vyskyt
nahodného jevu tak, ze vyskyty v neprekryvajicich se intervalech jsou nezavislé. Je-
li tedy P(t) pravdépodobnost, Ze jev nenastane béhem intervalu délky ¢, pak nutné
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P(t+s) = P(t)P(s) pro vSechna t,s > 0. Pfedpokladdejme navic diferencovatelnost
funkce P a P(0) = 1. Pak jisté In P(t + s) = In P(¢) + In P(s), takZe limitnim
prechodem

lim In P(t + s) — In P(t)

s—04 S

= P'(0).

Oznac¢me si spo¢tenou derivaci zprava v nule jako —\ € R. Pak tedy pro P(t) plati
In P(t) = —At + C a pocateéni podminka dava jediné FeSeni

P(t) = e M.

Vsimnéme si, Ze z definice nasich objekt vyplyva, ze A > 0.
Nyni uvazme ndhodnou veli¢inu X udévajici (ndhodny) okamzik, kdy néas jev
poprvé nastane. Ziejmé tedy je distribu¢ni funkce rozdéleni pro X déana

l—e ™ t>0
Fx(t)=1—-P(t) =
x(t) = 1 P(1) {0 i
Je vidét, ze skutecné jde rostouci funkci s hodnotami mezi nulou a jednickou a
spravnymi limitami v +oo.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribu¢ni funkce, tj.

= de M >0
X7 o t<0.

Normalni rozdéleni je ze vSech nejdulezitéjsi. Jestlize v binomidlnim roz-
déleni zachovame konstatni Uspésnost p, ale budeme pridavat pocet pokusi n,
bude pravdépodobnostni funkce kupodivu pofadd mit podobny tvar (i kdyz jiné
rozméry). Na obrazku pii rostoucim n se budou vynesené bodové hodnoty slivat do
kiivky, pro hodnoty Bi(500,0.5) a Bi(5000,0.5) je vysledek vidét na obrazku nize,
rozdéleni Bi(50,0.5) jsme vidéli difve. Tteti kiivka na obrazku je grafem funkce

flz) = e=7"/2,

3
—

00000999000003000005000000500005000,
B s

g
BN
gl

150 2 B S a0 P o0 a0 0 e e B 10

g

Podbizi se proto hledat vhodné spojité rozdéleni, které by meélo hustotu da-
nou néjakou obdobnou funkci. Protoze je e’ /2 vzdy kladné funkce, potfebovali
bychom spocist f; e~"/2 dx co# neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je vsak
mozné (i kdyZz ne tplné snadné) ovéfit, Ze pFislusny nevlastni integral konverguje k
hodnoté

/ e /2y = V2.
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Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni mutze byt

1
fx(z) = —¢".
(2) = —=
Rozdéleni s touto hustotou se nazyva normdini rozdéleni N(0, 1). P¥islusnou distri-
buéni funkci

Fx(x) = / e /2 dy

nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkei, presto se s ni numericky bézné pocita
(pomoci tabulek nebo softwarovych aplikaci).

Hustoté fx se také casto rikd Gaussova kFivka.

Abychom uméli pofadnéji sformulovat asymptotickou blizkost norméniho a bi-
nomického rozdéleni pro n — oo, musime si vytvorit dalsi nastroje pro praci s
nahodnymi veli¢inami. Budeme k tomu pouzivat funkce dvojim riznym zpusobem.

11.14. Funkce nahodnych veli¢in. Misto ndhodné veli¢iny X, napf. ,ro¢ni plat
zaméstnance®, budeme vy¢islovat jinou zévislou hodnotu ¢ (X), napf. ,rocni ¢isty
pfijem zaméstnance po zdanéni a vcetné socidlnich davek“. V systému se znacnou
socialni solidaritou je prvni veli¢ina hodné variabilni, zatimco druha mutize byt skoro
konstantni. Statisticky se proto budou znac¢né odliSovat.

Nejjednodussi funkci, po konstantach, je afinni zavislost

Y(x) =a+ bz

s konstatnimi a,b € R, b # 0. Je-li fx(z) pravdépodobnostni funkce nadhodné
veli¢iny s diskrétnim rozdélenim, snadno se vypocte

Focx) () = P((X) Z fx
x;)=y

V pripadé afinni zévislosti z = %(y — a) je proto pravdépodobnostni funkce nenu-

lova pravé v bodech y; = ax; + b. V pfipadé rozdéleni X,, typu Bi(n,p) pfevadi
transformace
x=yy/np(l—p)+np

nahodnou veli¢inu X,, na rozdéleni Y,, s distribu¢ni funkei blizkou distribu¢ni funkci
spojitého rozdéleni N(0,1).

Podobné zkusme opacnou transformaci provést na veli¢inu Y s normalnim roz-
délenim N(0,1). Pro pevné zvolend ¢isla u,0 € R, o > 0 spo¢téme rozdéleni né-
hodné veli¢iny Z = i 4+ oY . Dostavame distribu¢ni funkci

Fz(z)=P(Z < z) = P(/A—i—aY < z)

zp

= FY / \/i _t2/2 dt

_ (z—p)?
:/ 7e 202 dx,
—oo V2TO

kde posledni tprava vychazi ze substituce x = pu 4 ot. Hustota nasi nové ndhodné
veli¢iny Z je proto

f 1 _ (I—I;)2
z = e 20
2mo

a takovému rozdéleni se fikd normalni typu N(u, o).
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11.15. Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in. Pii statistickém zkoumani
hodnot ndhodnych veli¢in (napf. zpracovani vysledk néjakého méfeni) hleddme
vypovédi o ndhodné veli¢iné pomoci riznych z ni odvozenych ¢isel.

Jako nejjednodussi priklad muze slouzit stredni hodnota EX nédhodné veli¢iny
X, kterd je definovana

EX — i wifx(xi) pro diskrétni veli¢inu
J=5 afx(x)dz  pro spojitou veli¢inu.

Obecné stiedni hodnota nahodnych veli¢in nemusi existovat, protoze prislusné sumy
¢éi integraly nemusi konvergovat. Obvykle fikame, ze stfedni hodnota existuje, kdyz
nastava absolutni konvergence.

Stfedni hodnotu mizeme p¥imo vyjadiit také pro funkce Y = ¢(X) ndhodné
veliciny X. V diskrétnim pripadé mizeme pfimo spocist

EY =Y y;P(Y =)
J

:Zyj Y. P(X =g

U(zi)=y;

- Zq/;(xq;)P(X = 7).

Je tedy E4(X) pfimo spocitatelnd pomoci pravdépodobnostni funkce fx.
Podobné vyjadiujeme stfedni hodnotu funkce ze spojité nahodné velic¢iny:

Bo(x) = [ " (@) x (@)

pokud tento integral absolutné konverguje.

Dalsimi uzite¢nymi charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze monotoéni
distribuéni funkci Fx (tj. spojitou ndhodnou veli¢inu X s vSude nenulovou hus-
totou, jako je tomu napf. u normdlniho rozdéleni) jde prosté o inverzni funkci
Fy':(0,1) — R. To znamens, Ze hodnota y = F~'(a) je takova, ze P(X < y) = a.

Obecnéji, je-li Fx(x) distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X, pak definujeme
kvantilovou funkci

F~'(a) =inf{z € R; F(z) > a}, a € (0,1).

Ziejmé jde o zobecnéni predchozi definice.

Nejcastéji jsou pouzivané kvantily s o = 0.5, tzv. medidn, s a = 0.25, tzv.
prond kvartil, « = 0.75, tzv. treti kvartil, a podobné pro decily a percentily (kdy
je « rovno nasobkim desetin a setin). K témto hodnotdm se vratime v popisné
statistice pozdéji.

11.16. Stifedni hodnoty nékterych rozloZeni. Spoctéme si nejprve stiedni
hodnotu ndhodné veli¢iny X s rozdélenim Bi(n, p).

11.17. Elementarni vlastnosti stfedni hodnoty.
11.18. Nahodné vektory.
11.19. Rozptyl a smérodatni odchylka.

11.20. Momenty a momentova funkce rozdéleni.
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Kovariance.

Piehled rozdéleni odvozenych od normalniho.

Limitni vlastnosti.
Véta (Centralni limitni véta).
2. Popisna statistika

Soubor hodnot a jeho popis.
Ciselné charakteristiky polohové.
Miry variability souboru.
Dalsi vybérové koeficienty.
Diagramy.

3. Matematicka statistika
Vybéry z populace.
Poznamky o statistické indukci.
Poznamky o testovani hypotéz.
Poznamky o linearnich modelech.

Zavérecéné poznamky.
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