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0. Zakladné pojmy z logiky a teérie mnozin

V tejto kapitole zavedieme niektoré zakladné logické a mnozinové pojmy a dohodneme
sa na Standardnej symbolike, ktorti budeme dalej pouzivat. Nebudeme vSak systematic-
ky budovat aziomaticki tedriu mnoZin, prave naopak, s mnozinami budeme narabat skor
intutivne. Citatel, ktory zakladné mnozinové pojmy ovlada, méze tito kapitolu vynechat,
pripadne ju len letmo prelistovat, aby sa obozndmil s nasou terminolégiou a symbolikou.

0.1. Logické spojky a kvantifikatory

Kvoli prehladnosti budeme niektoré matematické tvrdenia zapisovat v symbolickej podobe
ako matematické formuly. S prikladmi roznych formil sa eSte stretneme. V tejto chvili
sa zameriame len na sposob, ako mozno z danych tvrdeni ¢ formul tvorif nové pomocou
logickych spojok a kvantifikdtorov.

Nech P, () st Iubovolné tvrdenia.

(a) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked tvrdenie P je nepravdivé, nazyvame
negaciou tvrdenia P, znacime ho —P a ¢itame ho ,nie P“, pripadne ,non P“.

(b) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked st pravdivé obe tvrdenia P, (), nazyvame
konjunkciou alebo logickym sucinom tvrdeni P, (), znac¢ime ho P & @) a ¢itame ,,P a
zaroven ¢, kratko len ,,P a QQ“, pripadne ,, P et QQ“.

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



(c) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked je pravdivé aspoii jedno z tvrdeni P, @,
nazyvame alternativou alebo disjunkciou ¢i logickym siuctom tvrdeni P, (), zna¢ime
ho P V @, a ¢itame P alebo QQ“, pripadne ,,P vel Q“.

(d) Tvrdenie =P V @ skratene oznacujeme P = () a nazyvame ho implikdciou tvrdeni
P, Q). Vyraz P = (@ ¢itame ,ak P, tak Q“ alebo ,z P vyplyva QQ“, pripadne ,,P im-
plikuje Q“. Tvrdenie P nazyvame predpokladom a tvrdenie () zdverom implikacie
P = @. Uvedomte si, ze implikacia P = () je nepravdiva jedine v tom pripade, ak
predpoklad P je pravdivy a zaver () je nepravdivy.

(e) Tvrdenie (P = Q) & (@ = P) skratene oznacujeme P < (@ a nazyvame ho
ekvivalenciou tvrdeni P, (). Vyraz P < () ¢itame , P prave vtedy, ked Q“, pripadne
»P je ekvivalentné s “. Zrejme ekvivalencia P < () je pravdiva vtedy a len vtedy,
ked tvrdenia P, () st zaroven obe pravdivé alebo zaroven obe nepravdivé.

Znaky —, &, V, =, < nazyvame logickymi spojkami. V literatire sa mozno tiez stretnit
s oznaCenim P’, —P alebo ~P pre negaciu, P A ) pre konjunkciu, P — @ alebo P D @)
pre implikaciu a P < () alebo P = () pre ekvivalenciu.

Okrem tvrdeni zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vztahy medzi nimi. Na
tento tcel pouzivame formuly s volnymi premenngmi. Oznacujeme ich P(z), Q(x,y), R(x1, ..., x,)
a pod. Dosadenim konkrétnych objektov do formil namiesto volnych premennych dostéa-
vame tvrdenia. Napriklad, ak Q(z,y) je formula s volnymi premennymi z, y a a, b st
nejaké objekty, tak Q(a,b) je tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked sa objekty a, b
nachadzaja vo vztahu oznac¢enom formulou Q.

Zrejme aj na formuly s volnymi premennymi mozno aplikovat logické spojky, ktoré si
pritom zachovaju svoj doterajsi vyznam. Popri logickych spojkidch mozno z formil tvorit
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nové formuly ¢i tvrdenia aj pomocou kvantifikatorov.

Nech P(x) je Tubovolna formula.

(a) Tvrdenie ,existuje = také, ze P(x)“ skratene zapisujeme (3 x)P(z).

(b) Tvrdenie ,pre kazdé (pre vSetky) z plati P(x)“ skratene zapisujeme (Vx)P(z).
Znaky 4 resp. V su kvantifikdtory; 3 nazyvame existencny a V univerzalny alebo tiez
vSeobecny kvantifikdtor. Zrejme premennd z uz nie je vo formulach (Vz)P(x) a (Fz)P(x)
volna ale viazand; ak x je jedina volna premenna vo formule P(z), tak (Vz)P(x) a (3x)P(z)
su tvrdenia. Oba uvedené kvantifikdtory su zviazané pravidlami negacie kvantifikovanych
formul:

~@32)P() & (Y2)-P(z),
-(Vz)P(z) & (3z)-P(z).
Pomocou existenéného a univerzalneho kvantifikdtora uz vieme vyjadrit i kvantifikdtor jed-

noznacnej ezistencie. Ak P(z) je nejakd vlastnost, tak tvrdenie ,existuje prave jedno x
také, ze P(x)“, t.]. tvrdenie

Bz)(P(x) & (Vy)(P(y) = y = z)),

skratene zapisujeme v tvare (3lx)P(z). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentné s tvrdenim

B2)(Vy)(Ply) & y=1).
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0.2. Mnoziny

Pod mnoZinou rozumieme Iubovolné jednoznac¢ne vymedzené zoskupenie nejakych (Gasto
i zna¢ne roznorodych) objektov — prvkov mnoZiny — chapané ako jediny objekt. MnozZiny
budeme viicsinou znacif velkymi latinskymi pismenami, ich prvky malymi pismenami.

Tvrdenie ,,objekt x je prvkom mnoziny X, zapisujeme x € X; hovorime tiez, ze x patri
do mnoziny X. Tvrdenie ,objekt x nie je prvkom mnoziny X“, t.j. z nepatri do mnoziny
X, zapisujeme = ¢ X.

Mnozina je jednoznacne zadanda zoskupenim svojich prvkov. Preto dve mnoziny, neza-
visle od spdsobu ich zadania, povazujeme za totozné, ak maju tie isté prvky. Pre Tubovolné
mnoziny X, Y teda plati

X=Y & (Va)(ze X & ze€Y).
Tuato vlastnost mnozin nazyvame extenzionalitou.
Hovorime, ze mnozina X je podmnoZinou mnoziny Y, oznacenie X C Y, ak kazdy prvok
mnoziny X patri aj do mnoziny Y, t.j.

XCY & Va)(zeX = xzeY).

Vztah C nazyvame vztahom inklizie Extenzionalitu mnoZin teraz mozno skratene vyjadrit
v tvare konjunkcie dvoch inkluzii

X=Y & XCY &Y CX.
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Kvantifikdacie uvedené v predchédzajicom paragrafe sa nazyvaja neohranicené, lebo ob-
last posobnosti kvantifikdtorov v nich nebola nijako ohrani¢ena. V matematike (i v beznom
zivote) sa vSak CastejSie vyskytuju ohranicené kvantifikdcie, v ktorych je oblast posob-
nosti prislusného kvantifikatora ohrani¢ena nejakou mnozinou X. Ide o kvantifikacie tvaru
(Hz € X), (Vz € X) a (z € X), ktoré ¢itame postupne ,existuje z z mnoziny X“,
»pre kazdé (pre vSetky) z z mnoziny X“, resp. ,existuje prave jedno (jediné) x z mnoziny
X“. Tieto kvantifikdcie mozno vyjadrit pomocou neohrani¢enych kvantifikdcii nasledujticim
sposobom: Ak P(x) je lubovolna vlastnost a X je mnozina, kladieme

(Hz e X)P(x) & (Fz)(xr € X & P(x)),

(Vz e X)P(z) & (Vo)(zr € X = P(x)),

Az € X)P(z) & (3z e X)(P(2) & (Vy € X)(P(y) = y=1x)).
V poslednom pripade mdZzeme tiez pouzif vyjadrenie

(Fz e X)P(z) & Bre X)Vye X)(P(y) & y==x).

MnozZinu nazyvame konecnou, ak ju mozno zadat vymenovanim vsetkych jej prvkov. Ak
X je konecnd mnozina a 1, s, . . ., x, si vsetky jej prvky, piSeme

X =A{x1,29,...,2,}.

Z extenzionality potom vyplyva, Zze nezalezi na poradi vymenovania prvkov mnoziny X.
Taktiez sa mozZe stat, Ze X mé menej nez n prvkov — v takom pripade sa niektoré z prvkov
x1,...,T, opakuji a v zapise mnoziny X mozeme (no nemusime) opakujice sa prvky az
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na jeden z nich vynechat. Napriklad {z,y} = {y,z}, a ak © = y, tak {z,y} = {2} =
{y}. Okrem mnozin, ktoré maju nejaké prvky, zavadzame aj tzv. prdzdnu mnoZinu 0,
ktora neobsahuje nijaky prvok. Z extenzionality vyplyva, ze prazdna mnozina je touto
podmienkou jednoznac¢ne urcena.

Popri kone¢nych mnozinach vsak v matematike Casto pracujeme i s nekonecngymi mno-
Zinami, t.j. takymi, ktoré nemozno zadat vymenovanim vSetkych ich jednotlivych prvkov.
Takéto mnoziny zvykneme zadavat nejakou charakteristickou vlastnostou. Ak P(x) je ne-
jaka vlastnost, piseme

X = {z; P(x)},

¢im myslime, Ze pre lubovolné z plati » € X prave vtedy, ked = spliia P(x). Z extenzionality
vyplyva, Ze takto definovand mnozina X je uréend jednoznacne. Napriklad vlastnostou ,z je
parne celé ¢islo“ je urc¢ena mnozina vSetkych parnych celych cisel.

Poznamenajme, Ze z rovnosti X = {x; P(x)} eSte nijako nevyplyva, Ze mnozina X je
nekonecnd — rovnako dobre moze byt aj konecné, dokonca prézdna.

Na tomto mieste je potrebné poznamenat, ze uvedeny princip, ktory nam umoziiu-
je zadévat mnoziny akymikolvek vlastnostami ich prvkov, vedie k logickym sporom, a je
preto v uvedenej intuitivnej a neobmedzenej podobe nepouzitelny. KedZe sa vSak nehodlame
pustat do jeho upresnovania, ¢o by si vyziadalo vybudovat zdklady axiomatickej tedrie
mnozin, nezostava nam nez Citatelovi vopred zarudit, Zze vSetky pripady pouzitia tohto
principu, ktoré sa v tomto texte vyskytni, buda plne legélne z hladiska tedérie mnozin, a
poziadat ho o ddveru. Zatial stac¢i, ak prezradime, Ze vSetky mnozZiny netvoria mnozinu,
t.j. neexistuje mnozina vSetkych mnozin. To znamend, Ze vlastnostou ,z je mnozina“ nie
je vymedzena nijaka mnozina.
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Najcastejsie budeme spominany princip pouzivat na vymedzovanie podmnozin nejake;j
vopred danej mnoziny pomocou vlastnosti popisanych matematickymi formulami. Ak M je
mnozina a P(z) je nejakd (matematickd) vlastnost, tak existuje mnozina X vSetkych tych
prvkov  mnoziny M, ktoré maja vlastnost P(z), t.j. mnoZina

X={zxeM; Plx)} ={z;z€ M & P(x)}.

Nech X, Y st lubovolné mnoziny. Prienikom, zjednotenim, a rozdielom mnozin X, Y
nazyvame porade nasledujice mnoziny:
XNY={rzeX &reY}
XUY ={z;ze X VrzeY}
X\NY={nzeX&r¢Y}
Mnoziny X, Y nazyvame disjunktné, ak X NY = (). Citatelovi prenechdvame, aby si sdm
premyslel zéakladné vlastnosti uvedenych mnozinovych operacii.
Pod usporiadanou dvojicou objektov x, y rozumieme objekt oznacovany (x,y), taky, Ze
pre vsetky x, y, u, v plati:
(z,y) = (u,v) & (r=u & y=0).

Uvedomme si, Ze nepotrebujeme vediet, ¢o je ,naozaj* usporiadana dvojica (z,y), dolezita
je len uvedenéa vlastnost. Analogicky zavadzame pre Tubovolné celé ¢islo n > 2 usporiadant
n-ticu (z1,...,x,) tak, Ze pre v8etky z1,...,2,, Y1, ..., yn plati

(@1, s Tn) = W1y Un) © (1= & ... & 2, = Yp).
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Mnoziny
XxY=A{(r,y;ze X &yeY},
XlX...XXnI{(iCl,...,an);ilflEXl&...&$n€Xn}

nazyvame kartezidnskym sucinom mnozin X, Y, resp. mnozin Xq,...,X,. V pripade, ze
Xy =---=X, =X, pisSeme

Xi x...xX,=X"

Pre tplnost este kladieme

X' =X, X0 = {0}.

X"™ nazyvame n-tou kartezianskou mocninou mnoziny X. Pocet prvkov koneCnej mnoziny

X budeme znacit # X . Taktiez prdzdna mnozina je konecné a plati # () = 0. Pre nekonec¢nt
mnozinu X piSeme # X = oo. Zrejme pre fubovolné koneéné mnoziny X, Y plati

#(XUY)=#X +#Y - #(XNY),
#(XXY)=#X-#Y.

Z poslednej rovnosti vyplyva, ze
#(X") = (#X)"

pre kazdé celé ¢islo n > 0 a konec¢nii mnozinu X.
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0.3. Zobrazenia

Zobrazenim alebo tiez funkciou z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme Iubovolny predpis,
ktory kazdému prvku x mnoziny X priradi jednoznac¢ne uréeny prvok y mnoziny Y. Zapis
f: X — Y oznacuje, Ze f je zobrazenie (funkcia) z X do Y. Ten jednoznac¢ne uréeny prvok
y € Y, ktory zobrazenie f priradi prvku « € X, budeme znacit f(z), pripadne len fx alebo
fz Vo vzfahu y = f(z) nazyvame x nezdvisle premennou alebo argumentom a y zdvisle
premennou alebo funkcnou hodnotou funkcie f. PiSeme tiez f : x +— y.

Dve zobrazenia f,g: X — Y sa rovnaju, ak pre kazdé x € X plati f(z) = g(z).

Mnozinu vietkych zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y budeme oznacovat Y~ ; teda

Y¥={f;f: XY}
Toto oznacenie je motivované vzorcom pre pocet prvkov mnoziny Y X . Pre kone¢né mnoziny
X, Y totiz plati
# (YY) = (#Y)# Y.
(Samostatne si rozmyslite preco!)
Zobrazenie f : X — X sa nazyva transformdciou mnoziny X alebo tiez undrnou (t.j.
jednomiestnou) operdciou na mnozine X.

Zobrazenie f : X — Y sa nazyva prostée alebo tiez injektivne ¢i injekcia, ak réznym
prvkom x1,xs € X priraduje rozne prvky f(z1), f(z2) € Y, t.j. ak plati

(V1,20 € X)(21 # 22 = f(21) # f(22)).
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Uvedenti podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

Vi, 20 € X)(f(x1) = f(z2) = 1 = 22).

Zobrazenie f : X — Y sa nazyva zobrazenie na mnozinu Y alebo tiez surjektivne ¢i
surjekcia, ak na kazdy prvok mnoziny Y sa zobrazi nejaky prvok mnoziny X, t.j. ak plati

(Vy e Y)3z € X)(y = f(2))-

Hovorime, ze f : X — Y je prosté zobrazenie X na Y alebo tiez bijektivne zobrazenie
¢i bijekcia, ak f je zaroven prosté a na, t.j. injektivne i surjektivne. Este inak to mo6zeme
vyjadrit podmienkou

(Vy € Y)@z € X)(y = f(2)),

Namiesto uvedenych pojmov niekedy tiez hovorime, ze f je vzdjomne jednoznacné zobra-
zenie mnoziny X na mnozZinu Y .

Ak f : X — Y je bijekcia, tak existuje jednoznacne urcené zobrazenie g : ¥ — X,
ktoré kazdému y € Y priradi ten jediny prvok z € X, pre ktory plati y = f(z). Toto
zobrazenie nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f a oznacujeme ho f~!. Zrejme
f71:Y — X je tiez bijekcia a pre vietky x € X, y € Y plati

@) =2 (W) =y

Nech f : X — Y, g: Y — Z st zobrazenia. Kompoziciou zobrazeni f, g alebo aj
zloZenym zobrazenim z f a g rozumieme zobrazenie oznacené ako go f : X — Z, dané pre
kazdé x € X predpisom

(go f)x) = g(f(x)).
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ZloZené zobrazenie mozno znézornit pomocou tzv. komutativneho diagramu

f

X Y

gof g

(Vsimnite si, Ze zobrazenie g o f zapisujeme ,,v obratenom poradi“ — najprv totiz na prvok
x aplikujeme f a az potom ¢. Nuti nas k tomu zauzivana konvencia, podla ktorej argument
x piSeme napravo od funkcie f. Poznamenajme, Ze niektori autori davaju prednost ,pri-
rodzenému poradiu“ a kompoziciu zobrazeni f : X — Y, g:Y — Z, zapisuju ako f o g.
Kvoli tomu v8ak optstaju spominani konvenciu a namiesto f(z) pisu zf. V tomto duchu
funguja napr. niektoré kalkulacky.)

Skladanie zobrazeni je asociativne v nasledujicom zmysle: ak f : X — Y,
g:Y — Z ah:Z — W st zobrazenia, tak

ho(gof)=(hog)of.

Lahko totiz nahliadneme, Ze obe zobrazenia priradia prvku z € X prvok h(g(f(z))) € W.
Na kazdej mnozine X mame definované identické zobrazenie idx : X — X, nazyvané
tiez identita na X, také, ze
idy(z) =z

pre kazdé x € X. Zrejme idx je bijekcia pre kazdé X, a pre lubovolné zobrazenie f : X — Y
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plati

foidx = f =idyof.
Pre f : X — X kladieme f2 = fo f, f3 = fo fo f, atd. Kvoli tiplnosti definujeme a]
f! = f, f° = idx. Zobrazenie f™ nazyvame n-tou iterdciou zobrazenia f.

Ak f: X — Y je bijekcia, tak k nej inverzné zobrazenie f~! : Y — X teraz modZeme
charakterizovat rovnostami

fho f =idy, foft=idy.

Citatel sam lahko nahliadne, Ze pre Iubovolné zobrazenia f : X — Y, g:Y — Z plati:
(a) Ak f, g st injektivne, tak aj g o f je injektivne.

(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.

(c) Ak f, g st bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.

(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.

(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Podmienka (c) nés opraviiuje zaviest pre bijekcie f : X — X aj zdporné iteracie
—n —1\n n\ —1
=0t =0m)

Nech f : X — Y je nejaké zobrazenie a A C X. ZuZenim zobrazenia f na mnozinu A
nazyvame zobrazenie f[A: A — Y také, ze
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pre kazdé x € A. Obrazom mnoZiny A v zobrazeni f nazyvame mnozinu
f(A)={f(z);z € A} CY.
Specidlne, mnozinu f(X) nazyvame obrazom zobrazenia f a znacime ju
Im f = f(X) = {f(z); z € X}.

Pre f: X - Y aAC X plati Im(f [ A) = f(A); zrejme f je surjekcia prave vtedy, ked
Imf=Y,
Podobne, vzorom mnoziny B C Y v zobrazeni f : X — Y nazyvame mnozinu

f(B)={r € X; f(z) e B} C X.
Pre Iubovolné A C X, B C Y mozno jednoducho overit inklazie

AC Y (f), f(fU(B) CB.

0.4. Binarne operacie

Ak XY, Z st mnoziny, tak zobrazenie f : X XY — Z nazyvame bindrnou (t.]. dvojmiest-
nou) operdciou na mnozinach X, Y s hodnotami v mnoZine Z. Bindrne operécie vi¢sinou
oznacCujeme znakmi umiestriovanymi medzi hodnoty argumentov, ako napr +, -, o, * a pod.
Hodnotu takej operacie na dvojici prvkov = € X, y € Y potom oznacujeme = + vy, = -y
(pripadne len zy), z oy, z * y a pod.
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Podobnym spdsobom mozno zaviest aj n-miestne operacie X; x...x X,, — Y, pripadne
X" —Y, & X" — X pre lubovolné celé ¢islo n > 0.

Najcastejsie budeme pracovaf s bindrnymi operaciami tvaru f : X x X — X, ktoré
nazyvame jednoducho bindrnymi operaciami na mnozine X.

Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva asociativna, ak pre vSetky z,y, z € X plati

Tx(yxz)=(r*xy)*z.

Asociativita operacie ndm dovoluje vynechavat zatvorky a pisat len x x y * z. Podobne si
mozno poc¢inat i v pripade viacerych argumentov.
Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva komutativna, ak pre vSetky x,y € X plati

Ty =1y*T.

Prvok e € X sa nazyva neutrdlny prvok binarnej operacie * na mnozine X, ak pre
vsetky = € X plati
rTke=exr ==

Zrejme neutralny prvok operacie * (ak existuje) je uréeny jednoznac¢ne. Keby totiz e;, e; € X
boli dva neutralne prvky, tak nevyhnutne

€1 = €1 * €9 = €9.

Ak binarna operéacia * na mnozine X ma neutralny prvok e a k danému prvku x € X
existuje prvok y € X taky, ze
THY=Y*T=e,
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hovorime, Ze y je inverzny prvok k prvku x. Ak * je asociativna binarna operacia na X, tak
aj inverzny prvok k danému prvku z € X (pokial existuje) je urCeny jednoznacne. Keby
totiz y1, Yo boli dva inverzné prvky k z, tak

y1=yrxe=y x (T*xy2) = (Y1 ¥ T) * Yo = € * Yg = Yo.

Napriklad pre Tubovolni mnozinu X kompozicia o je asociativna bindrna operécia na
mnozine X~ vsetkych transformacii mnoziny X. Zrejme ak # X > 2, tak tito operécia
nie je komutativna. Identické zobrazenie idy € X* je neutralnym prvkom operécie o.
K danému zobrazeniu f € X existuje inverzny prvok prave vtedy, ked f je bijekcia; v tom
pripade je nim inverzné zobrazenie f~! € XX,

Bindrnu operaciu * na konecnej mnozine X mozno zadat pomocou tzv. multiplikativnej
tabulky, ktorej stlpce i riadky st ozna¢ené prvkami mnoziny X. Do pola tabulky leziaceho
v priese¢niku z-tého riadku a y-tého stipca vpiseme hodnotu z * y.

Napr. tabulkami

+10(1(2|3|4 011234
0(011(2|3]4 010(0/0/0|0
111121340 11011(2]3|4
212(3/4/0]1 210121413
313|14(0(1]|2 310(3|1(4|2
41410(1(2]|3 410141321

stt zadané dve asociativne a komutativne operacie + a - na mnozine {0,1,2,3,4}. Dalej 0
je neutralny prvok operacie + a 1 je neutralny prvok operacie - . Navyse ku kazdému prvku
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a tejto mnoziny existuje inverzny prvok vzhladom na operéaciu +: k prvkom 0, 1, 2, 3, 4
su to postupne prvky 0, 4, 3, 2, 1. Pokial ide o operéaciu -, vidime, Ze k prvku 0 neexistuje
inverzny prvok; k prvkom 1, 2, 3 vSak inverzné prvky existuja: st to postupne 1, 3, 2.

Komutativitu bindrnej operacie mozno fahko nahliadnut z jej multiplikativnej tabulky —
prejavi sa symetriou tabulky podla hlavnej diagonaly spajajucej lavy horny a pravy dolny
roh. TaktieZ neutralny prvok mozno odhalif na prvy pohlad, lebo v jeho riadku i stipci
sa zreproduje riadok resp. stlpec zo zéhlavia tabulky. Ak uZ pozndme neutralny prvok,
mozno overit aj existenciu inverzného k danému — treba nédjst neutralny prvok v riadku i
v stlpci daného prvku. Ak sa nam to podari pre dvojicu poli tabulky, ktoré lezia v stipci
resp. riadku toho istého prvku, tak ide o hladany inverzny prvok. Asociativnost, zial, tak
jednoducho nahliadnut nemozno.

0.5. Permutacie

Kym znalost predchédzajucich paragrafov je nevyhnutnym predpokladom, aby ¢itatel mo-
hol zacdat so $tidiom kapitoly 1, tento paragraf budeme potrebovat az neskor, ked za¢neme
preberat determinanty.

Nech X je lubovolna mnozina. Permutdciou mnoziny X rozumieme fubovolné bijektivne
zobrazenie o : X — X. Mnozinu vSetkych permutécii mnoziny X znac¢ime S(X). Ak X je
koneénd mnozina, tak pocet prvkov mnoziny SS(X) je dany znamym vzfahom

#S(X) = (# X)!,

kde n! =1-2-...-n je faktoridl prirodzeného ¢isla n (pritom 0! = 1! = 1).
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Uvedomme si, ze transformacia f : X — X konecnej mnoziny X je injektivna prave
vtedy, ked je surjektivna. Jedna i druhd podmienka totiz hovori, Ze mnozina f(X) C X ma
rovnaky pocet prvkov ako X. Teda uz jedna z uvedenych podmienok je postacujiica na to,
aby f bola permutaciou kone¢nej mnoziny X.

KedZe zlozenie o o 7 dvoch permutécii o, 7 € S(X) dava opif permuticiu mnoziny X,
kompozicia o je asociativna bindrna operacia na mnozine S(X). Lahko sa mozno presvedcit,
ze — okrem pripadu, ked # X < 2, — tato operécia nie je komutativna. Zrejme idx € S(X)
je neutralny prvok tejto operécie a inverznym prvkom k permutécii o € S(X) je inverzna
permutécia o € S(X).

Pre X = {1,2,...,n} namiesto S(X) piSeme S,. Permuticiu o € S, zvycajne zapisu-
jeme v tvare

Prvky mnoziny Ss, t.j. permutécie mnoziny {1, 2, 3}, si mozeme predstavit ako symetrie
rovnostranného trojuholnika s vrcholmi oznacenymi ¢islami 1, 2, 3.

Ak si identicki permutéaciu tejto mnoziny oznacime ako ¢, oto¢enia okolo taziska troju-
holnika proti smeru resp. v smere hodinovych ruciciek o uhol 7/3 ako o resp. o~!, a osovii
sumernost podla osi prechadzajicej i-tym vrcholom a stredom protilahlej strany ako o,
pre i = 1, 2, 3, tak mnozina permutécii S3 bude pozostavat z permutacii

(123 (123 . (123
=\l1 2 3 e=\l931 )¢ {312/
(123 (123 (123
G1=\3 921 ) 27\{321) 937 \l213)
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Obr. 0.1. Symetrie trojuholnika

Multiplikativna tabulka bindrnej operacie o na mnozine Sz vyzera takto:

01 | 02 | 03

L 03 01 09

Q0

L L % Y% g1 09 03
4
L

01|01 | O2 | O3 | L 0 0
O2 |02 | O3 | O1 | O L 0

03|03 | 01 | O2 | O 0
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Permutaciu 0 € S(X) nazyvame transpoziciou, ak existuju x,y € X také, ze x # vy,
o(x) =y, o(y) =z ao(z) =z pre kazdé z € X \ {z,y}. Inak povedané, transporzicia je
vymena dvoch prvkov mnoziny X.

Zrejme 01,09, 03 € S3 su transpozicie.

Z nézoru je zrejmé (dokaz je v cviceni 0.14), ze kazdi permutaciu o koneénej mnoziny X
mozno ziskat postupnymi vymenami dvojic prvkov, teda kazda takd permutéacia je kompo-
ziciou transpozicii. Tento rozklad na transpozicie nie je jednoznac¢ny: napr. ¢ € S3 mozno
zapisat ako ¢, t.]j. kompoziciu 0 transpozicii, a taktiez ako « = g1 0 07 = 09 0 09 = 03 0 03,
t.j. aspon troma dals$imi sposobmi ako kompoziciu dvoch transpozicii.

DiZkou permutdcie o kone¢nej mnoziny X nazveme najmensi pocet transpozicii, na
kompoziciu ktorych mozno o rozlozit, a ozna¢ime ju |o|. Samotné dizka |o| nie je dolezit4,
vyznam mé len parita tohto &isla, t.j. vlastne vyraz sgno = (—1)I°/, ktory nazyvame
znakom, pripadne znamienkom permutdcie o.

Permutéacia ¢ kone¢nej mnoziny X sa nazyva pdrna resp. nepdrna, ak ¢islo |o| je parne
resp. neparne, t.j. ak jej znak je 1 resp. —1.

Z nasledujucej vety vyplyva, Ze pri urcovani znamienka permutécie o mézeme pouzit
jej lubovolny rozklad na transpozicie ¢ = 7 o ... o 73, a nemusime sa starat o to, ¢i tento
rozklad je naozaj najkratsi — pre Tubovolny taky rozklad totiz plati

(~1)F = (~1)"

0.5.1. Veta. Nech X je konecnd mnozina. Potom pre Iubovolné o, 7 € S(X) plati

(_1>\U°T| _ (_1)\0\ . (_1)\T|.
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Dokaz. Zrejme stac¢i dokézat uvedent rovnost pre pripad, ked 7 je transpozicia a X =
{1,2,...,n}.

Pre kazdé o € S,, oznacme p(o) stcin vetkych rozdielov tvaru o(j)—o (i), kde 1 < i < j < n.
Zrejme pre vSetky o € S,, maju vyrazy p(o) rovnaki absolitnu hodnotu a liSia sa nanajvys
znamienkom. Toto znamienko zavisi od parity po¢tu zapornych ¢lenov v sticine p(o). Clen
o(j)—o(i) je zaporny prave vtedy, ked i < j a o(i) > o(j), — kazda taka dvojicu (i, j) nazy-
vame inverziou permutécie o. Identita idx ma 0 inverzif a p(idy) = 1"7*-2"72... - (n—1)! =
-2 ...-(n=1)!>0.

Staci teda dokézat, Ze pocet inverzil permutacii o a o o 7 sa lisi o neparnu hodnotu.
Nech 1 < k <[ < n st tie dva prvky, ktoré vymiena transpozicia 7. Potom
k

=ty = ol o e )
P A ey ]

o
Inverzie (i,j) permutécie o, v ktorych nevystupuje k ani [, s tieZ inverziami permutécie
ooT. Inverzie, v ktorych vystupuja prvky ¢, k, a i, [, kde i # k, [, alebo obe st¢asne vzniknt
alebo stcasne zanikna v ¢ o 7 oproti 0. Kone¢ne, pokial (k,[) nebola inverziou v o, stane
sa niou v o o 7; pokial fiou bola, tdto inverzia v o o 7 zanikne. Teda celkovy rozdiel poc¢tu
inverzil permutacii o a ¢ o 7 je neparny.
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0.6. Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predosly, i tento paragraf moze citatel zatial preskocit. Jeho znalost bude
potrebna az neskor, v suvislosti s niektorymi otazkami tedrie grap. S pojmom ekvivalencie
sa sice stretneme uz predtym, dovtedy ho vSak nebudeme systematicky vyuzivat.

Nech ~ je nejaky dvojmiestny vztah, do ktorého vstupuju prvky nejakého oboru ob-
jektov M (tento obor moze, ale nemusi byt mnozinou). Zapisom x ~ y znacime, ze prvky
x,y € M sanachddzaji vo vztahu ~; ak sa x,y € M nenachédzaji v tomto vztahu, piseme

Hovorime, Ze vztah ~ je na obore M

(a) reflexivny, ak pre vSetky x € M plati z ~ z;

(b) symetricky, ak pre vetky z,y € M plati x ~y = y ~ z;

(c) tranzitivny, ak pre vSetky z,y,ze Mplatic ~y & y~2z = =~ 2.

Vztah ~, ktory je reflexivny, symetricky a tranzitivny na obore M, nazyvame vztahom
ekvivalencie alebo len kratko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalencie budeme vicsinou
znaCif znakmi ~, ~, = a pod.

Kazdy vztah ekvivalencie na nejakej mnozine ¢i obore objektov M predstavuje isté
hladisko, z ktorého povazujeme niektoré prvky z M za rovnocenné, t.j. ekvivalentné, a
iné nie. Napr. na mnozine vSetkych hracich guli¢iek v danej jamke mozno zaviest vztah
ekvivalencie, v ktorom sa nachadzaji lubovolné dve gulicky préve vtedy, ked maja rovnakt
farbu. Vztah, v ktorom sa nachadzajiu dve takéto gulicky prave vtedy, ked maju rovnaka
hmotnost, je inym prikladom ekvivalencie na tejto mnozine.

Jednym dychom vSak poznamenajme, ze uvedené priklady neslobodno brat prili§ vazne,
lebo rovnocennost sa v nich miesa s podobnostou, — ,naozajstné* ekvivalencie predstavuju
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len v znacne idealizovanom pripade. S reflexivnostou a symetriou nie je problém, v redlnom
zivote vSak zvykne zlyhat tranzitivnost. Mozeme sa napriklad zhodnut, Ze gulicky a, b maja
rovnakia farbu, a takisto maju rovnaka farbu gulicky b, c. No farba guliciek a, ¢ sa nam
uz rovnakou zdaf nemusi. Podobne mozeme v ramci presnosti nasich vah dospietf k zaveru,
ze gulicky p, ¢ ako aj gulicky ¢, » maji rovnaki hmotnost. AvSak hmotnost guli¢iek p,
r sa nam uz vazenim modze podarit rozlisit. Lepsim prikladom ekvivalencie je tak vztah
na mnozine vSetkych bankoviek danej meny, v ktorom sa nachadzaji dve bankovky prave
vtedy, ked maji rovnakd nominalnu hodnotu.

Na rozdiel od realneho Zivota sa v matematike nemusime trapit podobnymi tazkostami.
Vsetky ekvivalencie, s ktorymi sa tu stretneme, budt mat v plnej miere vSetky tri uvedené
vlastnosti. Este jeden priklad za vSetky: vztahom

r~y & o=yl

je definovana ekvivalencia ,mat rovnaka absolitnu hodnotu® na mnozine C vSetkych kom-
plexnych cisel.
Nech ~ je ekvivalencia na mnozine X. Pre x € X oznac¢me

T={ueX;u~z}

mnozinu vsetkych prvkov u € X ekvivalentnych s z, ktorti nazyvame triedou alebo blokom
ekvivalencie prvku x. Zrejme pre fubovolné x € X plati x € . Lahko tiez mozno dokazat
(skiste sami), Ze

T~y & T=7 S 1€ & yer & iNyg#D
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pre vSetky x,y € X. Mnozinu
X/~ ={2;x € X}

vSetkych tried ekvivalencie prvkov mnoziny X nazyvame faktorovou mnoZinou mnoziny X
podTla ekvivalencie ~. (Podotykame, Ze v zhode s paragrafom 0.2 sa kazd4 trieda Z nachadza
v mnozine X/~ iba raz, i ked prvkov y € X, pre ktoré plati £ = ¢, mdze byt mnoho.)

Priradenim = — I je definované surjektivne zobrazenie X — X/~ ktoré nazyvame
prirodzenou alebo tiez kanonickou projekciou mnoziny X na faktorovi mnozinu X /~.

Na faktorovii mnozinu X/~ sa mozno divat dvojakym sposobom. Jednak ako na vysle-
dok stotoznenia ¢i zlepenia navzajom ekvivalentnych prvkov mnoziny X; v takom pripade
sa na bloky & divame predovsetkym ako na prvky, ktoré vznikli ,stiahnutim® celej triedy z
do jediného bodu, a vedome si nevsimame fakt, ze st to zaroven mnoziny. Pouzitim nazvu
yfaktorovd mnozina“ naznacujeme, Ze v danej chvili ddvame tomuto pohladu prednost. Na
druhej strane sa na mnozinu X/~ mozno divat ako na rozklad mnoziny X na navzajom
disjunktné neprazdne mnoziny 7.

Rozkladom mnoZiny X nazyvame fubovolny systém (t.j. mnozinu) jej neprazdnych pod-
mnozin R taky, ze kazdy prvok mnoziny X padne do prave jednej mnoziny zo systému R.
Inymi slovami, systém R neprazdnych podmnozin mnoziny X je jej rozkladom prave vtedy,
ked spliia nasledujiice dve podmienky:

(1) zjednotenim vSetkych mnozin A € R je celd mnozina X, t.j.
(Vz e X)(FAeR)(x € A)

(2) mnoziny z R st navzajom disjunktné, t.j.
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(YA, BER)(A+£DB = AnB =0).

LCahko mozno nahliadnut, ze faktorovd mnoZina X/~ mnoziny X podla ekvivalencie ~ je
zaroven rozkladom mnoziny X, ktory je tvoreny triedami navzajom ekvivalentnych prvkov.
Taktiez naopak, kazdy rozklad R mnoziny X urcuje predpisom

r~py & (FAER)(z,y € A)

ekvivalenciu na mnozine X . Inak povedané, prvky x,y € X st vo vztahu ekvivalencie urce-
nej rozkladom R préave vtedy, ked sa nachddzaju v tej istej (jednoznac¢ne urcenej) mnozine
z tohto rozkladu. Citatelovi prenechiavame, aby si samostane overil, Ze takto definovany
vztah ~g je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.j. méa vSetky tri pozadované vlastnosti
ekvivalencie, ako aj rovnost X/~z = R, t.]. Ze rozklad (faktorovd mnozina) urceny ekvi-
valenciou ~x splyva s péovodnym rozkladom R.

0.6.1. Priklad. Rozklad prislichajici k spominanej ekvivalencii x ~ y < |z| =|y| na
mnozine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navzajom sustredné kruznice so
stredom v pociatku 0 a fubovolnym polomerom r > 0 (kruznicu s nulovym polomerom
prirodzene stotoznujeme s jej stredom).

0.7. O matematickych dokazoch
Matematika je veda vybudovand prevazne (hoci nie vyluéne) deduktivne. To znamend, Ze

v tej-ktorej matematickej tedrii vychadzame z urcitych zékladnych pojmov, ktoré pova-
Zujeme za intuitivne jasné vdaka istym s nimi spojenym nazornym predstavam. Dalsie
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pojmy potom definujeme pomocou pojmov zakladnych alebo skér definovanych. Zakladné
pojmy oznacuju zakladné objekty, ktoré tvoria predmet nasho studia, alebo urcité zakladné
vztahy medzi nimi. Tieto objekty a vztahy st charakterizované istymi vychodzimi tvrde-
niami, ktorym hovorime aziomy. V najjednoduchsich pripadoch je platnost axiém jasna
z nazoru, ktory stoji v pozadi prislusnej tedrie. V zlozitejsich pripadoch vsak mézu nazorné
predstavy zlyhat — vtedy sa na axiémy divame ako na implicitné definicie zékladnych poj-
mov. To znamen4, zZe rezignujeme na otazku, co ,naozaj*“ oznacuju zakladné pojmy. Mozu
oznacovat Cokolvek, ¢o spliia dané axiémy — to je vietko, ¢o o nich predpokladdme. Zisk
z takéhoto pristupu spociva v univerzdlnosti matematiky — aj vysledky matematickych te-
orii sa potom vztahujui na velmi réznorodé oblasti reality. Totiz na tie, v ktorych mozno
interpretovat zakladné pojmy danej tedrie tak, Ze st pritom splnené jej axiomy.

Pri deduktivnej vystavbe nejakej tedrie vyvodzujeme dalSie poznatky z jej axiém lo-
gickymi prostriedkami, t.j. dokazujeme ich. Tymto dokazanym poznatkom hovorime wety,
tvrdenia, lemy a dosledky, ¢im naznacujeme rozny stupen doélezitosti, ktory im pripisujeme.
Nazvom veta oznacujeme tie najdolezitejSie z nich, menej dolezité nazyvame tvrdeniami a
tvrdenia pomocného charakteru oznacujeme ako lemy. Dosledky, ako uz samotny nazov na-
povedd, pripajame ako bezprostredné dosledky niektorych viet, tvrdeni ¢i liem, pokial ich
vyznam nedosahuje iroven viet. Poznamenajme, zZe toto rozdelenie ma znacne subjektivny
charakter a vyvoj ho ¢asto zvykne prekonat. Mnohé vety ¢asom upadaji do zabudnutia,
kym naopak mnohé lemy postupne nadobuidaji na vyzname.

Zakladnym prostriedkom odvodzovania novych poznatkov v deduktivnej teorii je dokaz.
V tomto paragrafe sa velmi strucne zoznamime s hlavnymi typmi matematickych dékazov:
s priamym dokazom, s nepriamym dokazom a s dokazom sporom. Uvidime, Ze toto rozdelenie
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tak trochu suvisi so stratégiou vedenia prislusného dékazu. V nasledujicom paragrafe sa
este zoznamime s dokazom matematickou indukciou.

Vicsina matematickych tvrdeni ma tvar implikacie P = (@, t.j. tvrdi sa v nich, Ze
z predpokladu P vyplyva zaver (). Pritom predpoklad P je ¢asto konjunkciou nejakych
diel¢ich predpokladov, ¢ize méa tvar P, & ... & P,. Na tomto mieste sa obmedzime na
niekolko pozndmok o dokazoch tvrdeni takéhoto tvaru.

0.7.1. Priamy dokaz. Pri priamom dokaze implikidcie P = () dokazujeme (¢i sa aspoii
pokusame dokazat) zaver () z predpokladu P. Spod¢iatku sa snazime dokéazat priamo zaver
Q) z danych axiém a uz skor dokdzanych tvrdeni. Postupujeme pri tom tak daleko, ako sa len
dé, pricom jednym ockom stale poskulujeme po predpoklade P, ¢i dieléich predpokladoch
Py, ..., P,. Vo chvili, ked uz nevieme ako dalej, siahneme po tom z diel¢ich predpokladov
P;, ktory ndm umozni pohnit sa dopredu. Opit postupujeme dalej a vo vhodnej chvili zasa
pouzijeme niektory diel¢i predpoklad P; (nie nevyhnutne rézny od F;). Ak sme tspesni,
nakoniec sa nam podari dospiet k zaveru (), ¢im dokaz konc¢i. Ak sme netspesni, musime
to skusit inak, pripadne sa zamyslief nad otdzkou, ¢i spominané implikécia vobec plati.

Moze sa stat, ze pri nasom tspesnom dokaze sme nepouzili vSetky diel¢ie predpoklady
Py, ..., P,, ale povedzme prvy a posledny z nich sme nepotrebovali. To znamend, ze miesto
povodného tvrdenia (P & P & . & P, & P,)
= () sme dokazali silnejsie tvrdenie (P, & ... & P,_1) = Q.

0.7.2. Nepriamy dokaz. Pri nepriamom dokaze implikacie P = () dokazujeme miesto

nej logicky ekvivalentn tzv. transponovant implikdciu —() = —P prave opisanou metédou
priameho dékazu. Za tym tcelom byva ¢asto uzito¢né (pokial to ide) rozclenif predpoklad
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=@ na konjunkciu diel¢ich predpokladov R; & ... & R,,. Ak povodny predpoklad P bol
konjunkciou diel¢ich predpokladov P; & ... & P,, tak jeho negacia —P je ekvivalentna
s alternativou =P, V ... V —P,. Potom transponovana implikidcia =) = —P je logicky
ekvivalentna s Tubovolnou z implikécii

(_'Q&Pl& &-Pz—l&-PH—l& &Pn):>_|P“

kde 1 < i < n. Novy zaver =P, sa, samozrejme, usilujeme vybrat ¢o najvyhodnejsie, na ¢o
neexistuje jednoznacny recept, no ¢asom sa nam azda podari nadobudnit cit, ktorym sa
budeme moct riadit.

0.7.3. Dokaz sporom. Dokaz sporom do istej miery pripomina nepriamy dokaz a casto
sa s nim zvykne zamienat. Najmé zaciatocénik by mal k nemu siahnut az vtedy, ked sa mu
priamy ani nepriamy ddkaz nedari, pripadne ked v 1iom skrsne podozrenie, ze dokazované
tvrdenie neplati. Namiesto dokazovanej implikacie P = () prijmeme predpoklad P & —(),
ktory je logicky ekvivalentny s jej negaciou —(P = (@). Tento predpoklad sa usilujeme
doviest k sporu, ¢im sa mysli nejaky logicky absurdny zéaver, ako napr. x # x, alebo spor
s niektorym z povodnych predpokladov P, —(), pripadne spor s niektorou z axiém alebo
s niektorym zo skor dokézanych tvrdeni.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho dékazu, dokaz sporom nemé vopred stanoveny
smer uréeny nejakym znadmym zaverom — ten by sa mal objavit az v jeho priebehu. Ak sa
ani pokus doviest k sporu predpoklad P & —(Q neskon¢i tispesne, je namieste pokusit sa ho
dokézat, to znamend vyvratit povodna hypotézu P = Q.

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



0.7.4. Dokaz ekvivalencie. Niekedy sa ndm moZe podarit dokézat ekvivalenciu P < @
postupnostou logicky ekvivalentnych krokov, no to je skor vynimka nez pravidlo. Vo vSe-
obecnosti si jej dokaz vyzaduje dokazat zvlast kazda z implikacii P = @, Q = P. Pritom
na kazdi z nich mozno pouzit fubovolnt z troch skor spominanych metéd. Casto sa jedna,
z uvedenych implikacii dokazuje priamo a druha nepriamo, teda dokaz uvedenej ekvivalen-
cie pozostava napr. z priamych dokazov implikacii P = @ a =P = Q.

V nasSom kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktorych sa tvrdi ekvivalencia viacerych
podmienok P, ..., P,. V tom je zahrnutych n(n — 1) jednotlivych implikacii P, = P;
pre rozne i,j < n. Dokazovat ich vSetky by pre n > 3 bolo znacne neefektivne a taktiez
zbytocné. Staci totiz dokazat n implikécii tvoriacich cyklus

Pg(l) = PO—(Q) = ... = Pa(n—l) = Pa(n) = Pg(l),

kde o je lubovolna permutacia mnoziny indexov {1,...,n}, ktora si volime tak, aby to bolo
¢o najvyhodnejsie. S prikladmi vsetkych uvedenych typov dokazov sa budeme v nasom

kurze neustale stretévat.
0.8. Matematicka indukcia a rekurzia

Mnozinu vSetkych nezdpornych celych éisel zna¢ime N = {0,1,2,...,} a nazyvame ju tiez
mnozinou vsetkych prirodzenych cisel.

0.8.1. Dokaz matematickou indukciou. Platnost nejakého tvrdenia P(n) pre vsetky
prirodzené ¢isla, t.j. tvrdenie (Vn € N)P(n) sa obvykle dokazuje matematickou induk-
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ciou. Dokaz indukciou spociva v dékaze dvoch tvrdeni: nato, aby sme dokazali, ze kazdé
prirodzené ¢islo n mé vlastnost P, stac¢i dokazat, ze plati

1° P(0), t.j. 0 ma vlastnost P;

2° (YneN)(P(n) = P(n+1)),
t.j. ak n je Tubovolné prirodzené ¢islo, ktoré mé vlastnost P, tak aj ¢islo
n + 1 mé vlastnost P.

Struktiru dokazu matematickou indukciou tak mozno zhrntt do schémy
(P(0) & (Vn e N)(P(n) = P(n+1))) = (VneN)P(n).

V bode 2° sa vlastne tvrdi platnost vSetkych implikacii P(0) = P(1), P(1) = P(2),
P(2) = P(3),....Zbodu 1° a prvej z nich vyplyva P(1), z toho spolu s druhou implika-
ciou dostavame P(2), z ¢oho pomocou tretej implikacie plynie P(3), atd.

Princip matematickej indukcie je logicky ekvivalentny so zdanlivo ocividnym princi-
pom dobrého usporiadania, ktory tvrdi, Ze kazda neprazdna mnozina A C N méa naj-
mensi prvok. KedZe pre viiésSinu Studentov byva tento princip lahSie prijatelny nez princip
indukcie, predvedieme ako mozno princip indukcie z neho dokéazat. Dokaz principu dobrého
usporiadania z principu indukcie prenechédvame na rozmyslenie ¢itatelovi.

Predpokladajme teda platnost principu dobrého usporiadania. Nech P je vlastnost taka,
ze plati P(0) a (Vn € N)(P(n) = P(n+1)). Oznaéme A = {n € N; =P(n)}. Ak neplati
(Vn € N)P(n), tak A # (). Nech m je najmensi prvok mnoziny A. Potom zrejme m # 0 a
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m—1¢ A, teda plati P(m — 1). No kedze P(m —1) = P(m), plati P(m), ¢ize m ¢ A, ¢o
je spor.

Z pedagogickych dovodov sa budeme (najmé spociatku) pri dékazoch indukciou odvolé-
vaf radSej na princip dobrého usporiadania nez na princip indukcie, a tomu tiez podriadime
redakciu dokazu.

Pozndmka. (a) Niekedy je potrebné miesto pociatoéného tvrdenia 1° osobitne dokazat nie-
kolko prvych tvrdeni P(0), P(1),..., P(k) a potom prejst k dokazu modifikovaného tvrdenia
2°, totiz (Vn > k)(P(n) = P(n+1)).

(b) Indukciou mozno dokazovat aj tvrdenia tvaru (Vn > m)P(n), kde m je nejaké
pevné prirodzené ¢islo. Staci dokazat mierne upravené verzie tvrdeni 1° a 2°: P(m) a
(> m)(P(n) = P(n+1).

(c) Pri dokaze indukciou mozno bod 2° nahradit tvrdenim

(Vn e N)((P(0) & ... & P(n)) = P(n+1)).

Inak povedané, pri dokaze zaveru P(n + 1) v bode 2° sa nemusime opierat len o predpo-
klad P(n), ale v pripade potreby moZzeme ako predpoklady pouzit vsetky predchadzajice
tvrdenia P(0),..., P(n). Takyto dokaz indukciou sa vlastne riadi schémou

(VneN)((Vk <n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n).

Rozmyslite si, ako je predpoklad 1°; t.j. tvrdenie P(0), uz zahrnuty v predpoklade novej
schémy pre n = 0, t.j. v tvrdeni (Vk < 0)(P(k) = P(0)). Dalej si premyslite, ako mozno
transpoziciou uvedenej implikacie priamo dostat matematick formulaciu principu dobrého
usporiadania.
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0.8.2. Rekurzia. Princip matematickej indukcie sa pouziva nielen na dékazy tvrdeni
o prirodzenych ¢islach. Mozno ho pouzit aj na konstrukciu réznych, ¢ uz koneénych alebo
nekonecnych postupnosti. V takom pripade miesto indukcie budeme radsej hovorit o po-
stupnosti definovanej ¢i zostrojenej rekurziou.

Nech X je mnozina a F' je zobrazenie, ktoré kazdej konecnej postupnosti, (usporia-
danej n-tici) (x1,...,2,) prvkov z X (akejkolvek dlzky n € N) priradi nejaky prvok
F(z,...,2,) € X. Pomocou zobrazenia F' mozno zostrojif nekoneénti postupnost (a, )5,
prvkov z X tak, Ze polozime

ap = F(0), any1 = Flag,ay, ..., a,)

pre kazdé n € N. V takom pripade, hovorime, Ze postupnost (a,) je definovana rekurziou
pomocou zobrazenia F.

Druht rovnost mozno samozrejme zapisat v tvare a,, = F(ag,aq,...,a,-1) pre n > 0.
Taktiez mozno definiciu rekurziou obmedzit len na nejaky pociatocny usek 0,1, ..., n mno-
ziny prirodzenych Cisel a dostat tak rekurziou koneént postupnost (ag, as, . .., a,). Niekedy
rekurziu zac¢iname nie od nuly ale od jednotky, pripadne od Iubovolného prirodzeného ¢isla
k.

Prvym ¢lenom postupnosti (a,,) zostrojenej rekurziou pomocou zobrazenia F' je prvok
ap = F(0) € X. Dalsie ¢leny potom vyzeraju takto: a; = F(ag), az = F(ag,a1), az =

F(ag,a1,as), ..., a, = F(ag,...,an-1), aGny1 = F(ao, ..., a,), atd.
Najcastejsie sa stretame s pripadom, ked sa pri rekurzivnej konstrukcii ¢lena a, 1 ne-
pouziva cela predchadzajuca ¢ast postupnosti (ao,...,a,) ale len jej posledny ¢len a,.

Napriklad v aritmetickej postupnosti realnych ¢isel s poc¢iatoénym ¢lenom ag a diferenciou
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d plati a,1 = a, +d; podobne rekurentny vztah pre geometrickti postupnost realnych ¢isel
s pociatoénym ¢lenom ag a kvocientom g ma tvar a,.1 = qa,.

Inym zndmym ¢&iselnym prikladom je tzv. Fibonacciho postupnost (¢,)22,, ktorej re-
kurzivna definicia

¢O = (bl = 17 ¢n+2 = (bn =+ ¢n+1

pouziva dva predchadzajtce cleny. Rozmyslite si, ako tato definicia zapada do nasej vSe-
obecnej schémy.

0.8.3. Priklad. Bellove ¢isla st definované rekurziou

- n
=1 Bua=Y(})B

k=0

pri ktorej sa vyuzivaju vsetky predchadzajice ¢leny. Pre istotu pripominame, ze

(n)_ nl nn—1)...(n—k+1)

k) Kln—k) k!

oznacuje binomicky koeficient alebo kombinacné c¢islo udavajice pocet vSetkych k-prvko-
vych podmnozin n-prvkovej mnoziny.
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Vypo¢itame niekolko pociatoénych hodnét Bellovych ¢isel:

0 1 1
By =1, B, = (O)Bozl, By = (O>Bo+ (1)3122,

e (o (o (s
e (e (o Qe Qo
e (e (o (o (e (-

e (s (s (s (e (e (-

Matematickou indukciou teraz dokazeme, ze pocet vsetkych rozkladov n-prvkovej mnoziny
(teda aj ekvivalencii na n-prvkovej mnozine) je rovny ¢islu B,,. Zrejme na prazdnej moZine
existuje jediny rozklad R = (). Predpokladajme teraz, Ze pre kazdé k < n existuje prave
By, rozkladov k-prvkovej mnoziny. Vsetky rozklady (n + 1)-prvkovej mnoziny {0,1,...,n}
mozno ziskat nasledujicim spésobom:
(1) zvolime si [ubovolné k < n a lubovolni k-prvkovii podmnozinu A mnoziny {1,...,n}
— to pre dané k mozno urobit prave (Z) sposobmi;
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(2) vezmeme Iubovolny rozklad R mnoziny A — ten podla indukéného predpokladu mozno
vybrat prave By sposobmi — a mnozinu A" = {0,1,...,n} \ A priddme k pévodnému
rozkladu R.

Zrejme sme takto ziskali nejaky rozklad R4 = RU{A’} (n+1)-prvkovej mnoziny {0, 1,...,n},
pricom kazdy rozklad & mnoziny {0,1,...,n} ma tvar S = R4 pre jednoznacne urcent
dvojicu (R, A). Vsetkych rozkladov (n + 1)-prvkovej mnoziny teda je >p_o () Br = Bt

Cvicéenia

0.1. Pre lubovolné mnoziny X, Y st nasledujice Styri podmienky ekvivalentné:

(i) XY, (i) XNnY = X, (iii) XUY =Y, (iv) X \Y = (.
Dokazte.

0.2. Vztah inklazie je reflexivny a tranzitivny, t.j. pre fubovolné mnoziny X, Y, Z plati:
(a) X C X; b)XCY&YCZ = XCZ
Dokéazte. Najdite priklad dosvedcujici, Ze nie je symetricky.

0.3. Nech Z = {...,—2,-1,0,1,2,...} oznacuje mnozinu vSetkych celych ¢isel. Pre kazdé 0 # n € Z
oznacme nZ = {nz; x € Z} mnozinu vsetkych celych ¢isel delitelnych éislom n. Dokézte, Ze pre
IubovoIné nenulové celé ¢isla m, n plati
(a) mZ C nZ < m je ndsobkom n;

(b) mZ = nZ < |m|=n;
(¢) mZ N nZ = kZ, kde k je najmensi spoloény nasobok cisel m a n;
(d) Mbze pre niektoré m, n nastat rovnost mZ N nZ = 0, pripadne mZ N nZ = {0}? Zdovodnite.

0.4. Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati
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XNY =YnNX, XUY =YUX,

XN¥nz)=(XnY)NnZ, XUuluz)=(Xuy)uz,
XNX =X, XUX =X,
XNno=0, XUb=X,
XNYuzZ)=XnY)u(XnZ), Xul¥nzZ)=XUY)Nn(XUZ),
XX =0, X\0=X,
XNy ~X)=0, XU(Y N\ X)=XUY,
XNY)NZ=(X~2)N(YNZ), (XUY)\Z=(X~\2Z2)U(Y\2),
XNYn2H) =X Y)U(X\Z), X~YUuH=X\Y)N(X\2),
X\Y)\Z=X\(YUu2), XN N2 =X Y)U(XnNn2Z),
(X\Y)NZ=(XNnZ)\Y, (X\Y)uZ=(XUZ)\ (Y \2).
Dokézte. Pomenujte niektoré z uvedenych vlastnosti bindrnych operédcii N, U a \ (komutativnost,
asociativnost, ... ).

0.5. Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati
XxYNZ)=XxY)N(X xZ), XxYUZ)=(XxY)U(X x 2),
XXxY\N2)=(XxY)\ (X x2), X x0=0.

Dokéazte. Napiste analogické vztahy distributivnosti kartezidnskeho stuéinu vzhladom na operacie
prieniku, zjednotenia a mnozinového rozdielu pri nasobeni sprava.

0.6. Nech X, Y, Z st lubovolné mnoziny. N4jdite ¢o najprirodzenejsiu bijekciu a k nej inverzné zobra-
zenie medzi kazdou z nasledujuicich dvojic mnozin (mnozina P(X) vSetkych podmnozin mnoziny
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X z Casti (f) sa nazyva potenénd mnoZina mnoziny X):

(a) X xY,Y x X, (b) X x (Y xZ), (X xY)x Z,
(© (d) XY*72, (XY)Z;

(e) Xm, X {homd; () {0,1}%, P(X) ={4; AC X}
(2) (h) XY x XZ, X(¥>{opu@x{1)),

0.7. Nech R oznacuje mnozinu vsetkych realnych c¢isel. Funkcie f,g,h : R — R st dané predpismi
f(x) = (x+1)2, g(x) =1 —sin 2z, h(z) = e~*. Napiste a zjednoduste predpisy pre zlozené funkcie
fof,feg,gof, foh,hof goh, hog, fogoh, hogof,gofohagohof.

0.8. Nech f: X —Y, g:Y — Z st lubovolné zobrazenia. Dokézte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Ak f, g st injektivne, tak aj g o f je injektivne.

(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.

(c) Ak f, g st bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.

(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.

(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Na priklade ukazte, ze v pripade (f) g nemusi byt injektivne ani f surjektivne. Co z toho vyplyva
pre pripady (d) a (e)?

0.9. Pre lubovolné zobrazenia f: X — Y, g:Y — Z a mnoziny A C X, B C Z dokézte rovnosti:

(a) (gof)(A)=g(f(A)); (b) (g0 f/)~H(B)=f"1(g~"(B)).

0.10. Nech f: X — Y je IubovoIné zobrazenie. Potom pre vsetky A, B C X, C, D C Y plati
(a) ACB = f(A)C f(B); (b) CSD = f7(C) S fH(D);
(c) f(ANB)C f(A)N f(B); (d) f-{(CnD)=f"1C)nf (D)
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() f(AUB)= f(A)Uf(B); (f) f7H(CuD)=f"HC)Uf D)
(8) f(ANB)2 f(A)N f(B); (h) f7HC\D)=fHC)\ f7HD);
@) F7H(f(A) 2 4 4) f(f7H(©)) cc.

Dokézte. Na prikladoch sa presvedéte, ze inklazie v pripadoch (c), (g), (i) a (j) nemozno zamenit
rovnostami. Ukazte, ze rovnost pre vSetky A, B C X je v Iubovolnom z pripadov (c), (g) a (i)
ekvivalentna s injektivnotou zobrazenia f. Podobne je rovnost pre kazdé C C Y v pripade (j)
ekvivalentnd so surjektivnostou f.

0.11. Nech f : X — Y, g: Y — Z st bijektivne zobrazenia. Potom (go f)~! = f~! o g~!. Doké4zte.
Odvodte z toho, Ze pre kazdt permutaciu o € S,, plati |o|=|c"!| a sgno = sgno 1.

0.12. (a) Sformulujte pojmy lavého a pravého neutrélneho prvku bindrnej opericie * na mnozine X.
(b) Nech z >y = y pre vSetky =,y € X. Je tato bindrna operdcia na mnozine X asociativna resp.
komutativna? N4jdite vSetky Tavé a vSetky pravé neutrdlne prvky operacie .

(c) Predpokladajme, Ze e je jedinym neutralnym prvkom (¢i uz lavym, pravym alebo obojstrannym)
binarnej operacie * na mnozine X . Sformulujte pojmy lavého a pravého inverzného prvku k danému
prvku z € X.

(d) Pomocou multiplikativnej tabulky najdite priklad (neasociativnej) bindrnej operacie * na mno-
7ine X, ktord ma jediny (obojstranny) neutralny prvok e, pricom niektory prvok a € X mé jediny
lavy inverzny a dva rdzne pravé inverzné prvky, a iny prvok b € X ma jediny lavy inverzny no
Ziadny pravy inverzny prvok. Aké situdcie mozu este nastat? (Pozri cvic¢enie 0.18.)

3 4 1 2 2 31 4

permuticie 0%, o7 gop, poo, 000 !, pootaptocgop.

1 2 3 4 1 2 3 4
0.13. Nech o = < > , 0= ( ) st permutdcie mnoziny {1, 2, 3,4}. Vypocitajte

0.14. Nech 1 < i < n € N. Permutacia a € §,, sa nazyva i-cyklus, ak na nejakej i-prvkovej mnozine
{a1,a9,...,a;} C {1,2,...,n} operuje cyklicky podla schémy a : a1 — a3 — ... — a; — a1 a
na zvySku mnoziny {1,...,n} identicky, t.j. a(a) = a pre a € {1,...,n} \ {a1,...,a;}. Skratene
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piseme a = (a1,...,a;). Dva cykly o = (a1,...,a;), 8 = (b1,...,b;) sa nazyvaju disjunkiné, ak
{a1,...,a;} N{b1,...,b;} = (. Zrejme identickd permuticiu mozno povazovat za 1-cyklus a kazda
transpozicia je 2-cyklus. Dokézte postupne nasledujtce tvrdenia:

(a) Nech o, € S, st dva cykly. Potom a0 § = 3 o « prave vtedy, ked cykly «, 8 st disjunktné
alebo aspon jeden z nich je 1-cyklus.

(b) Kazda permuticia o € S,,, je kompoziciou disjunktnych cyklov 0 = a; o ... 0 ai. Ak do tejto
kompozicie zahrnieme aj vSetky 1-cykly, tak uvedeny rozklad je urceny jednoznacne az na pora-
die jednotlivych cyklov. (Ndvod: Vytvorte cyklus (1,0(1),02(1),...,0'"1(1)). Na zvysku mnoziny
{1,...,n}, ak nejaky zostal, postup opakujte.)

(c¢) Kazdy cyklus je kompoziciou transpozicii (napr. (1,2,...,n) = (1,n)o...0(1,3) o (1,2)).
(d) Kazd4 permutécia o € S,, je kompoziciou transpozicii.

(e) Dlzka i-cyklu « je |o| =i — 1 a jeho znak je sgna = (—1)
(f) Nech 0 = a1 0...0 a; je rozklad permutacie o na disjunktné cykly, pricom c«; je i;-cyklus.
Potom dizka permutécie o je || = iy + ...+ i — k a jej znak je sgno = (—1)at-+n—F Ak
uvedeny rozklad zahfiia aj vietky 1-cykly, tak |0 =n —k a sgno = (—1)"*.

i—1

0.15. (a) Rozlozte kazdu z permutécii zo zadania aj vysledkov v cvic¢eni 0.11 na kompoziciu disjunktnych
cyklov (vratane 1-cyklov) a pre kazda z nich uréte jej dizku a znamienko.
(b) Spoéitajte pre kazdt z uvedenych permutécii podet jej inverzii a porovnajte s jej dlzkou.
Presvedcte sa, ze obe ¢isla sa nemusia rovnat, no vzdy maji rovnaki paritu.
(c) Rozlozte permutdciu 7 = (1,3,5,7) o (1,2) o (2,4,6,8) o (4,5,6) € Sio na disjunktné cykly
(vratane 1-cyklov) a uréte jej dlzku a znamienko.

0.16. (a) Nech n € Z (pozri cvicenie 0.3). Dokézte, ze vatahom = =, y < = —y € nZ je definovana
ekvivalencia na mnozine Z. Tato ekvivalenciu znacime tiez * = y mod n a nazyvame ju kongruen-
ctou modulo n.
(b) Predpokladajme, ze n > 0, a oznac¢me Z, = {0,1,...,n —1} = {x € Z; 0 < z < n}. Potom
(Vz € 2)(3z € Z,)(x =, z). Dokdzte. Toto jednoznacne uréené z € Z, nazyvame zvyskom po
delent cisla z ¢islom n.
(¢) Pre lubovolné n € Z plati (Vz,y,u,v €EZ)(x =,y & u=,v = z+u=,y+v & au =, yv).
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(d) Ako vyzeraju triedy rozkladu mnoziny Z podla kongruencie =,,?

0.17. Matematickou indukciou dokazte nasledujice vzorce:
a) Yoo i=142+...+n=in(n+1);

Eb) S i+ =1-242-3+ ... +n(n+1) = 3n(n+1)(n+2);
(©) Yh=1 —12+22+...+n2=%n(n+1)(2n+1);
(
(
(

, (g #1);

> g1 SINpT =sinz +sin2x + ... +sinne = Sin(m/zs)iii(';(/(;ﬂ)z/z), (z # 2km, k € Z);

d) Shodt=1+g+¢+... +q" =L+

(S

)
£) 3 p—ocospr =cos0+cosz + ...+ cosnz = Cos(nx/izrig(/(zTrl)m/Q) (x # 2km, k € Z);
n+1

(&) ¢n= (1+v5) Qng(jgﬁ) , (¢n st Fibonacciho &sla).

0.18. (a) Priamym vypoctom overte, Ze binomické koeficienty (Z) = WL}C), vyhovuju rovnosti (Z) =
(nfk) a pravidlam Pascalovho trojuholnika, t. ]. (g) = (Z) =1la ("Zl) = (kﬁl) + (Z) prel <k <n.
(b) Oznacéme C(n, k) pocet vSetkych k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny. Kombinatoric-
kou uvahou dokézte, ze aj tzv. kombinacné éisla C(n, k) vyhovuja pravidlam Pascalovho trojuhol-
nika, t.j. C(n,0) = C(n,n) =1aC(n+1,k) =C(n,k—1)+ C(n,k) pre 1 <k <n.

(¢) Na zaklade (a) a (b) odvodte znémy vzorec C(n, k) = (). Kde treba pritom pouzit matema-
tickt indukciu?

(d) Pre k > n dodefinujme (}) = C(n, k) = 0. Predpisom nxk = C(n, k) je tak definovan binarna
operéacia na mnozine N. Je tato operacia komutativna resp. asociativna? M4 nejaky lavy resp. pravy
neutrdlny prvok? (Pozri cvicenie 0.12.) Ako je to s pripadnymi lavymi ¢ pravymi inverznymi prv-
kami?

e) Rieste tlohu (d) aj pre binarnu operaciu ne k = C(n+ k, k) = ("Tk,)! na mnozine N.
n! k!

0.19. Matematickou indukciou dokazte princip dobrého usporiadania mnoziny N (t.j. kazd4 neprézdna
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podmnozina A mnoziny N ma najmensi prvok).
(Ndvod: Transponujte implikiciu (Vn € N)((Vk < n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n), a nahradte
vlastnost P(n) vlastnostou n ¢ A.)

®Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednad strana eSpit e Celd obrazovka eZavriet ®Koniec



1. Polia a vektorové priestory

V tejto kapitole zavedieme dva druhy algebraickych struktir, ktoré buda hrat v celom dal-
Som vyklade klticova tlohu, a dokéZeme o nich niekolko jednoduchych zékladnych tvrdeni.
Ide Struktiry, ktoré zahftiame pod pojem pola a pojem vektorového priestoru.

Prvky pola budeme nazyvat skaldry, a niekedy len ¢isla. Fyzikdlne ich moZno interpre-
tovat ako hodnoty fyzikalnych veli¢in, ktoré si urcené iba svojou velkostou a znamienkom.
Prvky vektorového priestoru, t.j. vektory, zasa zodpovedaju fyzikalnym veli¢inam, ktoré su
okrem velkosti uréené tiez smerom a orientéciou.

1.1. Zakladné ciselné obory

Predpokladame, Ze ¢itatel poznd zakladné ¢iselné obory, ako st prirodzené cisla, celé cisla,
raciondlne cisla, redlne cisla a komplexnée cisla. Kazdy z tychto ciselnych oborov tvori
mnozinu. Dohodneme sa, Ze ich budeme oznacovat tzv. tuénymi tabulovymi pismenami:

N — mnozina vSetkych prirodzenych cisel,

Z, — mnozina vSetkych celych c¢isel,

Q — mnozina vsetkych racionalnych ¢isel,

R — mnozina vSetkych redlnych cisel,

C — mnozina vsSetkych komplexnych ¢isel.

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



Este poznamenajme, Ze i nulu povazujeme za prirodzené d¢islo, t.j. 0 € N. Imagindrnu
jednotku (ktord je prvkom C \ R) budeme znadcit 1.

Konstatovanim, Ze uvedené ¢iselné obory tvoria mnoziny, sme vSak ich Strukttru zdaleka
nevycerpali. Omnoho délezitejsie je, ze na kazdej z tychto mnozin st definované dve binarne
operacie, scitanie + a nasobenie -. Pritom na kazdej z uvedenych mnozin st obe tieto
operécie asociativne a komutativne. NavySe, nésobenie je (z oboch stran) distributivne
vzhladom na séitanie, t.]. pre vSetky prvky x, y, z prislusnej mnoziny plati

z(y + 2) = xy + a2, (x +y)z =zz + y=.

Ciselny obor N je v porovnani s obormi Z, Q, R a C akysi ,,chudobnejsi“ — kym rovnice
tvaru z+a = b maju v oboroch Z, Q, R, C rieSenie x = b—a pre lubovolné a, b, v N je takéito
rovnica riesitelna len ak a < b. Obory Q, R a C st vSak ,,bohatSie“ nielen v porovnani s N
no i so Z — rovnice tvaru ax = b maji v oboroch Q, R, C rieSenie pre lubovolné a # 0 a b,
kym v N ¢ Z st rieSitelné len ak a je delitelom b.

Nés budu zaujimat prave vlastnosti ¢iselnych oborov Q, R a C s operaciami séitania a
nasobenia. Pritom vyuzijeme, Ze uvedené operacie na tychto oboroch maja rad spolo¢nych
vlastnosti, ¢o ndm umoziiuje skimat ich do velkej miery jednotnym spdsobom a stcasne.
To dosiahneme tym, Ze sformulujeme abstraktny pojem pola, pod ktory zahrnieme vSetky
spominané pripady, ako i mnohé dalsie, ktoré sa ndm objavia az akosi dodato¢ne. Ako
sme spominali uz v uvode, prave takyto pristup je charakteristicky pre algebru, presnejsie,
v iom spociva jej podstata.
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1.2. Polia

Polom nazyvame mnozinu K s dvoma vyznaénymi prvkami — nulou 0 a jednotkou 1 — a
dvomi binarnymi operaciami na K — sc¢itanim + a ndsobenim - — takymi, ze plati

(Va,be K)(a+b=0b+a), (Va,be K)(a-b=1b"a),
(Va,b,ce K)(a+ (b+c)=(a+b)+c), (Va,b,ce K)(a-(b-c)=(a-b)-c),
(Va e K)(a+0=a), Vae K)(1-a=a),

(Vae K)(3be K)(a+b=0), Vae K~ {0})(3be K)(a-b=1),
(Va,b,ce K)(a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)), 0#1

Teda scitanie a néasobenie v poli si komutativne a asociativne operacie a nasobenie je
distributivne vzhladom na séitanie. Dalej 0 je neutralny prvok scitania a 1 je neutralny
prvok nasobenia, pri¢om tieto dva prvky su rozne. Jednoducho mozno nahliadnut, Ze prvok
b € K taky, 7ze a + b = 0, t.]. inverzny prvok vzhladom na operéciu s¢itania, je k danému
prvku a € K urfeny jednoznacne (pozri paragraf 0.4). Tento jednoznacne uréeny prvok
k danému a oznacujeme —a a nazyvame opacny prvok k a. Miesto a + (—b) zvykneme
pisat len a — b. Takisto prvok b € K taky, ze a-b = 1, je k danému 0 # a € K urceny
jednozna¢ne — oznacujeme ho a~! alebo %, pripadne 1/a a nazyvame inverzny prvok k a
alebo prevrdtend hodnota prvku a. Miesto a - b~! piSeme tiez % alebo a/b.

Znak nasobenia budeme vic¢sSinou vynechavat a ndsobenie bude mat prednost pred sci-
tanim, teda napr. miesto (a - b) 4+ ¢ budeme pisat len ab + ¢. Asociativnost ndm umoziiuje
vynechévat zatvorky a siucty ¢i suciny lubovolnych koneénych postupnosti prvkov pola jed-
noznacne zapisovat v tvare a; + as + ...+ a, resp. a; - as - ... - a, pripadne len ajas . .. a,;
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komutativnost ndm navySe dovoluje nestarat sa o poradie s¢itancov resp. ¢initelov. Kvoli
uplnosti sa dohodneme, Ze pre n = 1 sa oba uvedené vyrazy rovnaju ai; pre n = 0 kla-
dieme prazdny stcet rovny 0 a prazdny sacin rovny 1. Ak a; = ... = a, = a, tak miesto
a1+ ...+ a, piSeme na a miesto a; ...a, len a”.

Teraz si ukazeme, ako mozno niektoré najzakladnejsie pravidla pocitania, na ktoré sme
zvyknuti v ¢éiselnych oboroch @Q, R a C, odvodit len z axiém pola. Zhrnieme ich do nasle-
dujtceho tvrdenia. Okrem iného z neho vyplyva, ze k 0 nemoze v poli existovat inverzny
prvok (podmienka (c)).

1.2.1. Tvrdenie. Nech K je pole. Potom pre Iubovolné n € N aa,b,c,by,...,b, € K plati
(a) atb=a+c = b=c,
(b) (ab=ac & a#0) = b=c,
(c) a0 =0,
(d) ab=0 = (a=0V b=0),
(e) —a=(—-1)a,
(f) a(b—c) = ab— ac,
(g) a(by +...4+b,) =aby + ... +ab,.

Dokaz. (a), (b) Kedze obe podmienky mozno dokazat v podstate rovnako, urobime to len
pre druhti z nich. Z ab = ac vyplyva a lab = a lac. Lava strana sa rovna b a prava c.
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(c) a0+ a0 = a(0 4+ 0) = a0 = a0 + 0. Podla (a) z toho vyplyva a0 = 0.

(d) Nech ab = 0. Potom podla (c) ab = 0 = a0. Ak a # 0, tak podla (b) z toho vyplyva
b=0.

(e) Vdaka jednoznacnosti opacného prvku k a staci overit, ze (—1)a+a = 0. Jednoduchy
vypocet dava (—1)a +a = (—1)a+ la = (—1 4 1)a = 0a = 0 podla (c).

(f) Podla (e) a(b—c) = a(b+ (—1)c) = ab+ a(—1)c = ab + (—1)ac = ab — ac.

(g) Rovnost zrejme plati pre n = 0, 1, 2. Keby neplatila pre vSetky prirodzené ¢isla,
oznaCme n najmensie prirodzené ¢islo, pre ktoré existuju a, by, ..., b, € K také, ze uvedena
rovnost neplati. Potom n > 2 a pre n — 1 rovnost plati. Preto

alby+ ...+ b1 +b,) =alby+...+by,_1) +ab, =aby + ...+ ab,_1 + ab,.

To je vsak spor.

Dopliime, Ze podmienky (a) a (b) sa nazyvaju zakony o krdteni pre séitanie resp. néso-
benie v poli.
Podmienka (e) ndm umoznuje zaviest fubovolné celo¢iselné nasobky prvkov z pola.

Pre a € K, n € N kladieme (—n)a = —(na) = n(—a). Podobne mozno pre nenulové

prvky pola zaviest i Tubovolné celociselné mocniny. Pre 0 # a € K, n € N kladieme
a " = (an)fl — (afl)n.

Citatelovi prenechévame, aby si sam odvodil nasledujtce rovnosti zname z beznjch
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¢iselnych oborov:
0a=0, la=a, a € K,

n(a + b) = na + nb, a,be K, n€Z,
(m+n)a=ma+na, a€ K, mné€lZ,

(mn)a = m(na), a€ K, mn€Z,

(mn)(ab) = (ma)(ndb), a,be K, m,n € Z,

a =1, al—a a € K,

(ab)™ = a,be K, ne€Z, n<0 = a#0+#Db,
a”””—aa aeK, mneZ, (im<0Vn<0) = a#0,
a™" = (a™ )”, aceK, mneZ (m<0Vn<0)= a#0,

Este podotykame, Ze v rovnostiach v prvom a Siestom riadku oznacuji 0 a 1 na lavych
stranach prirodzené ¢isla, t.j. prvky mnoziny N, kym 0 a 1 na pravych stranach v prvom
riadku oznacuju prvky pola K. Vzhladom na to, Ze pre vSetky tri priklady poli, s kto-
rymi sme doteraz stretli, plati N C K, moze sa ndm toto rozliSenie zdat nepodstatné. Vo
vSeobecnosti vSak uvedend inkltzia platit nemusi.

Nech K je pole a L C K. Hovorime, Ze L je podpole pola K, ak 0,1 € L a pre vSetky
a,b€ Lplatia+be€ L,abe L, —a € L a, ak a # 0, tak aj a=! € L. Inak povedané,
podpole pola K je takd jeho podmnozina L, ktord obsahuje nulu a jednotku a je uzavreta
vzhladom na s¢itanie, ndsobenie, opa¢ny a inverzny prvok. Zrejme kazdé podpole pola K
je s tymito operaciami ztzenymi z K na L i samo polom. Hovorime tiez, Zze pole K je
rozsirenim pola L.
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Zrejme pole Q je podpolom pola R i pola C; pole C je rozsirenim pola Q aj R.

Charakteristikou pola K, oznacenie char K, nazyvame najmensie kladné celé ¢islo n
také, ze nl = 0; ak také n neexistuje, t.j. nl # 0 pre kazdé celé n > 0, hovorime ze K ma
charakteristiku oo (niektori autori vtedy klada char K = 0).

Ak pole K je rozsirenim pola L, tak polia K a L maju ti istu jednotku, preto char K =
char L.

Zrejme char QQ = char R = char C = oo.
1.2.2. Veta. Nech K je pole. Potom char K je oo alebo prvocislo.

Dokaz Kedze 0 # 1, zrejme char K > 1. Predpokladajme, Ze char K = n je zloZené
¢islo. Potom existuju celé ¢isla k,1 > 1 také, ze n = kl. Kedze k,l < n, je k1 # 0 # [1.
Na druhej strane (k1)(11) = (kl)(1-1) = nl = 0. Podla tvrdenia 1.2.1.(d) z toho vyplyva
k1 =0 alebo [1 = 0, ¢o je spor.

1.3. Polia Z,

V tomto kratkom paragrafe si ukazeme priklady poli, ktorych charakteristika nie je oc.
Z toho dévodu sa tieto polia vyrazne odlisuji od naSich déverne znamych ¢iselnych poli.
Presnejsie, pre kazdé prvocislo p zostrojime isté konecné pole Z,, ktoré ma p prvkov a
charakteristiku p. Na druhej strane, spominané ¢iselné polia (ako vobec vSetky polia neko-
necnej charakteristiky) st nekonecné. Poznamenajme, Ze pre kazdé prvocislo p a kladné celé
¢islo k existuje p"-prvkové pole s charakteristikou p ako aj nekoneéné polia charakteristiky
p. Ich konstrukcia vsak presahuje ramec nasho iivodného kurzu.
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Pre potreby matematickej analyzy, teda aj z hladiska fyzikalnych aplikacii, st naj-
dolezitejsimi polami R a C. Konecné polia vSak v stcasnosti zohravaju doleziti ilohu
napr. v kédovani a kryptografii.

Pre kazdé kladné celé ¢islo n oznacme

Zn={keN; k<n}={0,1,...,n—1}.

Mnozinu Z,, zo zrejmych dévodov (pozri cvicenie 0.12) nazyvame mnozinou zvyskovych tried
modulo n. Na tejto mnozine teraz zavedieme dve binarne operacie — s¢itanie ¢ a nasobenie
® (toto trochu tazkopadne oznacenie budeme pouzivat len v tomto paragrafe, neskor sa
vratime k obvyklym + a -; v definicii vSak treba odliSif sc¢itanie a nasobenie v Z, od
prislusnych operacii v Z). Pre a,b € Z,, kladieme

a @ b = zvySok po deleni (a + b) : n,

a ® b = zvySok po deleni (ab) : n.

Citatelovi prenechdvame na overenie (pripadne na uverenie), ze @ a ® st asociativne a
komutativne operacie na Z, a nasobenie je distributivne vzhladom na s¢itanie. Dalej 0 je
neutralny prvok sc¢itania a, pre n > 1, je 1 neutralny prvok nasobenia. Navyse ©a =n — a
je opaény prvok k a € Z, \ {0}; pre a = 0 je samozrejme &0 = 0.

1.3.1. Veta. Mnozina 7Z,, s operaciami ® a ® je pole prave vtedy, ked n je prvocisio.
Dokaz. Zrejme n je najmensie kladné celé ¢islo také, ze

nl=10...&1=0.
————

n-krat
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Preto, ak Z, je pole, tak charZ, = n, a podla vety 1.2.2. je n prvocislo.

Dokazeme, Ze Z, je pole pre kazdé prvocislo p. Najprv overime, ze v Z, plati zakon

o krateni
(a@b=aGc&a#0) = b=c

Rovnost a ©® b = a ® ¢ znamena, Ze ¢islo ab — ac = a(b — ¢) je delitelné ¢islom p. Kedze
p je prvocislo, musi byt aspori jedno z ¢isel a, b — ¢ delitelné ¢islom p. Nakolko 0 < a < p,
moze to byt len b — c. Pre b, ¢ € Z, to vSak znamend b = c.

Zostéava overit existenciu inverzného prvku ku kazdému 0 # a € Z,. Uvazujme postup-
nost mocnin a! = a, > = a®a, a® =a®a®a, ..., atd KedZe a # 0, z dokdzaného
kratenia vyplyva, Ze vSetky jej ¢leny st nenulové. Pretoze mnozina Z, je konecna, nemozu
byt vSetky ¢leny uvedenej postupnosti rozne. Musia preto existovat kladné celé ¢isla k, [
také, ze a¥ = a**' = aF © a'. Potom plati a* ® o' = a* ©® 1, z éoho kratenim dostédvame
al = 1. Kedze a' = a® a'™!, je a=! = a'! inverzny prvok k a.

Multiplikativne tabulky s¢itania a nasobenia v poli Zs sme si ako priklady bindrnych
operécii uviedli v paragrafe 0.4).

1.4. Vektory v rovine a v trojrozmernom priestore

Vektory v rovine ¢i v priestore si predstavujeme ako orientované tsecky, t. j. isecky, ktorych
jeden krajny bod povazujeme za pociato¢ny a druhy za koncovy — ten je oznaceny Sipkou.
Pritom dve rovnako dlhé, rovnobezné a siihlasne orientované usecky predstavuju ten isty
vektor — hovorime, Ze s umiestneniami toho istého vektora. Ak si teda zvolime nejaky
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Obr. 1.1. Vektorovy rovnobeznik

pevny bod O, tak vSetky vektory v rovine ¢i priestore mozeme jednoznacne reprezentovat
—
ako orientované tsecky OA s pociatkom v O, pricom ich koncom moze byt Tubovolny bod

—
A roviny ¢&i priestoru, bod O nevynimajtc — orientovana tsecka OO totiz predstavuje tzv.
nulovy vektor.

Vektory v rovine i v priestore mozno s¢itat pomocou tzv. vektorového rovnobeznika.
Sucet vektorov u = 0—1)4, v= O—B) je potom znéazorneny orientovanou uhloprieckou u+ v =
oC rovnobeznika, ktorého dve prilahlé strany tvoria tisecky OA, OB.

Vektory mozno taktiez nasobit Tubovolnymi skaldrmi, t.j. redlnymi ¢islami: ak ce R
a v je vektor, tak cv je vektor, t.j. orientovana tsecka s pociatkom v O, ktorej dlzka je
|c|-nésobkom dlzky tsecky v, lezi na tej istej priamke ako v a je orientovana stihlasne s v, ak
¢ > 0, resp. nesuhlasne s v, ak ¢ < 0, (ak ¢ = 0 alebo v je nulovy vektor, tak, samozrejme,
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aj cv je nulovy vektor, takze nezélezi na jeho smere ani orientacii).

Ak si okrem pociatku O zvolime v rovine ¢i priestore eSte dve resp. tri siradné osi, t.j.
navzajom kolmé priamky prechadzajice pociatkom, a na kazdej z nich jeden bod v rovna-
kej jednotkovej vzdialenosti od pociatku, dostaneme pravouhly stiradnicovy systém v rovine
¢i v priestore. Kazdy bod roviny ¢i priestoru je potom jednoznacne urceny usporiadanou
dvojicou, resp. trojicou svojich suradnic a tiez naopak, kazda dvojica resp. trojica su-
radnic jednoznacne urcuje nejaky bod roviny ¢i priestoru. Taktiez kazdy vektor v rovine ¢i
v priestore je potom jednoznacne urceny siuradnicami svojho koncového bodu a tiez naopak
Iubovolna usporiadand dvojica resp. trojica stradnic jednoznacne urcuje nejaky vektor v ro-
vine ¢i priestore. Pri pevnom stradnicovom systéme tak mozno mnozinu vsetkych vektorov
v rovine stotoznif s mnozinou R? a mnozinu vSetkych vektorov v priestore s mnozinou R3.

Ak (pri takomto stotozneni) u = (uj,us) € R?* v = (vi,v2) € R? st dva vektory
v rovine, tak lahko nahliadneme, Ze pre ich stcet u + v, dany vektorovym rovnobeznikom,
plati

u+ v = (u1,ug) + (v1,v2) = (w1 + v1,ug + v2).

Ak ¢ € R, tak pre skalarny nasobok cu dostéavame
cu = c(uy,us) = (cuq, cus).

Podobne mozno reprezentovat aj operécie suctu a skaldrneho nasobku vektorov v priestore
prislusnymi operaciami na mnozine R? vsetkych usporiadanych trojic redlnych éisel.

Este si viimnime, Ze predpoklady kolmosti stiradngch osi a rovnosti jednotkovych dlzok
v jednotlivych smeroch nehrali v nasich tivahach nijakt tilohu. Staci, aby systém staradnych
osi tvorili dve roznobezné priamky (v rovine) resp. tri nekomplanérne priamky (v priestore)
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pretinajtce sa v podiatku O. Za jednotkové dlzky v smeroch jednotlivich stiradngch osi
mozno zvolif dlzky fubovolnych (nie nevyhnutne rovnako dlhych) tseciek.

Operacie suc¢tu vektorov a nasobenia vektora skaldrom majt rad vlastnosti, ktoré nie
st viazané len na ich Specifickli geometrickl reprezentaciu v rovine ¢i priestore. Napriklad,
prostrednictvom stradnicovej reprezentacie vektorov by sme ich mohli priamociaro zovse-
obecnit na usporiadané n-tice skalarov z fubovolného pola K pre akékolvek n € N. Tym by
sme dostali akési ,n-rozmerné vektorové priestory nad polom K“. V duchu algebry teraz
zadefinujeme abstraktny pojem vektorového priestoru nad danym polom, pricom budeme
abstrahovaf od akychkolvek stradnic aj ,,dimenzie“. Podstatné budi pre nés len algebraické
vlastnosti operacii suctu vektorov a skalarneho nasobku vektora. K spominanym prikladom
sa v8ak budeme ststavne vracat.

1.5. Vektorové priestory

Nech K je pole. Vektorovym alebo tiez linedrnym priestorom nad polom K nazyvame mno-
zinu V' s vyznaénym prvkom 0 a dvomi bindrnymi operaciami — s¢itanim + : V xV — V
a nasobenim - : K x V — V — takymi, Ze plati
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(Ve yzeV)(z+ (y+2) = (z+y) + 2),

(Vo yeV)(z+ty=y+a),

VeeV)(x+0=mux),
VzeV)3yeV)(z+y=0),

Va,be K)(Vze V)(a-(b-x) = (ab) - ),
VxeV)(1l xz=ua),

(Vae K)(Va,yeV)(a-(z+y) = (a-2) + (a-y)),
(Va,be K)VxeV)((a+b) - z=(a-x)+ (b- x)).

Ako si citatel asi v§imol, skalary znacime ,,obyc¢ajnymi“ malymi latinskymi pismenami
a vektory tuénymi malymi latinskymi pismenami Tejto implicitnej dohody sa budeme
ju porusit.

I ked scitanie skaldrov v poli a séitanie vektorov zna¢ime rovnakym znakom +, ide o
rozne operacie. Podobne nasobenie v poli a nasobenie vektora skalarom st rézne operacie,
hoci obe znac¢ime - . Neskor tento pristup dovedieme este dalej, ked budeme rovnako znacit
prislusné operacie a nuly v réznych vektorovych priestoroch. RozliSovanie znakov pre nulu
0 € K a0 €V, hoci tieto prvky plnia rovnaka funkciu v K resp. vo V, je tak trochu
proti duchu tohto pristupu. Ide vlastne o zbyto¢ny luxus, ktory je vsak v zhode s prijatou
dohodou o znaceni skalarov a vektorov.

Z formélneho hladiska pripominaji axiémy vektorového priestoru axiémy pola: s¢itanie
vektorov je opéf asociativna a komutativna bindrna operacia na V' s neutralnym prvkom
0 € V, operacia nasobenia vektora skaldrom tieZ spliia aktsi podmienku ,asociativnosti“,
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1 € K je jej ,neutrdlnym prvkom® a platia dva ,distributivne zédkony“. Je tu vsak jeden
podstatny rozdiel — kym nésobenie v poli K je bindrnou operaciou na mnozine K, t.j.
zobrazenim - : K x K — K, nasobenie vo vektorovom priestore V' nad polom K nie je
binarnou operaciou na V', ale binarnou operaciou - : K x V' — V. To nam vsak nebrani
zaviest obdobné dohody ako pre operacie v poli: i teraz bude maf nésobenie prednost pre
(a-x) + y. Takisto budeme vynechavat zatvorky, ktorych umiestnenie neovplyvni vyslednt
hodnotu vyrazov ako napr. v abx alebo ayx; + ... + a,x,. Posledny vyraz budeme tiez

znacit
n

§ a; T;

=1

a nazyvat linedrnou kombindciou vektorov @,...,x, s koeficientmi aq, ..., a,. Specialne
pre n = 1 to znamena 23:1 a;x; = aixy; kvoli uplnosti pre n = 0 este kladieme prazdnu
lineArnu kombinéciu 2?21 a;x; rovna 0.

Podobne ako v pripade poli, mozno z axiém vektorovych priestorov odvodit niektoré
zékladne pravidla pre pocitanie so skalarmi a vektormi. Predovsetkym prvok y € V' taky,
7e x+ y = 0, je k danému x € V urceny jednoznacne — znac¢ime ho —x a nazyvame opacny
vektor k . Namiesto &+ (—y) opét piseme len z—y. Tieto pravidla zhrnieme v nasledujtce;j
analdgii tvrdenia 1.2.1.

1.5.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom pre lubovolnén € N,
a,b,ay,...,a, € K ax,y 2z x,...,x, €V plati

(a) z+y=xc+z = y=z
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(b) (ax=ay & a#0) = z=y, (ax=bx & x#0) = a =0,
(c) a0 =0 = Oz,

(d) ax=0 = (a=0V z=0),

(¢) —z=(-1)z,

(f) a(x— y) = ax— ay, (a —b)x = ax — b,

(g) a(e, + ...+ @) =axy + ... tax,, (a1+...+a)T=ax+...+a,

Doékaz Vsetky podmienky, s vynimkou druhej implikdcie v (b), moZzno dokézat celkom
analogicky ako prislusné casti tvrdenia 1.2.1. Dokazeme aj tuto. Nech ax = bx a x # 0.
Potom (@ — b)x = ax — bx = 0. Podla (d) z toho vyplyva a —b = 0, teda a = b.

Préve definované vektorové priestory by sme presnejsie mohli nazvat ,Jlavymi“ vek-
torovymi priestormi, lebo v operécii skalarneho nésobku piSeme skalar vlavo od vektora.
Celkom obdobne by sme mohli definovat aj ,pravé“ vektorové priestory, v ktorych by sme
operaciu skalarneho nasobku chéapali ako zobrazenie V x K — V a zapisovali ju v tvare x-a
alebo len xa pre £ € V, a € K. Vdaka komutativnosti nasobenia v poli K si vSak mozeme
dovolit chapat nase ,lavé“ vektorové priestory zaroven ako ,pravé“. Pre vSetky a € K,
x € V jednoducho polozime xa = azx. Jediny problém — zabezpecit pre vSetky a,b € K,
x € V rovnost (ab)x = (ba)x, ktora z takejto definicie vyplyva vypoctom

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (xb)a = x(ba) = (ba)x,
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— je vyrieseny prave v dosledku komutativnosti nasobenia v K. Teda, ak sa ndm v operacii
skalarneho nésobku vyskytne skalar vpravo od vektora, nemusi nas to vyviest z miery —
kIudne ho mozeme prehodit vlavo a ani o zatvorky sa nemusime prili§ starat.

1.6. Priklady vektorovych priestorov

1.6.1. Rozsirenia poli. Zrejme kazdé pole K mozno povazovat za vektorovy priestor nad
sebou samym. VSeobecnejsie, ak pole L je rozSirenim pola K, tak L mozno povazovat za
vektorovy priestor nad polom K (formalne sta¢i ,zabudnit“ nésobenie niektorych dvojic
prvkov a,b € L a suéin ab pripustit len pre a € K, b € L). Podobnym sposobom mozno
vektorovy priestor V' nad polom L ziZenim nésobenia L x V' — V na nasobenie K xV — V
prerobit na vektorovy priestor nad polom K.

1.6.2. n-rozmerné riadkové a stlpcové vektory nad danym polom. Pre Iubovolné
pole K a n € N mnozina

K" ={(z1,...,2,); T1,...,2, € K}
vsetkych usporiadanych n-tic prvkov z K spolu s operaciami

z+y= (21, ..., %)+ W1, - Yn) = (X1 + Y1, -, Tn + Yn),
cx=c(xy,...,x,) = (cr1,...,c2),

kde ¢ = (z1,...,2,) € K", y = (y1,...,yn) € K" a ¢ € K, tvori vektorovy priestor
nad polom K. Zrejme usporiadana n-tica 0, = (0,...,0) hra tlohu nuly v K™. Ak bude
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potrebné rozlisit nulové vektory v priestoroch K™ pre rézne prirodzené ¢isla n, budeme pre
nulu v K™ pouzivat oznacenie 0,,. Opaény prvok k & = (z1,...,x,) € K™ je zrejme

—x=—(T1,...,T) = (—x1,...,—Ty)

Hovorime, ze operacie na K™ st definované po zlozZkdch. Prvky tohto vektorového priestoru
nazyvame n-rozmerné riadkové vektory nad polom K. Kvoli iplnosti eSte poznamenajme,
7e vektorovy priestor K° pozostdva z jediného prvku (), predstavujticeho ,usporiadant
nulaticu“, ktora tak je nevyhnutne nulou v K°.

.....

tormi nad polom K, t.j. s vektormi tvaru

x1
g9 =
Tn
kde z1,...,7, € K. Citatel si iste sam doplni definicie prislusnych operacii (op#t po zloz-

kach) a dalsie podrobnosti. Pokial nebude hrozif nedorozumenie, budeme i tento priestor
oznacovat K™, pripadne len slovne naznac¢ime, ¢i tym méame na mysli priestor n-rozmernych
riadkovych alebo stipcovych vektorov. V stlade s tym 0,, alebo len 0 moze oznacovat aj
nulovy vektor-stipec.

1.6.3. Polynémy nad danym polom. Pod polyndmom alebo tiez mnohoélenom f(x) stup-
na n, kde n € N, v premennej x nad polom K rozumieme formalny vyraz tvaru

n
flx)=ap+ax+ ...+ a, 12" 4+ a,z” = E a;r’,
=0
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kde ag,aq,...,a,_1,a, € su skalary, nazyvané koeficienty polynému f, a a, # 0; nulu
0 € K povazujeme za polyndém stupna —1 a nenulové skalary a € K za polynémy stupria 0.
Zrejme kazdy polyném f(z) definuje (rovnako zna¢ent) funkciu f : K — K dand predpisom
¢ — f(c), t.j. dosadenim konkrétnych hodnot ¢ € K za premenni z do polynému f(z).
Mnozinu vsetkych polynémov v premennej x nad K stupna nanajvys n, kde —1 < n € Z,
budeme znacit K™ [z]; mnozinu vsetkych polyndmov v premennej z nad K znacime K[x].
Lubovolny polyném g(z) = > " bz’ € K[z] stuptia m < n mozeme tiez pisat v tvare

g(x) = bo +biz + ...+ bpa™ + 02" 4 02,

t.j. v tvare g(z) = > bz, kde b; = 0 pre m < @ < n. S pouzitim tejto konvencie
mozno definovat sucet f(z) + g(x) polynémov f(x) = > 1, ax’, g(x) = > i o bz’ z K[z]
predpisom

max(m,n)

(f+9)@) = f(@) +9(@)= > (a+b)a’
Ak navyse c € K, kladieme

(ef)(x anm

Lahko moZno nahliadnut, Ze s takto po zlozkéch definovanymi operaciami stactu a skalar-
neho nasobku tvori kazda z mnoZin polynémov K™[z], kde —1 < n € Z, ako i mnozina
vietkych polynémov K|[z] vektorovy priestor nad polom K. Struktirou vektorového pries-
toru sa vsSak algebra polynémov nevycerpava. Popri sucte a skalarnom nasobku mozno na
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K[z] definovat aj sucin f(x) g(z) uvedenych polynémov f(z), g(x) predpisom

m-+n

(f9)(x) = f(x) g(z) = Y ena®,

kde ¢, = Zf:o a;bp_;.

1.6.4. Priame suciny vektorovych priestorov. Nech V; a V5 st vektorové priestory nad
tym istym polom K. Priamym sucinom (niekedy tiez vonkajsim priamym sictom) priesto-
rov V1, V5 nazyvame mnozinu V; X V5, t.]. kartezidnsky stcin mnozin Vi, V5, s operaciami
suctu vektorov a skaldrneho nasobku definovanymi po zlozkach. Teda pre (uy, up), (v1, v2) €
Vi x Vs, ¢ € K kladieme

(ula U2) + ('Ul, ’02) = (U1 + v, up + ’02),
c(ur, up) = (cuy, cuy).

Zrejme (0,0) je nulou tohto vektorového priestoru a —(uy, up) = (—uy, —up) je opaény
prvok k (u;, uy). Citatelovi prenechdvame, aby si overil, ze priamy stcin Vi x V5 s takto
definovanymi operaciami naozaj tvori vektorovy priestor nad polom K, a taktiez, aby si

premyslel, ako mozno uvedent konstrukciu zovSeobecnit na priamy sucin Vi x ... x V,
[ubovolného konecéného poctu vektorovych priestorov Vy,...,V,nad K. Ak V =V, = ... =
V., tak pisSeme V; x ... x V,, = V" a tento vektorovy priestor nazyvame n-tou priamou

mocninou priestoru V. Pre V = K uvedena konstrukcia dava nam uz znamy vektorovy
priestor K" z 1.6.2,
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1.6.5. Vektorové priestory funkcii. Nech V' je vektorovy priestor nad polom K a X
je Tubovona mnozina. Pripomenime, Ze VX oznac¢uje mnozinu vsetkych funkcii f : X —
V. Teraz ukdzeme, ako mozno z tejto mnoziny urobit vektorovy priestor nad polom K.
Operacie suctu a skalarneho nasobku budeme definovat opit po zlozkach. To znamena, Ze
pre f,g € VX a ¢ € K budeme definovat funkcie f + ¢ € VX a cf € VX tak, ze pre kazdé

x € X polozime
(f +9)(@) = f(z) + g(2),
(cf)(z) = cf(z).

Znovu mozno fahko nahliadnuf, ze VX s takto definovanymi operaciami tvori vektorovy
priestor nad polom K — nazyvame ho vektorovym priestorom vsetkych funkcii z X do V.
Nulou vo V¥ je funkcia 0 : X — V identicky rovnd prvku 0 € V; opaénym prvkom
k funkcii f € V¥ je funkcia —f € VX dand predpisom x — —f(x) pre » € X.

V $pecidlnom pripade pre V = K takto dostaneme vektorovy priestor K~ vsetkych
funkcii z mnoziny X do pola K. Ak K je pole vSetkych realnych pripadne komplexnych
Cisel a X je napr. nejaky uzavrety interval (a,b) redlnych cisel, tak dostdvame vektorové
priestory funkcii R{*? resp. C{%* ktoré sa hojne vyskytuji v matematickej analjze.

Cvicéenia

Cvicenia 1-4 st opakovanim zakladnych poznatkov o komplexnych ¢islach.

1.1. Vypocitajte:

(a) (5 + 3i) + (7 — i), (b) (11 — 10i) — (8 — 5i),
(c) (=2 + 5i) - (3 + 2i), (d) (4—1)-(2+90),
(e) (12 + 5i)~1, (f) (7+1)/(3 — 4i).
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1.2. (a) Pre komplexné ¢islo © = a + bi, kde a,b € R, nazyvame a = Rex, b = Imx jeho redlnou resp.

imagindrnou castou. Teda Rex aj Imx st redlne éisla. Dokézte vzorce:

Re(z + y) = Rez + Rey, Re(zy) = RezRey — Imz Imy,

Im(z +y) =Imz + Imy, Im(zy) = RexImy + Imx Rey.
(b) Ak si v (redlnej) rovine zvolime pravouhly stradnicovy systém, moézeme kazdé komplexné éislo
2 = a + bi reprezentovat bodom ¢ vektorom so sturadnicami (a,b). Ak prostrednictvom bijekcie z —
(Rez,Im ) stotoznime kazdé komplexné é&islo s jeho obrazom a mnozinu C s rovinou (mnozinou R?),
hovorime o tzv. Gaussovej rovine. Znazornite ¢isla zo zadani aj vysledkov cvicenia 1 v Gaussovej
rovine.

1.3. Absolitna hodnota komplexného éisla © = a + bi, kde a,b € R, je definovana ako |z| = va? + b2,
t.j. ako vzdialenost bodu x od podiatku v Gaussovej rovine. Komplexzne zdruZené éislo k &islu z je
T = a — bi, t.]. éislo simerne zdruzené s z podla realnej osi.
(a) Néjdite absolutne hodnoty jednotlivych ¢isel zo zadani aj vysledkov v cviceni 1.
(b) Dokézte nasledujice vztahy:

ReZ = Rex, ImZ = —Imux;
T=g, eyt =(29)/ Wl % (y#0),
z+y=T+7Y, Ty = 7Y,
|| =[z| , e 2 = o7,
eyl =lz| lyl , e +yl < lal + |yl

(¢) V poslednom vztahu nastane rovnost prave vtedy, ked existuje nezéporné ¢islo ¢ € R také, Ze
x = cy alebo y = cx. Dokéazte.
1.4. Kazdé komplexné éislo  mozno vyjadrit v tzv. goniometrickom tvare x = r(cos a+1isin «), kde r = ||
— —5
a « je uhol, ktory (pre z # 0) zviera v Gaussovej rovine ,vektor® 01 s ,vektorom® 0z (pre x = 0
vyhovuje lubovolné o € R).
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(a) Pre x # 0 vyjadrite cos v a sin @ pomocou Rex, Imx a |z|. DokézZte, Ze « je uréené jednoznacne
az na séitanec 2kmw, kde k € Z.

(b) Pre = r(cosa + isina), y = s(cos 8 + isin B) plati zy = rs(cos(a + B) + isin(a + 3)). Dokazte.
(c) Matematickou indukciou dokézte tzv. Moivreovu vetu: (cosa + isina)™ = cosna + isinna, pre
kazdé n € N. Rozsirte jej platnost na vsetky n € Z.

(d) Vyjadrite vSetky ¢isla zo zadani aj vysledkov v cvic¢eni 1 v goniometrickom tvare.

(e) Pomocou Moivreovej vety vypoéitajte (v/3 + i)', (1 —i)~".

(f) Na zaklade Moivreovej vety napiste vzorec pre vSetkych n rieSeni binomickej rovnice ™ = ¢, kde
¢ € C. (Ndvod: Rieste najprv pripad |c¢| = 1.)

(g) Néjdite vietky riesenia binomickych rovnic 2° = (v3 —1)/2, y* =1+ia 25 = —4 + 3i.

1.5. Podrobne dokézte vztahy uvedené za dokazom tvrdenia 1.2.1. Kde treba, pouzite matematickt indukciu.

1.6. V kazdom z nasledujicich pripadov rozhodnite, ¢i mnozina A je podpolom pola K. Svoje rozhodnutie

zdovodnite.

(a) K =Q, A=17; (b) K =R, A=Q[v2] = {a+bv2; a,b € Q};

(¢c) K=R, A= (-1,1); (d) K=C, A=Z[i] ={a+bi; a,b e Z};

(e) K =Zy1, A = Zs; (f) K=C, A=Q[w] = {a+ bw + cw?; a,b,c € Q},

kde w = (=1 +iv3)/2.

1.7. Zostrojte multiplikativne tabulky séitania a nasobenia v Z, pre 2 < n < 6. Na ich zéklade zdovodnite,
preco Z4 a Zg nie su polia.

1.8. Vynechajme z definicie pola podmienku 0 # 1 a podmienku pozadujicu existenciu inverzného prvku
vzhladom na ndsobenie ku kazdému nenulovému prvku a € K. Mnozina K s vyznaénymi prvkami
0,1 € K, vybavena binarnymi operaciami stétu a stéinu, spliajicimi zvy$né podmienky sa nazjva
komutativny okruh s jednotkou.! Komutativny okruh s jednotkou sa nazjva netrividlny, ak v iom
predsa len plati 0 # 1. Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:

LObéas sa v literature takato Struktira nazgva len komutativny okruh.
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(a) Z s obvyklymi operdciami saétu a sucinu je netrividlny komutativny okruh s jednotkou.

(b) Pre kazdé n € N, n # 0, je Z,, so séitanim a nasobenim modulo n komutativny okruh s jednotkou.
Tento okruh je netrividlny prave vtedy, ked n > 2.

(¢) Komutativny okruh s jednotkou je netrividlny prave vtedy, ked obsahuje aspoii dva roézne prvky.

1.9. (a) V lubovolnom komutativhom okruhu s jednotkou K zadefinujte vyrazy tvaru na pre fubovolné

n € Z, a € K rovnako ako v poli. Taktiez zadefinujte vyrazy tvaru a™ pre n € N, a € K. Dokézte pre
ne analogické tvrdenia, ako platia v poli. Co je prekazkou definicie a™ pre vietky n € Z?
(b) Zadefinujte charakteristiku lubovolného komutativneho okruhu s jednotkou rovnakym spdsobom
ako v pripade pola.
(c) Dokazte, ze pre komutativny okruh s jednotkou K plati char K = 1 prave vtedy, ked K je trividlny.
(d) Pre kazdé n € N, n # 0, plati char Z,, = n.
(e) Pre kazdé prvocislo p zostrojte priklad komutativneho okruhu s jednotkou, ktory mé charakteris-
tiku p, no nie je polom. (Navod: Pozri cvicenie 1.12.)

1.10. (a) Matematickou indukciou dokézte platnost binomickej vety v lubovolnom komutativnom okruhu
s jednotkou K (teda aj v Tubovolnom poli). To znamen4, ze pre vetky n € N, a,b € K plati

n__ . n n n—1 n n—1 n o__ - n n—kik
(a+b)" =a +<1>a b+...—|—<n_1)ab +b _;<k>a b-.

(b) Predpokladajme, Ze charakteristikou komutativneho okruhu s jednotkou K je prvocislo p. Nech
m € Z je nasobkom p. Dokazte, ze pre kazdé c € K plati mc = 0.

(c) Na zdklade (a) a (b) dokézte, ze v komutativnom okruhu s jednotkou prvociselnej charakteristiky
p plati pre exponent n = p nasledujuci ,,popularny“ variant binomickej vety:

(a+b)P = aP + bP.

1.11. Dopliite vynechané c¢asti dokazu tvrdenia 1.5.1.
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1.12. V kazdom z prikladov 1.6.1-5, podrobne overte, Ze uvedend mnozina s prislusnymi operdciami tvori
vektorovy priestor.

1.13. Rovnako ako v priklade 1.6.3, zadefinujte pre lubovolny komutativny okruh s jednotkou K mnozinu K [x]
vSetkych polynémov v premennej = s koeficientmi z K a na nej operacie suctu a saéinu. Dokazte, ze K|z
s takto definovanymi operaciami je opat komutativny okruh s jednotkou a plati char K[z] = char K.

1.14. Na mnozine RT vsetkjch kladnych redlnych ¢isel definujme nové ,séitanie @ ako ndsobenie, t.j.
z @y = zy. Dalej definujme novii operéciu ,skalarneho nasobku“ ® : R x RT — Rt ako umociiovanie,
t.j. predpisom a ® x = x%. Dokazte, Ze mnozina RT s uvedenymi operaciami tvori vektorovy priestor
nad polom R. Co je nulovy vektor 0 € RT? Ako vyzera opac¢ny vektor Oz k vektoru z € RT? Vyjadrite

pomocou pévodnych operacii ndsobenia a umoctiovania linedrnu kombinaciu (a1 ©21)®. .. ® (an, Oy ),
kde a1,...,a, €R, z1,...,2, € RT.
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2. Zaklady maticového poctu

V tejto kapitole sa zoznamime s maticams, t.j. obdlZznikovymi tabulkami, pomocou ktorych
budeme kédovat najroznejsie dolezité idaje o vektorovych priestoroch, a nauc¢ime sa s nimi
zaobchédzat. Niektoré operacie s maticami budi zatial nemotivované, ich vyznam vyjde
najavo az neskor. Od ditatela tak ziadame isti davku trpezlivosti, podobnu tej, akti musi
prejavit prvacik na zakladnej skole, ktory tiez musi najprv zvladnut jednotlivé pismenka,
potom sa naucit, ako sa z nich skladaji slova, a az potom modZe zacat ¢itat zmysluplné
texty. Tento vklad sa ndm zaro¢i neskor, ked nam umozni hladko napredovat a nezdrziavat
sa pri nepodstatnych otazkach.

Pri prvom ¢itani mozno vynechat odstavce venované blokovym maticiam a maticiam

nad vektorovymi priestormi. Celkom postaci nalistovat si prislusnta c¢ast az vo chvili, ked
sa s blokovymi maticami stretneme v dalsich kapitolach.
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2.1. Matice nad danou mnozinou

2.1.1. Typy matic. Nech X je Tubovolnd mnozina a m,n € N. Maticou typu m X n, alebo
tiez m X n-rozmernou maticou nad mnoZinou X rozumieme obdlZnikovu tabulku

a1 12 ... Qip

921 Ao2 ... QA2pn
A= ,

Am1 Am2 ... AOmn

pozostéavajicu z prvkov mnoziny X . Skratene tiez piSeme A = (@;j)mxn, alebolen A = (a;;).
Prvky a;; € X, kde 1 < i < m, 1 < j < n, sa nazyvaja prvkami matice A. Prvok a;;
nachadzajici sa v i-tom riadku a j-tom stlpci matice A nazjvame tieZ prvok v mieste
(1,7), pripadne (i, j)-ty prvok matice A. MnozZinu vSetkych m X n-rozmernych matic nad
mnozinou X znacime X™*". Ak m = n, hovorime o Stvorcovych maticiach rddu n nad
mnozinou X.

Poznamenajme, ze v pripade, ked niektoré z ¢éisel m, n je 0, mnozina X™*" pozostava
z jedinej a to prdzdnej matice (). Neskor sa ukdze rozumné stotoznif tito maticu s tzv.
nulovou maticou. Aby sme sa vyhli trivialitAm, budeme sa vzdy bavit len o maticiach
kladnych rozmerov m x n, ¢itatel by si vSak mal aspori obcdas uvedomit, Ze vi¢Sina naSich
uvah si zachovava platnost aj v pripade, ked m = 0 alebo n = 0.

Dve matice nad mnozinou X povazujeme za navzdjom rovné alebo totozné, ak maju
rovnaké rozmery a rovnaké prvky na prislusnych miestach. To znamend, Zze pre matice
A = (0ij)mxn, B = (bij)pxq nad X kladieme A = B prave vtedy, ked m = p, n = ¢ a pre
vsetky e =1,...,m, 7 =1,...,n plati a;; = b;;.
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Mnozina matic typu 1 x n nad X splyva s mnozinou X", ak usporiadané n-tice prvkov
z X zapisujeme do riadku. Podobne, ak usporiadné m-tice prvkov z X zapisujeme do stipca,
tak mnozina matic typu m x 1 nad X splyva s mnozinou X™. Pokial bude z kontextu jasné,
¢i ide o riadky alebo stipce, pripadne, ak na tom nebude zalezat, budeme pisat jednoducho
X", X™ a pod. Podrobnejsie oznacenie X*", X™*! 3 pod. budeme pouzivat, len ak bude
treba rozlisift riadky a stipce.

2.1.2. Riadky a stlpce matice. Nech A = (a;;) € X™*". Usporiadant n-ticu
r;(A) = (a1, s, - . ., Qi) € X,

kde 1 < i < m, nazyvame i-tym riadkom matice A. Podobne, usporiadni m-ticu

aij

az;

QAm

kde 1 < j < n, nazyvame j-tym stlpcom matice A. Maticu A tak moZno stotoznif so
stlpcom jej riadkov ako aj s riadkom jej stipcov, t.j.

a1 a1 ... Qip T'l(A)
g1 Q22 ... Q9p TQ(A)

A= T T T =TT = (s1(A), s2(4), - su(4).
Ami Qo - Gmn rm(A)
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2.1.3. Transponovana matica. Maticu, ktora ziskame z matice A = (@;;)mxn zdmenou
jej riadkov a stlpcov, nazjvame transponovanou maticou k matici A a znacime ju A”.
Teda trochu podrobnejsie

11 A21 ... Ami

19 A29 ... Am2
AT =

A1p A2, ... Amn

To znamena, ze AT € X™™ a prvok v mieste (¢, ;) matice A” je aj;.
Zrejme pre Tubovolni maticu A € X™*™ plati

(AT)T = A.

Transpoziciou matic-riadkov z X**" dostaneme matice-stlpce z X™*! a transpoziciou
matic-stipcov z X™*! matice-riadky z X ™. Na zaklade tejto poznamky mozno nahliadnut,
ze pre Tubovolnt maticu A € X™" a1l <i<m,1<j<n plati

Si(AT> = ’I"i(A)T, r; (AT) = Sj(A)T.

Stvorcovd matica A € X™ " sa nazyva symetrickd, ak A = AT, t.j. ak a;; = a;; pre
vietky 4,7 = 1,...,n. Postupnost prvkov (aiy,aos, ..., a,,) nazyvame diagondlou Stvor-
covej matice A. Transponovani maticu k Stvorcovej matici A zrejme ziskame ,0sovou
sumernostou” jej prvkov podla diagondly.
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2.1.4. Blokové matice. Niekedy bude uZito¢né spojit dve matice A € X™*™ B e Xmxn2
s rovnakym poc¢tom riadkov do jednej matice tak, Ze prislugné tabulky jednoducho napiseme
vedla seba. Vysledna matica je typu m X (ny + ny) a znac¢ime ju (A, B), pripadne (A | B).

Podobne mozno spojit dve matice A € X"™*" B € X™*" s rovnakym poctom stlpcov
do jednej matice tak, Ze prislusné tabulky napiSeme pod seba. Vyslednd matica je typu
(my1 4+ mg) X n a znacime ju (g), pripadne (%)

Prave popisané konstrukcie sa prikladmi tzv. blokovych matic. P6vodné matice, z kto-
rych takto vytvarame blokovi maticu, potom nazyvame jej blokmi. Takisto mdZzeme vedla

Naopak, niekedy sa moze ukazat delné vyznacif v danej matici nejaké mensie obdlz-
nikove casti ako jej bloky. Vtedy hovorime o tzv. blokovom tvare danej matice. Prikladom
toho bol zépis matice A € X™*™ ako riadku jej stipcov, pripadne ako stipca jej riadkov.

Uvedené dve schémy vytvarania blokovych matic ,vedla seba®“ a ,pod seba“ mozno tiez
kombinovat. Napr. z matic A;; € X™*™M Ay € X™*"2 Ay € X™2X™M Ayy € X™M2X™2
mozno vytvorit blokovii maticu

(An Am)
Ay A

typu (mq + ms) X (ng + ng).

Volne povedané, blokové matice st vlastne matice, ktorych prvkami st opét matice, pricom
vSetky matice v tom istom riadku blokovej matice maji rovnaky pocet riadkov a vsSetky
matice v tom istom stlpci blokovej matice maju rovnaky pocet stlpcov. Takto chapanu
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blokovti maticu mozno zapisat v tvare

A11 50 C All
A= (Ayrx = oo ;
Ay ... Ay
pri¢om jednotlivé bloky A,;; st matice nad X rozmerov m;xn;, kde (mq,...,mg), (n1,...,n;)

st nejaké konec¢né postupnosti prirodzenych ¢isel. Maticu nad mnozinou X z tejto ,matice
matic* dostaneme tak, Ze si v.A odmyslime vnitorné zatvorky oddelujice jej jednotlivé

2.2. Matice nad danym polom

Na mnozine X, nad ktorou sme vytvéarali prislusné matice, sme zatial nepredpokladali ni-
jaku dalsiu $truktaru. Jednako na mnoZinach matic X™*™ sa ndm pomerne bohatéd Struk-
tura prirodzene vynorila. VSetky doposial zavedené maticové operécie a vlastnosti vSak
mali vylucne pozicny charakter — zakladali sa na reprezentacii kazdej matice ako prislusne;j
obdlZnikovej tabulky. Dalsie maticové operacie a vlastnosti, ktoré hodlame zaviest a neskor
vyuzivat, uz budi podmienené pritomnostou istej Struktiry na mnozine X.

Najdolezitejsi a, az na par vynimiek, vlastne jediny druh matic, ktorymi sa budeme
v tomto kurze zaoberaf, tvoria matice nad nejakym polom. Teda v celom paragrafe K
oznacuje pevne zvolené, inak vSak Ilubovolné pole. V stlade s predoslym paragrafom K™*",
kde m,n € N, oznacuje mnozinu vSetkych matic typu m x n nad polom K.
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2.2.1. Vektorovy priestor matic. Pre pevné m,n € K budeme na mnozine matic K™*"
definovat po zlozkach operacie su¢tu a skalarneho nasobku. Teda pre matice A = (a;;)mxn;
B = (b;j)mxn nad K a ¢ € K polozime

A + B = (a;; + bij)mxn,
cA = (cQij)mxn-

Podotykame, Ze sticet matic A + B je definovany len pre matice A, B rovnakého typu a
samotna matica A+ B je toho istého typu ako A a B. Neutralnym prvkom operacie s¢itania
na K™*" je matica typu m x n, ktorej vSetky prvky st nulové; nazyvame ju nulovd matica
typu m xn a oznacujeme ju 0,, ,,, pripadne len 0, ked jej rozmer je jasny z kontextu alebo na
niom nezalezi. Opa¢nym prvkom k matici A = (a;;)mxn je zrejme matica —A = (—a;;)mxn-
Citatel si iste sam Tahko overi, Ze matice Tubovolného pevného typu m x n nad polom K
s takto definovanymi operaciami stctu a skalarneho nasobku tvoria vektorovy priestor nad
polom K. Odteraz teda K™*" uz oznacuje nielen mnozinu takychto matic, ale prislusny
vektorovy priestor. NAm uZ zname vektorové priestory K" a K™*! riadkovych resp.
stipcovych vektorov st zrejme $pecidlnymi pripadmi vektorovich priestorov matic.

2.2.2. Nasobenie matic. Okrem Struktiry vektorového priestoru na mnozine matic pev-
ného typu m xn budeme definovat aj operaciu ndsobenia matic, ktord spaja matice roznych,
,vhodne do seba zapadajucich“ rozmerov.

Pod vplyvom doterajsiecho vykladu c¢itatel po takomto nadpise asi ocakava, ze i sucin
matic budeme definovat na mnozine K™*" po zlozkéch. Hoci by to, samozrejme, bolo mozné
a na prvy pohlad sa to zdd prirodzené, nasobenie matic budeme definovat diametralne
odlisnym sposobom, ktory sa ndm zatial mdZze zdaf ¢udny a neprirodzeny. Dovody pre
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takuto definiciu budi postupne vychadzat najavo a jej prednosti budeme mat mnohokrat
moznost ocenit.
Najprv sa naucime nasobit niektoré dvojice vektorov. Pod sucinom x -y riadkového

vektora € = (1,...,2,) € K™ a stlpcového vektora y= (y1,...,y,)T € K™ rozumieme
skalar
Y1 n
z-y=(r1,...,2,) | : :x1y1+...—|—xnyn:z$iyi.
Yn o=l

Teda, az na ,nepochopitelné“ miesanie riadkovych a stipcovych vektorov, ide o bezny ,ska-
larny sucin“ vektorov o,y € K".

Pre takto definovany sucin vektorov su tiez splnené dobre zname vlastnosti ,skalar-
neho sacinu“. Lahko moZno nahliadnut, pripadne priamym vypoctom overit, Ze pre vSetky
neN, ce Kax o e K y oy € K™ plati

T (y+y)=z y+z y,

(z+a) - y=z y+ 2y,

T cy=c(z y) =cz y,
z-y=1y -

Hovorime, Ze nasobenie riadkovych a stipcovych vektorov je distributivne (z oboch stran)
vzhladom na séitanie a komutuje, t.j. je zamenitelné s operaciou skaldrneho nasobku. Po-
slednti rovnost mozno chapat ako svojho druhu ,komutativnost® tohto sicinu; vdac¢ime za
nu komutativnosti nasobenia v poli K.
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Nech m,n,p € N a A = (a;j)mxn, B = (bjk)nxp- Pod stucinom matic A, B rozumieme
maticu
A-B = (r(A4)- 5(B))msy
Vsimnime si, Ze stéin matic A, B je definovany, len ak sa pocet stipcov matice A rovna
poc¢tu riadkov matice B, t.j. prave vtedy, ked riadky matice A a stipce matice B maji
rovnaky rozmer. Dalej, stéin matic typov m x n a n X p je matica typu m x p, ¢o si mozno
lahko zapamitat v symbolickom tvare

[m xn] - [n X p] = [m x pl,

pripominajiicom rozmerové vztahy vo fyzike. Specidlne, sti¢in dvoch §tvorcovych matic typu
n X n je opit matica typu n X n. Konecne, prvok na mieste (i, k) matice A - B dostaneme
ako sucin i-teho riadku matice A a k-teho stlpca matice B, teda ako vyraz

blk n
ri(A) - 8,(B) = (a1, ..., ain) - | ¢ | = anbie + ... + ainbpr = Z dgibsRr

bnkz j=1

Na zaklade toho mozno lahko nahliadnut (pripadne priamym vypoc¢tom overit) nasledujice
rovnosti

ri(A-B) =r/(A)- B, s,(A-B)= A s,(B).

Nésobenie matic je (z oboch stran) distributivne vzhladom na s¢itanie. To znamena Ze
pre lubovolné m,n € N a matice A, A’ € K™*" B, B' € K"*? plati

A- (B+B)=A-B+A B,
(A+A)-B=A-B+A' B
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Vdaka distributivnosti st¢inu vektorov voéi ich suétu je totiz jasné, ze (i, k)-ty prvok
matice A - (B+ B) je

ri(A) - s, (B+ B)=1r/(A) - (sp(B) + s(B)) = r;(A) - sp(B) + 1;(A) - sp(B),

teda sa rovné (i, k)-temu prvku matice A - B+ A - B'. Rovnako pre druht rovnost.
Podobne, s vyuzitim zamenitelnosti st¢inu vektorov a skaldrneho nasobku mozno do-
kazat, ze pre Tubovolny skalar ¢ € K a vSetky matice A € K™*", B € K"*P plati

A-¢cB=c¢A-B)=cA-B.

Hovorime, Ze ndsobenie matic komutuje, t. j. je zamenitelné s operaciou skalarneho nasobku.
Nésobenie matic je tiez asociativne v nasledujiicom zmysle: stéin matic A - (B - C) je

definovany prave vtedy, ked je definovany stucin (A - B)- C, a v takom pripade sa obe matice

rovnaju. Teda podrobnejsie, pre m,n,p,q e Na A € K™" B e K"*P C e KP*1 plati

A (B-C)=(A-B)-C.

Na dokaz toho si stadi uvedomit, Ze pre Iubovolné vektory = = (zy,...,x,) € K",
y=(y1,...,y,)" € KP*! plati

Zizl blkyk n p
z- (B y)=(x1,...,%n)" : ZZ%‘( bjkyk>
Zizl bnkyk j=1 =l

n

:i(ixﬂ'bﬂf)yk: <i$ﬂ'bﬁ1"">iijjp) ] =(-B) -y
k=1 j=1 = o1

Yp
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Potom pre 1 <i < m, 1 <1 < ¢, prvok na mieste (i,/) matice A - (B - C) je

ri(A) - s(B- C)=r,(A) (B-5(0C))
=(ri(A)-B)-s5(C)=m(A-B)-s(C),

teda sa rovna (i, [)-tému prvku matice (A - B)- C. Stvorcovti maticu rddu n, ktord ma vietky

prvky na diagondle rovné 1 a mimo diagonaly 0, oznacujeme I, a nazyvame jednotkovou
maticou radu n. S pouzitim tzv. Kroneckerovho symbolu

1, aki=j,
(Sij: ) }
0, aki#j,

mozeme pisat

1 0 .00
0 1 0 0
In — (5i’)n><n — M s
00 ... 10
0O 0 ... 01

Jednotkové matice hraju ulohu neutralnych prvkov pre nasobenie matic. Presnejsie, pre
Iubovolnt maticu A € K™*™ plati

I, -A=A=A-1,

Rozmyslite si preco.
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Specidlne, mnozina K™*" vsetkych stvorcovych matic radu n je tak popri struktire
vektorového priestoru navyse vybavena asociativnou operaciou nasobenia, ktora je (z oboch
stran) distributivna vzhladom na sé¢itanie matic, komutuje s operéaciou skalarneho nasobku
a jednotkova matica I, je jej neutralny prvok. To ndm, podobne ako pre prvky pola K,
umoznuje zaviest i mocniny Stvorcovyjch matic. Pre A € K™*", kladieme

A=1, a A"=A... - A
—_—
k-krat
ak0<keN;teda A=A, A2=A-A, A=A -A-A, atd.

Na druhej strane si treba uvedomit, Ze pre n > 1 — naprlek komutativnosti nasobenia

v poli K — nasobenie matic z pozi¢nych dévodov nie je komutativne na K™ ™. Napriklad

E ) @)=G') Q) n)=( )

(Uvedomte si, Ze na to, aby oba suciny A- B, B- A boli definované a mali rovnaké rozmery,
teda, aby vobec malo zmysel uvazovat o komutativnosti stic¢inu, A, B musia byt Stvorcové
matice rovnakého typu.)

Napriek tomu komutativnost nasobenia v poli K mé za dosledok, Ze pre vSetky m, n,
p a matice A € K™ B ¢ K™ plati rovnost

(A-B' =B"- A"

Naozaj, (A - B)T aj BT - AT st matice typu p x mapre 1 <i <m, 1 < k < p, (k,i)-ty
prvok matice (A - B)T je (i, k)-ty prvok matice A4 - B, t.j.

r;(A) - sx(B) = s,(B)" - ;(A)" = (B - 5;(A7T),
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¢o je (k,i)-ty prvok matice BT - AT. Pritom sme vyuzili uz spominant ,komutativnost*
z-y=1y" -z’ stcinu vektorov.

Na margo poslednej rovnosti este podotknime, Ze pre £ € K" y € K™*! je taktiez
definovany sucin y - x. Nie je to vsak skalar, ale matica typu m x n:

nry ... Ty
Yy = (yixj>mxn = :
YnTl --- YmTp

Teda, okrem pripadu m = n = 1, rovnost - y = y - € nemodze nastat uz z rozmerovych
dovodov.

2.2.3. Operacie s blokovymi maticami. Operacie maticového suctu a skalarneho na-
sobku, vdaka tomu, Ze boli definované po zlozkach, mozno na blokovych maticiach rozlozit
na jednotlivé bloky. Ak A = (A;j)kxi;, B = (Bij)kx: st blokové matice nad polom K,
pricom zodpovedajuce si bloky A,;;, B;; maji rovnaky typ m; x n;, tak ich sicet je opit
blokova matica

A+ B= (A + Bjj)ix

s blokmi rovnakych typov. S operaciou skalarneho nasobku je to este jednoduchsie, lebo sa
nemusime starat o zhodnost rozmerov jednotlivych blokov. Pre ¢ € K jednoducho dosté-
vame

CA = (CAij)le.

Blokova struktira sa prendsa aj na stcin matic za podmienky, Ze stlpce prvej ma-
tice st v rovnakom poradi rozdelené na rovnaky pocet rovnako velkych skupin, povedzme
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n1 + ng + ... + n,, ako riadky druhej matice. Teda ak A = (A;j),xv, B = (Bji)uxs st
blokové matice nad K, pricom blok A;; je typu m; x n; a blok Bj; typu n; X py, tak aj ich

stcin je blokova matica tvaru A - B = (Cji),xs, kde blok
Cik=Ain B+ A By, +...+ A, - By,

je typu m; X pg. Inak povedané, blokové matice nasobime tak ako ,obycajné“ matice, len
s tym rozdielom, ze sucet resp. sucin v poli K nahradime stictom resp. stic¢inom matic.
Vo vysledku, ak chceme, si nakoniec mozeme odmysliet zatvorky oddelujice jednotlivé
bloky a matica, ktora takto dostaneme, sa rovna matici, ktort by sme dostali, keby sme
y,normalne vynasobili ,,odblokované“ matice A a B.

Jednotkové matice I, st prikladom tzv. diagonalnych matic. Stvorcovii maticu A =
(@j)nxn nazyvame diagondlnou, ak a;; = 0 pre vsetky i # j, t.]. ak vSetky jej prvky mimo
diagonaly st nuly.

Diagonalnu maticu, ktora ma na diagondle postupne prvky di,ds,...,d, € K znac¢ime
diag(dy,ds, . . . ,d,). Teda napr.

I, = diag(1, ..., 1).

——
n-krat
Podobne mozno definovat aj tzv. blokovo diagonalne matice. Ak Ay, A,,..., A, st
Stvorcové matice radov nq, no, . . ., ng, tak blokovo diagondlnou maticou s blokmi Aq, Ao, ..., Ay
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nazyvame stvorcovu blokovii maticu

A, O 0
0 A, 0
diag(Ay, Ay, ..., Ay) = : : . : ’

kde 0 nachadzajica sa na mieste (7, j) oznacuje nulovii maticu 0y, .

Pred chvilou uvedené pravidlo o stcine blokovych matic sa redukuje na obzvlast jed-
noduchy tvar pre blokovo diagonalne matice — ich nasobenie totiz funguje diagondlne po
zlozkdch. Ak A = diag(Aq,..., Ay), B = diag(By, ..., By) st blokovo diagonélne matice,
pricom zodpovedajuce si bloky A;, B; su Stvorcové matice rovnakého radu n;, tak aj ich
sucin je blokovo diagonalna matica tvaru

AB:dlag(AlBl,,AkBk)
so §tvorcovymi blokmi rddov n4, ..., n;. Specidlne, pre ,obyc¢ajné“ diagonalne matice plati

diag(ay,...,a,) - diag(by, ..., b,) = diag(aiby, . .., a,b,).

Formuléciu analogickych pravidiel pre stcet a skaldrny nésobok (blokovo) diagonalnych
matic prenechdvame ditatelovi.
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2.3. Matice nad vektorovym priestorom

Matice nad typu m x n nad polom K st Specidlnym druhom blokovych matic. Maticu
A = (a;;) € K™ mozeme povazovat jednak za blokov maticu s blokmi a;; typu 1 X 1,
jednak, ako sme uZ neraz naznacili, moézeme sa na fu divat ako na riadok jej stipcov resp. ako
na stipec jej riadkov. V takom pripade A chépeme ako maticu typu m x 1 nad vektorovym
priestorom K X" resp. ako maticu typu 1 xn nad vektorovym priestorom K™*!. Konkrétna
podoba tychto vektorovych priestorov je vSak teraz pre nas nepodstatnd — pre Tubovolné
m,n € N a lubovolny (abstraktny) vektorovy priestor V' méame totiz definovani mnozinu
Vmxn ysetkych matic nad mnozinou V.

Na mnozine V™*" mozno zaviest operacie suctu a skaldrneho nasobku po zlozkéch.
VmXn g tymito operdciami opif tvori vektorovy priestor nad polom K. Citatelovi prene-
chavame, aby si sdm doplnil a premyslel potrebné detaily.

My sa stustredime na zovSeobecnenie operacie skalarneho nasobku K x V' — V na opera-

cie st¢inu medzi maticami vhodnych typov nad K a nad V. Pre matice A = (a;;) € K™*",
a = (uj;) € VP kladieme A - o = (v,) € V™, kde

n
Vi, = E Q5 Ujp; -
Jj=1

Teda sucin A - a definujeme z formélneho hladiska rovnako ako stucin matic nad polom K,
len s tym rozdielom ze operacia suc¢tu v K je nahradena operéaciou suctu vo V' a operécia
sucinu v K operaciou skalarneho nasobku K x V' — V.

Celkom obdobne ako v odstavci 2.2.2 aj pre nasobenie matic nad V maticami nad K
mozno overit distributivnost (z oboch stran) vzhladom na s¢itanie, zamenitelnost s opera-
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ciou skaldrneho nasobku, asociativnost a postavenie jednotkovych matic ako neutralnych
prvkov. To znamené, Ze pre vietky [,m,n,p € N, ¢ € K, A, B €¢ K™" C ¢ K>*m
a, B € VP plati:

A (a+B)=A-a+ A -3,

(A+B)-a=A-a+ B«

A (ca)=c(A -a)=(cA)- «a,
C-(A-a)=(C-A)-a,
I, -oa=co.
Vzhladom na nasu dohodu, podla ktorej @c = cx pre ¢ € K, © € V, mdzeme definovat

aj st¢in matic 8 = (v;;) € V™", B = (bj;) € K™? v obratenom poradi ako maticu
B B = (wy) € V™ taku, ze

n n
W = E 'Uijbjk = E bjkvl-j .
j=1 j=1

S vyuzitim poslednej definicie mozno pre A € K™, a € V" 3 € V™" B e K"*P
dokézat tiez rovnosti

(A4-a)" —a’- A", (3-B) —B"-g".

Aplikaciou tychto vztahov na predchadzjici zoznam rovnosti (no taktiez priamo) mozno
aj pre sucin matic tvaru B - B, kde 8 € V™" B € K™*P_ overit jeho distributivnost
(z oboch stran) vzhladom na s¢itanie, zamenitelnost s operaciou skaldrneho nasobku, aso-
ciativnost a postavenie jednotkovych matic ako neutrdlnych prvkov. To znamené, Ze pre
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vsetky m,n,p,q e N,ce K, a, B € K™*" A, Be V"*P C & KP*? plati:

(a+B)-A=a-A+3-A,

a- (A+B)=a-A+a- B,

a-(cA)=cla-A)=(ca) - A,
a-(4-0)=(a-4)-C

oI, = .

Taktiez vzfahy pre riadky a stipce st¢inu z odseku 2.2.2 zostavaju zachované pre oba
typu stucinov matic nad K a V, t.j.

ri(A -a)=mr(4)-a, sp(A-a)=A"- s(a)
ri(B-B)=r(B)- B,  s(B-B)=0"s(B)

pre vSetky A € K™, aa € VP 3 € V™" B e K"*P,

Napokon si este uvedomme, ze definicie sucinov A-«, 3- B su v zhode s povodnym naso-
benim matic. Ak totiz maticu A € K™*™ chapame ako riadok, t. j. ako maticu typu 1xn nad
priestorom stipcovych vektorov K™, tak pre B € K™*P spljva matica (s,(4),...,s,(A))-B
vypoc¢itand podla ,novej“ definicie s blokovym tvarom (A - s;(B),..., A - s,(B)) matice
A - B. Podobne, ak B chapeme ako stpec, t.j. ako maticu typu n x 1 nad priestorom
riadkovych vektorov K?, tak

r1(B) r(A)- B
A : — " =A-B
r.(B) rn(A)- B

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



(Dopliite si vynechané podrobnosti — pozri cvicenie 2.6.)

Specialne, linedrnu kombinaciu a;z; + ... a,x, vektorov . ..., z, € V s koeficientmi
p ) ) Y
ai,...,a, € K mdzeme s vyuzitim vektorovych matic zapisat v tvare stéinov
Iy a,
alml—i—...—l—anmn:(al,...,an)- :(ml,...,:nn)- .
I Qn
Cvicenia
1-11 012 123 ’ ) o )
2.1. Nech A = (0 5 2), B = (2 9 3), C = <1 4 9) st matice nad R. Vypocitatjte matice
1—-40 106 0 1214

A+2B, A—BT-3C, A-B, B-A, A-(B+C),
(3AT +B)-C, B-C?® C*-B, C-B-C, A-C—C-A, A-B-Ca C' - A-C

. : 3i 2+
2.2. Vypoditajte st¢in A - B komplexnych matic A = (171 7% ,37%), B= (74 1j2i>.

0 4
2.3. N4jdite matice A, B€ Q?*? také,7e A-B=0+# B- A.

2.4. Uvazujte matice A = (33), B=(%1), C=(33) nad polom
(a‘) Z57 (b) Z77 (C) lea (d) Q
V kazdom z uvedenych pripadov vypocéitajte maticu A - (B + C). Skuste riesit tlohy (a)—(d) v opti-
malnom poradi.
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A, A,
Aun=(51) Az = (51), Az = (3 1), Az =(31),
By =(11), Bis=Biz=(1_3), Bau=(_31), By, = Bas = (_1 _1).
Vynasobte A a B ako blokové matice aj ako matice, v ktorych ste zabudli na rozdelenie do blokov,
a oba vysledky porovnajte.

2.5. St dané redlne blokové matice A = (Au A ) B— (
2
0

2.6. Maticu A = (a;j)mxn nad Iubovolnym polom K uvazujte ako riadok jej stipcov, t.j. ako blokovii
maticu A = (uy,...,u,), kde u; = s;(A) pre j < n. Nech ¢ = (c1,...,c,)T € K™ je stipcovy vektor.
Ukazte, ze linedrna kombinécia ciu; + ... + ¢, u, splyva s ,obyCajnym* maticovym siuc¢inom A - c.
Vysvetlite tento fakt pomocou nasobenia blokovych matic.

2.7. Nech X je koneéna mnozina. Lubovolnd mnozina H C X? uréuje orientovany graf (X, H) s mnozi-
nou vrcholov X a s mnozinou orientovangch hrdn H: vrcholy (t.]. prvky mnoziny X) si zndzornime
krazkami v rovine a z vrcholu x vedieme orientovant hranu (t.j. Sipku) do vrcholu y prave vtedy,
ked (z,y) € H (pozri obr. 2.1). Kone¢nu postupnost (zo, 21, ..., 2;) prvkov mnoziny X taku, ze pre
kazdé 1 < i < k plati (z;_1,2;) € H, nazyvame cestou dlzky k v orientovanom grafe (X, H). Pred-
pokladajme, ze X = {x1,...,2,} mé prave n prvkov. Maticu H = (h;;) € R"*" taku, ze h;; = 1,
ak (z;,z;) € H, a hj; = 0, ak (z;,2;) ¢ H, nazyvame incidencnou maticou orientovaného grafu
(X, H). Prvky k-tej mocniny inciden¢nej matice H oznacme hgf), t.j. H* = (hgf)) Potom ¢islo hgf)
udava pocet ciest dlzky k z vrcholu z; do vrcholu x; v orientovanom grafe (X, H). Dokéazte (napr.

matematickou indukciou).
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Obr. 2.1. Priklady orientovanych grafov

2.8. Od¢islujte vrcholy orientovanych grafov z obrazku 2.1). Pre kazdy graf napiSte jeho incidenéni maticu
a pre kazda dvojicu (z;,z;) jeho vrcholov urcte pocet ciest dlzky 2, 3,4 a5z ; do B

2.9. Nech K je komutativny okruh s jednotkou (pozri cvic¢enie 1.7). Presvedcte sa, Ze pre lubovolné m,n € N
mozno na mnozine matic K™*" definovat operacie su¢tu A + B a skalarneho nasobku cA rovnako
ako v odstavci 2.2.1. Taktiez mozno pre A € K™*" B € K"*P definovaf suc¢in A - B € K"™*? rovnako
ako v odstavci 2.2.2. Ukéazte, ze vSetky vlastnosti maticovych operacii uvedené v kapitole 2 zostavaja
v platnosti aj v tomto vSeobecnejsom pripade.

2.10. Vynechajme z definicie pola, popri nerovnosti 0 # 1 a poziadavke existencie inverzného prvku ku
kazdému nenulovému a € K, aj podmienku komutativnosti nasobenia, namiesto ktorej pridajme este
jeden distributivny zékon (Va,b,c € K)((a + b)c = ac + bc). Mnozina K s vyznaénymi prvkami 0 a 1,
vybavena operaciami séitania a nasobenia, ktoré vyhovuji uvedenym podmienkam, sa nazyva okruh
s jednotkou."
(a) Okruh s jednotkou K sa nazyva netrividlny, ak v riom plati 0 # 1. Dokazte, Ze okruh s jednotkou
K je netriviadlny prave vtedy, ked obsahuje aspon dva rézne prvky.
(b) Nech K je okruh s jednotkou. Presvedcte sa, Ze pre matice nad K mozno zaviest operacie sucétu,

LObéas sa v literattire takato struktira nazyva len okruh.

e Prvd strana ePredchddzajiica strana eNasledujiica strana ePoslednd strana eSpit eCeld obrazovka eZavriet eKoniec



skalarneho nasobku a st¢inu rovnako ako pre matice nad polom. Ukazte, ze vSetky vlastnosti tychto
operacii uvedené v kapitole 2, s vynimkou rovnosti (- y)T = y* - z', (A- B)T = BT - AT a moz-
nosti zapisovat ,linedrne kombindcie“ v tvare ciu; +...cpt, = (U, ..., uy) - (c1,...,cn)T, zostavaji
v platnosti.

2.11. Nech K je okruh s jednotkou a n € N. Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Mnozina K™*™ so séitanim a ndsobenim matic tvori okruh s jednotkou.
(b) Okruh s jednotkou K™*™ je trividlny prave vtedy, ked K je trividlny alebo n = 0.
(¢) Okruh s jednotkou K™*" je komutativny prave vtedy, ked n = 0, alebon = 1 a K je komutativny.

2.12. (a) Rovnako ako v pripade pola zadefinujte charakteristiku Tubovolného okruhu s jednotkou.
(b) Dokazte, ze okruh s jednotkou K je trividlny prave vtedy, ked char K = 1.
(c) Nech K je lubovolny okruh a 1 <n € N. Potom char K"*" = char K. Dokéazte.
(d) Pre kazdé 2 < m € NU {oo} uvedte priklad nekomutativneho okruhu s jednotkou charakteris-
tiky m.

2.13. Nech K je okruh s jednotkou.
(a) Pre vSetky n € N zadefinujte mocniny o™ prvku a € K rovnako ako v poli a dokdzte, Ze pre
m,n € N plati a™a” = ™", (a™)" = a™". Co bréni definicii mocnin a™ pre zaporné exponenty
nez?
(b) Prvok a € K sanazyva invertovatelny, ak k nemu existuje (obostranny, teda nutne jediny) inverzny
prvok a~! vzhladom na nasobenie. Pre invertovatelné prvky a € K rozsirte definiciu mocnin a™ na
vSetky n € Z a dokézte rovnosti z (a) pre lubovolné m,n € Z.
(c) Nech a,b € K. Co je prekizkou vSeobecnej platnosti rovnosti (ab)™ = a"b" pre n > 2? Dokézte,
ze ak a, b komutuji, t.j. ab = ba, tak uvedena rovnost plati pre vSetky n € N.
(d) Pre K = R?*2 n4jdite priklad matic A, B € K takych, Ze (A - B)? # A% - B2
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(e) Nech a,b € K st invertovatelné. Dokazte, Ze potom aj prvok ab je invertovatelny a plati (ab)~* =
b=ta=1. Co je prekizkou vseobecnej platnosti rovnosti (ab)~™ = b~"a~" pre n > 27

2.14. (a) Rovnako ako v priklade 1.6.3 a v cvic¢eni 1.12 zadefinujte mnozinu K|[z] vSetkych polynémov v pre-
mennej x nad fubovolnym okruhom s jednotkou K a na nej operacie st¢tu a stuéinu. Dokazte, ze K|z
s takto definovanymi operaciami je opidt okruh s jednotkou a plati char K[z] = char K.
(b) Dokazte, ze K[z] je komutativny prave vtedy, ked K je komutativny.
(c) Dokéazte, ze polyném f(x) je invertovatelny prvok okruhu Klz] prave vtedy, ked f(z) = a je
konStantny polyném, pricom a je invertovatelny prvok okruhu K.
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3. Sastavy linearnych rovnic

V tejto kapitole sa predbezne zozndmime so stistavami linedrnych rovnic nad vseobecnym
polom K a naucime sa ich riesit. VyuZijeme pri tom zapis stistavy pomocou istej matice.
Strukttrne vlastnosti mnoziny vsetkych rieseni danej ststavy a ich désledky prestudujeme
a vyuzijeme az neskor, ked sa blizSie obozndmime so Struktirou vektorovych priestorov.

3.1. Maticovy zapis sastavy linearnych rovnic

Pod linedrnou rovnicou o n neznamych x1, ..., x, nad polom K rozumieme formulu tvaru
a1r1 + asxs + ... + apx, = b,

kde aq,as,...,a,,b € K, v premennych x,xs,...,x,. Sustavou m linedrnych rovnic o n
neznadmych x, zo, ..., x, nad polom K rozumieme konjunkciu formul tvaru

1171 + a1Ty + ...+ apx, = by
(911 + G99y + ...+ AonTy = bg

Am121 + AmaXe + ... + AppTy = bma

kde a;j, b, pre 1 < i < m, 1 < j < n, st skalary z pola K. Maticu A = (a;;) € K™"
nazyvame maticou sustavy, stipcovy vektor b = (b1,...,bm)T € K™ nazyvame jej pravou
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stranou. Konecne rozsirenou maticou sustavy nazyvame blokovii maticu (A4 | b) € K™+,
Sustava sa nazyva homogénna, ak b = 0; v opa¢nom pripade sa nazyva nehomogénna.
Uvedent stistavu mozno strucne a usporne zapisat v maticovom tvare

A-z=0,
pripadne, ak ide o homogénnu ststavu, v tvare
A-xz=0.

Riesenim sistavy A - € = b nazjvame lubovolny vektor-stipec = (21, 2o, ...,2,)" € K",
ktorého zlozky vyhovuji kazdej z rovnic tejto ststavy, t.j. plati prenn A - € = b. Vyriesit
sustavu znamena najst vsetky jej rieSenia, t.]j. popisat mnoZinu vSetkych jej rieSeni.

Dve sistavy A-x = ba B-z = ¢, kde A, B € K™" b c € K™! sa nazyvaji
ekvivalentné, ak maji rovnakd mnozinu rieseni, t.j. ak pre vSetky £ € K" plati A-x=0b
prave vtedy, ked B- = c.

Skor nez prikroc¢ime k otazke rieSenia stuistav linearnych rovnic, povazujeme za potrebné
upozornit ¢itatela na dve veci.

(a) Podciarkujeme, Ze rieSenim ststavy rozumieme vzdy vektor x a nie jeho zlozky. Tak
napriklad stustava

2z + 3y = 12

3r —2y =95

nad polom R ma4, ako lahko nahliadneme, jediné rieSenie (z) = (g) a nie dve riesenia r = 3,
y = 2. Ked si toto poriadne uvedomime, mozeme (a samozrejme aj budeme) sa nadalej
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vyjadrovat obvyklym sposobom. Budeme teda hovorit, Ze stistava mé jedin€ rieSenie x = 3,
y=2.

(b) Vsimnite si, Ze pocet rovnic ststavy a poCet neznamych sa nemusia rovnat. V obvyk-
lom pripade, ked rovnic je rovnaky pocet ako neznamych, o¢akavame, Ze ststava bude mat
jediné rieSenie. Ked je rovnic menej nez neznamych, mozeme ocakavat, ze sistava bude mat
viacero (pripadne i nekoneéne mnoho) rieseni. Naopak, ked je rovnic viac ako neznamych,
mozZe sa stat, ze sustava nebude maf nijaké rieSenie. Napriek tomu, Ze tieto ocakavania
vyjadruji nieco ako ,prevlddajici trend®, Tahko mozno najst priklady, ked sa nemusia spl-
nit. Zatial len poznamenajme, Ze homogénna ststava A - € = 0 mé (bez ohladu na pocet
neznamych a pocet rovnic) vzdy asporii jedno rieSenie — je nim nulovy vektor x = 0.

Nie je dolezité, akymi znakmi st oznacené nezname v sustave A - * = b. Na jej
rieSenie nemé nijaky vplyv, & si vektor nezndmych oznac¢ime x = (z1,...,2,)” alebo
y= (y1,...,9,)" alebo nejako inak. To znamen4, 7e celd informécia o tejto ststave, po-

trebnd na najdenie vSetkych jej rieSeni, je obsiahnutd v rozsirenej matici sustavy (A4 | b),
pripadne, ak ide o homogénnu ststavu, len v matici siustavy A. Preto i metdda riesenia
stustav linearnych rovnic, s ktorou sa teraz zoznamime, bude zaloZena len na tuprave tejto
matice.

Stru¢ne povedané, rozsireni maticu (A | b) sustavy A - x = b budeme upravovat tak,
aby sme dostali vhodnt maticu (B ¢), zodpovedajicu novej ststave B- x = ¢, ktora splia
nasledujice dve podmienky:

(a) Je ekvivalentna s pdvodnou stustavou A - & = b, t.j. ma rovnaki mnozinu rieSeni.
(b) Vsetky jej rieSenia mozno priamo vycitat z jej rozsirenej matice (B| ¢).
V takom pripade hovorime, ze stustava B - x = ¢ je vyriesend.
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3.2. Redukovany stupriiovity tvar matice

Nasou prvou tlohou teda bude vyjasnit si, ako by mala vyzerat matica (B]¢), aby sme
prislusni ststavu B - @ = ¢ mohli povazovat za vyrieSend. Za tym Ucelom teraz zavedieme
niekolko pojmov.

Hovorime, ze prvok a;; matice A € K™*" je vedici prvok i-teho riadku matice A, ak
a;j # 0,a j = 1 alebo a; = 0 pre vSetky 1 <[ < j. Inak povedané, vedici prvok nenulového
riadku je prvy nenulovy prvok tohto riadku. Nulovy riadok nema vedtci prvok.
Hovorime, ze matica A = (a;;) € K"™*" je v redukovanom stupriovitom tvare, ak spliia
nasledujtce styri podmienky:
(a) Ak 7(A) #0ar(A) =0, tak i < k;
t.j. kazdy nenulovy riadok matice A lezi nad kazdym jej nulovym riadkom.
(b) Ak a;j, ay su vedice prvky i-teho resp. k-teho riadku a i < k, tak aj j < ;
t.j. veduci prvok vyssieho riadku lezi viac vlavo nez veduci prvok nizsieho riadku.
(c) Ak a;; je vedici prvok i-teho riadku, tak a;; = 1;
t.j. veduci prvok kazdého nenulového riadku je 1.
d) Ak a;; je veduci prvok i-teho riadku, tak a,; = 0 pre kazdé k # i;
( j ] p i =0p ;
t.j. v stipci, v ktorom sa nachadza vedici prvok nejakého riadku, st vietky ostatné
prvky rovné 0.

Pokial matica A spliia len podmienky (a), (b), hovorime, 7e je v stupriovitom tvare.
Pouziva sa tiez nazov (redukovany) schodovity tvar.
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Napriklad z uvedenych matic nad polom R

021 2301 0100
100 0014 0010
000 0000 0001
000 1234 1010
100 0123 0120
010 0012 0001
001 0001 0000

ani jedna z matic vlavo nie je v stupiiovitom tvar; obe matice v strednom stlpci st v stup-
novitom tvare, nie vsak v redukovanom stupnovitom tvare; kone¢ne, obe matice vpravo su
v redukovanom stuprtiovitom tvare. (V kazdom jednotlivom pripade si podrobne premyslite
preco.)

Taktiez kazda jednotkova matica I,,, ako aj vSetky nulové matice 0,,, si v redukovanom
stupniovitom tvare.

Uvedomme si teraz, akej stistave linedrnych rovnic zodpovedé rozsirena matica v redu-
kovanom stupnovitom tvare. Napriklad

10-200]|3
(Ble)=[01 600]0
00 0101

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



je matica v redukovanom stupniovitom tvare nad R. Tato matica zodpoveda stuistave

T — 223 =53
132+6CL’3 =0
513'4:1

v nezndmych w1, xo, 3, x4, 5. Hned vidime, Ze tato ststava mé nekonecne mnoho rieSeni.
Kazdej volbe parametrov s,t € R totiz zodpoveda jedno riesenie

1 =3+ 2s
Ty = —06s

T3 = S

s =1

T = t.

Asi sa zhodneme na tom, Ze preznacenie neznamych za parametre x3 = s, 5 = t a ich
presun na pravu stranu, je Gprava natolko bezprostredné, Ze stistavu prislichajicu k matici
(B| ¢) uz mozno povazovaft za vyrieSent. Na napisanie jej rieSenia nemusime pisat prislusnt
ststavu, mozeme ho napisat priamo na zaklade matice (B]| ¢).

Dohodneme sa teda, Ze ststavu linearnych rovnic B - € = ¢ nad polom K budeme
nazyvat vyrieSenou sustavou, ak jej rozsirena matica (B| ¢) je v redukovanom stupiiovitom
tvare. V pripade homogénnej ststavy sa, samozrejme, sta¢i obmedzif na maticu B.

Teraz si predvedieme, ako mozno k danej blokovej matici (B| ¢) v redukovanom stup-
novitom tvare, najst vSetky rieSenia ststavy B-x = c.
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Najprv si ujasnime, kedy je takd ststava riesitelnd, t.j. mé& aspon jedno rieSenie. Od-
poved na tato otazku je jednoduché: Ststava B - x = ¢ ma rieSenie prave vtedy, ked sa
v matici (B| ¢) nenachadza riadok tvaru

n-krat

Taky riadok totiz zodpoveda rovnici 0 = 1, ktora oc¢ividne nema rieSenie. To, Ze nepritom-
nost takého riadku je i posta¢ujicou podmienkou riesitelnosti ststavy, vyplyva z nasledu-
juceho postupu, ako toto riesenie najst.

Ak sa v j-tom stlpci matice B nenachéadza vedtci prvok ziadneho riadku, tak si neznamu
x; zvolime za parameter; ak sa v j-tom stIpci nachadza vedtci prvok nejakého riadku, tak
neznamu z; si vyjadrime pomocou parametrov tak, Ze stlpce matice B prisliichajice tymto
parametrom ,,prehodime s opa¢nym znamienkom na druhi stranu®.

Presnejsiu formulaciu celého postupu vo vSeobecnej podobe si odpustime. Nazornejsie
bude osvetlif ho na eSte jednom priklade.

1002/3-1/2| 5
(Ble)=10103/4 0 | 2
001 —4—-2/5| —2

je redlna matica v redukovanom stupnovitom tvare. Vidime, Ze sa v nej nenachadza riadok
tvaru (0,0,0,0]1), teda sustava B - x = ¢ by mala mat rieSenie. Vedtce prvky riadkov
matice B sa nachadzaju v stlpcoch 1, 2 a 3. Za parametre si teda zvolime nezndme x4 a 5.
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Riesenim stistavy je kazdy vektor (x1, s, x3, 24, 75)7 € R tvaru

2 1
T = 5—§S+§t
3
Ty = 2—13
2
x3:—2—|—48+gt
Ty = S
Ty — t,

kde parametre s,t € R mdzu nadobudat Tubovolné hodnoty. Pre estétov eSte pozname-
najme, ze zlomkov pri parametroch sa mozno jednoducho zbavif. Je totiz jedno, ¢i si pa-
rametrické premenné zvolime v tvare x4 = s, r5 = t alebo v tvare x4, = 12s, x5 = 10t,
kde s,t € R. Pri takejto volbe parametrov dostaneme vSetky rieSenia sustavy v tvare bez
zlomkov

1 = 5— 8s+ bt

To= 2— 9s
x3=—2+36s+ 4t
Ty = 12s
Lo — 10¢.
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3.3. Elementarne riadkové a stipcové operacie (ERO a ESO)

Zatial sme si ujasnili, na aky tvar treba upravit rozsirenti maticu (A | b) ststavy A -z = b,
aby sme ziskali s fiou ekvivalentni wvyriesentd ststavu B - & = c¢: rozsirend matica (B| ¢)
novej sustavy musi byt v redukovanom stupriovitom tvare. Teraz si ukdzeme, ako to mozno
urobit. Maticu (A |b) budeme na redukovany stupiiovity tvar upravovat pomocou tzv.
elementarnych riadkovych operacii.

Elementdarnou riadkovou operdciou, skratene tiez ERO, na matici A € K™*" rozumieme
I. vymenu dvoch riadkov matice A;
II. vynasobenie niektorého riadku matice A nenulovym skaldrom z pola K;
ITI. pripocitanie skalarneho nasobku niektorého riadku matice A k jej inému riadku.

Matice A, B € K™ " sa nazyvaju riadkovo ekvivalentné, oznacenie A ~ B, ak jednu
z nich moZno upravit na druhit koneénym poc¢tom elementarnych riadkovych operécii. Rie-
Senie sustavy linearnych rovnic tipravou jej rozsirenej matice pomocou ERO na riadkovo
ekvivalentnii maticu v redukovanom stupnovitom tvare sa nazyva Gaussova-Jordanova eli-
mindcia.

Prenechavame ¢itatelovi, aby si sam sformuloval analogické pojmy elementdrnych stlp-
covych operacii (ESO) a stlpcovej ekvivalencie matic, oznacenie A B. Ich vyznam vyjde
najavo az v neskorsich kapitolach.
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Vymenou ¢-teho a k-teho riadku v matici

r1(A) ri(A)

T (A) Tk (A)
A= : dostaneme maticu :

T’m(A) rm(A)

Opétovnou vymenou i-teho a k-teho riadku v tejto matici ziskame zasa maticu A.
Vynéasobenim i-teho riadku matice A skalarom ¢ # 0 dostaneme maticu

™ (A)
cri(A)

re(A)

"‘m{A)

Vynéasobenim i-teho riadku tejto matice skaldrom c¢~* # 0 ziskame opif maticu A.
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Konecne, pripocitanim c-nasobku i-teho riadku matice A k jej k-temu riadku z nej
dostaneme maticu

Vsimnite si, ze i-ty riadok pri tom zostéava nezmeneny. Maticu A z tejto matice ziskame
pripoéitanim (—c)-nésobku jej i-teho riadku ku k-temu riadku.

Ak A -z = b je ststava s rozsirenou maticou (A | b) a blokova matica (A’ |b') vznikne
z (A |b) vykonanim jednej (nezélezi ktorej) ERO, tak ststava A’ -z = b’ je ekvivalentna
s povodnou ststavou A - z = b. Elementarne riadkové operacie na matici (A | b) totiz zod-
povedaju postupne zamene poradia dvoch rovnic ststavy, vynasobenim niektorej rovnice
nenulovym skaldrom a pripo¢itanim nejakého nasobku jednej rovnice k inej rovnici (pres-
nejSie nahradenim dojice rovnic r;(A) -« = b;, 7.(A) - & = by dvojicou rovnic r;(A) -z =b;,
(re(A) + cri(A)) - & = by + cb;). Z pred chvilou vykonanych avah vyplyva, Ze ide o ekviva-
lentné tpravy, ktorymi sa mnozina rieSeni stistavy nezmeni — od novej sustavy A’ -z = b
sa mozno vhodnou ERO vykonanou na jej rozsirenej matici opéf vratit k povodnej ststave
A-xz=0>.
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3.3.1. Tvrdenie. Nech K je pole, A, B € K™ " b,c € K™. Ak siu blokové matice
(A|b), (B|c) riadkovo ekvivalentné, tak i sistavy linearnych rovnic A-xz=b, B-x= ¢
st ekvivalentné.

Dokaz. Podla predpokladu existuje postupnost blokovych matic (A | b) = (Cy | dp), (C1 | dv),
...,(Cyld,) = (B]c) typu m x (n+ 1) takych, Ze pre kazdé | < p matica (Ci41 | dj41)
vznikne vykonanim jedinej ERO z matice (C;| d;). Potom vsetky stustavy C;-x = d; maja
tl istd mnozinu rieSeni, t.j. st ekvivalentné.

3.3.2. Veta. Kazda matica nad polom K je riadkovo ekvivalentna s jednoznacne urcéenou
maticou v redukovanom stupnovitom tvare.

Dokaz existencie a jednoznacnosti spominanej matice odlozime do cviceni 3.12 a 3.13 (po-
zri tieZ cvicenie 5.13). Zatial sa radSej len na konkrétnych prikladoch naucime, ako mozno
k danej matici A nédjst s ou riadkovo ekvivalentnii maticu v redukovanom stuptiovitom
tvare. Takyto pristup méa navyse ti vyhodu, Zze z radu moznych postupov, medzi ktorymi
si mozno pruzne volit podla okolnosti, ndm nesugeruje jedin stratégiu, na jednu z kto-
v uvedenych prikladoch lahko i sdm zahliadne myslienku vSeobecného dékazu, ktort potom
bude moct uplatnit v cviceni 3.12. Napokon, aby sme sa nebavili iba o maticiach, za¢neme
zakazdym s nejakou stustavou linedrnych rovnic. Tym sa zarovei naucime riesit Tubovolnt
ststavu linedrnych rovnic nad danym polom Gaussovou-Jordanovou eliminéciou, pripadne
rozpoznat, ze dané ststava nemad rieSenie.
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3.3.3. Priklad. Je dané ststava
21‘1 aF 31‘2 — Ty = 1
3%1 == 21‘2 == 4.%'3 — 2274 =(

T, — $2+4£L’3— 33’4:2

troch rovnic o $tyroch neznamych nad polom R. Jej rozsirend matica je

2 30-1]1
3 24-210
1-14-1|2

Pri jej iiprave na redukovany stupniovity tvar (podobne ako i v dalsich prikladoch) budeme
vynechévat niektoré medzikroky a zaznamendme len niektoré vysledky viacerych vykona-
nych ERO. Posledny riadok matice dame na prvé miesto, potom jeho (—2)-nésobok pri-
pocitame k pévodnému prvému riadku, ktory posunieme na druhé miesto, a (—3)-nasobok
toho istého riadku pripocitame k pévodnému druhému riadku, ktory posunieme na tretie
miesto. Dostaneme tak maticu

-1 4-1 2
5—8 1|3
5—8 1| -6

o o=

Pripoéitanim (—1)-ndsobku druhého riadku k tretiemu dostaneme maticu

1-1 4-1 2
0 5-8 1|3
0 0 0 0]-3
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Uz z tohto tvaru vidime, zZe stustava zodpovedajica poslednej matici nema rieSenie — obsa-
huje totiz rovnicu 0 = —3. Teda ani pévodna ststava (hoci neznamych je v nej viac nez
rovnic) nema rieSenie. Z cviénych dovodov vSak dokon¢ime upravu na redukovany stup-
novity tvar, ktory dostaneme vyndsobenim tretieho riadku skaldrom —1/3, pripo¢itanim
(—2)-nésobku resp. 3-ndsobku tohto nového riadku k prvému resp. druhému riadku a, ko-
necne, vynasobenim druhého riadku skaldrom 1/5:

10 12/5—4/5 |0
01-8/5 1/5|0
00 0 0|1

Citatel by si mal v8imntit, Ze po nastaveni vediiceho prvku niektorého riadku na hodnotu
1 okamvzite pristupujeme k nulovaniu zvysnych prvkov stlpca, v ktorom lezi tento veduci
prvok.

3.3.4. Priklad. Riesme stustavu

x+ 2iy =5+4
B—1)y+(6—2i)z=10

2z — z=295+31

95 = Y+ z2=95+2i
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Styroch rovnic o troch neznamych nad polom C. Jej rozsirend matica je

1 2i 0 |5+4
03—-16—-21| 10

2 0 -1 |5+31
1 1 1 |5+2i

Prehodme jej posledny riadok na prvé miesto a zvy$né riadky posutime o jedno miesto
nadol. V takto ziskanej matici pripo¢itajme (—1)-nésobok prvého riadku k druhému riadku
a (—2)-nasobok prvého riadku k stvrtému riadku. Konecéne vynésobme treti riadok skalarom
(3 +1)/10. Dostaneme maticu

1 1 1 |15+2
0-1+4+21—-1| 2i

0 1 2 | 3+1
0 -2 -3|-5-i

(—1)-nésobok tretieho riadku pripoé¢itame k prvému riadku, jeho (1 — 2i)-ndsobok k dru-
hému a 2-nasobok k stvrtému. Nakoniec vymenou druhého a tretieho riadku dostaneme

maticu
10 -1 | 2+1
01 2 341
001—4i|5—3i
00 1 141

Pripo¢itajme posledny riadok k prvému, (—2)-ndsobok posledného riadku k druhému a jeho
(—1 + 4i)-nasobok k tretiemu. Zostava vymenit treti a Stvrty riadok — vyslednd matica je
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uz v redukovanom stupnovitom tvare

100|3+2i
010|1—1
001 1+i
000] O

Vidime, ze pdvodna sustava (hoci obsahuje viac rovnic nez neznamych) ma jediné rieSenie
r=3+2i,y=1—1, 2 =1+1i, teda presnejsie vektor (3 +2i,1 —i,1 +1)T € C3.

3.3.5. Priklad. UvaZujme sistavu

T+ I2+2I3+3I4:0

21‘1 +4£IZ’3 =0
ZE1—|—2ZL‘2+ ZL‘3+31‘4:0
35(73 +4.§U4 =0

Styroch rovnic o $tyroch nezndmych nad polom Z;. KedZe ide o homogénnu sustavu (ktorej
lavé strana je nulovy stipcovy vektor, teda sa nemeni pri ziadnej ERO), staci upravovat jej
(nerozsirent) maticu

1123

2040

1213

0034
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(—2)-néasobok, t.j. 3-nadsobok prvého riadku pripocitame k druhému riadku a jeho
(—1)-nasobok, t.j. 4-nasobok pripoc¢itame k tretiemu riadku. Dostaneme tak maticu

1123
0304
0140
0034

(—1)-nésobok, t.j. 4-nasobok tretieho riadku pripo¢itame k prvému riadku a jeho
(—3)-nésobok, t.j. 2-nasobok pripoc¢itame k druhému riadku. Koneéne vymenou druhého
a tretieho riadku dostaneme maticu

1033
0140
0034
0034

Treti riadok odpoc¢itame od prvého aj od stvrtého riadku. Dalej ho vynasobime skaldrom
371 = 2. Napokon jeho (—4)-nésobok, t.j. priamo tento novy treti riadok pripoc¢itame
k druhému riadku. Vysledna matica je uz v redukovanom stupnovitom tvare

1004
0103
0013
0000
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Premennt z, si zvolime za parameter. Vsetky riesenia ststavy maji potom tvar z; =t,
xo = 2t, w3 = 2t, x4 = t, kde t € Zs. Vidime teda, Ze povodna ststava (hoci pocet jej rovnic
je rovnaky ako pocet nezndmych) ma viac nez jedno rieSenie; nie je ich vSak nekonecne vela
ale len 5. Prave tolko je totiz moznych volieb parametra ¢, t.j. prvkov pola Zs.

Zaznamenajme este jeden ocakavany dosledok tvrdenia 3.3.1., vety 3.3.2. a sposobu,
ako napisaf rieSenie sustavy s (rozSirenou) maticou v redukovanom stupnovitom tvare,
uvedeného v paragrafe 3.2.

3.3.6. Tvrdenie. Nech A € K™*", be K™ am <mn, t.j. sistavy A-x =0, A-x=0>

obsahuji menej rovnic nez neznamych. Potom

(a) homogénna sustava A - x = 0 m4 popri rieseni xy = 0 aspoil jedno rieSenie x # 0;

(b) ak existuje aspoii jedno riesenie sustavy A -x = b, tak tato siustava ma viac nez jedno
rieSenie.

Dokaz. (a) Upravme maticu siustavy A na redukovany stuptiovity tvar B. Uvedomme si, Ze
matice A aj B maji m riadkov a n stlpcov. Riadky matice B majt nanajvys m vedicich
prvkov. Kedze m < n, aspoii v jednom stlpci matice B nelezi vedtci prvok ziadneho riadku.
Nech je to napr. j-ty stipec. Potom volbe parametra r;j =1t € K, t # 0 zodpoveda asponi
jedno nenulové riesenie sustavy A4 - x = 0.

(b) prenechavame ako cvi¢enie citatelovi.

3.4. Gaussova eliminacna metoda

Hlavne z historickych dévodov este stru¢ne spomenieme metédu riesenia sustav linearnych
rovnic tzv. Gaussovouu elimindciou. Pri rieSeni touto metddou upravime rozsirentt maticu
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ststavy len na stuprovity (teda nie nevyhnutne redukovany stupiiovity) tvar. Uz z tohto
tvaru mozno Tahko spoznat, ¢i stistava mé nejaké riesenie (prislusnd matica nesmie obsa-
hovat riadok tvaru (0,...,0|d), kde 0 # d € K). V tom pripade mozno vsetky rieSenia
ststavy ziskat volbou parametrov (op#f si za ne volime neznédme x; také, Ze j-tom stlpci
sa nevyskytuje vedici prvok Ziadneho riadku) a spiatnym dosadzovanim, t.j. elimindciou
neznamych pomocou parametrov.

3.4.1. Priklad. Predpokladajme, Ze rozsirenit maticu nejakej ststavy nad R sme uZ po-
mocou ERO upravili na stupnovity tvar

023 0-14|1
000-2 540
000 0 314

Tato matica zodpoveda stustave

2[L‘2+3l‘3 - JZ5+4176:1
— 224 4+ D25 + 426 =0
3I5+ 336:4.

Za parametre si zvolime premenné x1, r3 a rg. Spitnym dosadzovanim postupne dostaneme
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vsetky rieSenia v parametrickom tvare

Iﬁzt
1 4
= —(4 — = — — —
5= gld—w) =5 -3
1 10 7
= = 4 — o
Ty 2(5$5+ Ig) 3 6t
T3 = S
1 7 3 13
1'2:5(1—3$3+$5—4$6):6—§S—Et
ryp =T,

kde r,s,t € R. Pripadne, po trochu ,SikovnejSej“ volbe parametrov, v tvare xg = 6t,
:1:5:§—2t, x4:13—0—7t, r3 = 28, x2:%—38—|—13t, Ty =T.

Pozorny citatel si iste vSimol, Ze spdtné dosadzovanie mozno nahradit dalSou tpravou
rozsirenej matice stustavy pomocou ERO na redukovany stupnovity tvar. Staci totiz vynaso-
bit nenulové riadky prevratenymi hodnotami ich veducich prvkov a pripo¢itanim vhodnych
nasobkov tjchto riadkov vynulovat zvy$né nenulové prvky v stIpcoch obsahujtcich vedtice
prvky jednotlivych riadkov.

I tak vSak moze byt Gaussova eliminacnd metéda v niektorych pripadoch uZitoénéa —
najmé ked ndm nejde ani tak o explicitny tvar rieSeni, ako skor o samotnt otazku riesitel-
nosti sustavy, pripadne o pocet parametrov, ktoré sa v nich vyskytuju. Vsetko to mozno
totiz spoznat uz na zaklade nejakej matice v stupniovitom tvare, riadkovo ekvivalentnej
s povodnou rozsirenou maticou sustavy. V takom pripade si teda mdZeme odpustif nielen
dalsiu tipravu na redukovany stupnovity tvar, ale aj spitné dosadzovanie.
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Cvicéenia

3.1. Podrobne prepocitajte ststavy linearnych rovnic z prikladov 3.3.3.— 3.3.5.

3.2. Gaussovou-Jordanovou eliminaciou rieste stistavu linedrnych rovnic A - = b nad polom R pre matice:

110 6
14 _ (3
39 | 2= \2)-
03 2

3.3. Gaussovou-Jordanovou eliminéciou rieste ststavu linedrnych rovnic A -z = b nad polom C pre matice:

@ 4= (25, b= (57); () 4= (5225142 o= ()
3.4. Gaussovou-Jordanovou elimindciou rieste stistavu A-x = b lineadrnych rovnic nad polom Zi; pre matice:
(a) A:(%%?‘%), b:(%); (b) A:(%%%i’), b=o0.
7353 1 1917

Pre kazdu ststavu urcte pocet jej rieseni.
3.5. Rieste sustavy z cvidenia 4 nad polom Z;3 a opit urcte pocet rieSeni kazdej z nich.

3.6. V paragrafe 3.2 definovany (redukovany) stupiiovity tvar matice by sme mohli presnejsie nazvat riad-
kovym (redukovanym) stupriovitym tvarom. Sformulujte definiciu stlpcového (redukovaného) stupiio-
vitého tvaru matice. Podrobne definujte elementérne stipcové operacie (ESO) typov I, IT a IIL.

3.7. Nech A = (@ij)mxn;, B = (bik)mxp st matice nad polom K. Oznac¢me b, = s;,(B) k-ty stipec matice
B. Uvazujme maticovl rovnicu A - X = B s nezndmou maticou X = (Zji)nxp. Dokéite postupne
nasledujuce tvrdenia:

(a) Matica X € K™*? je rieSenim maticovej rovnice A - X = B prave vtedy, ked pre kazdé k < p je
jej k-ty stipec @, = sp(X) rieSenim ststavy A - x = by.

(b) Maticova rovnica A-X = B ma rieSenie prave vtedy, ked kazda zo ststav A-x = b, (k=1,...,p)
ma riesSenie.

Na zéklade (a) a (b) navrhnite metédu, ako mozno tpravou vhodnej blokovej matice pomocou ERO
riesit naraz viacero ststav A -« = by, s rovnakou favou stranou a réznymi pravymi stranami by, ..., by,.
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3.8. Nech A = (a;j)mxn, C = (Ckj)gxn S@ matice nad polom K. S hromadnym rieSenim akych ststav
linedrnych rovnic stvisi rieSenie maticovej rovnice Y- A = C's neznamou maticou Y = (Yri)gxm?
Navrhnite metédu zaloZeni na tprave vhodnej blokovej matice pomocou ESO. Ako sa mozno vyhnut
ESO a nahradit ich ERO?

3.9. Rieste maticové rovnice A- X =Ba Y- A = Cpre matice A = (334), B= (15 1), C=(37')
nad polom Q. Urcte najprv rozmery matic X a Y. Aké ststavy linedrnych rovnic ste takto vyriesili?
Napiste rieSenie kazdej z nich (ak existuje).

3.10. Nad polom R rieste ststavy linedrnych rovnic v neznamych z, y, z a urobte diskusiu poc¢tu rieseni
vzhladom na parametre a € R resp. ¢,d € R:

(a) z+y+(2e®—1z=a%+a+1, (b) cx+y+(c+1l)dz=c+2d+1,
z+y+(a®2+a—-1)z2=1, cr +cdz =d+ 1,
z+a’z=a®+a cy + 2cdz = 2¢® + cd — 1.

3.11. Nech K je pole a m,n € N. Dokazte, ze vztah A ~ B riadkovej ekvivalencie na mnozine K™*"
splia podmienky A ~ A, A~ B = B~ A a A~B& B~ C = A ~ C pre Iubovolné
A, B, C € K"™*". Inak povedané, tento vztah je reflexivny, symetricky a tranzitivny, teda je naozaj
relaciou ekvivalencie na mnozine K™*" (pozri paragraf 0.6). Sformulujte analogicky vysledok pre vztah
stipcovej ekvivalencie A B.

3.12. Dokéazte vetu 3.3.2. matematickou indukciou podla poctu riadkov matice. (Ndvod: Ukézte, Ze matica
s jedinym riadkom je riadkovo ekvivalentna s maticou v redukovanom stupnovitom tvare. Predpo-
kladajte, Ze matica A vznikla z matice v redukovanom stupnovitom tvare pridanim jedného riadku.
Ukéazte, Ze aj A je riadkovo ekvivalentnd s maticou v redukovanom stupiiovitom tvare.)

3.13. Dokéazte jednoznacnost redukovaného stuptiovitého tvaru matice. Presnejsie, dokdzte, Ze pre matice
A, B € K"™*" v redukovanom stupiiovitom tvare plati A ~ B = A = B. (Ndvod: Ak A, B su
v redukovanom stupniovitom tvare a A # B, ukazte, Ze homogénne sustavy linedrnych rovnic nemaja
rovnaké rieSenia; to je vSak spor s A ~ B.)
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3.14. Dokézte zosilnenie tvrdenia 3.3.1. do podoby ekvivalencie, t.j. pre Tubovolné A, B € K™*™ b,ce K™

plati: sustavy A -x = b a B-x = c st ekvivalentné prave vtedy, ked (A|b) ~ (B|c). (Ndvod:
Modifikujte myslienku z predchadzajiceho cvi¢enia na nehomogénne stustavy.
3.15. Dokazte tvrdenie 3.3.6.(b).
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4. Linearne podpriestory a linearna nezavislost

V tejto kapitole sa opit vratime k sttdiu abstraktnych vektorovych priestorov nad vSeobec-
nym polom. K bude v celej kapitole oznacovat nejaké pevné, inak fubovolné pole a V' bude
nejaky pevne zvoleny vektorovy priestor nad K. Citatel sa vSak nedopusti nijakej chyby,
ak si pod v8eobecnym polom K bude predstavovat pole R vSetkych redlnych ¢isel. Zakaz-
dym, ked sa budeme odvolavat na geometricky nazor, bude to dokonca uzitocné. Na druhe;
strane by vSak nemal spustat zo zretela, Ze nase ivahy maji podstatne SirSiu platnost —
okrem vektorovych priestorov nad R sa z ndm znamych prikladov vztahujua tak na vekto-
rové priestory nad polom C vsSetkych komplexnych ¢isel, polom Q vSetkych racionélnych
¢isel ako i na vektorové priestory nad koneénymi polami Z,,.

4.1. Linearne podpriestory vektorového priestoru

Mnozina S C V sa nazyva linedrny podpriestor vektorového priestoru V', ak S # () a pre
vsetky skalary a € K a vektory @,y € S plati ax € S a ¢+ y € S. Inak povedané,
neprazdna podmnozina S C V' je linedrny podpriestor prave vtedy, ked je uzavreta na
operacie skalarneho nasobku a suc¢tu vektorov.

Nasledujtce tvrdenie je bezprostrednym dosledkom prave vyslovenej definicie.

4.1.1. Tvrdenie. Nech S je linearny podpriestor vektorového priestoru V. Potom 0 € S
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a S s operaciami suctu vektorov a skalarneho nasobku zizenymi z V na S tvori vektorovy
priestor nad polom K.

V kazdom vektorovom priestore V st1 {0} a V' linedrne podpriestory (v pripade, ked V' =
{0}, dokonca splyvaji, inak ide o dva rozne podpriestory) — {0} nazyvame trivdilny alebo
tiez nulovya V nevlastny alebo tiez plnylinedrny podpriestor. Teda pre vlastny netrivialny
linearny podpriestor S C V plati {0} # S # V.

Napr. vo vektorovom priestore R? netrividlne vlastné podpriestory st prave vsetky
priamky a roviny prechadzajice pociatkom 0.

Nasledujtce tvrdenie charakterizuje linedrne podpriestory ako mnoziny uzavreté na li-
nearne kombinacie.

4.1.2. Tvrdenie. Pre Iubovolni podmnozinu S vektorového priestoru V nasledujiice pod-
mienky st ekvivalentné:
(i) S je linedrny podpriestor vo V;
(ii) S # () a pre vsetky skaldry a,b € K a vektory x,y € S plati az+ by € S;
(iii) pre kazdé n € N a pre vSetky skalary aq,...,a, € K a vektory @,...,x, € S plati
a1m1+...+an:1:n65.

Dokaz. Postupne dokdzeme implikacie (i) = (ii), (i) = (iii) a (iil) = (i).

(i)= (ii): Ak S je linedrny podpriestor, tak S # (). Nech a,b € K, x,y € S. Kedze
S je uzavreté na skaldrne nasobky, plati ax, by € S. Z uzavretosti S na siucet vyplyva
ax+by e S.

(ii) = (iii): Nech plati (ii). Kedze S # (), existuje s € S. Potom 0 = 0s+0s € S a
tiez ax = ax+ 0s € S pre kazdé a € K, ¢ € S. Teda podmienka z (iii) je splnend pre
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n = 0 (lebo prézdna linedrna kombinécia je 0) a n = 1; podla (ii) je splnena tiez pre n = 2.
Keby nebola splnena pre vsetky n € N, oznac¢ime n najmensie prirodzené ¢islo s touto
vlastnostou. Potom n > 2 a pre vSetky & < n podmienka z (iii) plati. Nech ay,...,a, € K,
Ty, ..., ¢, €5 sttaké, ze aywy + ... + a,x, ¢ S. AvSak

a1x; + ...+ an®, = (a1m1 AF con TP an_la:n_l) A @B, € S,

kedZe pre prirodzené ¢isla n — 1 a 2 podmienka z (iii) plati. To je spor.

(iii) = (i): Z platnosti (iii) pre n = 0 vyplyva, ze 0 € S (prazdna linedrna kombinacia
je totiz 0). Teda S # (. Volbou n = 1 dostdvame uzavretost S na skaldrne nésobky.
Uzavretost S na sucet vyplyva z volby n = 2, a; = as = 1.

4.1.3. Priklad. Kedze s prikladmi linearnych podpriestorov vektorovych priestorov K" sa
eSte stretneme pri mnohych prilezitostiach, uvedieme tu niekolko ,exotickejsich“ prikladov.
Napospol pdjde o podpriestory priestorov KX vSetkych funkcii z nejakej mnoziny X do
pola K (pozri priklad 1.6.5).

(a) Oznaéme KX) mnozinu vetkych funkcii f : X — K takych, ze mnozina {x € X; f(z) # 0}
je kone¢na. Pre fubovolnt linedrnu kombinaciu funkcii f, g € KX plati

{z € X; af(x) +bg(x) # 0} C{z € X; f(x) #0} U{z € X; g(z) # 0}.
7Z toho vyplyva, ze KX) je linearny podpriestor vektorového priestoru KX. Ak X je ko-

necnd, tak KX = KX: ak X je nekonetna, tak KX) je netrivalny vlastny podpriestor
v KX,
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(b) Nech X C R je Iubovolna mnozina realnych ¢isel. Potom C(X,R), alebo len strucne
C(X) oznacuje mnozinu vSetkych spojitych funkcii f : X — R. KedZe linearne kombinécie
spojitych funkcii st zrejme opéf spojité fumkcie, C(X) je linedrny podpriestor v R¥.

(¢) Ak X je nejaky (ohrani¢eny alebo neohraniceny) interval redlnych ¢isel, tak D(X)
oznacuje mnozinu vsetkych funkcii f : X — R, ktoré maji v kazdom bode x € X konec¢nu
derivaciu (v pripadnych krajnych bodoch intervalu X sa ziada existencia konec¢nej derivacie
zlava alebo sprava). Kedze kazda diferencovatelna funkcia je spojita na svojom definiénom
obore a linedrna kombinécia diferencovatelnych funkcii je opét diferencovatelna, D(X) je
linedrny podpriestor vektorového priestoru C(X).

4.2. Linearny obal mnoziny vektorov

Mnozinu vSetkych linedrnych kombinacii vektorov z podmnoziny X vektorového priestoru
V' nazyvame linedrnym obalom mnoziny X a oznacujeme ju [X]. Teda

(X]={aiz1 +...+axp;neN&ay,...,a, e K& x,..., @, € X}.
Ak X ={x,...,z,} je koneénd mnozina, tak miesto [{@, ..., x,}] piSeme len [z, ..., x,].
Zrejme tento zapis ma zmysel aj pre Tubovolni usporiadani n-ticu (nie nutne réznych)

vektorov (@i, ..., x,), a plati

[@1,..., &) ={a1®1 + ... + apxp; a1,...,a, € K}.
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4.2.1. Tvrdenie. Nech X je podmnozina vektorového priestoru V. Potom linearny obal
[X] mnoziny X je najmensi linearny podpriestor vektorového priestoru V' taky, ze X C [X].

Dokaz. Musime dokazat dve veci:
(a) [X] je linedrny podpriestor vo V;
(b) pre kazdy linedrny podpriestor S C V plati X C S = [X]| C S.

(a) Zrejme [ X ] obsahuje 0 ako préazdnu linedrnu kombinéciu, teda [X] # (). Nech ¢,d € K
au=ax+...+a,&,, v="01y1+...+by, Yy, st prvky z [X], pricom a;,b; € K, z;, y; € X.
Potom

cu+dv=cay® + ...+ cape, +dbyyy + ... + db,y, € [X],

kedZe je to opiit linedrna kombinacia vektorov z X. Podla podmienky (ii) tvrdenia 4.1.2. je
[X] linedrny podpriestor vo V.

(b) Nech S C V je linedrny podpriestor taky, ze X C S. Potom podla podmienky (iii)
tvrdenia 4.1.2. vSetky linearne kombinacie vektorov z S, a tym skor vektorov z X, patria
do S. Teda [X] C S.

Dokazané tvrdenie nés opraviiuje nazyvat linedrny obal [X| mnoziny X C V tiez line-
arnym podpriestorom generovanym mnozinou X. Ak [X] = S, hovorime, ze X generuje
linearny podpriestor S, pripadne ze X je generujica mnozina alebo tiez mnoZina gene-
rdtorov linedrneho podpriestoru S C V. Ak S = V, t.j. ak [X] = V, hovorime kratko
o generujucej mnozine. Pouziva sa tiez nazov vytvdrajica mnoZzina.

Kvoli prehladnosti eSte zhrnieme zakladné vlastnosti operacie linedrneho obalu X +— [X].
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4.2.2. Tvrdenie. Pre Iubovolné podmnoziny X,Y vektorového priestoru V a v € V plati:
(a) [0] = [0] = {0};

(b) X C[X];

(c) XCY = [X]C[Y];

(d) X je linearny podpriestor vo V' prave vtedy, ked X = [X];

(e) [[X]] = [X];

(f) velX] & [XU{v}] =[X].

Dokaz. (a), (b) a (c) s trividlne, (d) priamo vyplyva z tvrdenia 4.2.1. a (e) je bezprostrednym
dosledkom (d).
(f) Nech v € [X]. S pouzitim (b), (c) a (e) dostavame
(X U{v}] € [[X]U {o}] = [[X]] = [X].

Teda [X U {v}] = [X]. Kedze v € [X U {v}], obratena implikacia je trividlna.

4.3. Prienik a siucet linearnych podpriestorov
Nech X, Y st lubovolné podmnoziny vektorového priestoru V. Potom mnozinu
X+Y={z+yzecX&yecY}

nazyvame suctom mnozin X, Y.
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4.3.1. Tvrdenie. Nech S, T st linearne podpriestory vektorového priestoru V. Potom aj
SNT aS+T st linearne podpriestory vo V. Navyse plati

S+T=[SuT],
t.j. S+ T je najmensi linearny podpriestor vo V', ktory obsahuje S aj T

Dokaz. Zrejme 0 € SNT. Z toho, ze S aj T st uzavreté na linearne kombinacie, vyplyva,
Ze aj S N'T mé tato vlastnost.

Dokézeme, ze aj S + T je uzavreté na linedrne kombinacie. Nech aj,a; € K a u; =
T, + Y1, Up = Xy + Yo st vektory z S + T, pricom x, , € S, y1, Y2 € T'. Potom

a1y + asuy = a1 (@ + 1) + az(x2 + yo)
= (a1®1 + aa®) + (11 + asyp) € S+ T,

lebo S, T st linearne podpriestory, teda a;@; + as®y € S a a1y + asy, € T

Dokazeme poslednt rovnost. Inklazie SUT C S+T C [SUT] st zrejmé. Kedze S+1T je
linedrny podpriestor vo V' a [S UT] je najmensi linedrny podpriestor vo V| ktory obsahuje
mnozinu S U T, plati tiez [SUT] C S +T.

Na druhej strane ¢itatel iste Tahko néjde priklady na to, Ze zjednotenie dvoch linearnych
podpriestorov S, T' vektorového priestoru V' nemusi byt linedrnym podpriestorom. Presnej-
Sie, SUT je linearny podpriestor vo V' prave vtedy, ked S C T alebo T' C S. Porozmyslajte
preco.

Kazdy prvok z € S + T suctu linedarnych podpriestorov S,7 C V mozno vyjadrit
v tvare z = ¢+ y pre nejaké € S, y € T. Vo vSeobecnosti to v8ak mozno urobit viacerymi

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



sposobmi. Sticet linearnych podpriestorov S, T' vektorového priestoru V' nazyvame priamym
alebo tiez direktnym suctom, ak kazdé z € S + T mozno jednoznacne vyjadrit v tvare
z=x+y, kde z € S, y € T; takyto stcet zvykneme tiez oznacovat S @& T.

4.3.2. Tvrdenie. Nech S, T su linearne podpriestory vektorového priestoru V. Potom
nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(i) S+T=Sa&T,t.j sacet S+ T je direktny;
(i) SNT ={0}.

Dokaz. (i) = (ii): Nech z € SN T. Potom z mozno vyjadrit v tvare z= z+ 0, kde z € S,
0 € T, ako aj v tvare z = 0+ 2z, kde 0 € S, z € T. Z predpokladanej jednoznacnosti
vyplyva z= 0. Teda SNT = {0}.

(ii) = (i): Nech S NT = {0}. Predpokladajme, Ze vektor z € S + T mozno vyjadrit
v tvaroch z = @ + Yy = @& + Yo, kde @, @, € S, y1, 9o € T. Potom &, — ¢, = yo — 1.
KedZze @ —x, € S, yo — y1 € T, uvedena spolo¢na hodnota patri do SNT. Preto @, — x, =
Yo — Yy =0, t.j. & = 2, Yy = . To dokazuje pozadovant jednoznacnost.

Uvedent definiciu moZno zrejmym sposobom zovseobecnit na priamy sucet lubovolného
kone¢ného poc¢tu linedrnych podpriestorov. Zodpovedajice zovseobecnenie podmienky (ii)
z prave dokdzaného tvrdenia v8ak uz celkom priamociare nie je. Podrobnosti najde ¢itatel
v cviceni 4.8.
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4.4. Linearna nezavislost

Nech w,...,w, € V. Hovorime, Ze usporiadana n-tica vektorov (uy,...,u,) je linedrne
zavisld, ak existuju skalary cq,...,c, € K také, ze (¢1,...,¢,) Z0aciu + ...+ cpu, = 0.
V opa¢nom pripade hovorime, Ze usporiadand n-tica vektorov (uy, ..., u,) je linedrne nezd-
visla. Pre n = 0 kvoli uplnosti doddvame, Ze usporiadant 0-ticu (t.j. prazdnu postupnost)
vektorov povazujeme za lineadrne nezavisla.

Miesto ,linedrne (ne)zéavisld usporiadand n-tica vektorov (ug,...,u,)“ budeme éasto
hovorit len o linedrne (ne)zavislych vektoroch wy, .. ., u,.

Rozmenme si teraz ,na drobné“, ¢o znamend ono ,v opacnom pripade“ v definicii
linedrnej nezavislosti. Podla tejto definicie vektory wuq, ..., u, st linedrne nezavislé prave
vtedy, ked

Ver, ooy € )i+ ...+, =0 = ¢ =...=¢, =0).

Vidime, ze logické struktura pojmu linearnej nezavislosti je trochu zlozitejsia, nez sme boli
doteraz zvyknuti. Kedze ide o klicovy pojem, je potrebné sa pri riom na chvilu pristavit.

Uvedomme si, Ze pre n-ticu skaldrov (ci,...,c,) = 0 plati c;uy + ... + c,u, = 0
pre lubovolni n-ticu vektorov (wy, ..., u,), bez ohladu na to, & je linedrne zavisla alebo
nezavisla. Avsak pre niektoré n-tice vektorov (uy,...,u,) mozeme ako vysledok linearne;
kombinécie c;u; + ... + ¢,u, dostat 0 aj pomocou inej n-tice skaldrov (ci,...,¢,) nez
len 0 = (0,...,0) — takéto usporiadané n-tice (uy,..., u,) nazyvame linedrne zdvisle. Pre
niektoré usporiadané n-tice vektorov (uy,...,w,) je volba (ci,...,c,) = 0 jedind moznost
ako linearnou kombinéciou ciu; + . .. + ¢,u, ziskat vysledok 0 — takéto usporiadané n-tice
nazyvame [inedrne nezdvisle.
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Na precvicenie prave definovanych pojmov ¢itatelovi odporiacame, aby si dokazal Styri
jednoduché no uzito¢né pozorovania:
(a) jediny vektor w je linedrne nezavisly prave vtedy, ked u # 0;
(b) vektory w, v su linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého;
(c) ak niektory z vektorov w, ..., u, je 0, tak tieto vektory su linedrne zavislé;

(d) ak sa niektoré dva z vektorov ug, ..., u, rovnaju alebo niektory z nich je nasobkom
iného, tak tieto vektory su lineadrne zavislé.

Inak povedané, len usporiadana n-tica nenulovych a navzajom roznych vektorov, z ktorych
ziaden nie je nadsobkom druhého, moze (no stéle este nemusi) byt linedrne nezavisla.

Nasledujice tvrdenie asi vysvetluje nazov ,linearna zavislost® lepsie nez samotna defi-

nicia.
4.4.1. Tvrdenie. Pre lIubovolné n € N a uy,...,u, € V nasledujiice podmienky st ekvi-
valentné:

(i) vektory w,...,w, su linedrne zavislé;

(ii) niektory z vektorov w, k < n, je linedrnou kombindciou predchadzajucich;
(ii’) niektory z vektorov w, k < n, je linedrnou kombinaciou nasledujicich;
(iii) niektory z vektorov w, k < n, je linedrnou kombinéaciou ostatnych.

Dokaz. Dokézeme implikacie (i) = (ii) = (iil) a (iii) = (i). Rovnako by bolo mozné dokazat
aj implikacie (i) = (ii’) = (iii).

(i) = (ii): Nech uy, ..., u, su linedrne zavislé vektory a ¢y, ..., ¢, st skalary, nie vSetky
rovné 0, také, ze cyu; +. . . +c,u, = 0. Nech £ je najvicsi z indexov 1, ..., n taky, ze ¢ # 0.

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



Potom ¢; =0 pre k < i <n, teda ciuy + ... + cpup, = Z?:l c;u; = 0. Z toho dostavame
U, = C;l(Cl’Ufl AF oo AR ck_luk_l),

t.j. u je linedrnou kombinéciou predchadzajtcich vektorov.

(ii) = (iii) plati trivalne.

(iii) = (i): Ak w, = Y i-; ¢;u; je linedrnou kombindciou ostatnych vektorov, polozme
ik

¢x = —1. Potom pre n-ticu skalédrov (ci,...,¢,) # 0 plati c;u; + ... + c,u, = 0, teda

vektory uq, ..., u, su linedrne zavislé.

Pozndmka. Vsimnite si, Ze dokaz implikacie (i) = (ii) pokryva aj pripad & = 1. Vtedy ¢; # 0
a cyuy = 0, preto tiez u; = 0. Teda wu; je naozaj linearnou kombinaciou predchadzajicich
(t.]. prazdnej postupnosti) vektorov.

Kazdy vektor x z linedrneho obalu [uy, .. ., u,] mozno vyjadrit v tvare
rT=cCciu +...+cyu,

pre nejakt n-ticu skalarov (cy, . . ., ¢, ). Nasledujtce tvrdenie ukazuje, Ze linedrna nezavislost
vektorov uy, ..., u, je ekvivalentné s jednoznac¢nostou tohto vyjadrenia.

4.4.2. Veta. Vektory uy, ..., wu, s linedrne nezavislé prave vtedy, ked kazdy vektor x €
[uy, ..., u,| mozno vyjadrit v tvare € = ciuw; + ...+ ¢, w, pre jedini usporiadanii n-ticu
(c1y...,cn) € K™

Dokaz. Nech wy,...,u, si linedrne nezavislé vektory. Predpokladajme, ze vektor = &
[uy, ..., u,] mozno vyjadrit v tvaroch

T=cu + ... +cu, =diug + ...+ dyu,,
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kde (¢1,...,¢4),(d1,...,d,) € K". Potom
(Cl — dl)'u,l A con TP (Cn — dn)'u,n = 0.

Z linearnej nezavislosti vektorov wy,...,w, vyplyva ¢y —dy = ... = ¢, — d,, = 0, cize
(c1,...,¢n) = (dy,...,d,). Teda vyjadrenie vektora & v tvare linedrnej kombinacie vektorov
Uy, ..., U, je jednoznacné.

Predpokladajme teraz, ze kazdy vektor & € [wy,...,w,] mé jednoznaéné vyjadrenie
v tvare linedrnej kombinacie vektorov w, ..., u,. Specidlne to plati aj pre vektor © = 0,
ktory ma vyjadrenie 0 = Ouy + ... 4+ Ou,. Z jednoznacnosti tohto vyjadrenia vyplyva

awm+...+cu, =0 =>c1=...=¢,=0
pre lubovolnu n-ticu skalarov (cy,...,c,). Teda vektory wy, ..., w, st linedrne nezavislé.
Nasledujice tvrdenie dava do stvislosti linearnu (ne)zavislost s linearnym obalom.

4.4.3. Tvrdenie. Nech uy,...,u,,v € V pricom vektory u,, ..., u, su linearne nezavisleé.
Potom nasledujiice podmienky st ekvivalentné:

(i) ve€E [uy,..., u;

(ii) vektory uy,...,u,, v su linedrne zavislé;

(iii) [w,..., Uy, V] = U, ..., W)

Dokaz. (i)= (ii): Ak v € [w,...,u,] tak vektory wuy,..., u,, v si linedrne zavislé podla
tvrdenia 4.4.1.

(il) = (iii): Nech vektory uy,...,u,, v st linedrne zavislé. Potom niektory z nich je
linedrnou kombinaciou predchadzajucich. Kedze vektory uy, ..., u, si linedrne nezavislé,
moze to byt len vektor v. Teda v € [uy, ..., u,)].
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(iii) = (i) je obsiahnuté v bode (f) tvrdenia 4.2.2.

4.4.4. Veta. Nech uy, ..., u,, vy,...,v, € V, pricom vektory wy,...,u, su linedrne ne-
zavislé. Potom z mnoziny {1,...,m} mozno vybrat indexy i, < ... < i) tak, Ze vektory
Ui, ..., Uy, Vi, ..., 0, SU linedrne nezavislé a generuji rovnaky podpriestor ako vektory
U, ..., Uy, V1,...,Uy.

Dokaz. Ozna¢me X = {vy,..., v, }. Vektory v;,, ..., v;, vyberieme z mnoziny X nasleduji-
cim spésobom. Ak X C [uy,..., u,], polozme k = 0, t.]. nevyberieme Ziaden z nich. V opac-
nom pripade nech v;, je prvy z vektorov mnoziny X, ktory nelezi v podpriestore [uy, . . ., u,].
Ak X C [w,...,u,, v, tak k = 1 a v;, je jediny vybrany vektor. Podla predchadza-
jaceho tvrdenia st vektory wi,...,u,,v; linedrne nezéavislé. Ak X & [uy,..., u,,v;],
oznafime v;, prvy vektor mnoziny X, ktory nelezi v [wi, ..., u,, v;,] (zrejme i3 < iz a
v, # v;,). Vektory w, ..., u,, v;,, v;, st podla tvrdenia 4.4.3. opif linearne nezavislé. Podla
potreby pokracujeme rovnakym sposobom, az kym pre takto ziskané linearne nezavislé
vektory g, ..., Uy, vy, ..., v, neplati inkltzia X C [uy,..., u,, v, ..., v, ], kedy sa zasta-
vime. (V krajnom pripade dostaneme k = m, t.j. vyberieme vSetky vektory z mnoziny X.)
Z uvedenej inklizie okamzite vyplyva rovnost

[Up, .o Uy V1, U] = (U, U, Uiy, U,

kedZe kazdy z generatorov podpriestoru na lavej strane je prvkom podpriestoru na pravej
strane.
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4.5. Linearny obal a linearna nezavislost v priestoroch K™

V tomto paragrafe si ukazeme, ako mozno na zaklade nasich doterajsich znalosti o ststa-
véch linedrnych rovnic tou istou metédou tpravy matic pomocou ERO na (redukovany)
stupnovity tvar riesit pre vektory z priestoru K™ nasledujice tri otazky:

(1) rozhodnit pre dané vektory @i, ..., z,, y € K™ ¢ y patri alebo nepatri do linedrneho
obalu [, ..., x,];

(2) rozhodnit pre dané vektory @, ..., x, € K™ ¢ su linedrne zavislé alebo nezavislé;

(3) vybrat z vektorov @,..., &, € K™ linedrne nezavislé vektory x;,,...,z;, (j1 < ...
< jr) tak, aby vektory x;,, ..., ®; generovali vo V ten isty lineArny podpriestor ako
vektory @, ..., @,.

Hoci vsSetky tri otdzky mozno riesit naraz jednotnym sposobom, z metodickych dévo-
dov za¢neme jednoduchsimi otdzkami (1) a (2), a az potom pristiupime k trochu zlozitejsej
otazke (3). NavySe pri tom zavedieme oznadenie, ktorého sa budeme drzat v celom para-
grafe.

Nech @, ..., x,, y € K™ st stlpcové vektory, pri¢om

T1j Y1
L = ) Yy= :
Ty Ym
Oznaéme X = (r;;) € K™ ™ maticu so stipcami z;, ..., z,, a (X|y) € K™+ blokovia
maticu zloZen z matice X a vektora y. Potom pre ¢ = (cy,. .., c,)T € K" plati:
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(1) aqm+... 4+, =y & X-c=y;
(2) aqzy+...4+cx, =0 & X-¢c=0.
Inak povedané: (1) y € [z, ..., z,] prave vtedy, ked stistava X- ¢ = y s rozsirenou maticou
(X | y) ma aspon jedno riesenie; (2) vektory @, ..., , st linedrne nezavislé prave vtedy,
ked homogénna ststava X - ¢ = 0 méa jediné rieSenie ¢ = 0; ak tato sistava méa aj nejaké
nenulové riesenie, tak vektory @i, ..., x, st linedrne zavislé. (Nedajte sa spliest atypickym
oznacenim: x;; su teraz koeficienty ststavy, y; st zlozky pravej strany a c; s nezname.)
Otézku (1) uz vieme riesit. Staci pomocou ERO upravif maticu (X |y) na stupiio-
vity tvar. Ak vyslednd matica obsahuje riadok tvaru (0,...,0|z2), kde z # 0, tak ststava
X-c = ynemérieSenica y ¢ [, ..., x,|. Ak sa taky riadok vo vyslednej matici nenachadza,
tak sistava ma aspon jedno rieSenie a y € [x,. .., x,).
Podobne je to s otazkou (2). Opét staci pomocou ERO upravit maticu X na stupnovity
tvar a pozrief sa, ¢ v kazdom stipci lezi vedtici prvok nejakého riadku. Ak je to tak, niet

¢o volit za parametre, ¢ = 0 je jedinym rieSenim sustavy X - ¢ = 0 a vektory «, ..., x,
st linearne nezavislé. V opa¢nom pripade mame moznost volby aspori jedného parametra,
stustava ma aj nejaké nenulové riesenie a vektory i, ..., x, su linearne zavislé.

Este si vSimnime tzku suvislost oboch otézok. Vedicim prvkom riadku (0,...,0] z),

kde z # 0, je prave v (n + 1)-om stlpci leziaci prvok z. Teda matica v stupiiovitom tvare
riadkovo ekvivalentnd s (X |y) neobsahuje taky riadok préave vtedy, ked v jej poslednom
stlpci nelezi vedtci prvok ziadneho riadku.

4.5.1. Priklad. Uvazujme stipcové vektory @ = (1,1,—-1,—1)", @ = (0,1,0,1)7, x5 =
(3,1,-3,-5)", & = (0,0,1,2)7, y = (3,5, -2, 1)T, z= (1,1,1,1)T v priestore R*. Mame
rozhodnut, & vektory y, z patria do linedrneho obalu [z, ;, o3, 4]. Ozna¢me si nasledujice
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matice

10 30| 3 10 301

11 10| 5 11 101

(Xl =| 10312 XID=| _10-31]1
—11-52| 1 —11-52 |1

Matice (X|y), (X| 2z) st riadkovo ekvivalentné s maticami

10 30]3 10 30| 1
01-2012 01-20| 0
00 o1|1 | ™P loo o1] 2
00 000 00 00| -2

Okamzite vidime, ze plati y € [@y, @2, 3, T4] & 2 & [@1, T2, X3, T4).

4.5.2. Priklad. Zistime, & stlpce realnej matice

2013
2123
0232
1242
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s linearne zavislé alebo nezavislé. Tato matica je riadkovo ekvivalentna s maticou

1242
0110
0012
0005

Vidime, Ze stipce matice X st linedrne nezavislé. Na druhej strane, ako matica nad polom
Zs je X riadkovo ekvivalentna s maticou

1242
0134
0031
0000

Teda stlpce matice X, chapané ako vektory z vektorového priestoru Z2, st linearne zavislé.
KTIacom k odpovedi na otazku (3) je nasledujtce tvrdenie.

4.5.3. Tvrdenie. Nech X, Y € K™*" st riadkovo ekvivalentné matice, pricom matica Y
je v stuptiovitom tvare. Pre 1 < j < n oznacme z; = s;(X) j-ty stlpec matice X. Nech
J1 < ... < ji st indexy vSetkych stlpcov matice Y, v ktorych lezia vediice prvky jej riadkov.
Potom plati:

(a) vektory ;,,...,x;, su linearne nezavislé;

(b) ak v j-tom stlpci matice Y nelezi vediici prvok ziadneho jej riadku (t.j. 1 < j <n
aj# ji,...,Jk), tak vektor x; je linearnou kombinaciou vektorov x;,, ..., x;,, kde
I < k je najvicsi index, pre ktory plati j; < j;
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(c) [Zjy,---, &) =21, .., T

Dokaz. (a) Oznaéme X', Y’ matice, ktoré pozostévaji len zo stlpcov s indexmi 7y, ..., ji
matic X resp. Y (ostatné stipce vynechame). Potom postupnostou tych istjch ERO, kto-
rymi sme X upravili na Y, dostaneme z X’ maticu Y, teda X' ~ Y. Matica Y je vSak
v stupfiovitom tvare a ma v kazdom stipci vedici prvok nejakého svojho riadku. Preto
homogénna ststava X’ - d = 0 m4 jediné rieSenie d = 0 € K*, &o znamen4, ze stipce matice
X', t.j. vektory z;,, ..., x; , st linedrne nezavislé.

(b) Bez ujmy na vSeobecnosti mdézeme predpokladat, Ze matica Y je dokonca v redu-
kovanom stupiiovitom tvare. Poloha vedicich prvkov riadkov v jednotlivych stipcoch bude
stale rovnaka. Nech j # ji,. .., ji. Pri volbe parametra ¢; = 1 a volbou 0 za hodnotu vset-
kych ostatnych parametrov (ak nejaké zostali) dostaneme jedno riesenie ¢ = (cy, ..., c,)T # 0
sustavy X - ¢ = 0. Nech [ < k je najvicsi index taky, ze j; < j. Pre nase rieSenie ¢ navyse
plati ¢, = 0, ak j < p < n. Ak je totiz ¢, parameter, tak je to dosledok nasej volby, a
vo vyjadreni neznamych ¢;, pre | < h < k sa (jediny nenulovy) parameter c; nevyskytuje.

Oznaéme X" maticu, ktord pozostava len zo stlpcov matice X s indexmi ji,...,j; a j.
Z uvedenych dovodov je vektor ¢’ = (cjy,...,¢j, 1) riesenim stustavy X” - ¢’ = 0. To
znamena, ze

T = —(cp@j, +... +¢my) € (@, .. @]

(c) je bezprostrednym dosledkom (b) a tvrdenia 4.4.3.

Prave dokdzané tvrdenie ndm déva priamy navod na rieSenie otazky (3). Sta¢i pomocou

ERO upravit maticu X = (&, ..., x,) namaticu Y v stupriovitom tvare a zistif v nej indexy
J1 < ... < ji vietkyrch stIpcov, v ktorych lezia vedice prvky jej riadkov. Potom Tj, ..., T,
st hladané linedrne nezavislé vektory, ktoré generuju linedrny podpriestor [z, . .., @,].
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4.5.4. Priklad. Zo stlpcov redlnej matice

113-11
202 13
X=1113 24
202 02

treba vybraf linearne nezévislé stipce, ktoré generuji linedrny obal vSetkych stipcov matice
X. Matica X je riadkovo ekvivalentné s maticou

113-1 1
012 2-3
Y=1000 1 1
000 0 0

v stupiiovitom tvare. Vedtice prvky riadkov matice Y sa nachadzajt v stipcoch 1, 2 a 4.
Hladané vektory st teda stipce 1, 2 a 4 matice X. Zapisané vedla seba tvoria maticu

11-1
20 1
11 2
20 0

I ked sme cely postup riesenia otazok (1), (2) a (3) vylozili len pre priestory stipcovych
vektorov K™ a tychto priestorov sa tykali aj vSetky priklady, ¢itatelovi by uz nemalo robit
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tazkosti modifikovat popisant metédu aj na priestory riadkovych vektorov K™ — & uz
transponovanim, prislusnych matic riadkovych vektorov alebo nahradenim elementarnych
riadkovych operacii stlpcovymi.

4.6. Linearne nezavislé postupnosti a mnoziny

V tomto paragrafe struc¢ne doplnime pojmy lineadrnej zavislosti a nezavislosti spdsobom,
ktory umoziiuje ich pouzitie i v pripade nekoneénych postupnosti a fubovolnych (t.j. ko-
neénych aj nekoneénych) mnozin vektorov. Nakolko vSak tieto otdzky zostdvaju na okraji
nasho zaujmu, popri prislusnych definicidch sa obmedzime len na niekolko jednoduchych zo-
v8eobecneni vysledkov o linedrnej (ne)zéavislosti usporiadanych n-tic. Nekonecni postupnost

(ur)2o = (uo, U1, Ug, . .., Uy, ... ) vektorov z priestoru V nazyvame linedrne nezdvislou, ak
kazda jej koneéna podpostupnost (uy,,...,u, ), kde 0 < ky < ... < k,, je linedrne neza-
visla.

Dokaz nasledujiceho jednoduchého tvrdenia prenechavame citatelovi.

4.6.1. Tvrdenie. Nekonecna postupnost (uy)>, vektorov z V' je linedrne nezavisld prave
vtedy, ked pre kazdé n € N jej pociatocny tusek (ug, uy, ..., u,) je linedrne nezavisly.

Napriklad postupnost (1,z,2?,...,2%,...) vSetkych mocnin x je linedrne nezavisla po-
stupnost vo vektorovom priestore K[z]| vSetkych polynémov v premennej 2 nad polom K.
Polyném f(z) = ag + a1z + ... + a,x" je totiz (definitoricky) nulovy prave vtedy, ked
ag=a, = ... =a, = 0. Mnozina X C V sa nazyva linedrne nezdvisld, ak pre Iubovolné
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n € N kazdéa usporiadana n-tica navzdjom roznych vektorov (uy,...,w,) z mnoZziny X je
linearne nezavisla.

Este raz podciarkujeme ono ,navzajom réznych“ — keby totiz uy, ..., uw, neboli navza-
jom rdzne vektory, nemohli by byt linedrne nezavislé.

Linedrna zavislost ¢i nezavislost usporiadanej n-tice vektorov nezéavisi od ich poradia —
zrejme usporiadand n-tica (wi, ..., w,) je linedrne nezavisla prave vtedy, ked je linedrne
nezévisla usporiadana n-tica (u,q),. .., Us(n)), kde o je Iubovolnad permuticia mnozZiny
{1,...,n}. Inak povedané, linedrna (ne)zavislost usporiadanej n-tice (uy,...,u,) navza-
jom r6znych vektorov je vlastnostou mnoziny {u,, ..., u,}. Citatel uz iste lahko nahliadne
platnost nasledujtceho oc¢ividného tvrdenia.

4.6.2. Tvrdenie. Usporiadana n-tica (uy, ..., w,) navzajom réznych vektorov z V je li-
nedrne nezavisla prave vtedy, ked mnozina {wy, ..., u,} CV je linedrne nezavisla.

Nase zaveretné tvrdenie, ktoré dava do stvisu linedrnu (ne)zavislost mnoziny s jej line-
arnym obalom, je obdobou tvrdenia 4.4.3. Taktiez jeho dokaz moZno ziskat malou obmenou
dokazu spominaného tvrdenia.

4.6.3. Tvrdenie. Nech X C V je linedarne nezavisla mnozina a v € V. Potom nasledujiice
podmienky st ekvivalentné:

() ve [X];
(ii) mnozina X U {v} je linearne zavisld;

(ii) [X U{v}] = [X].
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Cvicéenia

4.1. Nech S, T su linearne podpriestory vektorového priestoru V. Potom S UT je linearny podpriestor V'
prave vtedy, ked S C T alebo T' C S. Dokazte.

4.2. V kazdom z nasledujucich pripadov rozhodnite, ¢i dand podmnozina S vektorového priestoru V nad
polom K je jeho linedrnym podpriestorom. Svoje rozhodnutie zdovodnite. Ak S nie je linedrny pod-
priestor, popiSte jeho linedrny obal [S].

a) K=R, V=R, S=(-1,1);

b) K=C,V=C,S={z€C,; |z| =1};

) K=R,V=R?S={(r,y) € R% x -2y =0};

d) K=C,V=CS={(z,y) eC¥z+iy=1}

YK=R,V=C,S={ze€C;Rex =Imu};

f)K=Q,V=R,S=QV3 ={a+b/3a,beQ}

g) K =17y, V=13, 5=1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)};

h) K =73,V =173, S ={(0,0),(1,2), (2, 1)};

i) K lubovolné, V = K(z], S = {f(z) € K[z]; f(1) = 0};

j) K Tubovolné, V = K[z], S = {f(x) € K[z]; f(0) = 1};

(k) K Tubovolné, V" = K[z, 8 = {f(z) € K[z} £(0) = F(1)};

(1) K tubovolné, V = K|z], S = {a + bx + (a + b)z?; a, b € K};

(m) K Tubovolné, V = K[z], S = {a + bz + (a + b+ 1)2?; a,b € K}.

4.3. V kazdom z nasledujucich pripadov rozhodnite, ¢i uvedené vektory z vektorového priestoru V' nad
polom K st linearne nezavislé. Svoje rozhodnutie odévodnite.

(a) K=Q,V =QZ u=(0,0), v=(1,1);
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(b) K=Q,V=0Q%w=(1,2,3)";

(c) K=R, V=R z=(0,1,0,1)7, y=(1,0,1,0)7, 2= (1,0,0,1)T;

(d) K=C,V=C3 u=(1,i,—i), v=(2+1,3 —i,14+2i), w= (2 +2i,2 — i,2 + 2i);
() K=17Zs5,V =27% z=(1,3,2,4), y= (2,2,1,1), z= (4,2,4,2);

(f) K=77,V =74 x=(1,3,2,4), y= (2,2,1,1), 2= (4,2,4,2);

(8) K =R,V =R®[], fo(x) =1, fi(z) =2, fol) = 2(x — 1), fa(z) = 2(z — 1)(z — 2);
(h) K =Zs, V = Z3[z], f(z) =5+ 12z, g(x) = 12 + 8x;

(i) K =R,V =R[z], f(z) =5+ 12z, g(x) = 12 + 8z.

4.4. Nech V je vektorovy priestor nad polom K, uy, ..., w, € V su linedrne nezdvislé vektory a A € K™*".

o __ v _ _ T

Prei=1,...,m ozname v; = a; Uy +...+a;nu, = 7;(A) (uy,...,u,)" . Potom vektory vy, ..., v, €
V' st linearne nezavislé prave vtedy, ked riadky matice A su linedrne nezavislé vektory v K. Dokéazte.
Co sa zmeni, ak ui, ..., u, si linedrne zavislé?

4.5. Nech V je vektorovy priestor nad polom K.V kazdom z nasledujtcich pripadov rozhodnite, ¢i vektor
u € V patri do linedarneho obalu vektorov x, y,z € V.

(a) K=R, V=R z=(1,1,2)T, y=(-2,1,-1)7T, 2= (0,1, )T, u = (1,2, -1)T;
b)) K=C,V=C%z=(,1+i), y=(1,1—1), 2= (i,—i), u= (1 +1i,1 —1i);
() K=1273, V=13, z=(0,1,2), y= (1,2,0), 2= (2,0,1), u= (1,0, 1);
(d) K =75,V =23 2= (0,1,2), y= (1,2,0), 2= (2,0,1), u= (1,0,1).

4.6. V kazdej z aloh (a)—(i) cvi¢enia 4.3 vyberte z danych vektorov linedrne nezéavislé vektory, ktoré generuji
ten isty linearny podpriestor ako povodné vektory. Rieste rovnaky problém pre vektory x, vy, z, w
v kazdej z tloh (a)—(d) cvicenia 4.5. Vyuzite pri tom vysledky cviceni 4.3 a 4.5.

4.7. Dopliite chybajice dokazy casti (a)—(e) tvrdenia 4.2.2.
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4.8. (a) ZovSeobecnite definiciu priameho sictu na lubovolny koneény podcet linedrnych podpriestorov da-
ného vektorového priestoru.

(b) Nech Si,...,S, (n > 2) st linedrne podpriestory vektorového priestoru V. Pre ¢ = 1,...,n
oznaéme T; = S1+ ...+ S; 1+ 81 +...+5,,t.j. Th=8+...+8,To =5 +53+...+ 5,

Iy =84+...+85,1. Potom S1+...+ 5, =51D...8S5,, t.j. sucet podpriestorov Si,...,S,
je priamy, prave vtedy, ked pre kazdé i < n plati S; NT; = {0}. Dokazte.

4.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a X C V je Iubovolnd podmnozina. Dokazte tzv. podmienku
zameny: (Vu,v € V)(u € [XU{v}|\[X] = v € [XU{u}]). Rozhodnite, ¢ plati dokonca ekvivalencia
NVMu,veV)(ue [XU{v}|\[X] & ve [XU{u}] \[X])?

4.10. Dokéazte tvrdenia 4.6.1., 4.6.2. a 4.6.3.
4.11. Nech K je pole a (pi(z))52, je postupnost polynémov z K[z] takd, Ze pre k # | maju polynémy py(z),
pi(z) rozny stupen. Dokézte, Ze potom ide o linedrne nezavisli postupnost.
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5. Baza a dimenzia

V tejto kapitole sa obozndmime s pojmom bdzy vektorového priestoru, ¢o ndm v niekto-
rych vektorovych priestoroch umozni zaviest suradnice. Dalej budeme definovat dimenziu
vektorového priestoru a odvodime jej zakladné vlastnosti. V nasledujicej kapitole si potom
okrem iného dokazeme, ze dimenzia je zédkladny struktirny invariant tzv. konecnorozmer-
nych vektorovych priestorov.

I v tejto kapitole V' oznacuje nejaky vektorovy priestor nad pevnym polom K.

5.1. Steinitzova veta a konecnorozmerné priestory

Zacneme jednym technickym vysledkom klti¢ového vyznamu.

5.1.1. Tvrdenie. (Steinitzova veta) Nech w,...,u,,v1,...,v, € V. Ak vektory

Uy, ..., U, sulinedrne nezavislé a vSetky patria do linedrneho obalu [vy, . . ., v,], takn < m.
Dokaz. Kedze u; € [vy, ..., v, pre kazdé j < n, existuji ¢; = (c1j,...,cmj)7 € K™ také,
VAS

Uj = C1jV + ...+ Cpj Uy = (V1, ..., V) - Cj.

Inak povedané
(wy,...,u,) = (v1,...,9p) C,
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kde C = (¢ij)mxn je matica so stlpcami ¢, ..., c,.
Predpokladajme, Ze m < n. Potom podla tvrdenia 3.3.6. ma homogénna ststava C-x = 0
aspoii jedno rieSenie € = (z1,...,7,)" # 0. Jednoduchym vypoctom dostavame

T+ .ot Tu, = (U, uy) X
=(v1,...,0,) C-z=(vy,...,v,)-0=0,

¢o je v spore s linedrnou nezavislostou vektorov uy, ..., u,.

5.1.2. Tvrdenie. Pre Iubovolny vektorovy priestor V nasledujice podmienky s ekvi-
valentné:

(i) existuje konecna mnozina X CV taka, ze [X|=V;
(ii) kazd& linedrne nezavisla mnozina Y C V je konecna.

Dokaz. (i) = (ii): Nech X C V je kone¢na mnozina, ktord generuje V. Podla Steinitzovej
vety pre Tubovolné linearne nezavislé vektory uy, . . ., u, plati n < # X, teda kazd4 linearne
nezavisla mnozina Y C V je konecna.

(ii) = (i): Budeme dokazovat logicky ekivalentnt implikdciu — (i) = — (ii).

Predpokladajme, Ze ziadna kone¢na podmnozina priestoru V' negeneruje V. Potom vo V'
mozeme zostrojif postupnost vektorov ()52, takd, ze yo # 0 a pre kazdé n > 0 plati y,, ¢
(Y0, -+, Yn_1]. Podla tvrdenia 4.4.1. je kazdy pociatoény tsek (yo, - - ., y,) tejto postupnosti
linedrne nezavisly, takze celd postupnost je linearne nezavisla podla tvrdenia 4.6.1. Teda vo
V existuje nekonecnd linedrne nezavisla mnozina, napr. ¥ = {y,; n € N}.
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Hovorime, Ze vektorovy priestor V je konecnorozmernsj , ak spliia niektort (teda nevy-
hnutne obe) z ekvivalentnych podmienok (i), (ii) prave dokdzaného tvrdenia. V opac¢nom
pripade hovorime, ze V' je nekonecnorozmerny vektorovy priestor.

5.2. Baza a dimenzia konec¢norozmerného priestoru

Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Bdzou priestoru V nazyvame kazdu line-
arne nezavisla usporiadnt n-ticu (uy, . .., u,) vektorov z V, ktora generuje cely priestor V.
Strucne tiez hovorime, ze vektory uq, ..., u, tvoria bazu priestoru V.

Nasledujuce tvrdenie je priamym dosledkom vety 4.4.4.

5.2.1. Tvrdenie. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Potom

(a) Iubovolni linearne nezavisli usporiadani k-ticu (uy,...,wus) vektorov z V' mozno
doplnit do nejakej bazy (uy,. .., uy, ..., u,) priestoru V;

(b) z lubovolnej generujicej usporiadanej m-tice (vy, . . ., v,,) vektorov z V mozno vybrat
nejaka bazu (v;,,...,v;,) priestoru V.

5.2.2. Veta. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Potom
(a) V ma4 aspoii jednu bazu;

(b) Iubovolné dve bazy priestoru V' maji rovnaky pocet prvkov.
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Dokaz. (a) je bezprostrednym désledkom predchadzajiceho tvrdenia, ktoré nam dokonca
déva dva varianty dokazu: jeden doplnenim prazdnej mnoziny (ktora je linedrne nezéavisla)
na bazu vo V', druhy vyberom bazy z nejakej konecnej generujicej mnoziny vo V.

(b) je bezprostrednym dosledkom Steinitzovej vety. Ak su totiz (uy, ..., u,), (vi, ..., V)
dve bazy vo V, tak, kedze (uy,...,u,) je linedrne nezévisla a (vy,...,v,,) generuje cely
priestor V', musi platit n < m. Nakolko vSaki (vy, ..., v,,) je linedrne nezavisld a (w,, . .. , u,)
generuje celé V', plati tiez m < n. Teda m = n.

Préve dokézand veta ndm umoziuje korektne definovat dimenziu alebo tiez rozmer ko-
necnorozmerného vektorového priestoru V' ako pocet prvkov jeho fubovolnej bazy. Dimenziu
vektorového priestoru V' zna¢ime dim V. Ak dim V' = n, hovorime, ze V' je n-rozmerny vek-
torovy priestor. Ak V' je nekonecnorozmerny priestor, kladieme dim V' = co. V pripade, ze
bude potrebné zdoraznit tlohu pola K, budeme pouzivat podrobnejsie oznacenie dimg V.

Teda V' je kone¢norozmerny préave vtedy, ked dim V' < oo.

Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechavame ako cvicenie Citatelovi.

5.2.3. Tvrdenie. Nech dimV =n, vy,...,v,, € V. Potom lubovolné dve z nasledujucich
podmienok implikuju tretiu:

(i) vektory wvy,...,v,, su linearne nezavislé;
(i) [v1,..., v, =V;
(ii)) m = n.

To okrem iného znamena, Ze na overenie, ¢i n vektorov vy, . . ., v, tvori bazu n-rozmerného
vektorového priestoru V', staci overit len jednu (a to lubovolntl) z podmienok (i), (ii).
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5.3. Sdaradnice vektora vzhladom na dandG bazu

Nasledujtca veta je Specidlnym pripadom vety 4.4.2.

5.3.1. Veta. Vektory uy,...,u, tvoria bazu vektorového priestoru V prave vtedy, ked
kazdy vektor ® € V mozno jednoznacne vyjadrit v tvare linearnej kombinéacie

T=CiU + ...+ CcLuU,.

Uvedomme si, 7Ze existencia aspon jedného vyjadrenia & = c;u; + ... + ¢, u, je ekviva-
lentné s podmienkou, Ze vektory uy, ..., u, generuju V. Jednoznacnost tohto vyjadrenia je
zasa ekvivalentna s linedrnou nezévislostou vektorov uy, . . ., u,.

Teda o = (g, ..., u,) je bazou V vtedy a len vtedy, ked pre kazdé x € V' existuje prave
jedno ¢ = (ci,...,c,)T € K™ také, 7e

rT=cu +...+c,u, =0 - cC.

Tento jednoznaéne uréeny stlpcovy vektor ¢ € K" budeme nazyvat siuradnice vektora x
vzhladom na bdzu o a oznacovat

c=(2)q.

Teda kazda baza a v n-rozmernom vektorovom priestore V' definuje suradnicové zobrazenie
x+— (x)o z V do stlpcového vektorového priestoru K™.
Jednoduchy dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame ako cvicenie Citatelovi.
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5.3.2. Tvrdenie. Nech o« = (uy,...,u,) je baza konecnorozmerného vektorového pries-
toru V. Potom prislusné stiradnicové zobrazenie V. — K™ je bijektivne a zachovava linearne
kombin&cie, t.j. pre Iubovolné a,b € K, x,y € V plati

(az+ by)a = a(@)a + b(Y)a-
K nemu inverzné zobrazenie K™ — V je dané predpisom ¢ — o - c.

V oznaceni posledného tvrdenia teda pre Tubovolné x € V', ¢ € K™ plati
= (), (- c)a = c.

Prva rovnost ukazuje, ako mozno vektor & zrekonstruovat z danej bazy a a jeho suradnic
() v tejto baze; druhd zachytava zrejmy fakt, ze siradnice linedrnej kombinacie Y\ | ¢;u;
v béze wuy, ..., w, tvori vektor (cy,...,c,)T.

Préave zavedené sturadnice by sme mohli podrobnejsie nazvat stipcovymi siradnicami
vzhladom na dani bazu. Podobnym sposobom mozno zaviest i riadkové siradnice a dokéa-
zaf pre ne analogické tvrdenia ako pre stipcové. V takom pripade je samozrejme vhodnejsie
zapisovaf prislusni bazu ako stlpcovy vektor o = (wy,...,u,)T a v pripade riadkového
priestoru V' = K™ ju stotoznit s maticou s riadkami uy, . .., u,. Podrobnosti prenechavame
na doplnenie ¢itatelovi.

5.3.3. Priklad. Oznacme e§") = s;(I,) € K" stlpcovy vektor pozostavajici zo samych nil,

okrem i-tej zlozky, ktora je 1. Potom (™ = (e&”’, e e%")) je baza stipcového vektorového
priestoru K™. Nazyvame ju kanonickou bdzou tohto priestoru. Tuto bazu mozno zrejmym
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spdsobom stotoznit s jednotkovou maticou I,,. Pokial nebude hrozit nedorozumenie, bu-
deme horny index (n) vynechavat a prislusni bazu oznacovaft strucne € = (ey, ..., e,). Pre
Tubovolny vektor € = (z1,...,x,)" € K" plati

r=2zx1€e +...+zx,e,,

preto (z). = x, t.]. kazdy vektor & € K™ splyva so svojimi vlastnymi stradnicami v kano-
nickej baze.

Kanonicka baza riadkového vektorového priestoru K" je tvorena riadkami jednotkove;j
matice I, a zna¢ime ju rovnako ako v predchadzajucom pripade €™ = (e&n), ceey e%n))T
alebo strucne € = (e, ..., e,)T, len s tym rozdielom, Ze e = ¢ je teraz stlpec vektorov a
kazdé e; je riadok pozostavajici zo samych nul, okrem ¢-teho miesta, ktoré je 1.

V predoslom priklade je, okrem iného, zahrnuty aj dokaz nasledujiceho oc¢akavaného
vysledku.

5.3.4. Veta. Pre lubovolné n € N plati dim K™ = n.

5.3.5. Priklad. Stipce matice

e
O =
OO = =
SO O
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tvoria bazu a (stlpcového) vektorového priestoru K* (presvedéte sa o tom s vyuzitim
tvrdenia 5.2.3. a vety 5.3.4. Stiradnice vektora @ = (1, T3, 73, 74)7 € K™ v baze « st dané
vztahom

(w)a = (934>$3 — Ty, T2 — T3,T1 — 932)T-

Plati totiz

Iy
o)
T3
Ly

T4 + (73 — 24) + (72 — x3) + (1 — 22)

—_ =
O = =
cC o R
o OO

Overte.

5.3.6. Priklad. Oznacme £¢™ = (1,z,...,2") usporiadant (n+ 1)-ticu prvych n 4+ 1 moc-
nin premennej z. Lahko nahliadneme, Ze & () je baza vektorového priestoru K (™[z] vetkych
polynémov stupiia < n v premennej x nad polom K. Stradnice polynému f(z) = > 1" ;a2
v tejto baze tvori vektor

(f)ewm = (a0, an, . .. Ja,)’ € K"

Teda dim K™ [z] = n 4 1. Na druhej strane vektorovy priestor K[z] vietkych polynémov
v premennej x nad polom K zrejme nie je kone¢norozmerny, teda dim K [z] = oo.

5.3.7. Priklad. Nech m,n € N. Pre Tubovolné 1 < k < m, 1 <1 < n oznaéme E,(CT") =
Ey; = (0i10;1)mxn maticu typu m x n nad polom K, pozostavajicu zo samych nul, okrem
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miesta (k,[), na ktorom je 1. Zrejme kazda maticu A = (ay;) € K™*™ mozno jednoznacne

vyjadrit v tvare
m n

A= Z Z ap By,

k=1 I=1

z ¢oho vyplyva, Ze matice E,(gln’"), 1 <k<m,1<I[<n, tvoria bazu vektorového priestoru
K™*™ vgetkych matic typu m x n nad polom K. Jej Specidlnym pripadom je kanonicka
béza €™ v priestore K™. Dostavame tak dalsi ocakavany vzfah: dim K™*™ = mn.

5.3.8. Priklad. Pole C vSetkych komplexnych ¢isel je rozsirenim pola R vSetkych redlnych
Cisel. Teda C moZno povazovat za vektorovy priestor nad polom R (priklad 1.6.1). Kazdé
komplexné ¢islo z mozno jednoznacne vyjadrit v tvare

z=a-+bi =al + bi,

kde a = Re z, b = Im 2 st redlne ¢isla, nazyvané redlna resp. imagindrna ¢ast komplexného
Cisla z, a i je imagindrna jednotka. To znamena, ze komplexné ¢isla (t.j. vektory) 1, i tvoria
bazu vektorového priestoru C nad polom R. Stradnicové zobrazenie vzhladom na tito bazu

je dané vztahom
Rez (z+2)
(2)(1,i) = = |
Im 2 (2 — 2)

kde Z = a — bi je cislo komplexne zdruZené k Cislu z = a + bi. Teda dimg C = 2. Na druhe;j
strane kazdé pole K, uvazované ako vektorovy priestor nad sebou samym ma dimenziu 1,
t.j. dimgx K = 1. Specidlne dimg R = 1 aj dim¢ C = 1.

|= NI

N
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5.4. Dimenzia prieniku, siuctu a sucinu vektorovych priestorov

V tomto paragrafe preskiimame niektoré zakladné vlastnosti dimenzie, uvazovanej ako zo-
brazenie definované na vsetkych vektorovych priestoroch nad pevnym polom K.

Na zaciatok si uvedomme, ze lubovolny linedrny podpriestor S vektorového priestoru V'
je 1 sdm vektorovym priestorom nad tym istym polom, teda pojmy ako baza podpriestoru
S a dimenzia podpriestoru S maji dobre definovany vyznam. Zrejme kazdy podpriestor
kone¢norozmerného vektorového priestoru je i sdm konecnorozmerny.

5.4.1. Veta. Nech S, T C V sti konecnorozmerné linearne podpriestory vektorového pries-
toru V. Potom
dim(S +7T) =dim S + dim 7T — dim(SN7T).

Dokaz. Oznac¢me dim S = m, dim7T = n, dim(S NT) = k. Nech w, ..., u; je baza pod-

priestoru S N 7. Doplnme tuto bazu do bazy wuy,...,us, vy,...,v,_; podpriestoru S, a
taktiez do bazy wu,, ..., uw, wy,. .., w,_; podpriestoru 7. Dokazeme, ze vektory u, ..., u,
V..., Uy k, W,..., W,  tvoria bazu podpriestoru S+7'. Tym budeme hotovi, lebo potom

naozaj plati
dim(S+T)=k+(m—-k)+(n—k)=m+n—k
=dim S +dim7 — dim(SN7T).

Kedze vektory uy, . .., U, v1, ..., Uy g, Wi, ..., W, zrejme generuju podpriestor S + T
(premyslite si detaily), zostava dokazaf, ze su tieZ linedrne nezavislé. Nech ay, ..., ag,
bi,...,bym_k, C1,...,Cni st skalary také, ze

auy + ...+ apup + 0101+ o+ bk Ve 1w .+ Wy, = 0.
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Potom
aruy + ...+ apu 01+ o F bk U = — (LW .+ G g W),

pricom vektor na lavej strane patri do S a vektor na pravej do T'. Tto spolo¢nii hodnotu
z € SNT mozno vyjadrit ako linedrnu kombinéciu len vektorov uy, . . . , u;. Z jednoznacnosti
vyjadrenia z v baze wuy,...,ug, vy,...,V,_; podpriestoru S tak dostavame b; = ... =
bm—r. = 0. Preto

a1y + ... +aguy +cowy + ...+ Cp—pwy— = 0.

Z linearnej nezavislosti bazy w,, ..., uw;, wy, ..., w,_, podpriestoru 7" potom vyplyva a; =
co.o=ap,=0,c1=...=c¢p_p, =0. Teda wy,..., U, v,..., Vg, W,...,W,_ su linedrne
nezavislé vektory.

5.4.2. Dosledok. Nech S, T su linearne podpriestory vektorového priestoru V. Potom
SNT ={0}, t.j. sucet S+ T je direktny, prave vtedy, ked

dim(S +7T) =dim S + dim 7.

Préave dokéazané vzfahy pre dimenzie konecénorozmernych podpriestorov nejakého vek-
torového priestoru napadne pripominaji vztah

H#XUY)=#X+#Y —#(XNY)

pre poc¢ty prvkov kone¢nych mnozin z paragrafu 0.2, ktory sa v pripade disjunktnych mnozin

redukuje na rovnost
£(XUY)=#X +#Y.
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To znamend, ze kone¢norozmerné vektorové priestory (hoci v typickom pripade priestorov
nenulovej dimenzie nad nekone¢nym polom ide o nekonené mnoziny) sa spravaji do znac-
nej miery podobne ako kone¢né mnoziny. Dimenzia dim V' konecnorozmerného priestoru
V' je tak akousi mierou jeho ,velkosti“, podobne ako pocet prvkov # X je mierou velkosti
koneénej mnoziny X. Direktny (priamy) stcet linedrnych podpriestorov je tak analégiou
zjednotenia disjunktnych mnozin.

Na rozdiel od multiplikativneho charakteru poc¢tu prvkov kartezianskeho stcinu konec-
nych mnozin, ktory je dany formulou

#(X xY)=#X #Y,

sa v8ak dimenzia priameho si¢inu koneénorozmernych vektorovych priestorov (pozri pri-
klad 1.6.4) sprava aditivne, t.j. do znacnej miery podobne ako logaritmus.

5.4.3. Tvrdenie. Nech V, W st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K. Po-
tom pre dimenziu ich priameho sucinu plati

dim(V x W) = dimV + dim W.

Dokaz. Nech v, ..., v, je baza priestoru V a wy, ..., w, je baza priestoru W. Staci overit,
ze vektory (v1,0),...,(vy,0),(0,w),...,(0,w,) tvoria bazu priameho sucinu V x W.
Podrobnosti prenechavame citatelovi.

V dosledku toho pre konecnorozmerné priestory Vi, ..., Vi nad polom K plati

dim(Vp x ... x Vi) =dimV; + ... 4+ dim V},
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a pre k-tu priamu mocninu V* priestoru V mame
dim V* = kdim V.

Pozndmka. Ak obvyklym spésobom rozsirime aritmetiku prirodzenych ¢isel aj na symbol
00, t.j. polozime n + 00 = c0o+n =o00+00 =ocopren € N 0-co =00:-0=0a
n-00=00-n=00-00=o00 pren > 0, lahko nahliadneme, Ze vztahy dokdzané v tomto
paragrafe zostavaju v platnosti aj pre nekone¢norozmerné priestory.

5.5. Usporiadané a neusporiadané bazy

Ak (uy,...,u,) je baza vektorového priestoru V, tak (u,(1),...,Us(n)) je tiez baza V pre
fubovolni premutaciou ¢ mnoziny {1,...,n}. Inak povedané, vlastnost ,byt bazou vek-
torového priestoru“ nezavisi od poradia vektorov v baze — nie je to ani tak vlastnost pri-
slusnej usporiadanej n-tice (wy, ..., w,) ako skor mnoziny {uy,...,u,}. Na druhej strane
je rozumné povazovat bazy (ui,...,u,) a (Us),-- ., Us(n)), kde o je neidentickd permu-
tacia, za rozne. Prisltichaji im totiz rozne stradnicové zobrazenia. Napr. € = (e, €9, €3),
1 = (e, 3, €) st bazy stipcového priestoru K3, lisiace sa len poradim svojich vektorov.
Pre stiradnice fubovolného vektora @ = (w1, z9,73)7 € K? v tychto bazach vSak plati:

T )
(w)s =122 (m)n =173
T3 T

Teda (x) # (x)y, okrem pripadu, ked z1 = x5 = w3.
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Doteraz Studované bazy by sme vlastne mali presnejsie nazyvat konecnymi usporiada-
nygmi bdzami. To naznaCuje moznosti uvazovat jednak o nekoneénych, jednak o ,neuspo-
. / « 7 v 7~ s . g . 2 s v 7
riadanych® bazach. Kedze v centre nasho zaujmu nadalej zostavaju iba konecnorozmerné
priestory, oboch tychto otazok sa len letmo dotkneme.
e v v ’ t4 . /
Hovorime, Ze nekoneéna postupnost (u)y>, = (ug, U1, Us, ..., U, ...) je bdza, pres-
nejsie usporiadand bdza vektorového priestoru V', ak je linearne nezavisla a generuje cely
priestor V.
Treba zdoraznit, ze podmienka generovania priestoru V' hovori, Ze kazdy vektor & € V
mozno vyjadrif ako koneénd linedrnu kombindciu € = Y ;_, cyug, kden € Nacy,. .., ¢, € K,
’ v . , v 7 7 ’ T 0 s
prvkov prislusnej bazy. ,Nekonecné linearne kombinacie tvaru )~ c,u, sme zatial ne-
definovali a len samotna algebraicka struktara vektorého priestoru nam to vo vSeobecnosti
ani neumoznuje.
Nasledujtce tvrdenie, ktorého dokaz neuvadzame, je obdobou vety 5.3.1.

5.5.1. Tvrdenie. Postupnost vektorov (w)y, je bazou vektorového priestoru V prave
vtedy, ked kazdy vektor © € V mozno jednoznacne az na nulové cleny vyjadrit v tvare
linearnej kombinacie

T = CoUg + C1UL + ...+ CrUy,

kden € N acy,cq,...,c, € K.

Uvedomme si podstatnost vsuvky ,,az na nulové ¢leny“. Vzhladom na premenni hod-
notu n dlzky prislusnej linedrnej kombinécie mozno napr. vektor uy — u; € V pisat aj
v tvare ug — u; + Ouz + Ous a pod.

Na druhej strane, pri danej baze o = (uy)3>, priestoru V' kazdy vektor € V jedno-
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zna¢ne uréuje postupnost skalarov ()22, € KM taki, Ze ¢, = 0 pre vietky k aZ na kone¢ny
podet, t.. (cx)2 € K™ (pozri priklad 4.1.3.(a)), a plati

(0.0)
T = E C Uy
k=0

Vsimnite si, ze takéto linedrne kombinécie obsahuju len kone¢ne mnoho nenulovych scitan-

cov, takze s ich definiciou nie je ziaden problém. Uvedent postupnost (c¢x)32, potom nazy-

vame suradnicami vektora & vzhladom na bdzu o a oznacujeme ju (&)q. (Vzhladom na to,

ze nemienime dalej rozvijat prislusni tedriu pre nekonecnorozmerné priestory, nemé zmysel
evve v . 9 v , . . . s 1 ;0 9 00

blizsie Specifikovat, ¢i tym mienime ,riadkovi“ alebo ,stlpcova® postupnost (cx)p2,.)

5.5.2. Priklad. Postupnost & = (2")%, = (1,z,2?%,...,2",...) vSetkych mocnin premen-
nej = je bazou priestoru K [x] vSetkych polynémov v premennej x nad polom K. (Presvedéte
sa 0 tom.) Stradnicami polynému

f(l’):ao+a1m+...+anx”:ZaixiEK[x]
=0

v tejto béaze je postupnost
(He = (ag, ar, -, @0, 0,0,...) € K.

Podmnozinu X vektorového priestoru V' nazyvame bdzou, presnejsie neusporiadanou
bazou priestoru V', ak X je linedrne nezavisla a [X] = V. Pouziva sa tiez nazov Hamelova
baza.
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Aj v pripade Hamelovych baz plati obdoba tvrdeni 5.3.1. a 5.5.1., ¢o umoziuje zaviest
na priestore V' s takouto bazou stradnicové zobrazenie V — KX) (pripominame, ze KX)
oznacuje vektorovy priestor vSetkych zobrazeni f : X — K takych, ze f(x) = 0 pre vSetky
x € X az na kone¢ny pocet — pozri priklad 4.1.3.). Sdradnicami vektora v € V' vzhladom na
bdzu X nazyvame jednoznaéne uréené zobrazenie f € KX), pre ktoré plati

v= Z f(x)z.

(Vzhladom na koneény pocet nenulovych s¢itancov je uvedend linedrna kombinacia dobre
definovana.) I tieto suradnice oznacujeme obvyklym sposobom (v)x = f.

Zostava otazka, ¢i aj kazdy nekonecnorozmerny vektorovy priestor ma bazu, podob-
ne ako konecnorozmerné priestory resp. nekonecnorozmerné priestory polynémov K|x].
Inak povedané, radi by sme vediet, ¢i vobec kazdy vektorovy priestor ma bazu. Na zéa-
klade zakladnych axiém tedrie mnozin nemozno na ttito otazku odpovedat. Az prijatie tzv.
aziomy vyberu, postulujicej platnost istého principu platného pre koneéné mnoziny aj pre
nekoneéné mnoziny, nam umoziuje dat na uvedent otazku kladnti odpoved. Teda za pred-
pokladu axiémy vyberu mé kazdy vektorovy priestor nad ITubovolnym polom Hamelovu
bazu. Na druhej strane pre véc¢sinu nekonec¢norozmernych priestorov nam toto tvrdenie za-
rucuje skutocne len existenciu takejto bazy a nic¢ viac. Nedava nam nijaka konkrétnu bazu
ani navod ako ju zostrojit.

K prikladom vektorovych priestorov, v ktorych nevieme nijako rozumne popisat Hame-
lovu bazu, hoci jej existenciu mame zaruceni, patria priestory K~¥, kde X je nekoneéna
mnozina, priestor C(a,b) vSetkych spojitych funkcii z netrividlneho uzavretého intervalu
(a,b) do mnoziny R, no taktiez polia R ¢i C uvazované ako vektorové priestory nad polom
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Q. Nie je to vsak az taka chyba, lebo v mnohych nekonec¢norozmernych priestoroch stu-
dovanych vo funkcionédlnej analyze st uzitocnejsie iné typy ,baz“, umoziujuce vyjadrovat
vektory z priestoru napr. v tvare istych ,nekoneénych linedrnych kombindcii“ " ¢, @,
prvkov ,bazy“.

5.6. Fyzika v n-rozmernom priestore*

Na zaver kapitoly si dovolime jedno odbocenie od hlavnej témy. Ked sa uz tolko bavime
o dimenzii, moZeme spolu trochu porozmyslat, ako sa trojrozmernost ,nasho“ priestoru pre-
javuje v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zakonov. Na zaklade toho sa poktsime
o extrapolaciu tychto zakonov za hranice trojrozmerného priestoru. Inak povedané, podnik-
neme spolu metafyzikalny (nie metafyzicky) myslienkovy experiment, v ktorom sa poktsime
trochu pospekulovat nad otézkou, ako by asi mohla vyzerat ,fyzika v n-rozmernom pries-
tore*“. Samozrejme, nie je jasné, ¢i by pre n # 3 v n-rozmernom priestore mohli existovat
vobec nejaki ,fyzici“, t.j. ¢ by tu ,fyziku“ mal kto pestovat. Touto otézkou sa vSak za-
oberat nebudeme, hoci nase ivahy ndm aj na fiu naznacia isti odpoved. Ale nebudeme
predbiehat.

Ak sa len trochu hlbsie zamyslime nad charakterom priestoru, do ktorého sme nevdo-
jak vrhnuti, uvedomime si, Ze je plny zédhad. Je koneény (ohraniceny) alebo nekoneény
(neohraniceny)? Je diskrétny (pozostavajici z akychsi najmensich, dalej uz nedelitelnych
Casti) alebo spojity (stvisly a donekonecéna delitelny)? Kedze skiisenost nam na tieto otazky
nedava jednozna¢ni odpoved, filozofi sa odddvna pokusali zodpovedat ich na zaklade Spe-

.....
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rozmerom) alebo smerom do hibky (t.j. smerom k ¢oraz men$im rozmerom) sa viak vy-
myka nasim predstavam. Rovnako problematicka je vSak predstava ohrani¢eného priestoru
ako 1 predstava akejsi najmensej, dalej uz nedelitelnej priestorovej oblasti. Priestor si totiz
nepredstavujeme ako sticno, t.j. ako ,nieco“, ale ako prazdnu formu, naplnenti sticnami.
Za hranicou, ohranicujtcou ,cely priestor”, by uz nemohlo byt absolitne nié, ¢o si vSak
nedokdzeme predstavit inak, ako prazdny priestor. Podobne, akdkolvek mald priestorovéa
oblast, je aspoii myslienkovo (hoc nie nutne fyzikalne) dalej delitelnd na mensie ¢asti.

Moderna fyzika sa s podobnymi otazkami nevysporadtuva nijakou definitivnou odpo-
vedou. Namiesto toho konstruuje rozne matematické modely a na ich zdklade ziskava
predpovede, ktoré mozno porovnat s vysledkami experimentov. Tym sa tieto modely ¢ias-
to¢ne potvrdzuji alebo falzifikuji. NavySe hypotéza zakriveného priestoru oddeluje otazky
(ne)konecnosti a (ne)ohranic¢enosti. Zakriveny priestor moze byt (sdm v sebe) neohraniceny
a pritom mat koneény objem. Ale tak, ako zakrivena gulové plocha poukazuje na existen-
ciu trojrozmerného (nezakriveného) priestoru, zakriveny konecéne velky trojrozmerny pries-
tor vyvolava otazku existencie nejakého viacrozmerného, neohraniceného a nezakriveného
priestoru.

My sa vS8ak na tomto mieste nemienime zaoberaf otdzkou konecnosti ¢i nekonecnosti
priestoru, ¢i uz smerom k ¢oraz vi¢sim alebo ¢oraz mensim vzdialenostiam. Svoju pozornost
upriamime na omnoho tvrdsiu hranicu priestoru, ktort predstavuje jeho trojrozmernost.
Na tito hranicu narazime, ked sa pokusime uskutocnit Styri rozne, navzajom kolmé usecky,
vychadzajuce z jedného bodu. Priestor nam také nieco nedovoli. Pritom existencia takychto
useciek nevedie nevyhnutne k sporu, ich uskuto¢neniu nebrania nijaké logické zakony, ale
len a len priestor. Aby sme si uvedomili rozdiel medzi priestorovou nepredstavitelnostou
a logickou nemoznostou, poktsime sa vmysliet do postavenia akychsi plochych bytosti,
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obyvajucich dvojrozmerny priestor, t.j. rovinu. V rovine mozno uskutoc¢nit len dve rozne
navzajom kolmé tisecky vychadzajtice z daného bodu. Nasi ,,dvojrozmerni Tudkovia“ by si
zrejme nevedeli predstavit tri takéto tsecky, ¢o pre nas nepredstavuje nijaky problém. Po-
dobne nejaké bytosti, obyvajice n-rozmerny priestor, kde n > 3, by si asi vedeli predstavit
n navzajom kolmych tseciek. Teda ich existencia je logicky moznd.

Vratme sa vSak k povodnej otézke: ako sa prejavuje trojrozmernost nésho priestoru
v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zakonov a aka ,fyziku“ by asi objavili ,fy-
zici“ v n-rozmernom priestore.

Samozrejme, nebudeme sa zaoberat uvedenymi otdzkami v celej ich Sirke, len sa po-
ktsime ilustrovat naznacent problematiku na priklade Newtonovho gravita¢ného zékona.
Uplne analogicky by sme mohli postupovat i v pripade Coulombovho zakona pre elektro-
statickt silu.

Podla Newtonovho gravitacného zdkona centrdlne symetrické teleso o hmotnosti M
vytvara okolo seba centralne symetrické gravitacné pole, ktoré na hmotny bod o hmotnosti
m vo vzdialenosti r od stredu telesa posobi silou

mM

2 )

F =

r

kde s je gravita¢na konstanta, ktorej hodnotu mozno stanovit experimentalne. Gravitacné
hmotnost je priamo definované ako miera gravitacného ucinku telesa, ¢o vyjadruje priama
umernost uvedenej sily hmotnostiam oboch telies. Z centralnej symetrie gravita¢ného pola,
ktora je dosledkom izotropie (homogenity) priestoru, vyplyva, Ze uvedena sila zavisi len od
vzajomnej vzdialenosti oboch telies a nie od dalsich parametrov ich vzajomnej polohy, napr.
od smeru. NavySe je rozumné predpokladat, Ze gravitacna sila bude slabnit so vzdialenos-
tou r. Na prvy pohlad vSak nie je jasné, preco by mala slabntf akurdt nepriamo timerne jej
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druhej mocnine. Ukazeme si, ze prave to je dosledkom trojrozmernosti priestoru. Rovnako
opravnene vSak mozno tvrdif, Ze trojrozmernost priestoru je désledkom prislusnej podoby
v nom platného gravitacného zakona.

Gravitacné pole si znazornujeme geometricky pomocou kriviek nazyvanych silociary. Tie
maju v pripade centralne symetrického pola v izotropnom priestore tvar polpriamok vy-
chadzajuicich zo stredu zdroja. Velkost pritazlivej sily posobiacej na hmotny bod je (okrem
jeho hmotnosti) priamo tmerné hustote tychto silo¢iar v danom mieste. Kedze na povrchu
gulovej plochy s polomerom 7, opisanej okolo stredu pritazlivosti je hustota silodiar vsade
rovnaka, tato hustota klesé so vzdialenostou r nepriamo timerne ploSnému obsahu povrchu
danej gulovej plochy. Tento obsah m4 hodnotu 4772, To znamen4, Ze velkost prifazlivej sily
F' je nepriamo timerna druhej mocnine vzdialenosti r.

Pod (n—1)-rozmernou sférou rozumieme povrch n-rozmernej gule v n-rozmernom pries-
tore. Ak si jej stred zvolime za pociatok stradnej sustavy, tak (n — 1)-rozmerna sféru
s polomerom r mozno stotoznit s mnozinou

SCD(r) = {(x1,...,20) ER™ 22+ .. 4+ 22 =12}

Velkost (n — 1)-rozmerného povrchu sféry S~V (r) je priamo timerna mocnine r"~!. Rov-
nakou tvahou ako v predchadzajicom odstavci tak mozno odvodit nasledujici tvar Ne-
wtonovho gravitacného zdkona v n-rozmernom priestore:

M
F:%m

L yn—1 2

kde s, je gravitacnd konstanta, M je hmotnost centralne symetrického telesa vytvarajiceho
prislusné gravitacné pole, m je hmotnost hmotného bodu a r jeho vzdialenost od stredu
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prifazlivosti. Specialne si uvedomme, Ze v jednorozmernom priestore, t.j. na priamke, gra-
vitacn4 sila nezavisi na vzdialenosti (silodiary sa nemaju kam rozptylit, ich hustota sa so
vzdialenostou nement).

Praca, ktort je potrebné vynalozit na premiestnenie hmotného bodu s hmotnostou m
zo vzdialenosti 7y > 0 do vzdialenosti r5 > r; od stredu pritazlivosti, je dané integralom

A:/ Fdr:%an/ ri=ndr.
7 r1

1

Pre jednotlivé hodnoty n dostavame

A= ymM(ry —11), ak n =1,
A:%QlinE, ak n = 2,
1
M 1 1
A:%nm (n2_ n2>, ak n > 3.
n—2\rj T

Dalgou analyzou uvedenych vztahov (o uz nebudeme robif) mozno zistit, Ze pohyb
v jedno- a dvojrozmernom priestore, t.j. na priamke a v rovine, by bol nesmierne energe-
ticky néro¢ny. Vymanit sa z gravita¢ného pola daného telesa (r; — o0) by si vyziadalo
nekonecne velki energiu. Navyse v rovine je v takomto poli mozny len pohyb po kruhovych
uzavretych orbitach, alebo po neuzavretych orbitach (tvaru ruzice), pricom oba typy st
stabilné. Uzavretda drdha prechddzajica v réznych vzdialenostiach od stredu pritazlivosti
nie je mozna. (Pripadom n = 1 sa ani nemusime zaoberat, lebo na priamke jednoducho
,nie je dost miesta® na pohyb bodu po uzavretej orbite ,jokolo“ iného bodu — zrazka by
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bola nevyhnutnd.) Gravitaéné pdsobenie v n-rozmernom priestore je pre n > 4 zasa daleko
od zdroja také slabé a blizko zdroja také silné, Ze iné uzavreté orbity ako kruhové nie st
mozné, a i tie s nestabilné. Aj t4 najmensia odchylka od kruhovej drahy (zapri¢inena
napr. pdsobenim dalsich planét) by spdsobila zmenu kruhovej drahy na Spirdlova (napr.
tnik Zeme od Slnka alebo pad nan). Nestabilita pre n = 4 ma Specidlny charakter: za
velmi idealizovanych predpokladov si mozno predstavit prechod z jednej kruhovej orbity
na int v dosledku dvoch po sebe nasledujucich presne zladenych ,drgnuti“ v opacnych
smeroch (pri ktorych sa zachova energia a moment hybnosti). Kazdopadne vSak stabilné
kruhové orbity st mozné len v dimenziach 2 a 3 a stabilné eliptické orbity len v dimenzii 3.

K podobnym efektom by dochadzalo aj pésobenim elektrostatickej sily, pod vplyvom
ktorej sa elektrény pohybuji okolo jadra atému. Dvojrozmerny atém by bol natolko sta-
bilny, Ze by sa vobec nemohol ionizovat, teda v dvojrozmernom priestore by vobec nemohlo
dochédzat ku vzniku chemickych zlt¢enin. Vo viac nez trojrozmernom priestore by zas ne-
mohli existovat stabilné atémy — pri najmensej odchylke by elektrén po Spirdlovej drahe
z atému unikol alebo spadol na jadro. Jemnejsia analyza kvantovomechanickych javov uka-
zuje, Ze pre n > 5 — aj bez podsobenia vyvolavajiceho malt odchylku — by elektrony v obale
atému samovolne prechadzali na ¢oraz vzdialenejSie orbity, teda atém vo viac nez Stvor-
rozmernom priestore by sa spontanne ionizoval. Pripad n = 4 je opéf singularny: moment
hybnosti obiehajiceho elektrénu by mohol nadobtidat len jedinii pevne stanoventt hodnotu.

Pokial teda uzndme opravnenost vykonanej extrapolacie fyzikdlnych zdkonov trojroz-
merného sveta aj na svety inych rozmerov (¢o je zrejme najproblematickejsie miesto nasich
uvah), dochaddzame k zaveru, ze tak stabilné systémy planét obiehajucich okolo central-
nych hviezd ako aj stabilné a jednako zlucovania schopné atomy pozostavajice z jadra a
elektrénového obalu st mozné len v trojrozmernom priestore.
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Cvicenia
5.1. Dokézte tvrdenie 5.2.3. (Ndvod: Pouzite Stenitzovu vetu 5.1.1. a tvrdenie 5.2.1.)

5.2. Vyberte z danych vektorov bazu vektorového priestoru V' nad polom K (ak je to mozné; ak to nie je
mozné, zddvodnite preco):

(a) K=R, V=R z=(2,2,3)7, y=(-1,0,2)T, 2= (0,2,1), u=(1,2,7)T, v= (3,2, 1)7T;
(b) KZ(C? V:(C’47 m:(171717i)7 y: (i7l7i71)? z= (1)17171)7 u = (1707071)’ v = (0717170)7

() K=27s5, V=23 z=(0,1,2,3)7, y=(1,2,3,4)7, z=(2,1,0,4)7, u = (1,3,0,2)7,
v= (33 47 O? 1)T;

(d) K=Q,V=0Q®x], folz) =1, fiz) =1+, falz) = (1 +2)? fs(z) = (1+2)*.

5.3. Dopliite uvedené vektory do bazy vektorového priestoru V' nad polom K (ak je to mozné; ak to nie je
mozné, zdovodnite preco):

(a) K =R,V =R®z], g(x) =1+ 2z + 72?2, h(z) =1+ ;

b)) K=C,V=C*u=(1+i,1-1,2,20)7, v=(1+3i,3 —i,4+ 2i, -2 + 4i)T;
() K =Z7, V =ZP[a], fo(x) =5+ 6z + 522 + 623, f1(x) = 6 + 5z + 622 + 5a’;
d) K =711,V = Zﬁ)[a:], fo(z) =5+ 6z + 522 + 623, f1(x) = 6 + bz + 622 + 5a3.

5.4. V kazdej z tloh cviceni 5.2 a 5.3 urc¢te dimenziu linearneho podpriestoru generovaného vsetkymi danymi

vektormi.
5.5. Dokazte tvrdenie 5.3.2.
5.6. Podrobne dokazte, ze (™) = (e, ..., e,) je baza vektorového priestoru K.

5.7. Doplnte vynechané podrobnosti v priklade 5.3.5.
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5.8. Dokézte, ze uvedend koneénd postupnost vektorov 3 tvori bazu vektorového priestoru V nad polom K
a najdite suradnice vektorov x, y v tejto baze.

(a) K= Ra V= RS) ﬁ = ((17233)T7 (13 =1, 1)Ta (27 I,O)T)’ T = (17 1, l)Ta Y= (07 1, 72)T7
(b) K=C,V=CPL] 8= (1+i,1+izi-2%), 2= f(2) =2 y=g(z) =1+ 2%

(c) K =17,V =23 B=((1,1,0,0)7,(0,0,1,1)%,(1,0,0,1)7,(0,1,1,1)7), == (1,0,0,0),

y=(1,1,1,0)7;
dK=R,V=C,B=01+11-1),z=1,y=1.
5.9. Dokézte, Ze vektory uy, ..., Ug, U1,..., Uy kg, Wi, ..., W,_r z dokazu vety 5.4.1. naozaj generuja line-

arny podpriestor S + T.

5.10. Zovseobecnite désledok 5.4.2. na sti¢et Tubovolného kone¢ného poétu linedrnych podpriestorov a dokéazte

toto zovseobecnenie.
5.11. Doplitte vynechané podrobnosti v dékaze tvrdenia 5.4.3.

5.12. Nech A € K™*" je matica v stupniovitom tvare. Dokazte, ze
(a) jej nenulové riadky tvoria bazu linedrneho podpriestoru [ry(A),. .., r,(A4)] € K>,
(b) jej stlpce, v ktorjch lezia vedice prvky jej riadkov, tvoria bazu linedrneho podpriestoru

[51(A),...,8,(A)] C K™,

(¢) Odvodte z (a) a (b), Ze pre matice v stupfiovitom tvare plati

dim[ri(A),. .., rm(A)] = dim[s;(A),. .., s,(A)].
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5.13. Nech A, B € K™*". Dokéazte postupne nasledujtce tvrdenia:
(a) A~ B = [r(A),...,rn(A)] = [ri(B),...,rm(B)].
(b) Ak A ~ B a B je navySe v stupniovitom tvare, tak jej nenulové riadky tvoria bazu linedrneho
podpriestoru [r1(A),...,r,(A)] C K"
(c) Na zéklade (b) sformulujte postup, ako mozno upravou vhodnej matice pomocou ERO néjst
k danym (riadkovym) vektorom x,..., &, € K™ nejaki bazu ich linedrneho obalu [z, ..., ;). Tato
béza nie je spravidla (aZ na velmi Specialne pripady) vybrand z vektorov @, ..., &, na druhej strane
vSak mozno Gpravou prislus$nej matice na redukovany stupnovity tvar dosiahnut velmi jednoduchy
a prehladny tvar tejto bazy.
(d) Rieste analogickt tlohu ako v (c) pre stipcové vektory.

5.14. S vyuzitim cvicenia 5.13(b) nanovo dokazte jednoznacnost redukovaného stupriovitého tvaru danej ma-
tice, t. j. pre lubovolné matice A, B € K™*" v redukovanom stuptiovitom tvareplati A ~ B = A = B
(porovnaj s cvicenim 3.13) (Ndvod: Uvedomte si, Ze sa sta¢i obmedzit na matice s nenulovymi riadkami,
a dalej postupujte indukciou podla poétu riadkov m.)

5.15. S pouzitim cvicenia 5.14 dokézte zosilnenie tvrdenia z cvi¢enia 5.13 (a) do podoby ekvivalencie, t.j. pre
Iubovolné A, Be K™*" plati A~ B < [ri(A4),...,rn(A)] = [ (B),...,rm(B)].

5.16. S vyuzitim vysledkov cvic¢enia 5.13 najdite pre uvedené vektory z vektorového priestoru V nad polom
K ,¢o najjednoduchsiu® bézu ich linedrneho obalu a doplitte ju (ak treba) do ,¢o najjednoduchsej“
béazy celého priestoru V:

(a) K=R,V=R* 2= (2,0,0,3), y= (4,—1,4,0), 2= (2,-1,4,3), u = (—2,2, -8, -9);

(b) K=R,V=R* z=(0,0,2,-1)7, y=(3,-1,2,0)7, 2= (-3,1,2,-2)T, u= (2,-1,1,-2)7;

) K=C,V=C%z=(G11+i),y=1+i1-12), 2= (2,—i,3 — 2i)7;

(d) K=R,V=R®[z], f(z) =2+2+22 — 25, g(x) =222 — 2%, h(z) = 1 — = + 222,

( =

o) K =175 V=273 z=(24,3), y=(0,1,2), z= (4,0,0);
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(f) K =Z7, V =Z[z], f(z) =2+ 4z + 322, g(x) = z + 222, h(z) = 4.
5.17. Nech q # +1 je Tubovolné redlne éislo. Pre k,n € N, k < n, definujme g-binomicky koeficient ako vyraz

(n> _ @ =D =1 ("M -
k) (=D -1)...(¢-1)

Specialne pre k = 0 sa tym mysli (g)q = 1. Pre k£ > n navysSe kladieme (
k < n plati:

(@) (2), = G, (b) () = lim (3),, (©) (5), = () =1
(@ (%), = G2, + 6 R, = "G, + () ak T <k <.

Dokazte. Rovnosti (¢) a (d) sa nazyvaji pravidlami g-Pascalovho trojuholnika pre g-binomické koefi-

Z)q = 0. Potom pre fubovolné

cienty (porovnaj s cvi¢enim 0.18).

5.18. Nech pole K je kone¢né a ma prave ¢ prvkov. Pre k,n € N ozna¢me C,(n, k) pocet vSetkjch k-rozmernjch
linearnych podpriestorov vektorového priestoru K. Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Pre lubovolné n plati Cy(n,0) = Cy(n,n) =1 a Cy(n, k) = 0 pre k > n.
(b) C,(n, k) sa rovna pocétu vietkych matic A € K**" v redukovanom stupiiovitom tvare, ktoré majt
v8etky riadky nenulové. (Ndvod: Uvazujte K™ ako priestor riadkovych vektorov a na zdklade cvi-
ceni 5.13 a 5.14 reprezentujte kazdy jeho k-rozmerny linearny podpriestor jednoznacne urcéenou bazou,
ktorej vektory, zapisané ako riadky pod sebou, tvoria maticu v redukovanom stupiiovitom tvare.)
(c) Pre 1 < k < n plati Cy(n + 1,k) = Cy(n,k — 1) + ¢*Cy(n, k). To spolu s (a) zabezpecuje, ze &isla
Cy(n, k) vyhovuji rovnakym podmienkam g-Pascalovho trojuholnika ako g-binomické koeficienty (Z)q.
(Ndvod: Vyuzite (b); matice A € K**(+1) vy redukovanom stuptiovitom tvare s nenulovymi riadkami
rozdelte do dvoch skupin podla toho, ¢ veduci prvok posledného riadku lezi alebo nelezi v poslednom
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stlpci — ukézte, ze prvych je Cy(n,k — 1) a druhych ¢*Cy(n, k).)
(d) Odvodte z (a) a (c) rovnost Cy(n, k) = (Z)q pre vietky k,n € N.
(e) Kolko k-rozmernych linedrnych podpriestorov maji vektorové priestory Z; nad polom Z, pre
p=2357n=0,1,23,4,5 0 < k < n? Zostrojte pociatocné useky prislusnych p-Pascalovych
trojuholnikov.

5.19. Nech K je pole a (px(z))5>, je postupnost polynémov z K|[z] takd, ze stupenn polynému pg(z) je
prave k. Dokézte, ze postupnost (pi(x)) je bazou vektorového priestoru K[xz] (vyuzite cvicenie 4.11).
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6. Linearne zobrazenia

Zatial sme sa pri Studiu linearnej algebry stustredili zakazdym na Struktiru jedného, izolo-
vaného vektorového priestoru. Doteraz sme si nevybudovali pojmy, ktoré by nam umoznili
studium vzfahov medzi viacerymi vektorovymi priestormi. V tejto kapitole hodlame za-
plnif tito medzeru. Zavedieme a blizsie preskimame pojem linedrneho zobrazenia, ktory
nam umozni porovnavat Struktiry roznych vektorovych priestorov nad tym istym pevne
zvolenym polom. Volne povedané, pojde o zobrazenia medzi vektorovymi priestormi, ktoré
zachovavajua ich linedrnu struktaru.

6.1. Linearne zobrazenia

Nech U, V st vektorové priestory nad tym istym polom K. Hovorime, ze ¢ : V — U je
linearne zobrazenie, ak ¢ zachovava operacie vektorového suctu a skalarneho nasobku, t.j.
ak pre Tubovolné x,y € V, ¢ € K plati
p(z+y) = e(@) + ¢(y),
p(cx) = cp().
Ako cvicenie si dokazte, ze linearne zobrazenia zachovavaja nulu a opacné vektory, t.j. pre
linedrne zobrazenie ¢ : V — U a x € V plati

p(0) =0,  p(-z) = —p().
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Zrejme pre kazdy vektorovy priestor V' identita idy : V' — V je linedrne zobrazenie.
Taktiez pre Tubovolné vektorové priestory U, V nad polom K zobrazenie O : V' — U, ktoré
kazdému vektoru x € V priradi nulovy vektor 0 € U, je linedrne. Komutativnost operécie
stcinu v poli a jeho distributivnost vzhladom na sé¢itanie znamen4, ze pre fubovolny pevny
skalar a € K je priradenim z ~— az definované linedrne zobrazenie K — K. Coskoro sa
zoznamime aj s menej trividlnymi prikladmi linearnych zobrazeni.

No zatial si este v§imnime jednu odlisnost v pouziti ndzvu ,lineidrne zobrazenie“ v line-
arnej algebre oproti matematickej analyze, kde sa pod linedrnou funkciou R — R rozumie
Tubovolné funkcia tvaru f(z) = ax + b, kde a,b € R. Lahko sa mozno presved¢it, ze takéto
f : R — R je linedrne zobrazenie v zmysle nasej definicie prave vtedy, ked b = 0. Neskor
zavedieme SirSiu triedu zobrazeni medzi vektorovymi priestormi, ktora zahtna aj takéto
,v zmysle matematickej analyzy linearne“ zobrazenia.

Linearne zobrazenia mozno charakterizovat ako zobrazenia medzi vektorovymi priestor-
mi (nad tym istym polom), ktoré zachovavaji linedrne kombinécie. Jednoduchy dékaz tohto
pozorovania prenechavame ¢itatelovi. (Ndvod: Pozrite sa na dokaz tvrdenia 4.1.2.)

6.1.1. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢ : V — U je lubo-
volné zobrazenie. Nasledujiuce podmienky st ekvivalentné:

(i) ¢ je linearne zobrazenie;
(ii) pre vSetky @,y € V, a,b € K plati p(ax+ by) = ap(x) + bp(y);

(iii) pre Iubovolné n € N a vsetky x;,..., @, €V, ¢1,...,¢, € K plati
olam + ...+ cpxy) = (@) + ...+ cpp(a,).
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Nasledujtuce dve tvrdenia zachytavaju vyznamné vlastnosti linearnych zobrazeni: kom-
pozicia linedrnych zobrazeni je opiit linedrne zobrazenie a obrazy i vzory linearnych pod-
priestorov v linearnych zobrazeniach su tiez linedrnymi podpriestormi.

6.1.2. Tvrdenie. Nech U, V, W su vektorové priestory nad polom K a ¢ : W — V|
¢ : V. — U st linearne zobrazenia. Potom aj ich kompozicia p o : W — U je linearne
zobrazenie.

Dokaz Overime, ze i zlozené zobrazenie @ o 1) zachovava linearne kombinécie. Nech
z,yc W, a,be K. S vyuzitim linearity zobrazeni ¢ a ¢ postupne dostavame

(p o) (az+by) = p(Y(az + by)) = p(abz + byy)
= ap(Px) + bp(Yy) = a(p o ) () + b(w o ¥)(y).

PodTla tvrdenia 6.1.1. to znamen4, Ze zobrazenie @ o v je linearne.

6.1.3. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢ : V — U je linedrne
zobrazenie.

(a) Ak S je linedrny podpriestor priestoru V, tak ¢(S) je linearny podpriestor priesto-
ruU.

(b) Ak T je linedrny podpriestor priestoru U, tak ¢=*(T') je linedrny podpriestor priesto-
ruV.

Dokaz (a) Kedze 0 € S, 0 = ¢(0) € ¢(S). Overime, Ze obraz ¢(S) je uzavrety vzhladom
na linedrne kombinacie. Nech a,b € K, u,v € ¢(S). Potom existuji z,y € S také, Ze
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u= p(x), v=p(y). S vyuzitim linearity ¢ dostavame:
au+ bv = ap(x) + bp(y) = p(az + by) € p(S),

lebo ax+ by € S, nakolko S C V je linedrny podpriestor.
(b) Kedze ¢(0) =0 € T, 0 € o *(T). Ukéazeme, Ze aj vzor » (T je uzavrety vzhladom
na linedrne kombindcie. Zvolme a,b € K, @,y € ¢ *(T). To znamena, ze p(x), p(y) € T.
Z linearity ¢ vyplyva
plaz+ by) = ap(x) + bp(y) € T,

lebo T' C U je linedrny podpriestor. Preto ax + by € ¢~ *(T).

6.1.4. Priklad. Nech K je pole. Distributivnost stic¢inu matic vzhladom na ich sicet a
jeho zameniteost s operdciou skaldrneho nasobku (pozri odstavec 2.2.2) vlastne hovori, Ze
pre pevné m,n, p € N a fubovolni maticu A € K™*" je priradenim X — A - X definované
linearne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi matic K™*? — K™*P. Podobne je prira-
denim Y + Y - A definované linedrne zobrazenie KP*™ — KP*" Specidlne pre p = 1 je
takto definované linedrne zobrazenie z — A - x medzi stipcovimi vektorov§mi priestormi
K" — K™ resp. linearne zobrazenie y — vy - A medzi riadkovymi vektorovymi pries-
tormi K™ — K". Neskor uvidime, ze kazdé linearne zobrazenie medzi konecnorozmernyms
vektorovymi priestormi nad K ma ,v podstate® takito podobu.

< n sua

6.1.5. Priklad. Nech K je pole. Pre myn € Napewné 1 < i < m, 1 < j
— K" resp.

predpismi A — 7;(A), A — s;(A) definované linedrne zobrazenia K™*"
Km>m — Km*1 Takisto A — A’ je linedrne zobrazenie K™*" — Kmx™m,
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6.1.6. Priklad. Nech V je vektorovy priestor nad polom K, X je mnozina a x € X je
pevne zvoleny prvok. Pripometnime, Ze V¥ je vektorovy priestor vsetkych funkcii f : X — V
(pozri 1.6.5) Dosadenie prvku x do funkcie f, t.j. priradenie f — f(x), je linedrne zobra-
zenie VX — V. Podobne, pre Iubovolnti podmnoZinu Y C X je ztZenie f — f|Y linerne
zobrazenie VX — VY,

6.1.7. Priklad. Ozna¢me V mnozinu vSetkych konvergentnych postupnosti realnych cisel.
Zrejme V je linearny podpriestor vektorového priestoru RY vSetkych postupnosti realnych
¢isel. Potom zobrazenie V' — R, ktoré postupnosti @ = (a,)>, € V priradi jej limitu
lim,, . a,, je linearne.

6.1.8. Priklad. (a) Nech X C R a V' ozna¢uje mnozinu vsetkych zobrazeni X — R, ktoré
maji v pevne zvolenom wvntutornom bode a mnoziny X konecnu derivaciu. Zrejme V je
linedrny podpriestor vektorového priestoru R¥. Potom zobrazenie V — R, ktoré funkcii
f € V priradi jej derivaciu f'(a) v bode a, je linedrne.

(b) Nech X C R je Iubovolny netrividlny interval. Pripometime, ze D(X) oznacuje
linedrny podpriestor vektorového priestoru R¥, tvoreny vsetkymi funkciami f: X — R,
ktoré maju v kazdom bode x € X konefnu derivaciu (pozri priklad 4.1.3.(c)). Potom
derivécia, t.j. priradenie f — f’, je linedrne zobrazenie D(X) — RX.

6.1.9. Priklad. Pre redlne ¢isla a < b oznacuje C(a, b) linedrny podpriestor vektorového
priestoru R{%? | tvoreny vsetkymi spojitymi funkciami f : (a,b) — R (pozri priklad 4.1.3. (b)).
(a) Urcity integral f — fab f(z)dx je linedrne zobrazenie C(a, b) — R.
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(b) Podobne, na ur¢ity integrél ako funkciu hornej medze, ktory funkcii f € C(a,b)
priradi jej primitivnu funkciu F' € C{a,b) dant predpisom

/f (a<z<b),

sa mozno divat ako na linedrne zobrazenie C(a,b) — C(a,b).

6.2. Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Nech ¢ : V' — U je linearne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi nad polom K. Jeho
jadrom nazyvame mnozinu

Kerp = ¢~'(0) = {z € V; p(z) = 0}.
Obrazom linearneho zobrazenia ¢ nazyvame, v zhode s paragrafom 0.3, mnozinu
Imp = (V) = {p(x); zc V}.

(Oznacenie pochddza z anglickych slov kernel a image.)
Kedze {0} je linearny podpriestor priestoru U a V' je linedrny podpriestor priestoru V/,
ako Specialny pripad tvrdenia 6.1.3. dostavame nasledujtci vysledok.

6.2.1. Tvrdenie. Nech ¢ : V — U je linearne zobrazenie medzi vektorovymi priestor-
mi nad polom K. Potom Ker ¢ je linearny podpriestor priestoru V a Im je linearny
podpriestor priestoru U.
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Pomocou pojmov jadra a obrazu mozno charakterizovat injektivne resp. surjektivne
linearne zobrazenia.

6.2.2. Veta. Nech ¢ : V — U je linearne zobrazenie. Potom
(a) ¢ je injektivne prave vtedy, ked Ker p = {0};
(b) ¢ je surjektivne prave vtedy, ked Im ¢ = U.

Dokaz. (a) Ak ¢ je injektivne, tak 0 € V' je jediny prvok priestoru V', ktory sa zobrazi na
0 € U. Teda Ker p = {0}. Naopak, ak ¢ nie je injektivne, tak existuji @,y € V také, Ze
x#£yap(x)=p(y). Potomxz—y#0 a p(x—y) = p(x)—p(y) =0, teda x—y € Ker .
Inak povedané, Ker ¢ = {0}.

(b) je priamo definicia surjektivnosti.

Treba poznamenat, ze zakial ¢ast (b) uvedeného tvrdenia je trividlna a plati aj bez
predpokladu linearity zobrazenia ¢, o Casti (a) to uz povedat nemozno. Pre vSeobecné
zobrazenie ¢ : V — U by sa totiz mohlo stat, ze 0 € V je jediny prvok, ktory sa zobrazi na
0 € U, no ¢ aj tak nie je injektivne. Stéle by totiz mohol existovat nejaky vektor 0 # u € U
a dva rozne vektory @,y € V také, ze p(x) = u = ¢(y). Spominané tvrdenie teda hovori,
Ze lineadrne zobrazenia maju znac¢ne homogénnu struktiru, takze ich injektivitu nemusime
zistovat ,vSade“ — d& sa rozpoznat uz podla mnoZiny vzorov jediného prvku 0 € U.

6.2.3. Veta. Nech ¢ : V — U je linearne zobrazenie, pricom vektorovy priestor V je
konec¢norozmerny. Potom aj Ker ¢ a Im ¢ sii konecnorozmerné priestory a plati

dim V' = dim Ker ¢ + dim Im ¢.
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Dokaz. Staci dokazat uvedent rovnost pre dimenzie, koneény rozmer podpriestorov Ker
a Im ¢ je uz jej dosledkom.

Oznacme k = dimKery, | = dimV — k. Zrejme [ > 0. Nech uy, ..., u; je nejakd baza
priestoru Ker ¢. Dopliime ju do bazy uy,..., u, v1,..., v priestoru V. Potom ¢(w;) =
... = ¢(uy) = 0. Dokézeme, Ze vektory ¢(v;),...,p(v;) tvoria bazu priestoru Im ¢, z ¢oho

uz vyplyva pozadovand rovnost.

Najprv dokazeme, Ze vektory o(vy),...,¢(v;) generuji podpriestor Im ¢ C U. Kazdy
vektor w € Im ¢ mozno vyjadrit v tvare w = ¢(x) pre nejaké x € V, ktoré je vhodnou
linearnou kombinaciou € = a;u; +. . .+ apu, +biv+. . .+ by, vektorov uy, ..., u, vq, ..., v
béazy priestoru V. Potom

w=p(x) =p(au; + ...+ apu +bivy + ... + b))
= arp(u) + ... + app(wg) + bip(vr) + ... + bip(v)
= bip(v1) + ... + bip(w),

teda w € [p(vy),...,o(v)].

Zostava dokazat linedrnu nezavislost vektorov ¢(vy), ..., (). Nech ¢y, . .., ¢ st skalary
také, ze c1p(v1)+. . .+ap(v) = 0. Potom p(c;v1+. . .4¢evy) = 0, teda cievy + ... + v € Ker o.
Preto sa tento vektor musi daf vyjadrif ako linedrna kombinacia civ; + ... + v, =
diuy + ... + diug vektorov bazy wuy,...,u; podpriestoru Ker . Z linearnej nezavislosti
bazy wy, ..., ug, vy,...,v priestoru V vyplyvac, = ... =¢=0=d; = ... = d, teda aj
nezavislost vektorov ¢(vy), ..., p(v).

Dimenziu obrazu Im ¢ nazyvame hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ a znacime ju

h(p) = dim Im ¢.
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Linearne zobrazenie ¢ : V' — V vektorového priestoru V do seba nazyvame linedrnym
operdtorom alebo linedrnou transformdciou.

Ako sme spominali v paragrafe 0.5, transforméacia f : X — X kone¢nej mnoziny X
je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna. Ako dosledok prave dokézanej vety dostéa-
vame analogicky vysledok aj pre linearne transformécie konec¢norozmernych vektorovych
priestorov.

6.2.4. Désledok. Nech ¢ : V' — V je linearna transformacia konecnorozmerného vekto-
rového priestoru V. Potom ¢ je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna.

Dokaz. Nech dim V' = n. Potom ¢ je injektivne prave vtedy, ked dim Ker ¢ = 0, a surjek-
tivne prave vtedy, ked dim Im ¢ = n. KedZe dim Ker o +dim Im ¢ = n, obe tieto podmienky
st ekvivalenté.

6.3. Linearne izomorfizmy

Bijektivne linearne zobrazenie ¢ : V' — U medzi vektorovymi priestormi V', U nad tym
istym polom K nazyvame linedrny izomorfizmus. Hovorime, Ze vektorové priestory V', U
su linearne izomorfné alebo len kratko izomorfné, oznacenie V' = U, ak existuje nejaky
linearny izomorfizmus ¢ : V — U.

6.3.1. Tvrdenie. Nech U, V, W sii vektorové priestory nad polom K.
(a) idy : V — V je linearny izomorfizmus.

(b) Ak o : V — U je linedrny izomorfizmus, tak aj o= : U — V je linedrny izomorfizmus.
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(c) Ak : W — V¢ :V — U st linearne izomorfizmy, tak aj pot : W — U je linedrny
izomorfizmus.

Dokaz. (a) je trividlne, (c) vyplyva z toho, Ze kompozicia bijekeii je bijekcia a kompozicia
linedrnych zobrazeni je linedrne zobrazenie. Zostéva dokéazat (b). Treba overit, Ze inverzné
zobrazenie ¢! : U — V k linearnej bijekcii ¢ : V' — U je tiez linedrne (jeho bijektivnost
je totiz zrejm4).
Zvolme u,v € U, a,b € K. Mame dokazat rovnost
¢~ au+bv) = ap™" (u) + b~ (v),
ktora je ekvivalentna s podmienkou
au+ bv = p(ap™ (u) + by ' (v)).
Vdaka, linearite ¢ a vzfahu ¢ o ¢! = idy naozaj dostavame
p(ap™ (W) + b~ () = app™ ! (w) + by~ (v) = au+ bw.
7 prave dokazaného tvrdenia okamzite vyplyva nasledujici dosledok.
6.3.2. Dosledok. Pre vektorové priestory U, V, W nad tym istym polom plati:
(a) V=V;
(b)) VU = U=V;
(c) W2V &VEU = W=U.
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Hovorime, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.j. je vztahom
ekvivalencie. Z formalneho hladiska s nim teda méZeme nardbat podobne ako so vztahom
rovnosti =.

Izomorfné vektorové priestory maju rovnakt strukttru, lisSia sa nanajvys oznacenim
svojich prvkov, nie vSak vztahmi medzi nimi. Preto ich moZno v pripade potreby stotoznit,
¢i nahradit jeden vektorovy priestor jeho izomorfnou képiou. Z toho dévodu je dolezité mat
k dispozicii vhodnu triedu vektorovych priestorov nad danym polom, ktora by pre kazdy
vektorovy priestor obsahovala nejaky priestor s nim izomorfny.

6.3.3. Priklad. (a) Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad polom K, dim V' =
naf = (vy,...,v,) jenejaké jeho baza. Potom tvrdenie 5.3.2. vlastne hovori, Ze stiradnicové
zobrazenie & — ()g je linearny izomorfizmus V' — K™.

(b) Podobne mozno nahliadnut, Ze (i v nekone¢norozmernom pripade) urc¢uje Hamelo-
va baza X vektorového priestoru V' stradnicové zobrazenie v — (v)x, ktoré je linedrnym
izomorfizmom V — K®X) (pozri zéver paragrafu 5.5).

Na zaver tohto paragrafu este ukazeme, ze typ izomorfizmu daného konec¢norozmerného
priestoru je jednoznacne urceny jeho dimenziou.

6.3.4. Veta. Nech U, V sii kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom K. Potom
V=U < dmV =dimU.

Doékaz. Nech V= U a ¢ : V — U je linearny izomorfizmus. Potom Ker p = {0} almyp = U
Podla vety 6.2.3. o dimenzii jadra a obrazu

dimV =dimKer¢p +dimImy =0+ dim U = dim U.
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Naopak, nech dim V' = dim U = n. Podla prikladu 6.3.3. (a) plati V = K™ = U.

Teda kone¢norozmerny vektorovy priestor V' nad polom K je izomorfny so stipcovim
(no rovnako aj s riadkovym) vektorovym priestorom K" prave vtedy, ked n = dim V.
Pritom kazda baza B3 priestoru V urcuje jeden takyto izomorfizmus V' — K" — je nim
stradnicové zobrazenie « — (x)gs.

6.4. Matica linearneho zobrazenia

Uvazujme nejaké linedrne zobrazenie ¢ : K™ — K™. V priestore K™ mame kanonickt bazu
e™ = (ey,...,e,). Kedze obrazy ¢(e;) vektorov tejto bazy st stlpcové vektory z priestoru
K™, mozeme vytvorit maticu

A= (p(e1),...,p(e)) € K™,

ktorej stipcami st prave tieto vektory, t.j. plati s;(A) = p(e;) pre 1 < j < n. UkdZeme, ako
mozno obraz () lubovolného vektora = (z1,...,2,)T € K™ vypocitat len zo znalosti
tejto matice. Uvedomme si, ze € = x1e; + - - - + x,€,, a pocitajme
p(z) = p(z1€1 + ... + Tn€) = T100(€1) + .. . + Tnp(e€n)
Zq
=(51(A),....8,(4)- | : | =4z
Tn

Teda kaZdé linearne zobrazenie ¢ : K™ — K™ ma tvar ¢(x) = A - x pre vhodni maticu
A € K™ Kedze kazdy koneCnorozmerny vektorovy priestor nad polom K je izomorfny

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



s priestorom K" pre n = dim V', pri volbe pevnych baz v kone¢norozmernych priestoroch
U, V bude mozné Tubovolné linedrne zobrazenie ¢ : V' — U zakddovat pomocou vhodnej

matice A.
Nech U, V st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K, dimU = m, dimV =
naoa= (.. .u),B = (v,...,v,) st bazy v U, resp. vo V. Maticou linedrneho

zobrazenia ¢ : V. — U wvzhladom na bdzy (3, o nazyvame maticu
A= (((p’v1)a, e (govn)a) € Kmxm,

ktorej stlpce st tvorené stradnicami obrazov ©(v;) vektorov bazy B vzhladom na bazu «,
t.j. plati s;(A) = (¢v;)a pre 1 < j < n. Tato maticu znacime tiez

A = (p)ap-

(V&imnite si obratené poradie znakov baz voéi poradiu vektorovych priestorov v oznaceni
zobrazenia ¢ : V — U.)

Maticu A zo zaciatku tohto paragrafu by sme teda mohli nazvat maticou linedrneho
zobrazenia ¢ : K™ — K™ vzhladom na kanonické bdzy €™, €™ . Pokial nepovieme inak,
budeme pod maticou linedrneho zobrazenia ¢ : K™ — K™ medzi stlpcovymi vektorovymi
priestormi vzdy rozumiet maticu (¢) ) o zobrazenia ¢ vzhladom na kanonické bézy.

Pri studiu linedrnych transformacii ¢ : V' — V konecnorozmerného vektorového prie-
storu V' budeme spravidla vzory i obrazy vektorov z V vyjadrovat v tej istej baze. Maticou
linedrnej transformdacie ¢ : V. — V vzhladom na bazu a priestoru V' teda rozumieme
maticu
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Pri dokaze nasledujtcej vety bude potrebné si uvedomit, ze (v;)g = egn) pre Tubo-
volny vektor v; bazy 8 = (v, ..., v,) priestoru V. Z toho je zrejmé, zZe pre kazda bazu B
n-rozmerného vektorového priestoru V' plati

(idv)se = In.

6.4.1. Veta. Nech ¢ : V — U je linearne zobrazenie medzi konec¢norozmernymi vektoro-
vymi priestormi nad polom K, dimV = n, dimU = m a «, B st bazy priestorov U resp.
V. Potom pre vsetky x € V plati

(Sow)a = ((p)a,ﬂ ’ (:B)g
a A = (¢)ap je jedind matica s touto vlastnostou.
Dokaz. Nech B = (vy, ..., v,). Zvolme lubovolny vektor € V a oznacme (z)g = (x1,...,7,)7,
teda = r1ev;+- - -+x,v,. Podobne ako v Specidlnom pripade zo zaciatku tohto paragrafu,
i teraz dostavame

o(x) = p(x1v1 + ... F 2,v,) = z10(V1) + ... + 2R0(Vy),
(pT)a = (5171%0('01) +...+ *Tn‘:p(vn))a = 71(pV1)a + - - - + Tn(PVn)a
= (P (P)a) - |+ | = (Plas (@s.

Zostéva ukézaft, ze pre Tubovolnii maticu A € K™*" plati

VzeV)((pr)a=A-(2)s) = A= (P)as.
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Za uvedeného predpokladu volbou = = v; dostavame
(Pvj)a = A - (evj)p = A - e; = s;(A)
pre kazdé 1 < j < n. Teda matice A a (¢)qg maji rovnaké stlpce, preto sa rovnaju.

Matica (¢)q,g linedrneho zobrazenia ¢ : V' — U z n-rozmerného vektorového priestoru
V' do m-rozmerného vektorového priestoru U nad polom K vzhladom na bazy 3, « je teda
medzi vSetkymi maticami A € K™*" jednoznacne urc¢ena podmienkou

((,033)(, =4 (m)ﬁ

pre kazdé z € V.

Dalej si ukéZeme, Ze skladanie linedrnych zobrazeni zodpoveda nasobeniu matic, ¢o
umoziiuje vypocitat maticu kompozicie linedrnych zobrazeni ¢ o 1) len zo znalosti matic
jednotlivych zobrazeni ¢ a . Tento vysledok definitivne ,ospravedliiuje“ spésob, akym
sme sucin matic definovali v odstavci 2.2.2

6.4.2. Veta. Nech U, V, W st kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom K, a je
baza U, (3 je bdza V a = je baza W. Potom pre lubovolné linedrne zobrazenia v : W — V|
¢ :V — U plati

(pot)anr = (Pas - (¥)s~-

Dékaz. Ozna¢me A = (p)qp maticu linedrneho zobrazenia ¢ vzhladom na bazy 3, a a
B = (v)) g~ maticu linedarneho zobrazenia 1) vzhladom na bazy =, 3. DokéZeme rovnost

(gpo@b)a’,\/ = A B.
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Na zéaklade definicie matic A, B pre lubovolné x € U plati

((pov)x) = (p(ym) = A (Va)g
=A-(B-(x),) =(4-B) (o).

KedZe matica kompozicie ot vzhladom na bazy -, a je podla vety 6.4.1. touto podmienkou
urcend jednoznacne, dokaz je hotovy.

V nasledujtcich prikladoch sa zozndmime s niekolkymi dolezitymi linearnymi transfor-
mAciami roviny R? a ich maticami vzhladom na kanonickt bazu € = (ey, €;).

6.4.3. Priklad. Otocenie roviny okolo pociatku o uhol @ € R je linedrne zobrazenie
R, : R? — R2. Homogenita je zrejma na prvy pohlad. O aditivite sa presvedéime nasle-
dujticou tivahou. Ak oto¢ime rovnobeznik vektorov z, y € R? o uhol o, dostaneme tak rov-
nobeznik prislachajici vektorom R, (x), R,(y). Pritom uhlopriecka prvého rovnobeznika
prejde na uhlopriecku druhého. Teda R, (x+ y) = R,(xz) + R, (y) (nakreslite si obrazok).
Maticu tohto linedrneho zobrazenia vzhladom na kanonickt bazu e budeme znacit rovnako
R, teda pre € R? budeme pisat R,(x) = R, - x. Jej stlpce ziskame otocenim vektorov
e; = (1,007, e = (0,1) o uhol a. Z definicie goniometrickych funkcii sinus a kosinus
pomocou jednotkovej kruznice priamo dostavame

_ [cosa o= (05(5+a)) _ (—sina
R“'el_<sina)’ L eQ_(Sin(§+a))_( COSO‘)'

To znamena, ze
cosa —sin o
R, = )
sin o CoS o
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a obrazom Tubovolného vektora (z,y)” € R? v otodeni R, je vektor

(;1:) (az cos o — g sin a)

R, = . .

Y T sin o + Y cos &

Na zdklade znalosti matic R, je uZ jednoduché napisat matice otoceni v R? okolo

stradnych osi vzhladom na kanonickt bazu e = (e, s, €3). Otocenia okolo osi z = [e],
y = [ey] resp z = |e3] o uhol a maju postupne matice

1 0 0 cosa 0 sinw cosaex —sina 0
0 cosa —sina |, 0 1 0 , sina  cosa 0
0 sinw CoS (v —sina 0 cos« 0 0 1

Na orientaciu otoceni pouzivame pravidlo pravej ruky, t.j. prsty pravej ruky ukazuji smer
otacania a palec urcuje orientaciu osi: v prvom pripade prsty od vektora e; k e3 a palec
v smere vektora e;, v druhom prsty od es k e; a palec v smere ey, v trefom prsty od e;
k ey a palec v smere es.

6.4.4. Priklad. Osovd sumernost roviny podla fubovolnej priamky prechadzajicej pociat-
kom definuje zobrazenie S, : R? — R?, kde o € R je uhol, ktory zviera os stimernosti s osou
2. Obdobnou tvahou ako v pripade oto¢eni mozno nahliadnut, Ze i S, je linedrne zobraze-
nie. Jeho maticu vzhladom na kanonick bazu € budeme znacit rovnako S,. Zrejme matica

stumernosti podla osi z je
1 0
%=(0-
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a osovu sumernost S, mozno dostat ako kompoziciu oto¢enia R_,, osovej simernosti Sy a
otocenia R, t.].
Sa = Ra . S() . R,a.

Po vynasobeni prislusnych matic z toho s vyuzitim par trigonometrickych vzorcov dosta-

vame
g — [ cos 20 sin2a
@ sin2a —cos2a )’

Teda osové sumernost S, zobrazi vektor (z,y)” € R? do vektora

<:c) <:c cos 2a + y sin 2a)

S, = . .

Y x sin 2a — y cos 2«

6.4.5. Priklad. Rovnolahlost alebo tiez homotetia so stredom v pociatku a s koeficientom

podobnosti 0 # ¢ € R je opif linedrne zobrazenie R*> — R? s maticou cl, = diag(c, c).
Tento priklad moZno zrejmym spdsobom zovseobecnit na lubovolnt dimenziu n.

6.4.6. Priklad. Skosenie v smere osi x s parametrom a. Pre lubovolné a € R je priradenim

/()= ()= 61)-C)

definovand linedrna transformécia roviny, ktora posuva kazdu jej ,,vodorovni vrstvu® {(z,y); y = s},
s € R, o vektor ase; (nakreslite si obrazok). Analogické linearne transformacie funguju aj

vo viacrozmernych priestoroch R™ ako aj v kone¢norozmernych vektorovych priestoroch

nad Tubovolnym polom.
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6.4.7. Priklad. Galileova transformdcia ,roviny“, alebo skor ,céasopriamky*“ R? je z for-
7 ) 2
maélneho hladiska totozna so skosenim v smere priestorovej osi x s parametrom a = —uv:

Pt - £\ [ 10\ (¢
z = —vt+z, s o) \—v 1) \z)"

Ak k tymto rovniciam eSte doplnime ¢y’ = y, 2’ = z, dostaneme Galileovu transforméciu ,ca-
sopriestoru” R%. Vektor (¢, z,y, z)" interpretujeme ako stiradnice ¢asu (¢) a polohy (z,y, 2),
ktoré nejakej okamzitej bodovej udalosti v trojrozmernom fyzikdlnom priestore priradi po-
zorovatel P, a vektor (¢',2,y',2/)T ako stradnice, ktoré jej priradi pozorovatel P’ ktory
sa vzhladom na P pohybuje rovnomerne priamociaro rychlostou v v smere osi = (pri¢om
pociatky ich stiradnych ststav st zhodne stanovené okamihom a miestom ich stretnutia,
kedy tiez splyvaju ich prislusné stradné osi). Galileova transformécia potom udéva vztah
medzi tymito stradnicami, ku ktorému dospejeme na zéklade principov klasickej mecha-
niky. Je v nej zachyteny newtonovsky princip absolttneho ¢asu a priestoru, rovnakého pre
vSetkych pozorovatelov nezéavisle od ich pohybu, a galileovsky princip relativnosti pohybu,
ktory sa prejavuje v rovnocennosti siradnych sustav Iubovolnych navzajom rovnomerne
priamodiaro sa pohybujicich pozorovatelov. Je zname, Ze Galileova transformécia sa velmi
dobre zhoduje so skuto¢nostou pre rychlosti v z ,bezného zZivota®, ktoré st malé v po-
rovnani s rychlostou svetla. Pre rychlosti blizke rychlosti svetla vSak straca svoju platnost
a treba ju nahradit tzv. Lorentzovou transforméciou, s ktorou sa zoznadmime neskor.
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6.5. Priestory linearnych zobrazeni

Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Ak zabudneme na Strukttru vektorového
priestoru vo V, t.j. V budeme povazovat len za mnozinu, mozeme vytvorit vektorovy
priestor UV wsetkijch zobrazeni f : V — U s operaciami stucétu a skaldrneho nasobku
definovanymi po zlozkidch (pozri odstavec 1.6.5). Potom pre mnozinu L£(V,U) vSetkych
linedrnych zobrazeni ¢ : V — U, samozrejme, plati L(V,U) C U"V.

6.5.1. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom L(V,U) je
linedrny podpriestor vektorového priestoru UY. Teda L(V,U) je vektorovy priestor nad
polom K.

Dokaz. Treba overit, ze pre fubovolné a,b € K linearna kombinacia 9 = ay + b linearnych
zobrazeni ¢, : V — U, definovana pre & € V predpisom

U(z) = ap(z) + by(x),

je tiez linedrne zobrazenie ¥ : V — U. Zvolme x,y € V, ¢,d € K. Priamym vypoc¢tom
dostévame

VU(cx+ dy) = ap(cz+ dy) + by (cz+ dy) = a(cp(x) + dp(y)) + b(cy(x) + dy(y))
= c(ap(z) + bip(x)) + d(ap(y) + bY(y)) = cd(x) + di(y).

Teda ¥ € L(V,U).
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6.5.2. Tvrdenie. Nech U, V st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K a
dimU = m, dimV = n. Potom
LV, U)= K™,

teda dim L(V,U) = mn.

Dokaz. Zvolme bazy « v priestore U a 3 v priestore V. Z vysledkov predchadzajiceho
paragrafu vyplyva, ze priradenie ¢ — (¢)ag je bijekcia L(V,U) — K™*". Stadi teda
dokézat, Ze je to aj linedrne zobrazenie, to znamend, 7e pre a,b € K, ¢, € L(V,U) plati

(a@ + bw)aﬁ = CL(QO)aﬁ + b(d})aﬂ'

To je vsak zrejmé. Citatelovi, ktory mé nejaké pochybnosti, odporic¢ame, aby si jednodu-
chym vypoctom porovnal stipce matic na lavej a pravej strane.

Na maticu (p)q.s sa teda mozno divat ako na stiradnice vektora ¢ € L(V, U) v priestore
K™*" vyzhladom na dvojicu baz 3, a.

Linearne zobrazenie ¢ : V — K z vektorového priestoru V' do pola K sa nazyva linedrny
funkciondal alebo linedrna forma na V. Vektorovy priestor L(V, K) vSetkych linedrnych
foriem na V' sa nazyva dudlny priestor alebo len kratko dudl vektorového priestoru V.
Budeme pouzivat oznacenie L(V, K) = V*

KedZe v poli K budeme vzdy uvazovat len kanonick(i bazu pozostéavajicu z jediné-
ho vektora 1 € K, Tubovolna baza B v kone¢norozmernom priestore V' urcuje linearny
izomorfizmus V* — V dany predpisom ¢ — (¢); g. Tym sme dokézali nasledujice tvrdenie.

6.5.3. Tvrdenie. Pre lubovolny kone¢norozmerny vektorovy priestor V nad polom K plati
V=V,
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Uvedomme si, ze matica (¢); g linearneho funkciondlu ¢ : V' — K je riadkovy vektor
z priestoru K'*". To ndm odkryva novy pohlad na vektorovy priestor riadkov K'*". Pri
volbe kanonickej bazy € v stipcovom priestore K™*! mozno riadkovy priestor K™ stotoznif
s dualom (K ”Xl)* stipcového priestoru K1,

Este raz podciarknime, ze izomorfizmus kone¢norozmerného priestoru V' a jeho dualu
V* zéavisi od vyberu bazy vo V. Na druhej strane, pre lubovolny vektorovy priestor V'
mozno definovat kanonické, t.j. od vyberu bazy nezavislé zobrazenie z priestoru V' do jeho
druhého dudlu V** dané predpisom x — =, kde

prexeV, peV*
6.5.4. Veta. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom
(a) x+— = je injektivne linedrne zobrazenie V- — V**;
(b) ak V je konecnorozmerny, tak x+— @ je linearny izomorfizmus V- — V**.

Dokaz. Najprv ukdZzeme, Ze pre kazdé x € V vobec plati & € V**, t. . je linedrny funkcional
na priestore V*. Pre ¢,¢ € V* a,b € K jednoduchy vypocet dava

Z(ap + b)) = (ap + b)) () = ap(x) + by (x) = az(yp) + bT(V).

(a) Pre & € V ozna¢me & = n(x). DokdZzeme, 7e n : V — V** je linedrne zobrazenie.
Zvolme x,y € V ¢,d € K. Treba overit, Ze zobrazenia n(cx + dy) a cn(x) + dn(y) sa
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rovnaju, t.j. ze kazdému ¢ € V* priradia t1 ist1 hodnotu. Pocitajme

n(cz + dy)(v) = p(cz + dy) = cp(x) + dp(y)
= cz(p) + dy(p) = (en(@) + dn(y))(»).

Injektivnost zobrazenia n spozndme podla jeho jadra. Stac¢i si uvedomit, Ze pre Tubovolné
0 # x € V existuje p € V* také, ze ¢(x) # 0. *

Potom

n(x)(p) =2(p) = (@) # 0,

teda n(x) sa nerovna identicky nulovému zobrazeniu 0 : V* — K, ktoré je nulou vo V**.
Preto & ¢ Kern pre x # 0, ¢ize Kern = {0}.

(b) Ak V' je kone¢norozmerny, tak s vyzitim vety 6.2.3., uz dokdzanej Casti (a) a tvrde-
nia 6.5.3. dostdvame

dimImn =dimV — dimKern = dimV = dim V* = dim V*".
Preto Imn = V**, ¢ize n je i surjektivne.

Kazdy vektor € V tak definuje linedrny funkciondl Z na dudlnom priestore V*. Pritom
konec¢norozmerny vektorovy priestor V' mozno prostrednictvom priradenia @ — Z prirodzene
stotoznif s dudlom priestoru V*. Napr. stlpcovy priestor K™*! mozno stotoznif s dudlom

1V koneénorozmernom pripade ide o oéividné tvrdenie. V nekoneénorozmernom pripade viak jeho dokaz
vyuziva existenciu Hamelovej bazy vo V', pripadne si vyzaduje nejaky iny vhodny désledok axiomy vyberu
(pozri zavereénu Cast paragrafu 5.5 a cvicenie 6.15).
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riadkového priestoru K1*". Vo vieobecnom pripade mozno V stotoznif s linedrnym pod-
priestorom Im 7 = {&; © € V} jeho druhého duélu V**.

Pozndmka. Prostriedkami, ktoré presahuji rdmec tohto kurzu, mozno dokazat, ze V 2% V*
a V. 22 V** pre kazdy nekonecnorozmerny vektorovy priestor V. Zjednodusene povedané,
r

dudl V* je vzdy ,,podstatne vacsi“ nez povodny priestor V' a druhy dual V** je ,este vacsi“.
Teda ani @ — Z nemoze byt surjektivne zobrazenie V' — V**,

Cvicenia
6.1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢ : V — U je linedrne zobrazenie. Potom ©(0) = 0
a pre kazdé x € V plati o(—x) = —p(x). Dokazte.
6.2. Dokazte tvrdenie 6.1.1.

6.3. Nech A € K™*"™. Uvazujme linedrne zobrazenie ¢ : K" — K™ dané predpisom ¢(x) = A - . Ako
suvisi jadro Ker ¢ s homogénnou stistavou linedrnych rovnic A - = 07

6.4. (a) V prikladoch 6.1.5.-9 podrobne overte, Ze v nich definované zobrazenia st naozaj linedrne.

(b) Pre kazdé z uvedenych linearnych zobrazeni uréte jeho jadro a obraz.

6.5. Zdovodnite, preco ziadne z nasledujucich zobrazeni R — R nie je linearne:

(a) p(z) =1—3a, (b) ¥(z) = |=|,

() f(=z) =2, (d) g(x) = 2°,

(¢) h(z) = VIal, (6) k@) = .

(g) I(z) = In(1 + 2?) (h) s(x) = sinz,

(i) n(z) =€, (j) o(xz) =sinhz = %(em —e )
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6.6. (a) Uvazujte C ako vektorovy priestor nad polom R. Ukézte, Ze komplexné konjugicia z — Z je linedrne
zobrazenie C — C.
(b) Uvazujte C ako vektorovy priestor nad polom C. Ukézte, ze komplexna konjugicia z — Z nie je
linearne zobrazenie C — C.

6.7. Linearne zobrazenie ¢ : R® — R? je pre & = (x1, 72, 23)7 € R3 dané predpisom ¢(x) = (71 + 222, 371 +
Tz — xz3)7.

(a) Napi$te maticu linearneho zobrazenia ¢ vzhladom na kanonické bazy €® v R3, e(2) v R2.

(b) Napiste maticu ¢ vzhladom na bazy B = (e1, e2,v) v R3, a = (u1, up) v R? kde v = (-2,1,1)T,

u = (1,3)T, Uy = (2,7)T.

(c) Napiste priamo nejaké bazy linearnych podpriestorov Ker ¢ C R? a Im ¢ C R2.

—
=
=N N

6.8. Baza 3 vektorového priestoru R? je tvorena stipcami matice <2 ) a baza a vektorového priestoru
3 —

R* je tvorend stipcami matice

== ON
|

N = =W

== O

) . Linearne zobrazenie v : R? — R* m4 vzhladom na tieto

OO RO~ N

cocoo CFHFEF

N— —

1
bézy maticu A = (¢)a,p = (8
0

(a) Napiste priamo nejaké bazy linearnych podpriestorov Kert C R a Im1) C R%.
(b) Napiste maticu 1) vzhladom na kanonické bazy € v R3, ¢4 v R®),
6.9. Nech n € N. Uvazujme derivaciu f — f’ ako linearnu transformaciu D : R("[z] — R [z].
(a) Uréte linedrne podpriestory Ker D a Im D v R(™)[z] a néjdite nejaké ich bazy. Zistite dimenzie
oboch podpriestorov a overte vztah dim Ker D + dimIm D = n.
(b) Napiste maticu linedrnej transforméacie D vzhladom na bazu eM = (1,z,2%,...,2").

(c) Napiste maticu D vzhladom na bazu C(”) = (1, %x, %x{ e %x")
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6.10. Operdgtor diferencie A : R(™[z] — R(™[z] je dany predpisom A(f)(z) = f(z +1) — f(x).
(a) Dokazte, ze A je lineadrny operator.
(b) Uréte linearne podpriestory Ker A a Im A v R(™[z] a najdite nejaké ich bézy. Zistite dimenzie
oboch podpriestorov.

(c) Napiste maticu linedrnej transforméacie A vzhladom na bazu ﬁ(") =(1,z,2%,...,z").

(d) Dokéazte, ze polynémy 1, z, []a, . . ., [],, kde [z]y = 2(z—1) ... (z—k+1), tvoria bazu vektorového
priestoru R(™ [z].

(e) Napiste maticu A vzhladom na bazu n(™ = (1,z, [z]2, ..., [z].).

(f) N4jdite nejakt bazu vektorového priestoru R(™)[z], vzhladom na ktorti méa A maticu tvaru ( Og’l OIl" ) .

6.11. Pre Tubovolné o, 8 € R vyndsobenim prislusnych matic dokazte uvedené rovnosti a interpretujte ich
v redi linedrnych transformécii roviny R2:

R, - Rﬁ = Ra+[‘3, R, - Sﬁ = Sﬁ+a/27
So -8z = RQ(ﬂfa), Sz - R, = Sﬁ,a/g.

6.12. Predpismi ¢(21, 22, 23)7 = (21 — 233,221 + T2 + 324, —21 — T4, T3+ 224) T, (21, T2, 3, 24)T = (221 —
x3,323 + 24,72 + 24)7 st dané linedrne zobrazenia ¢ : R — R* ¢ : R* — R3. NapiSte matice
linedrnych zobrazeni 1 o ¢ : R? — R3, @ o1 : R* — R* vzhladom na kanonické bazy vektorovych

priestorov R? resp. R%.

6.13. Nech S, T su linearne podpriestory vektorového priestoru V.
(a) Priradenim (&, y) — z+y je definované surjektivne linedrne zobrazenie p : S XT — S+T. Dokézte.
(b) Najdite jadro Ker u a dokézte, Ze u je injektivne préve vtedy, ked S NT = {0}.
(c) Odvodte z toho, Ze vektorové priestory S x T' a S+ T st izomorfné prave vtedy, ked S+7 = S@®T.
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(d) Zovseobecnite na Tubovolny koneény pocet linedrnych podpriestorov (pozri cvicenie 4.8).

6.14. Galileova transformdcia ,casopriestoru® R* je dand priradenim (¢, z,y,2)T — (t',2,y',2)T, kde t' = ¢,
¥ =x —uvit, Yy =y —vut, 2 =z — v,t, priom vektor v = (vy,v,,v,)T € R? interpretujeme ako
rychlost (pozri priklad 6.4.7.).

(a) Napiste maticu Gy Galileovej transformécie.

(b) Uvazujme dvoch pozorovatelov P a P’. Vysvetlite, za akych podmienok je uvedenou transforméciou
sprostredkovany vztah medzi ¢asmi a priestorovymi siradnicami udalosti z hladiska pozorovatelov P
a P’. (RieSte otdzku v rdamci klasickej fyziky, bez ohladu na relativistické efekty.)

(c) Vynasobenim matic dokdzte vztah Gy - Gy = Guiv. Vysvetlite, preco sa tento vztah nazyva
klasickym pravidlom skladania rychlosti.

6.15. (a) Dokazte nasledujicu kone¢norozmerna verziu Hahnovej-Banachovej vety: Nech V' je konecno-
rozmerny vektorovy priestor nad polom K, S C V je vlastny linedrny podpriestor a ¢ : S — K
je linearny funkcional. Potom pre kazdé & € V \ S existuje linedrny funkcional ¢ € V* taky, ze
p(x) #0a p[S=1.

(b) Zovseobecnite tvrdenie (a) aj na nekonecnorozmerné vektorové priestory. (Ndvod: Predpokladajte,
ze V ma Hamelovu bazu X takq, ze x € X a X NS je Hamelova baza podpriestoru S — pozri zavereéna
Cast paragrafu 5.5).

(c) Pre kazdy vektor 0 # ¢ € V existuje linedrny funkciondl ¢ € V* taky, ze ¢(x) # 0. Dokazte jednak
priamo podla vzoru (a) resp. (b), jednak z nich odvodte ako §pecidlny pripad.

6.16. Nech K je konecné pole, ktoré ma prave g prvkov. Potom ¢ je mocninou nejakého prvocisla. Dokazte.
(Ndvod: Ukazte, ze K nesie prirodzent Struktaru vektorového priestoru nad polom Z,, kde p =
char K.)

6.17. Nech K je konecné pole, g = #K a U, V st vektorové priestory nad K s konecnymi rozmermi dim U =
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m, dimV = n. Aka dimenziu a kolko prvkov mé vektorovy priestor L(V,U) vSetkych linedrnych
zobrazeni V. — U? Porovnajte s dimenziou a poétom prvkov vektorového priestoru UV vsetkych
zobrazeni V' — U. Ak4 je pravdepodobnost, ze ndhodne vybrané zobrazenie f € U" bude linearne?
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7. Inverzné matice a zmena bazy

V tejto kapitole zavedieme pojem inverznej matice k danej Stvorcovej matici a dame ho
do stivisu s pojmom inverzného linedrneho zobrazenia. Dalej sa naué¢ime podéitat inverzné
matice a matice prechodu z jednej suradnej bazy do druhej. Nakoniec preskiimame vplyv
zmeny bazy na maticu linedrneho zobrazenia. Zac¢neme vSak s pojmom hodnosti matice,
ktory nam umozni rozhodnit o existencii inverznej matice a — ako uvidime neskoér — bude
nam este velakrat uzitoény.

V celej kapitole K oznacuje pevné pole, m, n, p su kladné celé ¢isla.

7.1. Hodnost matice

V tomto paragrafe je potrebné rozliSovat medzi vektorovymi priestormi riadkovych resp.
stlpcovych vektorov. Nebudeme teda pouzivat neSpecifikované oznacenie K", ale priestor
riadkovych vektorov budeme znaéif K'*" a priestor stlpcovych vektorov K™*1.

Pripometime, Ze 7;(A) € K'*" oznacuje i-ty riadok a s;(A) € K™*! zase j-ty stlpec
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matice A = (a;j)mxn. TGto maticu teda moézeme zapisat v blokovych tvaroch

7’1(A>
_ [ ™A
A= - (SI(A>732(A)7"’737L(A))'
T (A)

Riadkovou hodnostou h,(A) matice A nazyvame dimenziu linedrneho podpriestoru vek-
torového priestoru K*™ generovaného riadkami matice A. Podobne, stipcovou hodnostou
hs(A) matice A nazyvame dimenziu linedrneho podpriestoru vektorového priestoru K™*!
generovaného stipcami matice A. Teda

h(A) = dim[r (A), =(A),..., r(A4)],
hs(A) = dim[s1(A), s3(A), ..., s.(A)]
Ozna¢me ¢ : K™! — K™*! linedrne zobrazenie dané predpisom ¢(z) = A - x pre
x € K™ Pripomenime, Ze hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ nazjvame dimenziu jeho
obrazu, t.j. h(p) = dimIm ¢. V nasom pripade zrejme plati h(p) = hs(A), kedZe linearny
podpriestor Im ¢ C K™*! je generovany stipcami matice A.

7.1.1. Lema. Nech A € K™*",

(a) Nech matica B vznikne z matice A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ERO. Potom
[r1(A), m(A),...,rn(A)] = [ri(B), (B),...,r.(B)].

(b) Nech matica C vznikne z matice A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ESO. Potom

51(4), 82(A), . .. 80(A)] = [8:1(C), 52(C); ..., 50 (C)].
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Dokaz. Zrejme pre Tubovolné vektory uy, ..., w, v kazdom vektorovom priestore V' a Tubo-
volny skalar ¢ € K plati:

[y, Wy U] = (U Y, W, U
(W, Wy ] = (U, cuy, .y (ak ¢ #0),
[y, Wy U U] = (U W O Y, g

7.1.2. Tvrdenie. Pre kazdi maticu A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Dokaz. Upravme A pomocou ERO na redukovany stupnovity tvar B € K™*" a oznacme k
pocet nenulovych riadkov v matici B. Podla préave dokazanej lemy plati [ri(A), ..., r,(4)] =
[r1(B), ..., r,(B)|. Preto tiez h,.(A) = h,(B). KedZe nenulové riadky matice B su zrejme
linedrne nezavislé (rozmyslite si preco), h,(B) = k, ¢o je vlastne pocet stipcov matice B,
v ktorych sa nachadza veduci prvok nejakého jej riadku. Oznacme 1 < j; < ... < jr < n
indexy tychto stipcov. Podla tvrdenia 4.5.3. vektory s;, (A),..., s;, (A) st linedrne nezavislé
a plati [s1(A),...,s,(A)] =[s;,(A),...,s; (A)]. Preto tiez hy(A) =k = h,(A).

Kedze riadkové a stlpcova hodnost Tubovolnej matice A splyvaji, tato ich spolo¢nt
hodnotu budeme odteraz znacit jednoducho h(A) a nazyvat hodnostou matice A. Zrejme
pre A € K™ " je h(A) < min(m,n).

Prave vykonané tivahy maju dva bezprostredné dosledky.

7.1.3. Tvrdenie. Nech A € K™ ™. Potom h(A) = h(AT).
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7.1.4. Tvrdenie. Nech w,,...,u, € K™ st lubovolné vektory a A € K™ " je matica
taka, ze s;(A) = u; pre 1 < j <n. Potom

(a) w,...,w, su linedrne nezavislé prave vtedy, ked h(A) = n;

(b) [uy,...,w,] = K™ prave vtedy, ked h(A) = m.

Vsimnite si, Ze pripad (a) moZe nastat iba vtedy, ked n < m; naopak, (b) moze nastat
jedine za predpokladu m < n.

Sami si sformulujte a premyslite analogické tvrdenia pre riadkové vektory.

Este si dokazeme jeden odhad hodnosti sti¢inu matic pomocou hodnosti jednotlivych
Cinitelov.

7.1.5. Tvrdenie. Nech A € K™*", B € K™*P, Potom
h(A - B) < min(h(A), h(B)).

Dokaz. Ozna¢me ¢ : K" — K™, ) : K — K" linearne zobrazenia dané predpismi () =
A - xpre x € K" resp. ¥(y) = B-ypre y € KP. Zrejme Im(p o ¢) C Im ¢, preto

h(A - B) = h(p o) < h(yp) = h(A).
S vyuzitim toho druhy potrebny odhad uz dostaneme priamym vypoctom

h(A-B)=h((A-B)T) = h(B" - AT) < h(B") = h(B).
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7.2. Inverzné matice a inverzné linearne zobrazenia

Nech A € K™ t.j. A je Stvorcovd matica typu n X n. Inverznou maticou k matici A
rozumieme maticu B € K™*" taku, ze

A-B=1,=B-A.

Zrejme k danej Stvorcovej matici A existuje najviac jedna inverznd matica (rozmyslite si
preco). Tato jednoznac¢ne uréentt maticu (ak existuje) budeme znacit A~1.

Nasledujtuca veta je bezprostrednym désledkom stuvisu medzi linedrnymi zobrazeniami
a ich maticami.

7.2.1. Veta. Nech U, V su vektorové priestory nad polom K a dim U = dim V' = n. Nech
dalej o, B st nejaké bazy v U, resp. vo V- a A = (p)apg je matica linearneho zobrazenia
¢ : V — U vzhladom na bézy 3, a. Potom k matici A existuje inverzna matica A~' prave
vtedy, ked k zobrazeniu ¢ existuje inverzné zobrazenie o~'. V tom pripade A~! je maticou
linedrneho zobrazenia ¢! : U — V vzhladom na bazy ., 3, t.j.

A7 = ((P)as) = () pa

Hovorime, ze Stvorcova matica A € K"*" je requldrna, ak k nej existuje inverzna matica
A~1; v opac¢nom pripade hovorime, Ze A je singuldrna.

7.2.2. Veta. Matica A € K™ je reguldarna prave vtedy, ked h(A) = n.

Dokaz. Ozna¢me ¢ : K" — K" linedrnu transforméciu dana predpisom ¢(z) = A - x
pre £ € K". K matici A existuje inverzna matica A~! prave vtedy, ked k zobrazeniu ¢
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existuje inverzné zobrazenie ¢!, t.j. prave vtedy, ked ¢ je bijekcia. Podla désledku 6.2.4.
to nastane prave vtedy, ked ¢ je surjekcia, ¢ize Im p = K™, ¢o je ekvivalentné s rovnostou
dim Im ¢ = n. Na dokoncenie dokazu si staci spomenit, ze h(A) = h(p) = dimIm .

Z praktickych dovodov bude uzitoény si uvedomit, Ze na to, aby sme sa presveddili, ze
matica B € K™™ je inverzna k matici A € K™ ", sta¢i overit len jednu (a to hocktort)
zrovnosti A-B=1, B-A=1,.

7.2.3. Tvrdenie. Prelubovolné A, B € K™*" plati A-B = I, prave vtedy, ked B- A = I,,.

Dokaz. Oznacme ¢, ¢ : K" — K" linearne transformécie dané pre * € K" predpismi
o(x) = A-x, resp. Y(x) = B-x. Nech A- B = I,,. To nastane prave vtedy, ked pot) = idgn.
Z toho vyplyva, Ze ¢ je surjekcia a 1) je injekcia (pozri paragraf 0.3). KedZe ¢, 1 st linedrne
transformécie koneénorozmerného vektorového priestoru, podla désledku 6.2.4. to znamena,
7e ¢ aj 1 su bijekcie, teda linedrne izomorfizmy, a 1) = ¢~ !. Potom vsak B = A~!, preto
tiez B- A = I,. Obratena implikacia vyplyva zo symetrie tvrdenia.

S vyuzitim posledného tvrdenia si ako cvicenie overte nasledujice vzorce, z ktorych uz
vyplyva zvysok tvrdenia.

7.2.4. Tvrdenie. Nech A, B € K™*" sti regularne matice. Potom aj matice A™', A - B
a AT su reguldrne a plati:

1

(AH'=4, (A-B'=B'-4a' (A) =Y
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7.3. Vypocet inverznej matice

Prakticky vSetky tlohy linearnej algebry, s ktorymi sme sa doteraz stretli, sme riesili tak,
ze sme dant situéciu reprezentovali nejakou vhodnou maticou, t sme dalej pomocou ERO
upravili na redukovany stupnovity tvar a tento vysledny tvar sme potom interpretovali
v zavislosti na charaktere povodnej tlohy. Prezradme uz vopred, Ze zatial sme vSetky tlohy,
ktoré sa riesia ipravou matic pomocou ERO pripadne ESO, zdaleka nevycerpali. Naopak,
tato metéda nas bude v linedrnej algebre neustale sprevadzat.

Skor nez pristipime k dalSiemu vyuzitiu tejto metddy, tentoraz pri vypocte inverznej
matice, vSak bude potrebné si uvedomit, ze ERO aj ESO mozZno realizovat pomocou naso-
benia matic.

7.3.1. Tvrdenie. Nech A € K™*X".

(a) Nech B € K™ ™ vznikne z A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ERO. Ozna¢me E
maticu, ktora vznikne z matice I, vykonanim tej istej ERO. Potom B= E - A.

(b) Nech C € K™ ™ vznikne z A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ESO. Oznac¢me F
maticu, ktora vznikne z matice I, vykonanim tej istej ESO. Potom C = A - F.

Dokaz. MoZno overit priamym vypoctom pre kazdy jednotlivy druh ERO resp. ESO. Ako
cvicenie si to skuste napr. pre maticu A typu 3 X 2, resp. 3 x 3.

Stvorcové matice E € K™*", ktoré vznikni z jednotkovej matice I, vykonanim jedinej
ERO alebo ESO, nazyvame elementdrne matice. Posledna veta teda hovori, Ze Tubovolni
ERO (ESO) na matici A mozno realizovat vynasobenim matice A vhodnou elementarnou
maticou FE zlava (sprava).
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Néavod na vypocet inverznej matice k danej Stvorcovej matici A € K™ si mozno
najlahsie zapamitat v tvare nasledujicej schémy:

(A|L) 2% (I, A7),

Tento postup mé navySe tG vyhodu, Ze sa nemusime vopred staraf, ¢i inverznd matica
k matici A existuje alebo nie. Ak A~! existuje, tak ju nakoniec vypoditame, ak neexistuje,
tak to odhalime pocas nasho vypoctu a dalej v niom nebudeme pokracovat. Cely postup si
teraz vysvetlime trochu podrobnejsie.

Blokova matica (A | I,,) vznikne tak, zZe matice A4 a I, jednoducho napiSeme vedla seba.
Tato maticu teraz budeme upravovat pomocou ERO tak, aby sme v lavej ¢asti z matice A
dostali jednotkovi maticu I,,. Akonahle sa nam to podari, matica v pravej Casti vysledne;j
blokovej matice je uz hladanid matica A~!. Ak sa ndm to nepodari, t.j. matica A nie
je riadkovo ekvivalentna s jednotkovou maticou (Co nastane prave vtedy, ked h(A4) < n,
a spozname to podla toho, Ze sa ndm v lavej ¢asti objavi nejaky nulovy riadok), tak inverzna
matica k matici A neexistuje.

Korektnost uvedeného postupu vyplyva z nasledujtceho oc¢ividného tvrdenia a skutoc-
nosti, ze ERO moZno reprezentovat nasobenim elementarnymi maticami zlava. Taktiez tu
hréa tlohu fakt, Ze pre B € K™ plati B = A~! prave vtedy, ked B- A = I,, uvedeny
v tvrdeni 7.2.3.

7.3.2. Tvrdenie. Nech A € K™*" a E\, E», ..., E, € K™" st elementarne matice také,
seE,-...-Ey-E,-A=1, Potom A =FE;,-...-E,- E,.
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Poznamenajme, Ze k rovnakému cielu vedie tieZ postup reprezentovany schémou:

(#) = ()

Rozmyslite si preco a sformulujte prislusné tvrdenie.

Z prave vykonanych tvah vyplyvaja nasledujice tri dosledky. Posledny z nich je Cias-
tonym obratenim odhadu hodnosti st¢inu matic za predpokladu regularity aspon jedného
z Cinitelov.

7.3.3. Tvrdenie. Matica A € K™ "je regularna prave vtedy, ked ju mozno rozlozit na
sucin A = Ej - ... E; konecného poctu elementarnych matic E,, ..., E, € K™*".

7.3.4. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K™*™ plati:

a) A je riadkovo ekvivalentnd s B prave vtedy, ked existuje regularna matica P € K™*™
g
taka, ze A = P- B;

(b) A je stlpcovo ekvivalentna s B prave vtedy, ked existuje reguldrna matica Q € K™
takd, 7e A = B- Q.

7.3.5. Tvrdenie. Nech A € K™", P € K™™ @Q € K", pricom P, @ su regularne
matice. Potom

h(A)=h(P-A)=h(A-Q) =h(P-A- Q).

Trochu vSeobecnej$ie mozno uvedené tvahy pouzif na nasobenie Tubovolnej matice
vhodného rozmeru maticou A~! (ak existuje) zlava resp. sprava. Tieto operacie mozno
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uskutocnit pre regularnu A € K™*™ a lubovolné B € K"*™, C € K™*™ podla nasleduju-
cich schém:

(A|B) 222 (1,14 B),

(6) == (d=)-

Este si vSimnime, ze v Specialnom pripade sme nieco podobné vlastne robili uz davno,
pri rieSeni suistav linedrnych rovnic iipravou na redukovany stupnovity tvar pomocou ERO.
Aj tento postup totiz mozno vyjadrit pomocou schémy

(A]b) 2% (B]e),

ktord mé pre regularnu A € K™ " tvar

(A|b) =222 (I,] A1 b).

Ako vedlajsi produkt nasich tvah tak dostévame nasledujtci vysledok o rieSeni sistav n
linedrnych rovnic o n neznamych.

7.3.6. Veta. Nech A € K"*", be K". Ak A je regularna, tak sistava A -x = b ma jediné
rieSenie x = A~! - b.

7.4. Matica prechodu

Nech V je vektorovy priestor nad polom K a a = (uy,...,u,), 8 = (vy,...,v,) st jeho
dve bazy. Maticou prechodu z bazy (3 do bazy a nazyvame maticu identického zobrazenia
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idy : V' — V vzhladom na bazy 8, a;, ktort znac¢ime P, g. Teda
P, = (idy)ags.

Podla definicie matice linedrneho zobrazenia vzhladom na dané bazy (pozri paragraf 6.4),
stlpce matice prechodu P, s st tvorené suradnicami vektorov bazy (3 vzhladom na bazu
a, t.j. 8;(Pag) = (v;)a pre 1 < j < n. Teda

Pog=((v)a, (®)ar - (Vn)a),

a podla vety 6.4.1. je tato matica jednoznacne uréend podmienkou transformacie stradnic

(@) = Pap- (T)g

pre Iubovolné x € V.

Ak do zrejmej rovnosti € = o - (), (pozri paragraf 5.3) budeme za x postupne dosa-
dzovat vektory v, ..., v, bazy B, s vyuzitim vztahu pre stipce st¢inu matic z paragrafu 2.3
dostaneme

v; = (Vj)a = - 8j(Pag) = sj(a- Papg)

pre kazdé 1 < j < n. Tym sme dostali dalsi dolezity vztah, ktory jednoznacne charakterizuje
maticu prechodu Pq g:

a'Pa’g:,B.

(Podotykame, ze stin o - P, g treba chapat v zmysle paragrafu 2.3)
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Priradenie u; — v; pre i < n mozno jednoznacne rozsirit do bijektivnej linedrnej trans-
formécie ¥ : V' — V. Skréatene piSeme J(a) = B. Matica transformacie ¥ vzhladom na
béazu « je opit

e = D = (U)as - - Pt)a) = (0)as -, (Va)a) = Pagp.

Zhrnutim vykonanych tvah dostéavame styri ekvivalentné charakterizacie matice pre-

chodu.

7.4.1. Tvrdenie. Nech a« = (w,...,u,), B8 = (v,...,v,) st dve bdzy n-rozmerného
vektorového priestoru V' nad polom K. Potom pre Iubovolnti maticu P € K™*" nasledujtce
podmienky st ekvivalentné:

(i) P = (idy)ag, t.j. P je matica prechodu z bazy B do bazy o;
(ii) (z)o = P- () pre kazdé x € V;
(iii) - P = ;
(iv) P = (V)q, kde ¥ : V — V je linedrna transformacia taka, ze J(a) = 3.
Z definicie matice prechodu a vety 6.4.2. okamzite vyplyvaju nasledujice rovnosti.

7.4.2. Tvrdenie. Nech o, B, v st bazy kone¢norozmerného vektorového priestoru V' nad
polom K. Potom

Poo = I, Pgo=Pog ', Pop- Pg~=P

a7‘y °
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Z druhej z uvedenych podmienok vidno, Ze matica prechodu P, g je vzdy reguldrna.
Taktiez naopak, kazda regularna matica P € K™*" je maticou prechodu medzi vhodnou
dvojicou baz.

7.4.3. Tvrdenie. Nech V je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom K, P = (p;;) €
K™ je lubovolna regularna matica a o = (wy, ..., w,) je nejakd baza vo V. Polozme

B=(v,...,v,) =P, 'y:('wl,...,wn):a-P_l,

t.j.opre 1 < j < n plati v; = pijur + ... + Ppj, a wW; = q U + ... + ¢uju,, kde
P~ = (gij)nxn. Potom P je maticou prechodu z bazy (3 do bazy a a taktiez z bazy o do
bazy -y, cize

P=P.s=P., ..
Specidlne, P je maticou prechodu z bazy (s1(P), ..., s,(P)) do bazy e = (ey,...,e,) v K"
a taktiez z bazy € do bazy (s1(P71),...,s,(P™1)).

V pripade, ked V = K" je priestor stipcovych vektorov, mozno kazdu jeho bazu a sto-
toznit s prislusnou reguldrnou maticou, ktorej stlpcami st vektory danej bazy. Pri takomto
stotozneni je navod na vypocet matice prechodu obsiahnuty v nasledujicom tvrdeni.

7.4.4. Tvrdenie. Nech a = (w,...,u,), 8 = (vy,...,v,) st dve bazy stlpcového vekto-
rového priestoru K™. Potom Py g=a ™' 3.

Dokaz. Z podmienky o - P, g = B okamzite vyplyva pozadovana rovnost.

To nam dava navod na vypocet matice prechodu pre bazy a, 3 vektorového priestoru
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K™ podla uz zndmej schémy
ERO _
(|B) — (In| Pap) = (el B).

7.5. Matice linearneho zobrazenia vzhladom na rézne bazy

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat vplyvom zmeny béz na maticu linedrneho zobrazenia,
presnejsie, vztahom medzi maticami daného linedrneho zobrazenia vzhladom na rozne dvo-
jice baz.

7.5.1. Veta. Nech V}, V5 st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K, ¢ : Vi — V,
je linearne zobrazenie, o, (3, st dve bazy priestoru Vi a aw, B, s dve bazy priestoru Vs.
Potom

(90)52,51 = P,32,a2 ’ (Qp)az,al : Palﬁl'

Dokaz. Oznacme A = (¢)ay,ar;, B = (9)a,,3, matice linedrneho zobrazenia ¢ vzhladom na
bazy a, s, resp. bazy (3, B5. Pre lubovolné x € V; plati:

B : (w)ﬁ1 - (QO:B)QQ - P,327Q2 . (Qom)OQ
= Pg, 0, A (T)oy = Ppyar " A Py g, - (T), -

Na zéaklade vety 6.4.1. z toho okamzite vyplyva dokazovana rovnost

B = Pﬁz,az A - Palvﬂl'
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Poslednt transformac¢nt formulku si mozno najlahsie zapaméitat pomocou nasleduji-
ceho diagramu:

(Vi) —2 (3, @)
PQ‘LBIT lPB2va2
(W1, B1) T (Va, By)

Nezabudnite, Ze zobrazenia skladdme ,v obratenom poradi®, a tomu musi zodpovedat aj
,obratené poradie“ nasobenia matic!

7.5.2. Priklad. Nech ¢ : K™ — K™ je linedrne zobrazenie a «, B st nejaké bazy pries-
torov K™ resp. K". Oznacme A = (¢)a,g, M = (¢)cm ) matice zobrazenia ¢ vzhladom
na bézy 3, a resp. vzhladom na kanonické bazy €™, (™. Podla poslednej vety plati:
A=P,.m M- Png,
M: Pe(m),a ° A * Pﬁ’s(n).

Ak stotoznime kazd bézu s reguldrnou maticou, ktorej stipce st vektory tejto bazy, tak
uvedené rovnosti nadobudnu tvar

A:a‘l-Im-M-Igl-B:a‘l-M-B,
M=I'a-A-B ' I,=a-A-87",

umoznujuci priamy vypocet jednej z matic A, M na zaklade znalosti baz a, B a druhej
z nich.
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Polozme si teraz obratent otazku. Za akych podmienok st matice A, B € K™*" ma-
ticami toho istého linearneho zobrazenia ¢ : V' — U vzhladom na nejaké dve (mozno no
nie nutne rézne) dvojice baz kone¢norozmernych vektorovych priestorov U, V7 Odpoved
na nu dava nasledujtca veta.

7.5.3. Veta. Nech U je m-rozmerny a V je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom K.
Potom pre Iubovolné matice A, B € K™*" nasledujtice podmienky st ekvivalentné:

(i) A, B st maticami toho istého linedrneho zobrazenia ¢ : V' — U vzhladom na nejaké
dve (mozno no nie nutne rozne) dvojice baz priestorov U, V;

(ii) existuju reguldrne matice P € K™*™ @Q € K"*" také, ze B=P- A - Q;
(iii) h(A) = h(B).

Dokaz. Ekvivalencia (i) < (ii) je priamym dosledkom vety 7.5.1. a tvrdenia 7.4.3. Implikacia
(ii) = (iii) vyplyva z tvrdenia 7.3.5.

Zostava dokazat (iii) = (ii). Ozna¢me h = h(A) = h(B). Pomocou ERO upravime A
aj B na redukovany trojuholnikovy tvar A’ = P; - A, resp. B = P, - B, kde P;, P, st
regularne matice. Zrejme A’, B’ maju rovnaky pocet nenulovych riadkov rovny h. A’ aj
B’ mozno dalej pomocou ESO upravit na blokovy tvar

1, O0nn—n
coinp Vo mn

A”—A"Ql_(o >_B/'Q2_B”>

kde @, @ su regularne matice. Staci pomocou vedicich prvkov jednotlivych riadkov
vynulovat pripadné dalSie nenulové prvky tychto riadkov a, ak treba, vymenit poradie
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niektorych stipcov. Potom P;-A-Q, = P,- B- Q,teda B=P,' - P,-A-Q,-Q;' a
matice P= P,'- Py, Q= Q, - @, st zrejme regularne.

Na zaklade dokazu tejto vety okamzite dostavame zaverecny vysledok.
7.5.4. Veta. Pre kazdé linearne zobrazenie ¢ : V — U medzi konecnorozmernymi vekto-

rovymi priestormi nad polom K mozno zvolit bazu (3 priestoru V a bazu a priestoru U
tak, Ze ¢ ma vzhladom na bazy (3, a maticu v blokovom tvare

. I, On.n—n
(Pl = (Omh,h Omh,nh) ’
kden =dimV, m =dimU a h = h(p).

Skuste si tato vetu dokazat priamo a blizsie Specifikovat bazy 3 a a.. (Ndvod: Spomeiite
si na dokaz vety 6.2.3. o dimenzii jadra a obrazu.)

7.6. Pohyblivé bazy

Linearnu transformaciu kone¢norozmerného vektorového priestoru V' je ¢asto vyhodné po-
pisovat zadanim obrazov vektorov nejakej bazy. Pritom pre rozne transforméacie mozu byt
vyhodné rozne bazy. Napr. pri sledovani nejakého pohybujtaceho sa objektu je prirodzené
udévat jeho polohu vzhladom na bazu spojent s ,,nehybnym® pozorovatelom. Zmenu orien-
tacie takého objektu spdsobeni jeho rotaciou je vsak vyhodnejsie udévat vzhladom na bazu
spojenu s tymto objektom.
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Uvazujme bazy a, 3 vektorového priestoru V. Nech ¥/ : V' — V je linearna transforma-
cia taka, ze J(a) = B. Ak prechod od vektora x € V k jeho obrazu J(z) € V' chapeme ako
vysledok nejakého pohybu (napr. oto¢enia) v priestore V, tak bazu 3 mozno povazovat za
novi polohu premiestnenej bazy . Ak -« je dalsia baza vo V an: V — V je linedrna trans-
formécia také, ze n(8) = =, tak bazu v mozeme chapat jednak ako bazu B premiestnent
transformaciou 7, jednak ako pévodnt bazu a premiestnent transforméaciou 7 o .

Pre maticu zloZenej transformécie 7o vzhladom na bazu a dostdvame popri obvyklom
vyjadreni pomocou ,,pevnej“ bazy a

Mo)a=Ma (Va

taktiez vyjadrenie pomocou ,pohyblivej“ bazy a;, t.j. pomocou baz a, 3,

(mod)a = (V)a-(n)p-

ktoré je zaujimavé obratenym poradim ¢initelov. Staci si uvedomit, ze zo vztahov ¥(a) = 3,
n(B) = v vyplyva (nov¥)(a) = =, a dalej podla ¢asti (iv) tvrdenia 7.4.1. a tvrdenia 7.4.2.
tiez

(77 © 19)04 = Pa,'y = Lap- Pﬁ,"y = (?9)0 : (77)5

Toto pozorovanie mozno matematickou indukciou rozsirit na Tubovolny konecny pocet baz
a linearnych transformacii.

7.6.1. Veta. Nech oy, au, ..., o st bazy konecnorozmerného vektorového priestoru V' a
V1,...,0 : V — V st linedrne transformacie také, ze ¥;(c;—1) = a; pre 1 < i < k. Potom
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maticu zloZenej transformdcie ¥ = 9 o ... o 19, vzhladom na pévodni bdzu oy mozno
vyjadrit ako sucin

(19>a0 = (191)010 Sooo (ﬂk)ak—l

matic (V;)a;_, diel¢ich transformécii ; vzhladom na jednotlivé polohy o;_; pohyblivej
bazy ay.

7.6.2. Priklad. N4jdeme maticu linearnej transforméacie 2 : R3> — R3 ktord vznikne
zloZzenim otocenia {2, okolo osi z = [e3] o uhol 7/4 s otocenim (25 okolo osi so smerovym
vektorom (2;(e;) o uhol 7/3.

Linedrna transformécia (2, mé v baze € = (ey, ez, e3) maticu

cos(m/4) —sin(7/4) 0 V2/2 —/2/2 0
(21)e = [ sin(m/4)  cos(n/4) 0 =|v2/2 V2/2 0
0 0 1 0 0 1

Linearna transformdcia (2, ma v baze 8 = () = (21(e1), 21(e2), €3) (t.j. v ,novej“ baze
€) maticu

1 0 0 1 0 0
()= |0 cos(m/3) —sin(x/3) | =0 1/2 —/3/2
0 sin(n/6)  cos(m/6) 0 v3/2 1/2
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Preto
(2)e = (20 £1)e = (1) - (2)p
V2/2 —/2/2 0 1 0 0
= (v2/2 v2/2 0] |0 1/2 —v3)2
0 0 1 0 v3/2 1/2
V2/2 —V2/4  V6/4
=|v2/2 Vv2/4 —V6/4
0 V3/2  1)2
Na zaklade rovnosti (2)e = (£22)c - (£21)c je uz teraz hrackou vypocitat aj samotni maticu
otocenia (25 vzhladom na kanonickt bazu e:

v2/2 —v2/4  Vb/4 v2/2 v2/2 0
(2)e = (Q)e- ()1 = [ V2/2 v2/4 —V6/4| - | —v2/2 V2/2 0
0 V3/2  1/2 0 0 1
3/4 1/4 6/4
= 1/4 3/4 —/6/4
—/6/4 V6/4  1/2

Cviéenia

7.1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢ : V — U je linedrne zobrazenie. Potom pre
lubovoIné vektory v, ..., v, € V plati p[v,...,v,] = [p(v1),...,¢(v,)]. Dokdzte. Odvodte z toho, Ze
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ak evy,...,ew, generuju V, tak o(v1),...,¢(v,) generuji Im ¢. Specidlne, stipce matice A € K™*"
generuju linedrny podpriestor Imp C K™, kde ¢ : K™ — K™ je dané predpisom p(z) = A - x.

7.2. Uréte hodnost matice A nad polom K:

(2) K =R, A= (3571); (b) K=C A= (311318, %5);
@ K =7, 4= (34) @ K=z 4= (133),

—+

7.3. (a) Dokéazte vzorce z tvrdenia 7.2.4.
(b) Dokaite, 7e pre Tubovoln maticu A € K™*™ a k,l € N plati A% - A' = AR a (AF) = AR

(c) Pre regularnu maticu A € K™*™ rozirte definiciu jej mocniny A* na Tubovovolny celo¢iselny expo-
nent k a dokazte rovnosti A% - Al = A**L (A*)! = AM pre vietky k,l € Z (porovnaj s cvicenim 2.13).

(d) Za akych okolnosti plati pre matice A, B € K™*" rovnost (A-B)* = A*. B* pre Iubovolné k € N?

e) Za akych okolnosti plati pre reguldrne matice A, B € K™*™ rovnost (A - B)* = B* . A* pre Iubo-
(e) ¥ plati pre reg ; P
volné k € Z?
(f) Najdite priklad regularnych matic A, B € R?*2 takych, 7e vSetky styri matice (A4-B)~2, (B-A)~2,
A=2.B%2 B ?. A ? st rozne. D4 sa tato tloha riesit aj bez poéitania inverznych matic?
7.4. Nech P € K™ " je reguldrna matica. Potom pre fubovolné matice A € K™*", B € K"*? plati
h(A - P) = h(A), h(P- B) = h(B). Dokte.

7.5. Zistite, ¢i uvedend matica A nad polom K je reguldrna; v tom pripade vypoditajte k nej inverzni
maticu A71:

(a)K:Q,A:(i%%); (b) K=R, A= é‘fﬁ :
101 o
() K=C, A= ({53''7); (d) K =C, A= (13171
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O

110 110
(e)K:ZQ,A:((l)(H), (f)K:Z'g,,A:(é %)
7.6. Pre matice A, B nad polom R vypoc¢itajte maticu C= A~!- B (ak A je regularna):

_ (-2 1 _ (21 -1). _ (213 _
(a’)A_< 3,2>7B_(32,5>7 (b)A_<;)_(2)g>7B_<_ )
Ako sktsku spréavnosti vypocéitajte maticu A - C — mali by ste dostat B.
7.7. Pre matice A, B nad polom R vypoditajte maticu C= A - B~! (ak B je regularna)
g 011 25
(a)A<—3 >,B:(025>; (b)A:(;g),B:(%%).
0

100
Ako sktsku spravnosti vypodéitajte maticu C- B — mali by ste dostat A.

NN N
o N

N O
wW ot =

7.8. Na zaklade skusenosti nadobudnutych v cvi¢eniach 7.5, 7.6 a 7.7 dokazte tvrdenie 7.3.1.
7.9. Najdite inverzné matice k maticiam R,,, S, z prikladov 6.4.3.; 6.4.4. Vysvetlite geometricky vyznam
ziskanych vysledkov.
7.10. Bazy a, 3 vektorového priestoru R? st tvorené stipcami matic (é (%) i) resp. (711) _(11) §)
(a) N4jdite matice prechodu Pe o, Pg e, Pag a Pg.a.
(b) Vektor = € R? m4 vzhladom na bazu 3 stiradnice (2,7,1)7. Najdite vektor  ako aj jeho stradnice
vzhladom na béazu .

p . . . . . . 101 P , .
7.11. Baza o vektorového priestoru R® je tvorena stipcami matice ((2) 1 i’) Najdite bazy 3, v priestoru R3,

. . 121 010 oy .
ak poznéte matice prechodu Py g = (% ! %) a P, o= (% 0 }) Vypocitajte matice prechodu Pg

a Pyp.
7.12. Lineéarne zobrazenie ¢ : R® — R* je dané predpisom ¢(x,y,2)T = (z +y,7 — y, 3z +y + z,2)T.

(a) Najdite maticu zobrazenia ¢ vzhladom na bazy 3 priestoru R? a « priestoru R* tvorené stipcami

e Prvd strana ePredchddzajiica strana eNasledujiica strana ePoslednd strana eSpit eCeld obrazovka eZavriet eKoniec



(131 o1t
matic (% 421 g) resp. (8 (1]3 §>
(b) Nech z = (1,4, 3)T € R3. N4jdite stiradnice vektora ¢(z) € R* vzhladom na bazu a.

(c) Vektor y € R® m4 vzhladom na bazu 3 stradnice (1,1,1)7. Najdite vektor p(y) € R%.
(d) Kazdu z dloh (b), (¢) mozno riesit dvoma spoésobmi — vysvetlite ako.
(e) Uréte hodnost h zobrazenia ¢ a najdite nejaké bazy priestorov R?, R*, vzhladom na ktoré ma

matica ¢ blokovy tvar (% 8) Napiste explicitne tito maticu.

7.13. Linedrne zobrazenie ¢ : R* — R? mé vzhladom na bazy (3 priestoru R* a « priestoru R® tvorené

1 111
) ’ 1-1 0 . 0507
stipcamlmatch: %_(1)%(1) A:(O 171)matlcuA:<1122>.
i 0@ 0 0 1 5290

a) Najdite maticu zobrazenia v vzhladom na kanonické bazy e®, e(3),

(a)
(b) Nech u = (2,1,0,—1)T € R*. Najdite stradnice vektora ¥(u) € R? vzhladom na bazu a.

(c) Vektor v € R* mé vzhladom na bazu 3 stiradnice (1, —1,1, —1)T. Najdite vektor ¢(v) € R3.

(d) Kazda z tloh (b), (c) moZno riesit dvoma spdsobmi — vysvetlite ako.

(e) Uréte hodnost h zobrazenia v a najdite nejaké bazy priestorov R*, R3, vzhladom na ktoré ma

matica ¢ blokovy tvar (% 8) Napiste explicitne tito maticu.
7.14. Dokéite, ze ¢ = ¢™ = (1,14, (1+2)2,...,(1+z)") je bazou vektorového priestoru R(™ [z] a najdite
matice prechodu Pg ¢, Pe ¢, kde &€ = E(”) = (1,z,22,...,2") je kanonické baza priestoru R(™ [z].

7.15. Podla cvitenia 6.10 je ™ = n = (1,z,[z]s,...,[z],) bazou vektorového priestoru R(™[z]. Pre
0 < k,m < n ozna¢me s(m, k) prvok na mieste (k, m) matice prechodu P¢, a S(m,k) prvok na
mieste (k,m) matice prechodu P, ¢. To znamena, %e pre 0 < m < n plati [z],, = > p_, s(m,k)z* a
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™ = Y"1 S(m, k)[z]i. Koeficienty s(m, k), S(m, k) sa nazgvaja Stirlingove ¢isla prvého resp. dru-
hého druhu.

(a) Dokazte, ze Stirlingove ¢isla prvého druhu vyhovuji podmienkam s(0,0) = 1, s(n,0) = 0 pre
n>1,s(n,n)=1a s(n,k)=0pre k > n.

(b) Dokéazte, ze pre 1 < k < n plati s(n + 1,k) = s(n,k — 1) — ns(n, k). (Ndvod: Vyjadrite polyném
[2]n41 = [7]n(x — n) dvojakym spdsobom a porovnajte koeficienty pri z*.)

(c) Oznac¢me c(n, k) pocet vSetkych permutacii n-prvkovej mnoziny, pozostévajicich z préve k disjunkt-

nych cyklov (vratane 1-cyklov) — pozri cvi¢enie 0.14. Dokazte, Ze éisla c¢(n, k) vyhovuji podmienkam
¢(0,0) =1, ¢(n,0) =0 pre n > 1, ¢(n,n) =1 a ¢(n, k) = 0 pre k > n.

(d) Kombinatorickou tivahou dokézte rovnost c¢(n + 1, k) = ¢(n,k — 1) + ne(n, k) pre 1 < k < n. (Nd-
vod: Vsetky permutécie (n + 1)-prvkovej mnoziny {0,1,...,n} pozostévajice z k disjunktnych cyklov
rozdelte do dvoch skupin podla toho, ¢i obsahuja alebo neobsahuja 1-cyklus (0). Ukézte, ze prvych je
¢(n,k — 1) a druhych nc(n, k).)

(e) Na zéklade (a), (b), (c) a (d) dokazte, ze pre vietky k,n € N plati c(n, k) = (=1)""*s(n, k) =
|s(n, k)|. Cisla c(n, k) sa nazgvaji znamienkovo prosté Stirlingove &isla prvého druhu.

(f) Uvedomte si, Ze (c), (d) st vlastne akymisi pravidlami modifikovaného Pascalovho trojuholnika pre
¢isla ¢(n, k). Vypocitajte hodnoty tychto ¢isel pre n <5, 0 < k < n.

(g) Dokézte, ze Stirlingove éisla druhého druhu vyhovuji podmienkam S(0,0) = 1, S(n,0) = 0 pre
n>1,S(n,n)=1aS(n,k)=0pre k > n.

h) Dokézte, ze pre 1 < k < n plati S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k). (Ndvod: S vyuzitim rovnosti
Jk+1 = [#]x(z — k) vyjadrite polyném 2"! = 22 dvojakym sposobom a porovnajte koeficienty pri

(
[
[#]5)

T
T
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(i) Oznaéme S(n, k) podet vsetkych rozkladov n-prvkovej mnoziny, pozostévajicich z prave k dis-
junktnych mnozin — pozri paragraf 0.6 Dokéazte, Ze ¢isla S(n,k) vyhovuji podmienkam S(0,0) = 1,
S(n,0) =0pren >1,S(n,n)=1aS(n,k)=0pre k > n.
(j) Kombinatorickou tivahou dokézte rovnost S(n+ 1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k) pre 1 < k < n. (Nd-
vod: Vsetky rozklady (n+ 1)-prvkovej mnoziny {0,1,...,n} na k disjunktnych podmnozin rozdelte do
dvoch skupin podla toho, ¢ obsahuji alebo neobsahuji jednoprvkovii mnozinu {0}. Ukézte, Ze prvych
je S(n,k — 1) a druhych kS(n, k).)
(k) Na zaklade (g), (h), (i) a (j) dokazte, Ze pre vietky k,n € N plati S(n, k) = S(n, k).
(1) Uvedomte si, ze (g), (h) st vlastne akymisi pravidlami modifikovaného Pascalovho trojuholnika pre
&isla S(n, k). Vypocitajte hodnoty tychto éisel pre n < 5,0 < k < n.

7.16. (a) Nech a, B st dve bazy konecnorozmerného vektorového priestoru V a ¢ : V. — V je linedrna

transformacia takd, ze ¥(a) = 8. Potom (¥)g = Pq g. Dokazte.

(b) Nech ~ je tretia baza vo V an: V — V je linedrna transformécia taka, ze n(3) = ~. Odvodte
nasledujice vyjadrenie pre maticu zlozenej transformacie n o ¢ vo vyslednej baze v pomocou jej pred-
chddzajicich poloh ac a B: (n oY)y = (¥)g o (1)~.

(¢c) ZovSeobecnite (b) na lubovolny poéet k linedrnych transformécii a k+ 1 baz podla vzoru vety 7.6.1.

7.17. (a) Pre Iubovolnu dvojicu vektorov e; # e; kanonickej bazy € v R?® najdite maticu ({2). transformécie
12, ktora vznikne zloZenim otocenia {2; okolo osi [e;] o uhol ¢ s otocenim (25 okolo osi [e;] o uhol 2.

(b) Na zaklade (a) najdite maticu otocenia o uhol ¢ okolo priamky, ktora lezi v rovine [e;, e;] a zviera
s osou [e;] uhol ¢, vzhladom na bazu e. (VSetky otocenia orientujte podla pravidla pravej ruky.)

(c) Rieste ulohy (a) a (b) pre niekolko konkrétnych volieb bazickych vektorov e;, e; a uhlov ¢, 1.
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7.18. Nech a = (uy, ..., u,) je nejakd baza vektorového priestoru V nad polom K a B = (v,

o) e
Tubovolnd usporiadand m-tica vektorov z V. Uvedomte si, Ze maticu Py g = ((vl)a,

...,('vm)a) €

K™*™ mozno definovat aj za takychto vSeobecnejSich pomienok a dokézte nasledujice tvrdenia:

(a) Pre hodnost matice Pq g plati h(Pq g) = dim[vy, ..., vp].

(b) Ak m = n, tak matica Pq g je regularna prave vtedy, ked aj 3 je baza priestoru V.

(c) Ak m = n, tak pre jednoznacne uréené (nie nutne bijektivne) linedrne zobrazenie ¥ : V' — V také,
ze ¥(u;) = v; pre ¢ < n stéle plati () = Pa g.
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8. Afinné podpriestory a afinné zobrazenia

Ked sme v paragrafe 4.1, odvoldvajic sa na geometricky nazor, ilustrovali pojem lineér-
neho podpriestoru, ako priklad sme uviedli, ze netrivalne vlastné linearne podpriestory
,n4sho“ trojrozmerného vektorového priestoru R? st prave priamky a roviny prechddzajiice
rodzenosti tohto pojmu, ¢i aspon pocitit potrebu zaviest taky pojem podpriestoru, ktory by
napr. v R? zahfiial vietky priamky a roviny, nielen tie prechadzajtice poc¢iatkom. Podobne
sme v paragrafe 6.1 hned po definicii pojmu linedrneho zobrazenia boli ntteni uc¢init po-
znamku o jeho odlisnosti od pojmu linearnej funkcie pouzivaného v matematickej analyze.
Vzapati sme prijali zavizok, Ze sa s tymto nedostatkom v prihodny cas vyrovname.

Ten cCas prave nastal. Spominané medzery zaplnime definiciami pojmu afinného pod-
priestoru alebo tiez linedrnej variety a pojmu afinného zobrazenia. Afinita znamend pri-
buznost, spriaznenost. Citatel sam uvidi, Ze objekty oznacené privlastkom ,afinny* st tizko
spriaznené so zodpovedajicimi objektmi nestcimi privlastok ,linedrny“. Taziskom kapitoly
bude klasifikacia vzajomnej polohy afinnych podpriestorov vo vektorovom priestore.

8.1. Body a vektory

Na vektory, ¢ize na prvky vektorovych priestorov — aspon pokial ide o konecnorozmerné
vektorové priestory nad R, — sa divame ako na orientované tsecky s pociatkom v bode 0.
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Uz tato veta prezradza, ze povodne sa na prvky takéhoto priestoru divame ako na body
a cely priestor chapeme ako homogénny, t.j. vSetky body povazujeme za rovnocenné a
nevyclenujeme v nom nijaky privilegovany bod za pociatok. Az na zaklade tohto pévodného
porozumenia dokazeme po vyc¢leneni nejakého pociatku O (ktorym sa moze stat fubovolny
bod homogénneho priestoru) nahradif bod A prislusného priestoru orientovanou useckou

— —
OA a nasledne abstrahovat od jej polohy, to znamena uvidief za nou vektor u = OA,
dany len jej velkostou, smerom a orientaciou, ktory mozno umiestnit do lubovolného bodu
priestoru — nielen do pociatku.

Afinngm priestorom nad polom K rozumieme vektorovy priestor V' nad tymto polom,
pri pohlade na ktory sme sa vratili k onomu pévodnému porozumeniu jeho Struktire a
prvkom. Tie sa z vektorov stali opét bodmi a pociatok (t.j. nulovy vektor) stratil svoje
vysadné postavenie — stal sa z neho bod ako kazdy iny.

Formélnu definiciu afinného priestoru nad polom K tu uvadzat nebudeme. Sme totiz
toho nézoru, Ze matematickd formalizacia rozdielu medzi oboma spominanymi pohladmi
na prvky vektorového priestoru by v tejto chvili vniesla do veci viac zmétku nez svetla. Cel-
kom postaci, ked tlohu prepina¢a medzi oboma pohladmi zverime dvojiciam slov ,bod“ —
yvektor a ,afinny“ —  linearny“, pripadne ,afinny*“— ,vektorovy“. Na druhej strane vsak
pred nami vyvstava potreba formalnej definicie podmnozin vektorového priestoru, ktoré
st ,,vernymi képiami* linedrnych podpriestorov — nemusia vSak prechddzat pociatkom, ale
mozu byt umiestnené ,kdekolvek*.
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8.2. Afinné podpriestory

V celom tomto a nasledujucich dvoch paragrafoch V' oznacuje nejaky pevny, no inak fubo-
volny, vektorovy priestor nad polom K a m, n st prirodzené ¢isla.

Kvoli pohodliu ¢itatela budeme pismenami p, g, » (mozno s indexmi) znacit vylucne
body, u, v, w oznac¢uju zasa vylu¢ne vektory, kym «, y, z moézu podla potreby oznacovat
body i vektory. Taktiez sa dohodneme, Ze rozdiel dvoch bodov budeme chépat ako vektor,
kym sucet bodu a vektora ako bod.

Nech p,q € V, p # q. Priamkou prechadzajiucou alebo tiez uréenou bodmi p, q ro-
zumieme mnozinu ¢(p, ), ktora dostaneme tak, ze do bodu p umiestnime vSetky mozné
skalarne nasobky vektora g — p. Typicky bod priamky /(p, g) ma teda

z=p+t(g—p) = (1—-t)p+tgq,

kde t € K, ¢ize
((p,q) ={sp+tgstcK&s+t=1}CV.

tvar Tento vyraz méa, samozrejme, zmysel aj pre p = q, vtedy vsak nejde o priamku ale
o jednobodovii mnozinu ¢(p, p) = {p}. Z uvedeného tvaru ihned vidime, Ze

{(p, q) = ((q, p)

pre ITubovolné p,qe V.
Linearnu kombinaciu, t.j. vyraz tvaru

n
topo +tip1 + ... + 1Py = Z t;pi,
=0
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kde n € N, pg,...,p, € V, to,t1,...,t, € K, nazyvame afinnou alebo tiez barycentric-
kou' kombindciou bodov pg, pi, ..., Pn, ak plati to +t; + ... +t, = 1. Vysledok afinnej
kombinacie bodov budeme chépat ako bod; iné linedrne kombinéacie bodov ako afinné sa
v naich uvahéch nevyskytnia. (Este si vS§imnite, ze kazda afinnd kombindcia je neprazdna,
t.j. obsahuje aspon jeden ¢len.)

Neprazdnu podmnozinu M vektorového priestoru V' nazyvame jeho afinnym podpries-
torom, pripadne linedrnou varietou vo V', ak pre vSetky body p, q, 7 € M a kazdy skalar
s € K plati

sp+(l—s)ge M a p—q+re M.

Inak povedané, () # M C V je afinny podpriestor, ak M je uzavretd vzhladom na afinné
kombinacie uvedenych dvoch typov. Prva podmienka znamena, ze pre vsetky p, g € M plati
U(p,q) C M, t.j. M s kazdou dvojicou bodov obsahuje celtt priamku nimi uréent. Druha
podmienku dodavame len kvoli poliam charakteristiky 2; ak char K # 2, tak uz vyplyva
z prvej, takze je vlastne zbytocna. Na druhej strane, napr. vo vektorovom priestore V' nad
polom Zs pre vSetky body p, g € V plati {(p, q) = {p, q}, teda len prvej podmienke by
vyhovovala kaZdd podmnozZina M C V. Podrobnejsie o tom pojednéava nasledujtce tvrdenie,
ktoré je oc¢ividne analégiou tvrdenia 4.1.2.

8.2.1. Tvrdenie. Pre lIubovolnii neprazdnu mnozinu M C V nasledujice podmienky st
ekvivalentné:

(i) M je afinny podpriestor vo 'V, t. j. pre lubovolné p, ¢, € M, s € K platisp+ (1 —s)ge M
ap—q+reM;

L Barycentrum znamena tazisko.
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(ii)) M je uzavretd vzhladom na lubovolné afinné kombinécie trojic bodov, t.j. pre vSetky
p,qre M, s te K plati sp+tq+ (1 —s—t)re M;

(iii) M je uzavreta vzhladom na akékolvek afinné kombindcie, t. j. pre vSetky n € N, body
Po, P1,---,Pn € M a skalary tg,ty,...,t, € K také, ze to +t, + ... +1t, = 1, plati
t0p0+t1p1 ++tnpn € M,

Ak char K # 2, tak uvedené podmienky st navyse ekvivalentné s podmienkou
(i~) pre lubovolné p,q € M, s € K plati sp+ (1 —s)qg € M.

Dokaz. Implikacie (iii) = (ii) = (i) st zrejmé aj bez predpokladu char K # 2. Dokazeme
implikaciu (i) = (iii); pri dokaze vyjde navySe najavo, Ze pre char K # 2 sta¢i na odvodenie
zaveru (iii) slabsia podmienka (i) miesto (i).

Predpokladajme (i) (teda tym skor (i™)) a pripustme, Ze podmienka (iii) neplati. Oznac-
me n najmensie prirodzené cislo, pre ktoré to nastane. Potom n > 2 a pre vSetky k£ < n pod-

mienka (iii) plati, ¢ize M je uzavreta na afinné kombinacie < n bodov. Nech py, ..., p, € M,
to,...,t, € K stutaké, ze to+...+t, =1atopo+ ...+ t,p, ¢ M. Treba zvazit dve moz-
nosti.

(a) Ak t; # 1 pre aspoii jedno i < n, tak bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat,

ze to # 1. Oznac¢me
31

qzl_t0p1+...+rtopn.
Kedze
t tn tit...+tn
+ ...+ = :1,
1— 1, 1— 1, 1— 1,
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g € M, lebo g je afinnou kombinaciou n bodov z M. Potom
topo +t1p1 + ... +tapn = topo + (1 —to)ge M

vyplyva uz z podmienky (i~). To je vSak spor.

(b) Ak t; = 1 pre vSetky ¢ < n, tak ide o afinni kombinaciu py + p1 + ... + po_1+ pPn a
ty+...+t,-1 = —1. Potom ¢ = —p; —...— p,_1 je afinnou kombinaciou n — 1 bodov z M,
teda g € M. Podla druhej z podmienok v (i) mame

Po+pi+...+Po1+Pp=pPo—q+p, €M,

¢o je opét spor.
Ak char K # 2, moZno sa zaobist bez tejto podmienky. Kedze % + % =1, uzz (i)
vyplyva %po = %pn € M. Nakolko 2 + (—1) = 1, opiit len z (i~) dostavame

1 1
Po+Pp1t...+ Pr1+ Pn =2<§po+§pn) —g&eM.
Poznamka. Ak char K = oo, tak moznost (b) zrejme nemoze nastat, teda v uvedenom
dokaze sta¢i uvazovat len moznost (a). Zaroven vidno, Ze v druhej ¢asti bodu (b) je pod-
statny predpoklad char K # 2. Bez neho by sme totiz nevedeli zarucit existenciu prvku
1/2=2"' € K inverzného k prvku 2 =1+1 € K.

Nasledujtuca veta ukazuje, ze afinné podpriestory skuto¢ne nie st ni¢im inym, nez line-
’ . . . ’ . ° 1 7 z v 7’ 4 :
arnymi podpriestormi posunutymi do lubovolného bodu prislusného vektorového priestoru.
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8.2.2. Veta. Nech M C V. Potom M je afinny podpriestor vo V' prave vtedy, ked existuje
bod p € V' a linearny podpriestor S C V taky, ze

M=p+S={p+u, uec S}
V tom pripade pre vsetky q,r € M, u € S plati
g—1res, qg+uec M, M=gq+ 5,
S={z—qgzxecM}={x—y, x,yc M}.
Dokaz. Nech M C V je afinny podpriestor a p € M je jeho Ilubovolny bod. Polozme
S={x—p, ze M}

Potom zrejme M = p + S. Stadl teda dokazat, ze S C V je linearny podpriestor. Kedze
p € M, plati 0 = p— p € S. Ukdzeme uzavretost S na linedrne kombinécie. Nech u, v € S,
a,be K. Potom u=x— p, v=1vy— p pre nejaké x,y € M. Jednoduchy vypocet dava

au+bv=a(x—p)+bly—p) =ax+by+ (1l —a—b)p—p.

Prvé tri séitance tvoria afinni kombinaciu bodov z M, teda ax+ by + (1 —a — b)p € M;
preto tiez au+ bv € S

Nech naopak M = p+ S pre nejaky bod p € V a linedrny podpriestor S C V. Podla
tvrdenia 8.2.1. sta¢i ukézat uzavretost M na afinné kombindcie trojic. Nech x, y,z € M,
s,t € K. Potom x=p+u, y=p+ v, 2= p+ w pre nejaké u, v, w € S. Pocitajme

setty+(l—s—t)z=s(ptu)+t(p+ov)+(1—s—1t)(p+ w)
=p+suttv+(l—s—t)w.
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Kedze tu+ sv+ (1 — s —t)w € 5, dostavame sx+ty+ (1 —s—t)z€ M.
DalSie tri podmienky mozno teraz overit priamymi vypoctami, ktoré prenechavame
Citatelovi; Stvrta z nich okamzite vyplyva.

8.2.3. Dosledok. Kazdy linearny podpriestor S vektorového priestoru V' je jeho afinnym
podpriestorom. Afinny podpriestor M vektorového priestoru V' je jeho linearnym podpries-
torom prave vtedy, ked 0 € M.

Zameranim alebo tiez smerovym podpriestorom afinného podpriestoru M C V nazy-
vame linearny podpriestor

DirM={x—y, z,yc M} C V.

(Oznacenie pochédza z anglického slova direction). Podla vety 8.2.2. je Dir M jediny linedrny
podpriestor vo V' taky, ze M = p+ Dir M pre nejaké (pre kazdé) p € M. Taktiez pre kazdé

p € M plati
Dir M ={x—p;, x € M}.
Pre kazda usporiadant (n + 1)-ticu bodov (py, ..., p,), vektorového priestoru V', pri-
padne pre jeho kone¢nt neprazdnu podmnozinu {py, ..., p,}, oznacme

g(pO,;pn):{tOPO"i__"tnpn; tg,,tnEK&to—l-—Ftn:l}

mnozinu vSetkych afinnych kombinacii bodov py, ..., p,. Z prave dokazaného tvrdenia vy-
plyva, Ze {(po, ..., P,) je najmensi afinny podpriestor vo V', ktory obsahuje vSetky body
Po, - - -, Pn; Nazyvame ho afinng obal bodov py, ..., p, alebo tiez afinny podpriestor gene-
rovany bodmi py, ..., P,.
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Vo v8eobecnosti mozno pre Iubovolnt (i nekoneéntt) neprazdnu mnozinu X C V de-
finovat jej afinng obal ¢(X), nazyvany tiez afinny podpriestor generovany mnozinou X,
ako mnozinu vSetkych (konecnych) afinnych kombinacii bodov z X. Opit plati, ze ¢(X) je
najmensi afinny podpriestor vo V', pre ktory X C ¢(X).

8.2.4. Tvrdenie. Nech py, p1,...,pn € V. Potom

Upo,p1,---,Pn) =Po+ [P1 — Po,- - Pn — Do,
Dirg(p()?pl?"'apn) — [pl — Po;---,Pn _p()}

Dokaz. prenechdvame ako cvicenie Citatelovi.
Dimenziou alebo tiez rozmerom afinného podpriestoru M C V', oznacenie dim M, na-
zyvame dimenziu jeho zamerania, teda

dim M = dim Dir M.

Body po, p1, ..., p. vektorového priestoru V nazyvame afinne nezdvislé, ak vektory
P1 — Po,---,Pn — Po SU linedrne nezavislé. Z nasledujiceho ocividného tvrdenia okrem
iného vyplyva, ze body pg, p1,...,p, € V st afinne nezavislé prave vtedy, ked pre nejaké

(pre kazdé) 0 < k < n vektory p; — py, kde 0 < j < n a j # k, su linearne nezavislé. Inak
povedané, plati

8.2.5. Tvrdenie. Body pg, p1,...,p, € V st afinne nezavislé prave vtedy, ked

dimg(p()uplu 000 7pn) =n
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Zrejme 0-rozmerné afinné podpriestrory vo V st prave vSetky body p € V (presnejsie,
v8etky jednobodové podmnoziny vo V). Tieto afinné podpriestory nazyvame tiez trividlne.
Jednorozmené afinné podpriestory vo V' nazyvame priamkami. Kazda priamka ma naozaj
tvar {(p, q) pre nejaké afinne nezavislé (t.j. rozne) body p, g € V. Dvojrozmerné afinné
podpriestory vo V' nazyvame rovinami. Taktiez samotny priestor V' je svojim nevlastnym
afinnym podpriestorom. Ak dimV = n, tak (n — 1)-rozmerné afinné podpriestory vo V/
nazyvame nadrovinami.

Kym pojmy ,,bod“, ,priamka“ a ,rovina“ st absolitne v tom zmysle, ze zavisia len na
dimenzii prislusného afinného podpriestoru, pojem nadroviny je relativny, lebo zavisi na
vztahu dimenzii afinného podpriestoru a celého priestoru. Napriklad ak dim V' =1 (t.j. ak
samotné V je priamka), tak kazdy bod vo V' je zaroven nadrovinou. Nadrovinami v dvoj-
rozmernom priestore (t.j. v rovine) st zasa vSetky priamky. V trojrozmernom priestore V'
pojmy roviny a nadroviny splyvaji. V Stvorrozmernom priestore st zasa nadrovinami troj-
rozmerné podpriestory; atd. ESte poznamenajme, Ze v 0-rozmernom (t.j. jednobodovom)
priestore V' niet priamok, rovin ani nadrovin.

8.3. Prienik a spojenie afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe mierne zovseobecnime niektoré vysledky paragrafov 4.3 a 5.4 o prieniku
a sucte linearnych podpriestorov do podoby pouzitelnej pre afinné podpriestory.

8.3.1. Tvrdenie. Nech M, N C V su afinné podpriestory. Potom M N N je afinny pod-
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priestor vo V prave vtedy, ked M NN # (). V tom pripade
Dir(M N N) = Dir M N Dir N.

Dokaz. Ak M NN = (), tak to samozrejme nie je afinny podpriestor. Nech M N N # ().
Oznacéme S = Dir M, T = Dir N prislu$né smerové podpriestory. Zvolme Iubovolny bod
p € M N N. Sta¢i dokazat rovnost

MNN=p+(SNT).

Zvolme g € M N N. K nemu existuja u € S, v € T také, ze ¢ = p+ u = p + v. Potom
u=veSNTagqgep+(SNT). Teda MNN C p+(SNT). Obratena inklzia je trividlna.

Neprézdnost prieniku M N N mozno zarucit za predpokladu, Ze linedrny priestor
Dir M + Dir N je ,dost velky*.

8.3.2. Tvrdenie. Nech M, N CV su afinné podpriestory. Potom
DirM +DirN=V = MNN #0.

Dokaz. Oznaé¢me S = Dir M, T' = Dir N. Zvolme Iubovolné p € M, q € N. Kedze
S+ T =V, existuju vektory uw € S, v € T také, ze ¢ — p = u+ v. Potom

gq=p+(g—p)=p+utw

V désledku toho p+u=q—ve MNN,lebop+uec Maqg—ve N.
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Spojenim afinnych podpriestorov M, N C V| oznacenie M LI N, nazyvame afinny obal
ich zjednotenia. Teda
MUN ={4(MUN).

Zrejme M U N je najmensi afinny podpriestor vo V', ktory obsahuje M aj NN, a pre linearne
podpriestory S, T C V plati SUT =S +T.

8.3.3. Tvrdenie. Nech M, N C V st afinné podpriestory.

(a) Ak M NN # 0, tak
Dir(M U N) = Dir M + Dir N,

MUN =M+ DirN =N + Dir M.
(b) Ak M N N = (), tak pre lubovolné p € M, q € N plati
Dir(M UN) = [q— p| + Dir M + Dir N,
MUN=M+ ([gq—p|+Dir N) = N + ([q— p| + Dir M).

Pozndmka. Stoji za zmienku, Ze obe rovnosti z (b) st splnené aj za predpokladu M N N # ).
V tom pripade vSak pre Tubovolné » € M N N plati

q—p=(r—p) +(g—r) €Dir M + Dir N,

takZze vektor ¢ — p mozno v prislunych vztahoch vynechat. Rovnako tomu bude i v pri-
klade 8.3.5.
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Dokaz. Stac¢i dokazat len (b), lebo (a) z neho vyplyva vo svetle nasej poznamky. Oznacme
S =DirM, T = Dir N a zvolme p € M, g € N. Budeme dokazovat iba rovnost

MUN=p+[qg—p|+S5S+T;

zvysok je uz jej bezprostrednym dosledkom.
Kazdy bod € M U N je afinnou kombinéciou

r= Zsipi == thqj
=0 7=0

kde pg,....pm €M, q,...,q, € M, 30,...,3m,t0,...,tnEKaZismLthj:1. Potom
Pi—pES, gg—qeT prei<m,j<n Oznatme s =5y+...+ 5y, t =1t +... +1, a
pocitajme

r=(sp+tQ+ Y sipi—p)+> ti(g
1=0 7=0

=p+t(g—p)+ Y si(p +Zt ¢—q €ptlg—p+S+T,
=0

kedze s =1 —t. Teda M UN C p+ [q— p] + S + T. Obréatend inklizia je trividlna.

8.3.4. Dosledok. Nech M, N CV su konecnorozmerné afinné podpriestory. Potom

dim M + dim N — dim(M N N), ak MNN # 0,

dim(M U N) =
im( ) {dimM+dimN—dim(DirMﬂDirN)+1, ak MO N = 0.
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8.3.5. Priklad. Vo vektorovom priestore V uvazujme konecnorozmerné afinné podpries-

tory
M=p+u,...,w,), N=gq+][v,...,0,)
Potom
MUN < dPHus v, ak M NN 0,
p+[q—p,ul,...,um,vl,...,fvn], akMﬂN:Q),
dim(M U ) = § mla st v, v, ak M NN #0,
dim{g— p,ui, ..., U, v1,...,0,]), ak M NN = 0.
Ak navyse predpokladame, ze tak vektory uy, ..., u,, ako aj vektory vy, ..., v, s linedrne

nezavislé, tak
m+n—k, ak M NN # 0,

dim(M LU N) =
im( ) {m—i—n—k‘—i—l, ak M NN =0,

kde k = dim([uy, ..., wy,] N [v1, ..., v,]).

8.3.6. Priklad. V stipcovom priestore R* st dané vektory = = (1,2,3,4), y = (0, 3,1, 1),
z=(1,1,0,0)T, u=(0,-2,4,3)", v=(2,6,2,5)7, w=(0,0,1,1)T a blizsie neuréené body

p, q. Potom S = [z, y, 2|, T = [u, v, w| st linedrne podpriestory a M = p+ S, N =q+ N

st afinné podpriestory v R%. Najdeme dimenzie linedrnych podpriestorov S + 71, SN T a
afinnych podpriestorov M N N, M LI N v zavislosti na p, q.
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Linearny podpriestor S + 7' je generovany stipcami blokovej matice

1 01 020
2-311-260
3 10| 421 |°
4-10| 351

pri¢om stlpce Iavého bloku generuji linearny podpriestor S a stipce pravého bloku linearny
podpriestor T'. Tato matica je riadkovo ekvivalentna s blokovou maticou

10 1 0 20
01-3| 4-40
00 3|-3 31
00 0] 0 O1

v stuptiovitom tvare, ktorej riadky maji vediice prvky v stipcoch 1, 2, 3 a 6. Hned vidime,
ze vektory x, y, z tvoria bazu S a vektory x, y, z, w bazu S + T'. Doupravovanim pravého
bloku na riadkovo ekvivalentny stupnovity tvar

4-40
0 20
0 01
0 00

sa mozno presvedCit, ze i vektory u, v, w s linedrne nezavislé, teda tvoria bazu T'. Zhr-
nutim dostavame dim S = dim7" = 3, dim(S + 7T') = 4. Odtial podla vety 5.4.1. vyplyva
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dim(SNT)=3+3—-4=2. Takze S +T = R* a bez toho, Ze by sme cokolvek dalej
pocitali, z tvrdenia 8.3.2. vieme, Ze nezéavisle na bodoch p, q plati M N N # (). Preto
dim(M N N) = dim(S N T) = 2 podla tvrdenia 8.3.1. S pouzitim tvrdenia 8.3.3. a do-
sledku 8.3.4. dostavame dim(M U N) = dim(S +T) = 4.

8.4. Vzajomna poloha afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe podame slibenu klasifikiciu vzajomnej polohy dvojic netrividlnych vlast-
nych afinnych podpriestorov vo vektorovom priestore V. (Hoci to nie je z logického hla-
diska nevyhnutné, aby sme sa vyhli triedeniu trivialit, body a cely priestor V' z nasich tvah
vyluéujeme.) Této téma prirodzenym spdsobom rozsiruje latku stredoskolskej geometrie,
zahfnajicu klasifikiciu vzajomnej polohy priamok v rovine resp. priamok a rovin v (troj-
rozmernom) priestore.

Polohu netrividlnych vlastnych linedrnych variet M, N C V budeme klasifikovat na
zéklade dvoch kritérii:

(A) Ak plati Dir M C Dir NADir N C Dir M, hovorime, 7e M, N st rovnobezné a piseme
M| N.
V opacnom pripade, t.]j. ak plati Dir M € Dir N & Dir N € Dir M, hovorime, ze M,

N nie st rovnobezné, a piseme M |f N.

(B) Ak plati M N N ## (), hovorime, ze M, N sa pretinaji.
V opac¢nom pripade, t.j. ak M NN = (), hovorime, ze M, N sa nepretinaji, alebo, Ze
su disjunktne.
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Celkovo teda dostavame Styri moznosti:
(1) M || N & M NN #0, ¢ize M, N sa rovnobezné a pretinaju sa.

Lahko moZno nahliadnut, Ze v takom pripade plati Dir M C Dir N < M C N a
DirN C DirM < N C M. Teda M C N alebo M C N. Hovorime, Ze jedna
z linearnych variet M, N je podvarietou druhej, alebo, ze M, N st vo vztahu inklizie.

(2) M || N & M NN =, ¢ize M, N st rovnobezné a nepretinaju sa.
Tento pripad nazyvame vztahom pravej rovnobeznosti.

(3) M [N & M NN # ), ¢ize M, N nie st rovnobezné a pretinaju sa.
Hovorime, ze M, N st roznobezne.

(4) M fN & M NN =, ¢ize M, N nie st rovnobezné a nepretinajui sa.
V tomto pripade eSte rozlisujeme dve dalSie moZnosti:
(4a) Ak Dir M N Dir N = {0}, hovorime, ze M, N si mimobezné.
(4b) Ak Dir M N Dir N # {0}, hovorime, ze M, N su ciastocne rovnobezné.

Pripady (1), (2), (3) st ndm dobre zname zo stredoskolskej planimetrie, s pripadom (4)
sa v8ak v rovine stretntt nemozno — dve priamky v rovine bud splyvaju alebo st to pravé
rovnobezky alebo roznobezky. Zo stredoskolskej stereometrie, okrem pripadov (1), (2), (3),
ktoré sa realizuju vo vzajomnych polohach dvojic priamok, dvojic rovin ako i priamky a
roviny v trojrozmernom priestore, pozname aj pripad (4a) — ide o pripad mimobeznych
priamok. S pripadom (4b), t.j. s pripadom c¢iastoCnej rovnobeznosti sme sa vSak dosial
nestretli a nedokédzeme ho spojit so ziadnou nézornou geometrickou predstavou. Nie je to
nahoda. Plati totiz nasledujtce tvrdenie.
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8.4.1. Tvrdenie. Nech M, N C V st ¢iastocne rovnobezné linearne variety. Potom dim M > 2,
dimN >2 adimV > 4.

Dokaz. Ozna¢me S = Dir M, T' = Dir N. Potom S N T je netrivalny vlastny linedrny
podpriestor kazdého zo zamerani S, T. Teda dim(SNT) > 1, dimM = dimS > 2,
dim N =dim 7T > 2 a taktiez

dim(SN7T) < min(dim S,dim 7T") — 1.
S pouzitim vety 5.4.1. z toho vyplyva

dim(S+7T)=dim S +dim 7T — dim(S N 7T)
> dim S + dim 7 — min(dim S, dim 7") + 1
= max(dim S,dim7") +1 > 3.

Kedze M NN = (), podla tvrdenia 8.3.2. je S+ T vlastny linedrny podpriestor vo V. Preto
dimV >dim(S+7)+1 > 4.

Na druhej strane v fubovolnom vektorovom priestore V' dimenzie > 4 nie je fazké najst
priklady c¢iasto¢ne rovnobeznych linedrnych variet. Presvedcte sa, ze napr.

M = [61, 62], N = ey + [62, 63]

st asto¢ne rovnobezné roviny v K*. Skiiste najst iné priklady.
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8.5. Afinné zobrazenia

Nech U, V st vektorové priestory nad tym istym polom K. Hovorime, ze f : V — U je
afinné zobrazenie, ak pre Tubovolné body p, g, 7 € V a skalar s € K plati

fsp+(1—s)g=sf(p)+(1—s)f(q),
f(p—q+r) =f(p)— flq + f(r).

Podobnym sposobom ako tvrdenie 8.2.1. mozno dokéazat, Ze afinné st prave tie zobrazenia
f 'V — U, ktoré zachovavaju vsetky afinné kombinacie trojic bodov, ¢i, takisto, vobec
vSetky afinné kombindcie; v pripade pola charakteristiky # 2 sta¢i Ziadat zachovavanie
afinnych kombinacii dvojic.

8.5.1. Tvrdenie. Nech U, V sii vektorové priestory nad polom K. Potom pre Iubovolné
zobrazenie f : V' — U nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(i) f je afinné zobrazenie;

(ii) pre vSetky p,q,r €V, s,t € K plati
fsp+tq+(1—s—t)r)=sf(p)+tf(q) + (1 —s—1)f(r);

(iii) pre kazdé n € N a vSetky body po, p1 ..., pn € V a skalary to,t1,...,t, € K také, ze
to+t1+...+t, = ]., platf

f(topo +tip1 + ... + tupyn) = tof(Po) +t1f(P1) + ... + tuf(Pn).
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Ak char K # 2, tak uvedené podmienky sii navyse ekvivalentné s podmienkou

(ii-) pre vSetky p,q €V, s € K plati
fsp+(1—=s)g) =sf(p)+(1—3)f(a)

Posunutim alebo transldciou vektorového priestoru V o vektor w € V nazyvame zo-
brazenie V' — V dané predpisom & — x+ wu.

Zrejme kompoziciou posunutia o vektor w € V' a posunutia o vektor v € V' je posunutie
o vektor u+ v. Kazdé posunutie je bijektivne zobrazenie; inverzné zobrazenie k posunutiu
o vektor u je posunutie o opa¢ny vektor —u.

Z nasledujucej vety okrem iného vyplyva, Ze kazdé afinné zobrazenie mozno dostat
kompoziciou linearneho zobrazenia a posunutia.

8.5.2. Veta. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom zobrazenie f : V — U
je afinné prave vtedy, ked existuje vektor u € U a linedrne zobrazenie ¢ : V — U také, ze
pre kazdé x € V' plati

f(x) = p(z) + .
Dokaz. Treba dokazat dve veci:

(1) Pre lubovolny vektor w € U a linedrne zobrazenie ¢ : V' — U je predpisom f(xz) =
() + u dané afinné zobrazenie f : V — U.

(2) Ak f : V — U je afinné zobrazenie, tak priradenie ¢(z) = f(x) — f(0) definuje
linearne zobrazenie ¢ : V — U.
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V jednom i druhom pripade mozno zachovavanie prislusnych afinnych resp. linedrnych
kombinécii overif priamymi vypoctami, ktoré prenechéavame citatelovi.

Zrejme vektor u € U ako aj linedrne zobrazenie ¢ st podmienkou vety urcené jedno-
znacne. Zobrazenie ¢ = f — f(0) nazyvame linedrnou castou a vektor u = f(0) absolitnym
¢lenom afinného zobrazenia f. PiSeme tiez f = ¢ + w.

Afinné zobrazenia st tak zovSeobecnenim funkcii f : K — K tvaru f(z) = ax + b, kde
a,b € K, ktoré (najmé v pripade K = R) v matematickej analyze nazyvame linedrnymi,
na viacrozmerné vektorové priestory.

8.5.3. Dosledok. Nech U, V' sti vektorové priestory nad polom K. Potom

(a) Iubovolnd transldcia priestoru V je afinné zobrazenie;
(b) lubovolné linearne zobrazenie ¢ : V' — U je afinné;
(c) afinné zobrazenie f : V — U je linearne prave vtedy, ked f(0) = 0.

8.5.4. T'vrdenie. Nech U, V, W st vektorové priestory nad polom K a g : W — V,
f V. — U su afinné zobrazenia. Potom aj ich kompozicia fog : W — U je afinné
zobrazenie.

Dokaz. Hoci priamym vypoc¢tom mozno overit, Ze fog zachovava afinné kombinacie, podame
radsej dokaz zaloZeny na vete 8.5.2., ktory nam poskytne informéaciu navyse.

Nech f=¢p+u, g=v+v kde ¢p : V — U, ¢ : W — V si linedrne zobrazenia a
u= f(0), v=g(0). Potom pre z € W s vyuzitim linearity ¢ dostavame

(fo9)(2) = p(¥(2) + v) + u= (v o9)(2) + p(v) + u.
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Teda f o g je afinné zobrazenie zlozené z linedrneho zobrazenia ¢ o ¢ a posunutia o vektor
o(v) + u.

Vzorec odvodeny v nasom dokaze stoji za zaznamenanie. Pre linedrne zobrazenia v :
W —=V,p:V —Uavektory ve V, ue U plati

(p+u)o(P+v)=(pot)+(pv+u)

8.5.5. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K, f : V — U je afinné
zobrazenie a M C V, N C U st afinné podpriestory. Potom f(M) je afinny podpriestor
v U a f~1(N) je afinny podpriestor vo V alebo prézdna mnozina.

Doékaz. Nech f = ¢ + u, kde ¢ je linedrna ¢ast f a w = f(0). Nech dalej M = p+ S,
N=q+T,kdepe M,qge N aSCV,T CU st linearne podpriestory. Potrebny zaver
vyplyva z tvrdeni 6.1.3., a vety 8.2.2. a nasledujtcich rovnosti

f(M) = f(p) + ¢(S),
FYN) = z+ o YT), kde z€ V je lubovolné také, ze ¢(z) = q— wu,
~ o, ak neexistuje z € V také, ze ¢(2) = q — u,

ktorych dékaz prenechavame citatelovi.

KedZe kazdé posunutie je bijekcia, afinné zobrazenie f = ¢ + u : V — U s linedrnou
castou ¢ je injektivne prave vtedy, ked ¢ je injektivne. Podobne, f je surjektivne prave
vtedy, ked ¢ je surjektivne. Z toho uz priamo vyplyvaju dalSie tri vysledky.

Prvy z nich zovseobecniuje vetu 6.2.3. o dimenzii jadra a obrazu.
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8.5.6. Veta. Nech f : V — U je afinné zobrazenie, pricom V je konecnorozmerny vekto-
rovy priestor. Potom pre Iubovolné y € Im f plati

dim V = dim f~!(y) + dim Im f.

Afinnou transformdciou vektorového priestoru V nazyvame fubovolné afinné zobrazenie
f:V — V. Aj pre afinné transformécie plati obdoba dosledku 6.2.4.

8.5.7. Dosledok. Nech f :V — V je afinna transformacia konecnorozmerného vektoro-
vého priestoru V. Potom [ je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna.

8.5.8. Tvrdenie. Nech f : V — U je afinné zobrazenie s linedarnou ¢astou ¢ a absolitnym
¢lenom uw = f(0). Potom f je bijektivne prave vtedy, ked ¢ je bijektivne. V tom pripade
aj inverzné zobrazenie f~! : U — V je afinné a plati

Fl=¢ — o (u).

1

Teda ! je kompoziciou linedrneho zobrazenia ="' a posunutia o vektor —¢~!(u).

Nech U, V st kone¢norozmerné vektorové priestory a a, B3 st bazy v U resp. vo V.
Rozsirenou maticou afinného zobrazenia f : V' — U s linedrnou ¢astou ¢ a absolttnym
¢lenom w vzhladom na bazy 3, o nazyvame blokovii maticu

(fap = ((@)aﬂ | (u)a)

Ak teda dimU = m, dimV = n, A = (¢)ap je matica linearneho zobrazenia ¢ v bazach
B = (v,...,v,), @ a a= (u)y st stiradnice vektora u v baze a, tak rozsirenou maticou
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afinného zobrazenia f v bazach 3, a je blokova matica

(Heas = ((pv1)as- -, (pW)a | (Wa) = (A]a) € K™D,

Sturadnice bodu @ € V v baze 3 a stradnice jeho obrazu f(z) € U v baze a st tak spojené
rovnostou
(fm)a = (90)04,,3 ’ (:B)'g + (u)a =A- (m)a + a.
Samozrejme, ak f je linedrne zobrazenie, t.j. ak f = ¢ a u = 0, nemé vyznam rozsirovat
maticu (¢)q,s 0 nulovy stlpec.
Z tvrdenia 8.5.4., presnejsie z formuly odvodenej pocas jeho dékazu, a z tvrdenia 8.5.8.
s pouzitim vysledkov paragrafov 6.4 a 7.2 vyplyva nas zaverecny vysledok.

8.5.9. T'vrdenie. Nech U, V, W st kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom K a
a, 3, v st nejaké bazy priestorov U, V', resp. W.

(a) Ak g : W — V, f:V — U st afinné zobrazenia, ktoré maji v prislusnych béazach
rozsirené matice (¢)g~ = (B|b), (f)ap = (A | a), tak ich kompozicia fog: W — U
ma v bazach ~, o rozsirenii maticu

(feglay=(A-B|A-b+ a).

(b) Ak f : V — U je afinna bijekcia s rozsirenou maticou (f)apg = (A| a) v bazach 3,
«, tak k nej inverzné zobrazenie je afinna bijekcia f~' : U — V, ktord méa v bazach

«, 3 rozsireni maticu
(fpa=(471-47"-0a)

)
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Cvicéenia

8.1. Dokazte postupne zavereéné Styri podmienky z vety 8.2.2.
8.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom K.

(a) Tri afinne nezavislé body po, p1,p2 € V sa nazyvaju nekolinedrne. Dokazte, Ze pg, p1, p2 st
kolinedrne prave vtedy, ked lezia na jednej priamke.

(b) Podobne, $tyri afinne nezavislé body po, p1, p2, p3s € V sa nazyvaji nekomplandrne. Dokazte, Ze
Po, P1, P2 P3 SU komplandrne prave vtedy, ked lezia v jednej rovine.

8.3. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a pg,p1,...,Pn,q € V. Dokdzte postupne nasledujtce
tvrdenia:

(a) Body po, p1,-- ., Pn st afinne nezavislé préave vtedy, ked pre nejaké (Tubovolné) i < n st linedrne
nezéavislé vektory p; — p;, kde j € {0,1,...,n} ~ {i}.

(b) q € Upo, p1,---,Pn) prave vtedy, ked g— po € [P1 — Do, - - - , Pn — Po]- Odvodte z toho obe rovnosti
z tvrdenia 8.2.4.

(¢) Ak body po,p1,-..,Pn su afinne nezévislé, tak g € £(po, p1,...,Pn) prave vtedy, ked vektory
P1— Do, ---,Pn — Po, g — Po sU linedrne zavislé.

8.4. Vo vektorovom priestore R* st dané body py = (1,1,2,2)7, p; = (0,1,0,1)7, p, = (1,2,0,3)7 a
q= (07 2,4, 2)T7 r= (71, 2,4, l)T'
(a) Zistite, ¢ plati q € £(po, p1,p2), T € £(po, P1, P2)-
(b) Vypocitajte dimenzie afinnych podpriestorov £(po, p1,P2), {(Po, P1, P2, 9), (Po, P1, P2, T).

(¢) Vypocitajte dimenzie afinnych podpriestorov 4(po, p1, p2) N 4(q, ), £(po, P1, P2) L £(g, r) a uréte
vzdjomnt polohu afinnych podpriestorov £(pg, p1, p2), £(g, 7).

(d) Vypocitajte dimenzie afinnych podpriestorov £(pg, p1)N4(g, r), £(po, p1)¢(g, r) a uréte vzajomni
polohu afinnych podpriestorov £(pg, p1), £(q, 7).
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8.5. (a) Najdite priklad troch priamok v R3 tak, aby fubovolné dve z nich boli mimobezné.
(b) Dokézte, ze priamka a rovina v trojrozmernom vektorovom priestore nemézu byt mimobezné.
(c) Vo vektorovom priestore R* najdite priklad mimobeznej priamky a roviny.
(d) Dokézte, ze dve roviny vo Stvorrozmernom vektorovom priestore nemozu byt mimobezné.
(e) Najdite priklad dvoch mimobeznych rovin v R®.
8.6. Nech pg, p1, P2, P3, P4 st lubovolné afinne nezavislé body vo vektorovom priestore V' nad polom K.
Potom roviny 4(pg, p1,P2), P4 + [P2 — Do, P3 — Po] st ¢iastoéne rovnobezné. Dokézte.

8.7. Repér vo vektorovom priestore sa zvykne definovat ako usporiadand (n + 1)-tica afinne nezavislych
bodov p = (1o, 71,...,7,) € V'L takd, ze {(rg, 71,...,m,) = V, pripadne ako usporiadand (n + 1)-
tica (r,B) = (7, v1,...,v,) € V"L pozostévajtca z fubovolného bodu r € V a bazy B = (vi,...,v,)
vektorového priestoru V. Dokazte nasledujtuce dve tvrdenia:

(a) Nech p = (79, 71, ..., 7,) je usporiadand (n + 1)-tica bodov z V. Potom p je repér vo V v zmysle
prvej definicie, prave vtedy, ked 8 = (7, — g, ..., , — 19) je baza vektorového priestoru V, t.j. prave
vtedy, ked (19, 3) je repér v zmysle druhej definicie.

(b) Nech r je bod z V a B = (vy,...,v,) je usporiadana n-tica vektorov z V. Potom (7, 3) je repér
v zmysle druhej definicie prave vtedy, ked p = (v, r+ vy,..., 7+ v,) je repér v zmysle prvej definicie.

Z toho dovodu nie je potrebné rozliSovat medzi repérmi v zmysle jednej ¢ druhej definicie.

8.8. Nech p = (7, 3) je repér vo vektorovom priestore V nad polom K. Afinngmi alebo tiez barycentrickgms
suradnicami bodu x € V vzhladom na repér p nazyvame stradnice vektora & — r vzhladom na bazu
B, ¢ize (x), = (x— 1r)g. Ak je repér p znadmy z kontextu, hovorime len o afinnych (barycentrickyjch)
suradniciach bodu . Dokazte postupne nasledujuce tvrdenia:

(a) (0,€), kde € = (ey, .. ., €,) je kanonickd baza, je repér v K" a pre kazdé z € K" plati (z) ¢ o) = =

(b) Body repéru p = (79, 71,...,7,) maji vzhladom na tento repér afinné stradnice (ry), = 0,
(’I"l)p = €1, -y (""n)p = €.
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(¢c) Ak dimV =n a p = (1, B) je repér vo V, tak predpisom = — (&), je definované bijektivne afinné
zobrazenie V — K" a pre kazdé £ € V, =(c1,...,c,)T € K™ plati

z=r+0(x), (r+B-c)p=c

8.9. V R? st dané body ry = (5,2,1)T, r = (0,2,1)%, 7 = (5,0,2)7, r3 = (5,2,0)T.

(a) Dokazte, ze p = (rg, 71, T2, T3) je repér v R3.
(b) N4jdite afinné stradnice bodov = = (4,4, -3)T, y = (-5,-2,—-1)T, z = (0,0,0)” vzhladom na
repér p.
(c) Najdite body p, g, v, ak poznate ich afinné stradnice (p), = (0,2,1)7, (¢), = (-1,1,-1)T,
(T)P = (0,0, O)T'

8.10. Nech w = (p, ), p = (7, B) st dva repéry vo vektorovom priestore V' nad polom K. Potom afinné
stiradnice Tubovolného bodu € V' vzhladom na tieto repéry s zviazané vztahom

(®)r = Pap - (z—p)g = Pas- ((w)p - (p)P)a

kde P, g je matica prechodu z bazy 3 do bazy a. Dokazte.

8.11. Dokazte tvrdenie 8.5.1. (Ndvod: Modifikujte dokaz tvrdenia 8.2.1.)

8.12. Dokéazte podmienky (1), (2) z dokazu vety 8.5.2.

8.13. Doplitte vynechané dokazy oboch rovnosti z dokazu tvrdenia 8.5.5.

8.14. Na ziklade tvrdenia 8.5.5. doplnte dokazy vety 8.5.6., dosledku 8.5.7. a tvrdenia 8.5.8.

8.15. Predpokladajme, ze dvaja pozorovatelia P a P’ popisuju udalosti v ¢ase a v trojrozmernom priestore
vzhladom na po dvoch rovnobezné a rovnako orientované siradné osi z, y, z, resp. =, v/, 2/, pricom
pociatok stradnej ststavy pozorovatela P’ mé z hladiska pozorovatela P v case t = tg, zodpovedaji-
com ¢&asu t' = 0 pozorovatela P’, stiradnice (g, 5o, 20)” . Nech navyse pozorovatel P’ sa vzhladom na
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pozorovatela P pohybuje rovnomerne priamociaro rychlostou v = (vg, vy, v,)? (pozri priklad 6.4.7. a
cvicenie 6.14.

(a) Odvodte tvar Galileovej transformdcie, ktorou su za tychto okolnosti v klasickej (t.j. v nerela-
tivistickej) fyzike zviazané ¢asopriestorové sturadnice bodovych udalosti z hladiska pozorovatelov P
resp. P’

t'=t—to, x =z — xg — vyt, Yy =y —yo — vyt, 2 =2z — 29 — v,t.

Nahliadnite, Ze ide o afinni transforméciu s rozsirenou maticou (Gy |—sp), kde Gy je matica Galileovej
transformacie z cvicenia 6.14 a so = (to, Zo, Y0, 20) "

(b) Nech f, g : R* — R* st1 Galileove transformécie s rozsirenymi maticami (G |— o) resp. (Gaw |—$1),
kde v, w € R3, 59, 51 € R%. Néjdite rozsirent maticu kompozicie afinnjch zobrazeni f o g a rozsirent
maticu inverzného zobrazenia f~!. Dokazte, Ze ide opif o Galileove transformécie uvedeného typu
a vysvetlite fyzikalny vyznam ziskanych vysledkov.

8.16. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Oznac¢me A(V,U) mnozinu vSetkych afinnych zobra-
zeni f : V — U. Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:

(a) A(V,U) s operédciami stétu a skaldarneho nédsobku definovanymi po zlozkach tvori linedrny podpries-
tor vektorového priestoru UY. A(V, U) navyse obsahuje vektorovy priestor £(V, U) vietkych linedrnych
zobrazeni fi:V — U ako svoj linedrny podpriestor. (Pozri priklad 1.6.5 a tvrdenie 6.5.1.)

(b) Priradenim f — (f — f(0), f(0)) je definovany linedrny izomorfizmus vektorovych priestorov
AV, U) — L(V,U) x U (pozri priklad 1.6.4).

(c) Nech a, B st nejaké bazy priestorov U resp. V. Potom priradenim f — (f)q.,g je dany linearny
izomorfizmus vektorovych priestorov A(V,U) — K™+,
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(d) Predpokladajme, ze U, V st kone¢norozmerné a dimU = m, dimV = n. Odvodte, ¢ uz z (b)
alebo z (c), ze potom aj A(V,U) je kone¢norozmerny a dim A(V,U) = m(n + 1).

(e) Ak V je kone¢norozmerny, tak jeho dual V* = L(V, K) tvori nadrovinu v A(V, K) (pozri text tesne
pred tvrdenim 6.5.3.).
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9. Afinné podpriestory a sastavy linearnych rovnic

V tejto kapitole sa opit pozrieme cez prizmu toho, ¢o sme sa dosial naucili, na ststavy
linedrnych rovnic. Uvidime, Ze mnozina rieSeni kazdej takej ststavy tvori afinny (v ho-
mogénnom pripade dokonca linearny) podpriestor niektorého stipcového vektorového prie-
storu K. Taktiez naopak, ukdZeme, Ze kazdy afinny podpriestor v K™ mozno popisat ako
podpriestor rieseni vhodnej stustavy linearnych rovnic. Na vyjadrenie mnoziny rieSeni tejto
stistavy pomocou parametrov sa potom mozno divat ako na parametrické rovnice prislus-
ného afinného podpriestoru. Ziskané znalosti ndm umoznia v konkrétnych pripadoch urcit
vzajomnu polohu afinnych podpriestorov.

V celej kapitole K oznacuje pevné, inak Iubovolné, pole; m, n st Iubovolné, pevne
zvolené prirodzené cisla.

9.1. Podpriestor rieSeni homogénnej sustavy a jeho baza

Nech A € K™ b e K™. Uvazujme homogénnu ststavu linearnych rovnic s maticou A
A-z=0,
a nehomogénnu sustavu s maticou A a pravou stranou b

A -z=0>.
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Mnoziny ich rieseni oznac¢ime
R(A)={xec K"; A-x=0},

resp.
R(A|b)={zc K" A z=b).

Predpisom ¢(z) = A - x je definované linearne zobrazenie ¢ : K" — K™, pri¢om
R(A) = Ker ¢. Z toho okamzite vyplyva

9.1.1. Tvrdenie. Pre Iubovolni maticu A € K™*" mnozina R(A) rieSeni homogénnej
sustavy A - @ = 0 tvori linearny podpriestor vektorového priestoru K.

Doteraz sme homogénnu stustavu riesili ipravou jej matice A na redukovany stuprnovity
tvar B. Z tohto tvaru sme potom vy¢itali, ktoré nezname si zvolime za parametre a ktoré
nezname si vyjadrime pomocou nich. Presnejsie, nezndmu x; sme si zvolili za parameter
prave vtedy, ked sa v j-tom stipci matice B nenachédzal vedici prvok ziadneho riadku
matice B; ak sa v j-tom stipci nachadzal veduci prvok nejakého riadku, tak neznamu ot
sme si vyjadrili pomocou tychto parametrov.

Uvedena veta ndm umoziiuje alternativny popis mnoziny rieSeni R(A) — kedze ide
o linedrny podpriestor v K", modZeme ho najispornejsie popisat zadanim (niektorej) jeho
bazy. Kazda bazu priestoru R(A) nazyvame tiez fundamentdlnym systémom rieSeni si-
stavy A - = 0. Potom kazdé rieSenie prislusnej homogénnej stustavy mozno jednoznacne
vyjadrit ako linedrnu kombindciu vektorov z fundamentélneho systému rieSeni, a tieZ na-
opak, kazda linearna kombinacia vektorov fundamentalneho systému je rieSenim prislusne;j
sustavy. Fundamentalny systém rieseni nadjdeme nasledujicim postupom.
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Maticu A upravime pomocou ERO na redukovany stuptiovity tvar B € K™*". Mnozinu
{1,...,n} rozdelime na dve podmnoziny .J, J', podla toho, ¢ sa v j-tom stipci matice B
nachadza alebo nenachadza veduci prvok nejakého jej riadku. Oznac¢me k pocet prvkov
mnoziny J' a zapiSme ju v tvare J' = {j; < jo < ... < ji}. Pre kazdy index j, € J

zostrojime vektor v, = (vyy,...,vy)" € K™ takto: Zvolime v;; = 1 a v;; = 0 pre i # [.
Pre j € J vypocitame hodnoty v; k uvedenym hodnotam parametrov v;;, ..., v;, tak, aby
cely vektor v; vyhovoval podmienke B - v; = 0. Potom vektory vy, v, ..., vy tvoria bazu

podpriestoru rieseni R(A). Pritom zrejme plati k =n — h(A).
Namiesto dokazu posledného tvrdenia si cely postup ozrejmime na priklade.

9.1.2. Priklad. Predpokladajme, Ze sme maticu A pomocou ERO uz upravili na reduko-
vany stupnovity tvar

1200-1/3
(o010 172
B=10001 -2
0000 O

Vedice prvky riadkov sa nachadzaja v stlpcoch 1, 3 a 4. Teda nezname x5 a x5 si zvolime
za parametre a nezname I, x3 a x4 si vyjadrime pomocou nich. Nasa prva volba je x5 = 1,
x5 = 0. Tomu zodpovedd vektor v; = (—2,1,0,0,0)7. Druh4 volba parametrov je xo = 0,
15 = 1. Tomu zodpoveda vektor v, = (1/3,0,—1/2,2,1)T. Potom vektory wv;, v, tvoria
béazu podpriestoru (fundamentalny systém) rieseni R(A) = R(B) C R®.
Ak sa ,z estetickych dovodov“ chceme vyhnit zlomkom vo vysledku, stac¢i miesto vek-
torov obsahujucich ako stradnice zlomky vziat ich vhodné nenulové skalarne nasobky. V na-
Som pripade sta¢i nahradit bazovy vektor v, ,krajsim*“ bazovym vektorom 6vy, = (2,0, —3,12,6)7.
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Pre ,velkost“ podpriestoru rieSeni homogénnej ststavy z nasich tvah vyplyva
9.1.3. Tvrdenie. Pre lubovolnti maticu A € K™*" plati

dimR(A) =n — h(A).

9.2. Podpriestor rieSeni nehomogénnej siustavy
Prejdime teraz k otazke Strukttry mnoziny rieSeni R(A | b) nehomogénnej sustavy A-x = b.
9.2.1. Tvrdenie. Nech A € K™ " be K™.
(a) Ak y,z€ R(A|b), tak y— z€ R(A).
(b) Ak z€ R(A|b), ze R(A), tak z+ € R(A|b).

Dokaz. Mozno overif priamym vypoctom.

Z uvedeného tvrdenia vyplyva, Ze na popis mnoziny R(A | b) vSetkych rieSeni neho-
mogénnej sustavy staci poznat podpriestor R(A) vSetkych rieSeni prislusnej homogénne;
ststavy, t.j. nejaky fundamentalny systém (wvi, ..., vy) jej rieSeni, a lubovolné jedno rie-
Senie z € R(A|b) nehomogénnej ststavy. Tvrdenie mozno potom schématicky zapisat
v niektorom z tvarov

R(A|b)=2z+R(A)={z+z,xc R(A)}
=z+[v,...,0)={z+aqv+ ...+ c1,...,c, € K}

Kazdy si moze vybraf ten, ktory sa mu najvia¢smi pozdava.
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S vyuzitim pojmov predchadzajicej kapitoly mozno nase ivahy zhrnit do nasledujuce;
podoby.

9.2.2. Tvrdenie. Nech A € K™" b € K™. Ak sustava A - * = b ma asporn jedno
rieSenie, tak R(A | b) je afinny podpriestor v K™ so zameranim R(A). To znamena,

DirR(A|b) =R(A) a dimR(A|b)=dimR(A)=n— h(A).

9.3. Frobeniova veta a rieSenie nehomogénnej sistavy

Odpoved na otézku riesitelnosti nehomogénnej stistavy mozno dat porovnanim hodnosti jej
zékladnej a rozsirenej matice.

Zacneme pozorovanim, ze sustava A - @ = b ma aspon jedno rieSenie z € K" prave
vtedy, ked b € Im ¢ (kde ¢(x) = A - x). Ak tento pripad nastane, tak, ako sme uz ukézali,
R(A|b) =2+ R(A).

9.3.1. Veta. (Frobenius) Nech A € K™", b € K™. Potom nehomogénna sustava
A - x = b ma4 rieSenie prave vtedy, ked h(A|b) = h(A).
Dokaz. 7 poznamky vyslovenej tesne pred vetou vyplyva, Ze ststava A - £ = b ma rieSenie
prave vtedy, ked b € [s1(A), ..., s,(A)], t.]. prave vtedy ked

[s1(A),...,8,(A),b] =[s1(A),...,8,(4)]

Kedze
h(A|b) =dim[s;(A),...,s.(A),b],

h(A) = dim[s,(A),. .., s,(A)]
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a druhy z tychto podpriestorov je podpriestorom prvého, uvedena podmienka je zrejme
ekvivalentnd s rovnostou h(A | b) = h(A).

Frobeniova veta vlastne hovori uz znamu vec: nehomogénna ststava A - = b nema
rieSenie prave vtedy, ked sa pri tiprave jej rozsirenej matice (A | b) na redukovany stuptiovity
tvar objavi nejaky riadok tvaru (0,...,0]d) € K", kde 0 # d € K. Takyto riadok totiz
zodpoveda rovnici 0 = d.

Ak upravime pomocou ERO rozsirent maticu (A | b) na redukovany stupriovity tvar
(B|c), kde Be K™*™ a ¢ € K™, tak B je tiez v redukovanom stupriovitom tvare. Potom
R(A|b) = R(B|c) # 0 prave vtedy, ked sa ziaden vedici prvok nejakého riadku matice
(B| ¢) nenachadza v poslednom, t. j. (n+1)-om stlpci. Bazu priestoru rieseni R(A) = R(B)
najdeme postupom popisanym v paragrafe 9.1 Nech J, J' a k maju tam uvedeny vyznam.
Jedno riesenie z = (z1,. .., 2,)" nehomogénnej ststavy dostaneme volbou parametrov z;, =

. = zj, = 0 pre 5; € J'. Zvysné hodnoty z; potom vypocitame tak, aby z vyhovovalo
podmienke B-z= ¢, t.j. 2; = ¢; pre j € J.

9.3.2. Priklad. Predpokladajme, Ze sme maticu (A |b) pomocou ERO uz upravili na
redukovany stupnovity tvar

1003 1/4 0] 2
0104 2 —1| —1
0011-5 6|—2/7
0000 0 0| 0

(Ble) =

Vidime, 7e h(B|c¢) = h(B) = 3, teda R(A|b) = R(B|c) # 0. Vedice prvky riadkov
sa nachadzaju v stlpcoch 1, 2 a 3. Teda nezname x4, x5 a xg si zvolime za parametre
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a nezname I, Ty a r3 si vyjadrime pomocou nich. Prvej volbe x4 = 1, x5 = 24 = 0
zodpovedéa vektor v; = (—3,—4,—1,1,0,0)7. Druh4 volba 2, = 0, z5 = 1, ¢ = 0 ndm
da vektor vy = (—1/4,—2,5,0,1,0)T. Tretou volbou z, = x5 = 0, x5 = 1 ziskame vektor
v3 = (0,1,—6,0,0,1)". Potom vektory w;, v, w3 tvoria bdzu podpriestoru rieseni R(A) =
R(B) C RS prislusnej homogénnej sustavy. Kone¢ne volbou parametrov z, = x5 = 24 = 0
ziskame jedno riesenie z = (2,—1,—2/7,0,0,0)" nehomogénnej stistavy.

Vysledok mozno prehladne zapisat do tabulky (treba si vSak uvedomit, Ze sme ju vy-
pliali uvedenym postupom):

(4 Uy V3 z
21 | =3 |—1/4] 0 2
Te | -4 | —2 | 1 | -1
T4 1 0 0 0
T 0 0 1 0

Porovnajte tito tabulku s maticou (B]¢)!

9.4. Parametrické a vseobecné rovnice afinnych podpriestorov

Hoci sa v tomto i v nasledujicom paragrafe obmedzime len na afinné podpriestory stip-
cového vektorového priestoru K™, nase ivahy majua Sir§iu platnost. Zvolenim pevnej bazy
ich moZzno pomocou stradnicového zobrazenia zrejmym sposobom preniest aj na afinné
podpriestory Tubovolného kone¢norozmerného vektorového priestoru V.
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Kazdy afinny podpriestor M C K™ ma tvar
sz—i—[ul,...,uk] :p+[a]

pre nejaky bod p = (p1,...,p,)? € M a vhodni usporiadant k-ticu a = (uy,. .., u)
vektorov z K", kde w; = (uyj,...,u;)". To znamend, Ze pre lubovolné & € K" plati
x € M prave vtedy, ked existuje t = (t,...,t)" € K* také, ze

r=p+aoa-t,

kde usporiadant k-ticu @ sme ako obydajne stotoznili s maticou (u;;) € K™ so stlpcami
Uy, ..., u,. Rovnost € = p+ « - t je maticovym zapisom parametrickych rovnic afinného
podpriestoru M C K". Vektor t € K" nazyvame wvektorom parametrov a jeho zlozky
t,...,tr € K parametrami. Po rozpisani do zloziek

T1 = p1 + urily + urats + ... + Uty
To = P2 + U1ly + Uoale + ... + Uty

Ty = Dp + Up1t1 + Upaty + .o+ Uply

dostaneme obvyklejsi tvar, s akym sme sa v dimenzii n = 2 resp. n = 3 uz stretli v stredo-
skolskej analytickej geometrii.

Ak navySe vektory uy,...,w, su linedrne nezéavislé, ¢o mozno vzdy dosiahnut vyne-
chanim ,nadbyto¢nych“ vektorov, tak parametrické rovnice podpriestoru M nam priamo
ukézu jeho dimenziu: dim M = k.
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Zapis afinného podpriestoru M C K" v tvare M = p + [, kde p € M a « je nejaka
usporiadana k-tica, ktora generuje jeho zameranie Dir M (mdzeme si dovolit predpokladat,
ze a je dokonca baza v Dir M), budeme nazyvat jeho parametrickym vyjadrenim. Para-
metrické vyjadrenie M = p + [ afinného podpriestoru mozno priamo prepisat do jeho
parametrickych rovnic € = p+a-t, (t € K*). Taktiez naopak, z jeho parametrickych rovnic
mozno okamzite ziskat jeho parametrické vyjadrenie. Stivis medzi tymito dvoma druhmi
popisu je natolko bezprostredny, Ze ich ani nemusime prili§ zkostlivo rozliSovat. Na dru-

hej strane, v predchadzajtcich paragrafoch sme videli, ze kazda sustava linearnych rovnic
A -z = b s rozsirenou maticou (A |b) € K™ (D (pokial m4 riesenie), popisuje afinny
podpriestor R(A | b) C K™. N4jst parametrické rovnice tohto podpriestoru uz vieme, treba
si to len uvedomit. Ak totiz 3 = (vy, ..., vx) je baza podpriestoru R(A) rieseni prislusenej
homogénnej sustavy a z € R(A | b) je lubovolné jedno rieSenie nehomogénnej sustavy — a
jedno i druhé (pokial existuje) naozaj vieme najst —, tak

r=2z+p0-1,

kde t € K* je vektor parametrov, st parametrické rovnice afinného podpriestoru R(A | b) C K™.

Inak povedané, vyrieSit ststavu linedrnych rovnic A - & = b znamend vlastne najst
nejaké (pripadne nie celkom hocaké ale v istom zmysle ,pekné“) parametrické rovnice
(alebo parametrické vyjadrenie) afinného podpriestoru R(A | b) C K.

Casto je vSak potrebné riesif obratent tlohu: k parametricky zadanému afinnému pod-
priestoru M C K™ najst jeho vSeobecné rovnice, t.j. sustavu linearnych rovnic A - = b
o n neznamych z,...,x, taka, 7e M = R(A|b).

Nech teda M = p+[a] je afinny podpriestor v K™, dany bodom p € K™ a usporiadanou
k-ticou @ = (uy, ..., uw;) vektorov z K", ktort stotoznime s maticou a = (u;;) € K™** so
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stlpcami u;. Parametrické rovnice € = p+a-t podpriestoru M, kde z = (zy,...,z,)" € K"
je vektor nezndmych a t = (¢y,...,t;)7 € K* je vektor parametrov, mozno prepisat do tvaru

I, - z=a-t+ p,
ktory mozno reprezentovat blokovou maticou

(L || p).

Nasa metoda bude zalozena na elimindcii parametrov tq,...,t, Upravou tejto matice po-
mocou ERO. Maticu (I, |« | p) budeme upravovat na riadkovo ekvivalentni maticu tak,
aby stredny blok vo vyslednej matici bol v stupriovitom tvare. Mozu nastat dve moznosti

(1) h(ex) = n, ¢o spozname podla toho, Ze vSetky riadky stredného bloku vyslednej matice
st nenulové. V tom pripade M = V a vSeobecné rovnice tohto podpriestoru tvori
prazdna sustava (t.]. ststava ktora neobsahuje ziadnu rovnicu). My sa jednoducho
uspokojime s konStatovanim M = V a nijakymi vSeobecnymi rovnicami sa dalej
nebudeme zaoberat.

(2) h(a) < n. Vtedy mozno stredny blok vyslednej matice rozdelif do dvoch pod sebou
umiestnenych blokov (%), kde horny blok D je stupnovitd matica typu h(a) X k,

ktora ma vsetky riadky nenulové, teda dolny nulovy blok ma rozmer (n — h(a)) x k.
Toto rozdelenie stredného bloku indukuje rozdelenie celej vyslednej matice do blokov

A|D|VY
Ao b))
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Potom A - & = b st vSeobecné rovnice afinného podpriestoru M, t.j. plati M =
p+a] =R(Ab).

Popisany algoritmus mozno stru¢ne zhrntat do schémy
gro (A" | D |V
(L1alp) =2 (G5 ):

kde D je matica v stuptiovitom tvare s nenulovymi riadkami (ktorych pocet teda nutne
je h(D) = h(a)). Ako vedlajsi produkt takéhoto vypoctu, mozno z k-tice a vybrat bazu
zamerania Dir M = [a]: je tvorend vektormi w;,,...,u;, kde 1 < j; < ... < j; < k st
indexy tych stlpcov matice D, v ktorych sa nachadzaji vedice prvky jej riadkov (pozri
tvrdenie 4.5.3.). Spravnost celého algoritmu vyplyva z nasledujiceho tvrdenia.

9.4.1. Tvrdenie. Nech B € K™™, C € K™* a p e K". Ak blokovd matica (B| C|p) je
riadkovo ekvivalentna s blokovou maticou

A|D|VY
A0 [b)
kde D je matica v stupriovitom tvare s nenulovymi riadkami, tak

R(A|b)={ze K™ 3te K")(B-z=C-t+ p)}.

Dékaz. Matica (B| C|p) zodpoveda ststave B-x = C -t + p v neznamych xq,..., 2y,

t1,...,t;. Podobne matica
A|D|VY
A0 0D
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zodpoveda ststave
A -z=D-t+V
A-xz=0b

v rovnakych neznédmych. Vzhladom na riadkovi ekvivalenciu prislusnych matic st obe
sustavy ekvivalentné.
Dokéazeme, ze pre Tubovolné x € K™ nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(i) A-xz=b;
(i) Gte K*)(A'-z=D-t+ b & A-z=1b);
(i) (3te K*)(B-z=C-t+ p).

Kedze implikacie (ii)=(iii) = (i) platia trividlne, vysvetlenie potrebuje iba implikacia
(i) = (ii). Zrejme hodnost matice D sa rovnad poctu jej riadkov a ten je < n. Preto tiez
h(D| A" -z — b') = h(D) nezdvisle na x. Ale to podla Frobeniovej vety 9.3.1. znamena, Ze
ststava D-t= A’-x — b (v neznadmych t,, ..., t;) ma nejaké riesenie ¢ € K* pre lubovolné
re K™

Pozndmka. Z uvedeného dokazu vyplyva, ze tvrdenie 9.4.1. zostava v platnosti, aj ked
matica D nie je v stupriovitom tvare; stac¢i ziadat len linedrnu nezavislost jej riadkov. T
vSak mozno najistejsie nahliadnut prave upravou prislusnej matice na stupnovity tvar.

9.4.2. Priklad. N4jdeme vSeobecné rovnice afinného podpriestorru M = p + [a] stip-
cového vektorového priestoru Z3, nad polom Z;;, kde p = (1,2,3,4,5)T a a je tvorend

® Prvd strana ®Predchddzajica strana ®Nasledujica strana ®Poslednd strana ®Spit e Celd obrazovka Zavriet ®Koniec



stIpcami matice

2101
1526
0270
1609
0358

Budeme upravovat maticu

10000|2101
01000(1526
00100({0270
000101609
00001{0358

U W DN =

pomocou ERO tak, aby stredny blok nadobudol stupitiovity tvar. Po niekolkych krokoch
dostaneme

100002 101

5100001020

430010 008

102100(0 000

930110 000

N O g+

Predovsetkym vidime, Ze treti vektor Stvorice a je linearnou kombinaciou predchadzajicich
dvoch, preto ho mozno v prislu§nom parametrickom vyjadreni podpriestoru M vynechat.
Zvysné tri vektory v a su linedrne nezavislé, ¢ize dim M = 3. Konecne, vSeobecné rovnice
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podpriestoru M vyzeraju takto

10.771 +2$2+$3 =6
91’14‘31‘2 +.1'4+[L‘5:2.

Dosadenim sa mozno presveddit, Ze bod p skutocne vyhovuje tejto stustave a vektory Stvorice
« prislusnej homogénnej ststave.
9.5. Rovnice prieniku a spojenia afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe sa pokusime zostavit vSeobecné recepty, pomocou ktorych budeme vediet
napisat ¢i uz vSeobecné alebo parametrické rovnice prieniku a spojenia dvoch afinnych pod-
priestorov stipcového vektorového priestoru K™. Pri tom vezmeme do tvahy tri moznosti
zadania pdévodnych podpriestorov:

(1) Oba podpriestory su zadané vSeobecnymi rovnicami.
(2) Oba podpriestory st zadané parametricky.
(3) Jeden podpriestor je zadany pomocou v8eobecnych rovnic a druhy parametricky.

Kazdu situdciu budeme ilustrovat na jednom aZ dvoch konkrétnych prikladoch, v ktorych
navyse vysetrime i vzajomnu polohu oboch afinnych podpriestorov.

(1) Nech afinné podpriestory M, N C K™ maju vSeobecné rovnice A - £ = b resp.
B-z=c kde A € K™" be K™ Bec K*" ¢ € K'. Potom vieobecnymi rovnicami
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prieniku M N N je stistava

5

s rozsirenou maticou
Alb
Blc)-

Parametrické vyjadrenie prieniku M N N mozno ziskat vyrieSenim tejto sustavy.

Ak hladdme parametrické vyjadrenie spojenia M LI N, najprv vyrieSenim stustav s roz-
Sirenymi maticami (A | b) resp. (B] ¢) ziskame parametrické vyjadrenia jednotlivych pod-
priestorov M a N. Z nich na zaklade tvrdenia 8.3.3. (b) zostavime parametrické vyjadrenie
podpriestoru M UN (pozri tiez priklad 8.3.5.). Konec¢ne, ak nés zaujimaju vSeobecné rovnice
podpriestoru M LI N, mozeme ich odvodit z jeho parametrickych rovnic metédou opisanou
v druhej Gasti predchddzajiceho paragrafu 9.4 (pozri tvrdenie 9.4.1. a priklad 9.4.2.).

9.5.1. Priklad. Afinné podpriestory M, N vektorového priestoru Q* st dané ststavami
.T1+ZC2—$3+ZU4:9
x1—$2+$3—1}4:—3

resp.
[E1+3ZE2+2ZL‘3—1‘4:0
x1—3x2—2x3+x4:6.

Ak dame tieto sustavy dohromady, ziskame vSeobecné rovnice prieniku. Ich riesenie vSak
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bude vyhodné trochu odlozif a najprv upravit rozsirené matice povodnych ststav:
1 1-1 1| 9 10 0013
1-1 1-1|-3)7\01-11|6)"

1 3 2-11]0 10 0 0 3
1-3-2 1|6 012/3-1/3|-1)/"

Z upravenych matic okamzite dostavame parametrické vyjadrenie povodnych podpriestorov
(matica v hranatych zatvorkich oznacuje linearny podpriestor generovany jej stipcami)

3 0 0 3 00
6 1-1 1 21
M=1tol*+11 ol N=10o]1T130
0 0 1 0 03

Ak napiseme obe upravené rozsirené matice vSeobecnych rovnic podpriestorov M a N do
blokov pod seba, dostaneme rozsirenti maticu vseobecnych rovnic podpriestoru M N N. Jej
upravou na redukovany stupnovity tvar vyjde

100 0 3
010 1/5| 9/5
001—4/5|—-21/5
000 0 0
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Odtial uz priamo vyplyva parametrické vyjadrenie

3 0

| o9y 1
MON=| o |+ [y
0 5

Zistili sme, ze dvojrozmerné afinné podpriestory M, N maja jednorozmerny prienik, teda
st roznobezné. Preto tiez dim(M UN) =2+2—-1=3.

Ak postavime vedla seba generdtory smerovych podpriestorov Dir M a Dir N, ipravou
prislusnej matice zistime, ze prvé tri su linearne nezavislé a posledny z nich je linedrnou
kombinéciou predchadzajicich. Teda stlpce matice

0 0 0
1-1-2
B=11 0 3
01 0

tvoria bazu zamerania afinného podpriestoru M LI N. Jeho parametrické vyjadrenie je
MUN =p+8],

kde p = (3,9/5,—21/5,0)”. Upravou blokovej matice (I | 3| p) podla algoritmu z druhej
Casti paragrafu 9.4 (pozri poznamku za tvrdenim 9.4.1.) vymenou prvého a posledného riadku
dostaneme vSeobecné rovnice podpriestoru M U N:

5131:3.
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(2) Nech M = p+ [a], N = q+ [B] st parametrické vyjadrenia dvoch afinnych pod-
priestorov v K. Potom, ako uz vieme, M UN = p+ [q — p, o, 8] a podla tvrdenia 4.5.3.
vynechanim vhodnych stlpcov z blokovej matice (g — p, @, 3) mozno dostat bazu zame-
rania Dir(M U N). VSeobecné rovnice podpriestoru M U N dostaneme tpravou blokove;
matice (I, | ¢ — p, o, B| p), pripadne matice, v ktorej je prostredny blok nahradeny bazou
zamerania Dir(M U N), podla algoritmu z paragrafu 9.4

Pokial nas zaujimaja vSeobecné rovnice prieniku M N N, najjednoduchsie ich ziskame
tak, Ze parametrické rovnice kazdého z podpriestorov M, N prevedieme na vSeobecné rov-
nice a tieto spojime dohromady. Parametrické vyjadrenie prieniku M N N dostaneme vy-
rieSenim jeho vseobecnych rovnic.

Jestvuje aj iné cesta k parametrickym rovniciam prieniku M N N. Ako vedlajsi produkt
pri nej mozno ziskat bazy zamerani Dir M, Dir N, Dir(MUN), teda aj parametrické rovnice
spojenia M LN Pri tejto metéde upravujeme blokovi maticu (e | 8 | g— p) pomocou ERO

na stupnovity tvar
A B¢
0| B|c)’

kde matica A’ ma vSetky riadky nenulové (teda linearne nezavislé a ich pocet je h(A’) =
h(a) = dim M). Prienik M NN je tvoreny vSetkymi x = q + 3 -t € N, ktoré patria zaroven
do M, t.j. existuje vektor parametrov s taky, ze €= p + «-s. Hladdme teda vSetky
vektory parametrov ¢, ku ktorym existuje nejaky vektor parametrov s taky, ze plati

a-s=03-t+ (¢g—p).

Podla tvrdenia 9.4.1. (sta¢i v flom zamenit poradie prvého a druhého zvislého bloku) k da-
nému t existuje takéto s prave vtedy, ked B - t+ ¢ = 0. VyrieSenim tejto ststavy ziskame
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parametrické vyjadrenie
t=r—+ ~v-z
kde 7 € R(B| — ¢) a 7 je baza linearneho podpriestoru R(B), s vektorom parametrov z,

ktoré dosadime do parametrickych rovnic podpriestoru N. Dostaneme tak parametrické
rovnice

t=q+pB-(r+v-2=(@+B-1+(B7) 2
podpriestoru M N N.

Metdda zostavenia vSeobecnych rovnic prieniku M NN ako i oboch typov rovnic spojenia
MUIN, popisand v prvej ¢asti bodu (2), je (aspoii difame) dostatocne jasné. V nasledujicom
priklade sa preto stustredime len na najdenie parametrickych rovnic prieniku M NN metédou
z druhej Casti a urcenie vzajomnej polohy M a N.

9.5.2. Priklad. Nech

11 0 12 3 1 12 3
14 9 29 8 1 29 8
M=1741> M=o tl50 9]° M=|2|* 500
25 3 3411 9 3411

st afinné podpriestory v R*. Zrejme Dir N; = Dir Ny; oznacéme tento linedrny podpriestor
D. Obe tlohy o dvojiciach podpriestorov M, Ny aj M, Ny budeme riesit suc¢asne. Plati

1112 3|01 111 23|01
14122 8|21 03|11 05|20
1150 9(22 0014-26(21
251341132 00{0 00(10
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Ak si z matice na pravej strane odmyslime krajny pravy blok, po vynechani rovnice 0 = 0
z nej dostaneme sustavu

4ty — 2ty + 6t3 = 0.

Linearny podpriestor Dir M N D je tvoreny prave vSetkymi linearnyni kombinaciami 3 - ¢,
kde 3 je matica generatorov D (a jeho béaza, ¢o mozno zistit doupravenim stredného bloku
na stupriovity tvar) a ¢ vyhovuje uvedenej homogénnej rovnici. Teda dim(Dir M N D) =
dim Dir M = 2. Preto Dir M C D a plati M || Ny aj M || Ns.
Ststava
4ty — 2ty + 6t3 = —2
0=-1,

ktorej musi vyhovovat vektor parametrov t = (11, t,t3)", aby nim uréeny bod z N; patril
aj do M, nem4 riesenie. Preto M N Ny = () a M, N; st pravé rovnobezky.
Naopak, analogicka stustava pre dvojicu M, N, vedie na jedint, o¢ividne riesitelni rov-
nicu
Aty — 2ty + 6t3 = —1.

V désledku toho M C Ns.

(3) Nech afinny podpriestor M C K" je dany vSeobecnymi rovnicami A - = b a afinny
podpriestor N = q + [3] C K™ je dany parametricky. Ak hladdme vSeobecné rovnice
prieniku M N N, sta¢i najst vSeobecné rovnice podpriestoru N a pridat ich k ststave
A -z = b. Ich vyrieSenim potom mozno dostat aj parametrické vyjadrenie M N N. Ak
hladdme popis spojenia M LN, najvyhodnejsie je vyriesit vSeobecné rovnice podpriestoru M
a z parametrickych vyjadreni oboch podpriestorov M, N zostavif parametrické vyjadrenie
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M U N podla tvrdenia 8.3.3. a prikladu 8.3.5. Elimindciou parametrov odtial dostaneme
vseobecné rovnice podpriestoru M LI N.

Ind metéda, ako najst parametrické vyjadrenie prieniku M N N spociva v dosadeni
parametrického vyjadrenia podpriestoru N do vSeobecnych rovnic podpriestoru M. Tym
dostaneme stistavu

A-(g+ B-t)=b,

alebo po tprave s nou ekvivalentnu ststavu
(A-B)-t=b- A-q

ktorej musi vyhovovat vektor parametrov ¢, aby nim uréeny bod * = q + 8-t € N
patril aj do podpriestoru M, teda do prieniku M N N. Uvedent stistavu vyriesime tipravou
jej rozsirenej matice (A - 3|b — A - q). Podobne ako v pripade (2) rieSenie dostaneme
v parametrickom tvare
t=17r+ vz

kde » € R(A-B|b — A - q) a v je baza linedrneho podpriestoru R(4 - B), s vekto-
rom parametrov z, ktoré dosadime do parametrickych rovnic podpriestoru N. Tak ziskame
parametrické rovnice

t=q+ B -(r+v-2)=(@+B-7)+(B-7) =

podpriestoru M N N.

I tentokrat sa v nasledujicom priklade zameriame len na najdenie parametrickych rovnic
prieniku M N N druhou z opisanych metdd a na urcenie vzdjomnej polohy M a N.
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9.5.3. Priklad. Afinny podpriestor M C R* m4 vSeobecné rovnice

$1—$2+$C3—$4:1
X1+ To — T3 + X4 = &
Rozsirent maticu tejto sustavy oznac¢ime (A | b). Afinny podpriestor N C R* je uréeny ako

afinny obal N = {(p, g, 7, s) bodov p=(3,0,1,1)T, g = (4,-1,2,2)7, r = (4,1,2,0)7 a
s=(7,3,4,5)T. Jeho parametrické vyjadrenie potom je

3 1 14
0 1 13
N:p+ [q—p,’r'—p,S—p]Z 1 + 1 13|
1 1-14
Kedze
1 14
A(qgoprpa_p (171 171} [-1 13| _ (223
=pr=ps5=P)=\1 1.1 1 1 13]  \oos)’
1-14

1 1-1 1-1
b_A'p:(3)_(1 1-1 1)'
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bod tvaru p+t1(g— p) + t2(r— p) + t3(s — p) € N patri do prieniku M N N prave vtedy,
ked prislusny vektor parametrov t = (t1,%s,t3)” vyhovuje stistave s rozsirenou maticou

2213 2 110 -1
008 O 001} 0/

Podpriestor rieseni tejto ststavy mé parametrické vyjadrenie

-1 -1
o] +1 1} .
0 0
Dosadenim do parametrického vyjadrenia N dostaneme
3 1 14 9 1 14 =
0 -1 13 -1 13
va:1+113'8Jr 113'3
1 1-14 1-14
2 [ 0
|1 I 2
10 0
2 —2

a dim(M N N) = 1. Lahko nahliadneme, Ze hodnost matice sustavy podpriestoru M je 2,
preto tiez dim M =4 — 2 =2, a dim N = 3. Z toho déovodu M N N je vlastny podpriestor
tak v M ako aj v N, ¢ize M, N s roznobezne.
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Cvicéenia

9.1. Najdite nejaky fundamentalny systém rieseni sistavy homogénnych linedrnych rovnic A - & = 0 pre

matice
10-1-1 0 V2 1 V3
(a) A :(20—1 1—1>6Q3X5; (b)A:(1\/§ 1 )6R3X3;
10 1 5-2 3 2 1+V6
i 1-i 2+3i . (0409
(C)A:(éii—l—m 1s )€C2X3v (d)A_(gzi,%g)eZ?f‘l,

Vyjadrite vSeobecné rieSenie kazdej suistavy ako linearnu kombinéciu fundamentalneho systému rieseni.

9.2. Najdite nejaké riesenie nehomogénnej sustavy A - € = b a fundamentalny systém rieseni prislusnej
homogénnej ststavy danej rozsirenou maticou

11112 T | e—
(a) (418) = (231]2) e @ (b) (A1) = (A 7y |%%") e R
—1 1
(c)(A|b)<_i?§? 2>em3x5; (d)(A|b)<H?4>ezgx4.
2751 |1 340 |2

Vyjadrite vSeobecné rieSenie kazdej sustavy v tvare stuctu jedného jej rieSenia a linedrnej kombinacie
fundamentalneho systému rieseni prislusnej homogénnej sustavy.

9.3. V kazdom z nasledujucich pripadov napiSte parametrické rovnice afinného podpriestoru M vektorového
priestoru R? alebo R* nad polom R a najdite jeho vSeobecné rovnice:

(a) M = {(0,2,—-1)} C R?;
(b) M = (1,-1,2) + [(1,-5,4)] C R3;
(c) M =1(1,3,-1),(2,0,5)] C R3;
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(d) M (61 + e4,2e3 — e3) C R?

(e) M = (0,2,—1,1) +[(3,1,10,-8),(3,5,8, —6)] C R*;
(f) M ((1,1,1,0) (1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1)) C R%;
(g) M =R

9.4. Pre dané linearne podpriestory S, T vektorového priestoru R* n4jdite v kazdom z nasledujucich pri-
padov nejaké bazy linearnych podpriestorov S NT, S +T C R* a uréte ich dimenzie

(a) S=[(1,1,1,1)7,(2,0,0,3)T], T = [(3,2,1,0)T, (6,3,2,4)7];
(b) S =[e1 — ex +2e3+ es], T =[(1,0,2,0)7,(2,-1,4,1), (4,-1,8,1)];
(C) S = [61 + €2, €2 + €3, €3 + 84}7 T= [(1707 1a 0)T7 (07 1a Oa 1)T7 (la 07 07 1)T]

9.5. Pre dané afinné podpriestory M, N vektorového priestoru R* nijdite v kazdom z nasledujicich pri-

padov vSeobecné aj parametrické rovnice ich prieniku M N N a urcte ich vzajomnu polohu ako aj
dimenziu spojenia M LI N:

(a) M =1¢((1,0,2,0)7,(0,2,0,1)7), N = (4,1,7,2)T + [(1,2,3,4)T
(b) M = (0,0,1,-1)T + [(1,2,2,1)7,(2,1,1,2)T], N
(C) M = [elﬂ 62]5 N = (]-a]-a]-a 1)T

,(0,1,2,3)7,(0,0,1,2)"];
= [(Oa la 17 O)T7 (la 07 07 1)Ta (17 _1a Oa O)T]a

+ [e3, e4).

9.6. Afinné podpriestory M, N vektorového priestoru R® sti dané véeobecnymi rovnicami. V kazdom z na-

sledujuacich pripadov zistite ich vzajomnu polohu, napiste parametrické rovnice ich prieniku aj spojenia
a urcte dimenzie afinnych oboch podpriestorov M NN, M U N:

(a)M: T1 + 219 =0, o —3x3 =1, 4dx3 — 4 + 5 = 2,
N : 2%1‘{“31’371’5:5, ZL’Q+ZL'4:0, (E172.’£3:7;

(b)M T1+To+T3+Ts+25=5, x1 —Ta+x3=1, To+204 —25 =2, x3=1
N :

2 3wy + a9 + 223 + D5xy — x5 = 10, 21 + 23 + 204 — 5 = 1;
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(c) M:x1=1, 29 =2, x3 =3,
N:x1+x2+x3:6, $1—£E2+£E3:2.

9.7. Jeden z afinnych podpriestorov M, N vektorového priestoru R* je dany vieobecnymi rovnicami a druhy
parametricky. V kazdom z nasledujicich pripadov zistite ich vzajomnia polohu, napiste parametrické
rovnice ich prieniku M N N a vSeobecné rovnice ich spojenia M LI N a urcte dimenzie afinnych pod-
priestorov M NN, M U N:

(@ M:24+y+2=0,z—2y+z2=4, z—u=0, N = [(l,O,fl,O)T];
(b) M:2x—y+22=3, 2+ 2—2u=0, N =[(1,4,1,1)T,(1,0,1,0)T];
)M:z+y=0,z+2=1, z+u=2, N=1¢((1,1,2,2)T,(2,2,3,2)T).

9.8. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a S je jeho linedrny podpriestor. Ozna¢me V/S mnozinu

vsetkych afinnych podpriestorov M priestoru V takych, ze Dir M = S. Dokazte postupne nasledujtce
tvrdenia:

(a) Pre kazdy prvok x € V existuje prave jeden podpriestor X € V/S taky, ze € X. Inymi slovami,
mnozina V/S tvori rozklad mnoziny V a triedou rozkladu, do ktorej patri prvok z € V, je afinny
podpriestor £+ S € V/S (pozri paragraf 0.6).

(b) Prvky @, y € V patria do tej istej triedy rozkladu V/S préave vtedy, ked € — y € S. Inak povedané,
vztahom £ =g y & x—y € S je definovana ekvivalencia na mnozine V prislachajtca k rozkladu V/S,

teda V/S =V/=¢.
(c) Nech @1 =g @2, Y1 =5 Y2 a ¢ € K. Potom tiez @ + y1 =5 &3 + Y2 a ¢z =g cxs.

(d) Nech X = £+ S, Y = y+ S patria do V/S. Vdaka (c) st predpismi X +Y = (z+ y) + S,
c¢X = cx+ S korektne definované operacie na mnozine V/S (to znamend, ze vysledky tychto operécii
nezdvisia na reprezentantoch , y tried X resp. Y ale vyluéne na podpriestoroch X, Y).

(e) Mnozina V/S s uvedenymi operdciami stuctu a skaldrneho ndsobku tvori vektorovy priestor nad
polom K; naz§vame ho faktorovy priestor vektorového priestoru V podla podpriestoru S. Co je nulou
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v tomto vektorovom priestore?

(f) Priradenim « — (s(z) = £+ je definované surjektivne linedrne zobrazenie (s : V' — V/S s jadrom
Ker(s = S.

(g) Nech U, V su vektorové priestory nad polom K a ¢ : V — U je linedrne zobrazenie. Priradenim
x+ Kerp — ¢(x) je korektne definované injektivne linedrne zobrazenie V/Kerp — U. V dosledku
toho plati V/ Ker ¢ & Im ¢.

(h) Ak V je koneénorozmerny, tak dim V/S = dim V —dim S, ¢o je dalsia analdgia medzi vlastnostami
dimenzie a logaritmu (porovnaj s tvrdenim 5.4.3.).

9.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a S, T st jeho linedrne podpriestory. Dokézte tzv. koso-
Stvorcovt vetu o izomorfizme:

(S + 1)/ = S/(5\nIT).:

(Ndvod: Dokézte, ze priradenim (x+ y) + 71 +— x+ (SNT), kde z € S, y € T, je korektne definovany
linedrny izomorfizmus (S +71)/T — S/(SNT).)

9.10. Nech pole K méa konec¢ny pocet prvkov g, V' je vektorovy priestor nad K konecnej dimenzie n a S je
jeho linedrny podpriestor dimenzie k& (0 < k < n). Dokézte postupne nasledujice tvrdenia:

a) Faktorovy priestor V/S méa prave ¢"~* prvkov.
y

(b) Poéet vsetkych k-rozmernych afinnych podpriestorov priestoru V je prave ¢"* (Z)q, kde (Z)q je
g-binomicky koeficient (pozri cvienia 5.16, 5.17).
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10. Determinanty

V tejto kapitole zavedieme determinanty Stvorcovych matic lubovolného rozmeru n x n nad
pevnym polom K, preskimame ich zékladné vlastnosti a nau¢ime sa ich pocitat. Taktiez
si ukdzeme niekolko prikladov ich vyuZitia.

Citatel sa pravdepodobne uz na strednej $kole stretol s determinantmi realnych matic
rozmerov 2 X 2 a 3 X 3. Mozno tiez vie previest vypocet determinantov vyssich rddov na
vypocet determinantov nizsich rddov pomocou ich rozvoja podla nejakého riadku alebo
stlpca. So vSeobecnou definiciou determinantu sa vsak asi dosial nestretol. Ako ¢oskoro
uvidime, nie je to nijako priezra¢né definicia a na prvy pohlad urcite neposobi , prirodze-
nym“ dojmom. KedZe nechceme, aby tato definicia ,spadla z neba“, nas vyklad zacneme
pomerne dlhym tvodom, ktory mé poslizit ako jej motivacia.

10.1. Orientovany objem a multilinearne alternujice funkcie

Na zaciatok si polozme prirodzenu otazku: Ako vyzeraju vzorce pre plosny obsah rovno-
beznika v rovine R?, ktorého dve susedné strany tvoria vektory u = (uy, us)’, v = (v1,v2)7,
resp. pre objem rovnobeZnostena v priestore R3, ktorého tri susedné hrany tvoria vektory
u= (ub Uz, u3)T7 v = (/Ula V2, U3)T7 w= (U)l, w2, wB)T?

Vzorce, ktoré by vyjadrovali prislusny obsah alebo objem len pomocou stradnic vekto-
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rov u, vresp. u, v, w, asi len tak z rukéva nevysypeme, mozeme sa vSak pokusit ich odvodit.
Najschodnejsia cesta vedie cez ujasnenie si vlastnosti, ktorym by mali takéto vzorce vy-
hovovat. Uvidime, Ze tieto vlastnosti uz jednoznacne (az na volbu jednotkového obsahu ¢i
objemu) ur¢uji hladané vzorce nielen v rovine ¢ v trojrozmernom priestore, ale mozno
ich bezprostredne zovSeobecnit na n-rozmerné vektorové priestory K™ nad fubovolnym po-
fom K, hoci tu pojem ,n-rozmerného objemu“ straca svoj nazorny geometricky vyznam.

Ozna¢me teda P(X) obsah rovinného tutvaru X. Zrejme P(X) je vzdy nezaporné redlne
Cislo a pre zhodné utvary X, Y plati P(X) = P(Y). Obsah je navyse aditivny, t.j. pre
atvary X, Y také, ze P(X NY) =0, plati P(X UY) = P(X) + P(Y). Konecne, P(X) =0
pre Tubovolnt tsecku X.

Obsah rovnobeznika {au+bv; a,b € (0,1)} uréeného vektormi u, v € R? budeme znadcit
P(u,v). Z prave sformulovanych vlastnosti obsahu vyplyvaji rovnosti

P(u,v) = P(v,u), P(cu, v) = |c|P(u,v)

pre Iubovolné u, v € R?, ¢ € Z. Druh4 vlastnost sa nazyva pozitivna homogenita a pre
¢ = 3 je znazornena na nasledujicom obrazku.

[ 1]

Obr. 10.1. K pozitivnej homogenite obsahu vektorového rovnobeznika
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Platnost druhej rovnosti pre vSetky ¢ € Q mozno uz z toho jednoducho dokazat (pozri
cvicenie 10.1). S jej platnostou pre vSetky ¢ € R je to uz trochu zlozitejsie — zakladé sa na
istych ivah o ,spojitosti“ obsahu —, a tak jej radsej uverime bez dokazu.

Pozrime sa teraz na dalsie dva obrazky. (Podotykame, Ze oba znazornuju situaciu v ro-
vine, teda pri pohlade na ne treba potlacit priestorové videnie, ktoré sa ndm mimovolne
otvara.)

(0] x D
Obr. 10.2. K aditivite obsahu vektorového rovnobeznika
V prvom pripade urcujua vektory &+ vy, v rovnobeznik OABC, vektory vy, v rovnobeznik
ODEC a rovnobeznik vektorov x, v je zhodny s rovnobeznikom DABE. Zo zhodnosti
trojuholnikov OAD, C'BE potom na zéklade uvedenych vlastnosti obsahu vyplyva rovnost

P(zx+ y,v) = P(x,v) + P(y,v).
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V druhom pripade urc¢uju vektory @, v rovnobeznik O ABC', vektory x+ 1y, v rovnobeznik
ODEC' a rovnobeznik vektorov y, v je zhodny s rovnobeznikom DABE. Zo zhodnosti
trojuholnikov ODA, CEB vyplyva P(z,v) = P(x+ y, v) + P(y, v), teda

P(x+ y,v) = P(x,v) — P(y,v).

To je v porovnani s prvym pripadom neprijemné prekvapenie, uréite by sme dali pred-
nost rovnakej formule. VSimnime si vSak , Ze ,kratsie otocenie“ vektora y do vektora v je
orientované proti ,kratsim otoceniam* vektorov x aj £+ y do vektora v. V druhom pripade
by sa nam preto hodilo, aby obsah rovnobeznika urc¢eného vektormi y, v mal z toho dévodu
opacné znamienko ako obsahy rovnobeznikov prislichajicich vektorom @, v resp. = + vy,
v. Tento ciel moZno dosiahnut, ak namiesto plosného obsahu vektorovych rovnobeznikov
budeme uvazovat ich orientovany plosny obsah, ktory meni znamienko zdmenou poradia
dvoch vektorov, teda moze nadobudat aj zaporné hodnoty. Povodny nezaporny plo$ny ob-
sah potom dostaneme ako absolitnu hodnotu orientovaného obsahu. Tento pristup nam
navyse umozni zbavit sa absolitnej hodnoty v rovnosti P(cu, v) = |c|P(u, v).

Podobnymi tivahami, ktoré by si vSak vyziadali trochu zlozitejsie obrazky, tentokrat
znazortiujice naozaj priestorové situacie, by sme mohli dospief i k potrebe skiimat orien-
tovany objem rovnobeznostena {au + bv + cw; a,b,c¢ € (0,1)} uréeného vektormi u, v,
w v trojrozmernom priestore R3, pripadne n-rozmerny n-rozmerny objem rovnobeznos-
tena {a1w + ...+ a,u,; ay, ..., a, € (0,1)} uréeného vektormi wy, ..., w, v n-rozmernom
priestore R" (pre n > 3 vSak bez moznosti sprostredkovat si geometricky vhlad obrazkami).

Pre ¢itatela, ktory sa uz stretol s vektorovym sicinom v R3, poznamenajme, Ze oriento-
vany n-rozmerny objem sa sprava do znac¢nej miery podobne. Vektorovy stcin u x v dvoch
vektorov u, v € R3, je vektor kolmy na rovinu [u, v|, ktorého dlzka sa rovnéa plognému ob-
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sahu rovnobeznika vektorov u, v a orientacia je dana pravidlom pravej ruky (ak polozime
dlan pravej ruky malickom na vektor w tak, ze zakrivené prsty smeruja k vektoru v po
obliku zodpovedajicom uhlu < 180°, vztyceny palec ukazuje smer aj orientaciu vektora
u X v). Z toho dévodu u X v = —(v X u).

Ak nahradime redlne ¢isla Tubovolnym polom K, vykonané tivahy nas privadzaju k na-
sledujicim definiciam. Nech V' je vektorovy priestor nad polom K a 1 < n € N. Hovorime,
Ze zobrazenie F': V" — K je

(a) n-linedrne alebo tiez multilinedrne, ak pre kazdé 1 < j < n a Iubovolné vektory
Ui, ..., Uj_1, Wjt1, ..., U, € V priradenie

x— F(up,. .., u_ 1,2 Ui1,...,U)
definuje lineadrne zobrazenie V' — K, t.j. pre vSetky ¢,y € V, a,b € K plati

F(u,...,uj_1,ax+ by, wji1, ..., uy,)
= aF(ula' sy W1, Ly Ujyq, - 7un) +bF('U,1, ey U1, Y, Uy, - 7un)1

(b) antisymetrické, ak pre vsetky 1 <i < j < n a Iubovolné vektory uy, ..., u, € V plati
Flu, ... %, u, . ) = —Fug, . oo ., ., W)
Inak povedané, F' : V" — K je n-linearne, ak dosadenim lubovolnych n — 1 pevnych vekto-

rov na akékolvek miesta do F' dostaneme linedrne zobrazenie vo zvys$nej volnej premennej;
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F je antisymetrické, ak zdmenou poradia [ubovolnych dvoch argumentov v F' sa hodnota
vysledku zmeni na opacn.

Cielom nasich ivah teda bolo ¢itatela presvedcit, Ze n-rozmerny orientovany objem v R™
je multilinedrna antisymetrickd funkcia

R" x ... x R" = R.
—_——
n-krat
Ukazuje sa vSak, Ze antisymetriu mozno nahradit zdanlivo slabSou, geometricky nézornou
podmienkou, motivovanou o¢ividnym vztahom P(w,wu) = 0 pre obsah degenerovaného
vektorového rovnobeznika. Hovorime, Ze zobrazenie F': V" — K je

(c) alternujice, ak pre Iubovolné w,...,u, € V z podmienky u; = u; pre nejaké
1 <1< <nvyplyva
F(uy,...,u,) =0.

Ukazeme si, ze uvedené tri vlastnosti spolu tesne suvisia. Najprv ale pripomenme, ze
pole K mé charakteristiku 2, ak v nom plati 1 +1 = 0, ¢o je ekvivalentné s podmien-
kou (Va € K)(a = —a). Prikladom je pole Zy (pozri paragraf 1.2). Ak char K # 2, tak
(Va € K)(a=—a = a=0).

10.1.1. Lema. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a F : V" — K je lubovolné
zobrazenie.

(a) Ak char K # 2 a F' je antisymetrické, tak F je alternujiice.

(b) Ak F je multilinedrne a alternujice, tak F' je antisymetrické.
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Dokaz. (a) sme uz vlastne dokéazali v tivahe predchadzajtcej tuto lemu.

(b) Nech F' je multilinedrne a alternujice. Polozme z = w;, y = wu; a zafixujme
zvy$né z vektorov uy,...,u,. Potom G(x,y) = F(w,..., &, ..., y, ..., u,) je bilinedrne
(t.j. 2-line4rne) alternujice zobrazenie V? — K. Stadi dokdzat, Ze G je antisymentrické.
Vdaka uvedenym vlastnostiam plati

G(z,y) + G(y,z) = G(z,2) + G(z,y) + G(y, z) + G(y, y)
=Gz+yxz+y) =0,

teda G(x,y) = —G(y, ©).

Pre multilinedrne zobrazenie tak alternacia implikuje antisymetriu, kym opacna im-
plikacia plati len za dodato¢ného predpokladu char K # 2 (no, na druhej strane, aj bez
multilinearity).

10.1.2. Lema. Nech F : V" — K, o :{1,...,n} — {1,...,n} st lubovolné zobrazenia a
Uy, ..., u, €V.

(a) Ak F je antisymetrické a o je permutécia, tak
F(’U’U(l)a ceey uo(n)) = (_1)|U|F(u17 005 un)
(b) Ak F je alternujice a o nie je permutacia, tak

F(’u,g(l), ceey ’U,U(n)) = 0.
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Dokaz. (a) Stadi si uvedomit, ze |o| oznacuje najmensi pocet traspozicii (t. j. vymien poradia
dvojic), z ktorych mozno zlozif permutaciu o (pozri paragraf 0.5).

(b) Ak o nie je permutacia, tak o(i) = o(j), preto tiez u,u) = Uo(j), pre nejaké 1 <
i < j < n. Ozna¢me v, = U, pre 1 < k < n. Potom v; = v;, a v dosledku alternacie
F(’Ul,...,’Ui,...,’l)j,...,’l)n):0.

Zaznamenajme teraz niektoré zdkladné vlastnosti multilinedrnych alternujucich (teda
automaticky aj antisymetrickych) zobrazeni, ktoré budeme ststavne vyuzivat.

10.1.3. Lema. Nech F : V" — K je multilinearne alternujiice zobraznie. Potom pre
lubovolné vy, ..., v, € V plati:

(a) Pripoc¢itanim skaldrneho nasobku nejakého z vektorov k inému vektoru sa hodnota

F(vy,...,v,) nezmeni, t.j. pre lubovolné c € K ai,j < n plati
Floy,...,v,...,0+cv,...,v,) = F(vy,...,0;,...,0;,...,0,).
(b) Ak su vektory vy, ..., v, linedrne zavislé, tak F(vy,...,v,) = 0.

Dokaz. (a) Priamym vypoctom s pouzitim multilinearity a alternécie dostavame

Flo,...,v,...,vj+cv, ..., v,)
=F(v,...,v,...,05,...,0,) +cF(vy,...,0,...,0;,...,0,)
=F(vy,...,0,...,0j,...,0,)
(b) Ak st vektory vy, ..., v, linedrne zavislé, tak niektory z nich, povedzme vy, je line-

arnou kombinaciou ostatnych, teda v, =), 41, GiU; pre vhodné skalary c¢;. Z multilinearity
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a alternacie F' potom vyplyva

F(uy,...,v,...,0,) :ZciF(vl,...,vi,...,vn) =0,
itk
lebo v kazdom z uvedenych vyrazov F(v,...,v;, ..., v,) sa vektor v; vyskytuje ako argu-
ment na i-tom aj na k-tom mieste.

Pozrime sa teraz blizsie, ako vyzeraju vsetky bilinedrne alternujiice zobrazenia F' : K? x K? — K
nad polom K. Zvolme Iubovolné vektory u = uie; + usey a v=1v,e; +v2e5 z K. Ak
dvakrat po sebe vyuzijeme bilinearitu a na zaver alternaciu a antisymetriu F, postupne
dostaneme

F(u,v) = F(uje; + usey, v) = uy F (e, v) + usF(ey, v)
= ulF(el, vie; + Ugeg) aF UQF(627 v1e1 + UQ@Q)
= U1U1F(€1, 81) —+ ulng(el, 62) + ugvlF(eg, 81) + UQ’UQF(BQ, 62)

Uy v
= F(€1, 62)(“1712 - U2U1) = F(€17 62) u; v; )
kde vyraz
Uy V1| .
Us Vs = U1V UV

G Do . : : Uy v
Citatel uz iste poznd ako determinant matice (u, v) = <u1 vl) € K22
2 V2
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Podobnym spdsobom mozno odvodit aj tvar lubovolnej n-linearnej alternujicej funkcie
F: K™™ — K (i teraz, ako oby¢ajne, prirodzene stotoziiujeme n-ti karteziansku mocninu
(K™)™ stipcového vektorového priestoru V = K™ s priestorom matic K™*"). Nech A =
(ai;) € K™ je matica so stIpcami

n
Sj(A):CLlj61+...+CLnj€n: E Q;; €;.
=1

S vyuzitim n-linearity F pre kazdy z n stlpcov matice A mozno vyraz F(A) postupne
roznasobit, ¢im dostaneme sucet n” ¢lenov tvaru

Ao(1)1 - - - Qo(n) nF(eU(1)7 coog ea(n))7
z ktorych kazdy zodpovedd jednému zobrazeniu ¢ mnoziny {1,...,n} do seba. Podla
lemy 10.1.2. s¢itance prislichajice zobrazeniam o ¢ S, st vSetky rovné 0 a pre o € S,

plati
F(eg(l), 500 ea(n)) = (—1)|U|F(61, 500 g en).
Zaverom tak dostavame

F(A)=F(er,...,e) > (=) aay1 .- ao(uyn

O'ESTL

= F(In) Z (_1)‘U‘a0'(1) 1---0g(n)n,

O'GSn

kde prislusna suma obsahuje n! s¢itancov, jeden pre kazda permutaciu o € S,,.
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10.2. Definicia a zakladné vlastnosti determinantu

Determinantom Stvorcovej matice A = (a;;) € K™*™ nazyvame vjraz

aiy ... Qin

det A = St :Z(—1)|U|Ga(1)1---aa(n)n-

Apl - - - App o€Sn

Ak nehrozi zdmena s absolitnou hodnotou, pouZivame tieZ oznacenie |A|. Determinant
Stvorcovej matice radu n budeme nazyvat determinant radu n.
Specidlne pre maticu (a;;) € K**3 dostdvame vzorec

a1 G2 13
(g1 G2 A23| = 11022033 + 421032013 + A31A12023
asy gz ass
— (31022013 — A21012033 — 411332023,
znamy ako Sarrusovo pravidlo.
Skor ako kuriozitu poznamenajme, ze uvedena definicia zahtna aj pripad n = 0: pre
(jedint) prazdnu maticu Iy = () € K0 déva det Iy = det( ) = 1.
Nasledujtuce dve vlastnosti determinantov dokaZzeme ako dosledky nasej definicie.

10.2.1. Tvrdenie. Determinant transponovanej matice sa rovna determinantu povodnej
matice, t. .
det AT = det A

pre Iubovolni A € K™*™.
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Dokaz. Podla definicii transponovanej matice a determinantu

det AT = Z (_1)‘U|a10(1) -+ Upo(n)-

g€eSy,

Kedze pre 0 € S, plati i = 0(j) < j = 0 (i), zoradenim ¢initelov v si¢ine a1, (1) - - - Gno(n)
podla druhého indexu tento nadobudne tvar a,-1(1)1 ... @s—1(n),. Pritom priradenie o
o~ ! je bijekcia S, — S,. NavySe, ak 0 = 7, o ... o 7, je rozklad permutécie ¢ na transpo-
zicie, tak o' je kompozicia tych istych transpozicii v opa¢nom poradi, preto |o| = ’0'_1‘.
V désledku toho zdmenou sumécie cez o € S, za sumdciu cez 0! = p € S,, dostavame

det AT = Z (—1)‘9‘%(1)1 o Gg(n)yn = det A.

QESn

Vdaka prave dokadzanému tvrdeniu si vSetky vysledky o determinantoch matic zachovaji
svoju platnost, ak v nich kazdy vyskyt slova ,stlpect nahradime slovom ,riadok“ a naopak.
Tento princip zameny riadkov a stipcov budeme &asto vyuzivat.

10.2.2. Tvrdenie. Nech1 < m <n a A € K™" je blokova matica tvaru
BC
4= (25)
kde B e K™™, C e K™<(m) 3 D ¢ K(n=m)x(n=m)  Potom

det A = det B - det D.
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Dokaz. 7 uvedeného blokového tvaru matice A vyplyva

bija ak]—SZa]Sma
. — @5 9—iins ak 1 <i<m<j<n,
v 0, ak1<j<m<i<n,

di—mj—ma ak m < Z,j <n.

Oznaéme G = {0 € S,; (Vj < m)(o(j) < m)}. Potom pre o € S,\G plati a,1)1 ... agmyn =0,
teda do hodnoty determinantu matice A prispievaju len séitance zodpovedajice permu-
tacidam o € G. Navyse, (Vo € G)(m < j = m < o(j)), takZe pre 0 € G moZno de-
finovat permutécie o’ € S, a ¢” € S,_,, predpismi ¢'(j) = o(j), ak 1 < j < m, resp.
o"(k) =o(k+m)—m, ak 1 <k < n—m. Zrejme priradenim o — (o', 0”) je dané bijekcia

G — S, xS, aplati |o| = |0’| + |0”|. Takze modZeme pisat

det A = Z(_l)‘o‘aa(l) 1---Ao(m)mAo(m+1)m+1 - - - Qo(n)n

oeG

= Z(_l)‘a o ‘bcr’(l)l cee bo’(m) mdo”(l)l cee da’“(nfm) n—m
oeG

= Z (=D byr11 - - - Dot rmym Z (—=1)""dgn1y1 - - - dor(nmyn—m
O'IESm U”E‘S‘nfm

= det B - det D.

Na zéklade tvrdenia 10.2.1. teraz vieme, ze det A = det B-det D, aj ked sa nulovy blok
0 nachadza nad a blok C € K®™™*™ pod diagonalou matice A. Tvrdenie 10.2.2. mo7no
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taktiez zrejmym sposobom zovSeobecnit na matice pozostavajice z viacerych diagonélne
zoradenych Stvorcovych blokov, pod (nad) ktorymi st samé nuly. Spomenme explicitne
nasledujtce dva pripady:

(1) Ak Ay,..., Ay st Stvorcové matice, tak

det diag(Al, soog Ak) = det Al ... det Ak

(2) Matica A € K™*" sa nazyva hornd (dolnd) trojuholnikovd matica, ak a;; = 0 pre
i < j (resp. pre i > j). Pre horné aj dolné trojuholnikové matice plati

det A = aiy ... 0pnp,
t.j. determinant takej matice je siéinom jej diagonalnych prvkov. Specilne to plati
pre diagonalne matice.

10.3. Charakterizacia determinantu a regularnych matic

Uvahy z paragrafu 10.1 mozno zhrntf do nasledujtcej vety.

10.3.1. Veta. Determinant radu n je n-linedrna alternujica funkcia K™" — K stlpcov
matice. Navyse, pre kazdy skalar ¢ € K existuje jediné multilinearne alternujiice zobrazenie
F: K™™ — K stlpcov matice také, ze F'(I,) = c. Toto F je dané predpisom

F(A) =cdet A.
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Determinant det : K™*" — K je teda jednoznac¢ne urceny ako n-lineadrna alternujica
funkcia stlpcov matice taka, ze

det I, = det(ey, ..., e,) = 1.

Této rovnost zodpoveda prirodzenej volbe jednotky orientovaného n-rozmerného objemu
v K™ — je Tiou orientovany objem rovnobeznostena ur¢eného vektormi ey, ..., e, (v tomto
poradi).

V paragrafe 10.1 sme vlastne dokazali, ze kazda n-linedrna alternujica funkcia F' :
K™" — K musi maf uvedeny tvar, t.j. je skalarnym nésobkom determinantu. Zostava
vSak overit, Ze determinant, tak, ako sme ho definovali v paragrafe 10.2, je naozaj multiline-
arne alternujice zobrazenie. Hoci tieto vlastnosti st intutivne jasné z nasej konstrukcie, pre
ambiciéznejSieho ¢itatela podame ich dokaz vychadzajuci len z definicie determinantu. Na-
vysSe sa tym nas vyklad stane forméalne nezavislym na motivac¢nych tivahach o orientovanom
objeme z prvej ¢asti tvodného paragrafu 10.1.

Dokaz vety 10.3.1. odlozime az do nasledujiceho paragrafu, kde nam poslizi ako vhodny
uvod do dalsieho okruhu otédzok. Na tomto mieste vSak zaznamename dva bezprostredné
dosledky tejto charakterizacnej vety. Samozrejme, v jej dokaze sa na ne nebudeme odvola-
vat.

10.3.2. Veta. (Cauchy) Pre Iubovolné matice A, B € K™™ plati
det(A - B) = det A - det B;

t.j. determinant sucinu matic sa rovna sucinu ich determinantov.
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Dokaz. Zvolme pevne maticu A € K™*" a definujme zobrazenie F' : K"*" — K predpisom
F(B) = det(A - B) pre B € K™". Overime, ze F' je n-linearne alternujtce zobrazenie
stipcov matice B; oznacme ich v, ..., v,.

Najprv overime, Ze F' je alternujice. Nech 1 <i < 5 <n a B je matica taka, Ze v; = v;
pre nejaké i < j. Potom aj A -v; = A-vj, a s vyuzitim alternacie determinantu dostdvame

F(B) =det(A-(v1,...,0,...,0,...,v,))

=det(A-v,..., A - v,..., vj,...,A-v,) =0.

Teraz dokaZeme multilinearitu F. Zafixujme stipce vy, . . ., Vj_1, Vi1, ..., Uy @ Na miesto
j-teho stlpca dosadme vektor ax + by. S vyuzitim n-linearity determinantu nam vyjde

F(vy,...,az+by,...,v,) =det(A - (vq,...,ax+by,...,v,))

=det(A - vy,..., A - (ax+by),..., A - v,))

=det(A-v,...,a(A-2)+b(A-y),...,A - v,))

=adet(A-v,...., A -z ..., A v,
+bdet(A-vy,..., A y,..., A v,)

=adet(A- (vi,...,2,...,v,))
+bdet(A-(vy,...,y,...,v,))

=aF(vy,...,x,...,v,) +bF(v,...,9,...,0,).

Podla vety 10.3.1. ma F tvar F'(B) = cdet B pre jednozna¢ne uréeny skalar ¢ = F/(I,,) =
det(A - I,) = det A.
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10.3.3. Veta. Stvorcovd matica A € K™ " je regularna prave vtedy, ked det A # 0.
V tom pripade

det(A™") = (det A)~".
Dokaz. Ak A je singuldrna, tak jej stlpce st linedrne zavislé. Podla lemy 10.1.3.(b) je

F(A) = 0 pre Iubovolni n-linedrnu alternujicu funkciu F' : K™*" — K. Teda Specidlne
det A = 0. Naopak, nech A je regularna. Potom podla vety 10.3.2.

det A - det(A_l) = det(A . A_l) =det I, = 1.

Preto det A # 0 a det(A™') = (det A)~".

10.4. Laplaceov rozvoj determinantu

N&s vyklad za¢neme slibenym dokazom. Kedze pre n = 0, 1 niet ¢o dokazovat, aby sme sa
vyhli rozpitvavaniu trivialit, budeme v celom paragrafe predopkladat, ze n > 2.

Dokaz vety 10.3.1. Najprv dokazeme, ze determinant je alternujica funkcia. Nech A € K™*"
je taka, ze s;(A) = s;(A) pre nejaké i < j. Oznaéme 7 € S, transpoziciu, ktord vymiena
i a j (a ostatné prvky nechava namieste). Potom pre vSetky &k, < n plati ay = a-@)-
Mnozina vSetkych parnych permutéacii mnoziny {1,...,n} sa zvykne znacit A,. Zrejme
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priradenim o +— 7 o ¢ je dana bijekcia A, — S, \ A,. S vyuzitim toho méZeme pocitat

det A=Y (1) a1 - doguyn

O'ESn

- Z Ao(1)1 - - Ao(n)n — Z Ao(1)1 - - - Ao(n)n
oc€A, 0ESHNAp

= Z Ao(1)1 - -+ Ao(n)n — Z Q(ro0)(1)1 - - - A(ro0)(n)n
cEA, ocEA,

= Z (@@ « - o ot = Tolaf@)il o o » Crlafio) = U
UGAn

Teraz dokazeme, Ze det A je linearnou funkciou j-teho stlpca (agjy .. an;)". Prei <n

oznacme S,(i,j) = {0 € S,,; i = 0(j)} a polozme

Ty 00, D i o ) (T o
O'ESn(ivj)

Potom zrejme
n
Z ~ ~ ~ T
det A = Ai;Q55 = (alj,...,anj) : (alj,...,anj) 9
i=1
¢o dokazuje spominant linearitu.

Na zéklade tvrdenia 10.2.1. plati aj ,riadkova verzia® prave dokazanej vety 10.3.1. Spe-
cidlne, determinant je takisto multilinedrna alternujica funkcia riadkov matice a (kedze
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o€ 8,(i,j) & o' € 8,(J,1)) pre i-ty riadok (a;i,. .., a;,) matice A jej determinant m4
rOZvoj
det A= Z aijdij = (ail, ce ,am) . (dib Ce ,&m)T.
j=1
s rovnako definovanymi koeficientmi a;;.
Uvedeny prvok a;; nazyvame algebraickym doplnkom prvku a;; v matici A. Maticu
A = (@;j)nxn nazyvame maticou algebraickych doplnkov k matici A.

10.4.1. Tvrdenie. Nech A;; oznacuje maticu radun—1, ktord vznikne z matice A € K™*"
vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca. Potom

ai; = (—1)"| Ayl

Dékaz. Ozna¢me B maticu, ktora vznikne nahradenim j-teho stipca matice A stipcovim
vektorom e; € K". Zrejme @;; = |B|. Ak budeme v matici B postupne vymietiat stipce
sindexmi j a j+1, dalej j+1 a j+2, atd., az nakoniec n — 1 a n, a potom riadky s indexmi
tai+1, dalej i+ 1 ai+ 2, atd., az napokon n — 1 a n, dostaneme maticu tvaru

_ (A0
o= (49)

kde b vznikne z i-teho riadku matice A vynechanim j-teho prvku a 0 je nulovy stipec dizky
n — 1. Podla tvrdenia 10.2.2. (a poznamky za jeho dékazom), determinant tejto matice je
| A;;|. KedZe determinant je alternujtca funkcia tak stlpcov ako aj riadkov matice a vSetkych
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vymien bolo dohromady (n — j) + (n — i) = 2n — (i + j), plati
iy = | Bl = (~1)7=649] 0] = (-1 4,

Determinanty matic, ktoré vzniknii vynechanim niektorych riadkov a rovnakého poctu
sltpcov z matice A € K™, naz§vame jej minormi, pripadne subdeterminantmi determi-
nantu |A|. Dosadenim ziskanych hodnot algebraickych doplnkov do rozvoja determinantu
radu n podla niektorého riadku resp. stipca tak dostdvame jeho vyjadrenie pomocou sub-
determinantov radu n — 1.

10.4.2. Veta. Nech A € K™*", 1 < k,l < n. Potom

n n

|A| = Z(—l)k+j@kj | Ay;| = Z(—l)”lail | Ayl

j=1 =1

Uvedené sucty nazyvame Laplaceoviymi rozvojmi determinantu | A| — prvy podla k-teho
riadku, druhy podla l-teho stlpca.

10.5. Vypocet determinantu

Skor nez sa pustime do vypoctov konkrétnych determinantov, skiisme si urobit inventiru
prostriedkov, ktoré mame nato k dispozicii, a posudit ich vhodnost.

Asi sa zhodneme na tom, Ze vypocet determinantu radu n podla jeho definicie, ako stuc¢tu
n! stéinov po n ¢initeloch, by bol znac¢ne tazkopadny. Pokial sme sa stretli len s pripadmi
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n = 2 alebo n = 3, nemusime si to jasne uvedomit. Avsak uz 4! = 24, 5! = 120 a funkcia n!
velmi rychlo rastie. Preto je potrebné pouvazovat o nejakej inej metdde.

Ked7ze determinant je multilinedrnou alternujticou funkciou tak riadkov ako aj stipcov
matice, ako najprirodzenejsia sa nadm ponika metdda tpravy matice na hornt pripadne
dolnt trojuholnikovti maticu pomocou elementarnych riadkovych i stipcovych operacii. Ako
sme uz spominali v pozndmke (2) za dokazom tvrdenia 10.2.2.:

(0) Determinant trojuholnikovej matice sa rovné stcinu jej diagonélnych prvkov.

Pripomenme si aj nasledujtce pravidla z paragrafu 10.1 o vplyve ERO a ESO na determi-
nant:

(1) Vymenou poradia dvoch riadkov alebo stipcov matice sa hodnota jej determinantu
zmeni na opacnd.

(2) Vynasobenim nejakého riadku alebo stipca matice nenulovym skaldrom ¢ € K sa jej
determinant zmeni na c-nasobok poévodnej hodnoty.

(3) Pripoc¢itanim skaldrneho nasobku nejakého riadku matice k jej inému riadku, resp.
nésobku nejakého jej stlpca k inému stlpcu sa hodnota jej determinantu nezmeni.

Vsimnite si, ze len treti typ menovanych tprav nechava determinant bezo zmeny! Pozna-
menajme, ze Gpravy typu (3) spolu s pravidlom (0) plne postacuji na vypocet akéhokolvek
determinantu. Bez pravidiel (1) a (2) sa moZno kludne zaobist, ob¢as nam vSak mozu
pomoct sprehladnif situdciu, preto sa im nebudeme vyhybat.

Casto byva uZitotné vyslovne si uvedomit nasledujiici dosledok pravidiel (1) (3):
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(4) Ak matica obsahuje nulovy riadok alebo stipec, pripadne dva rovnaké riadky alebo
stlpce, tak jej determinant je 0.

Mohlo by sa zdat, Zze sme akosi pozabudli na Laplaceov rozvoj. Tato metéda umoziuje
previest vypocet determinantu radu n na vypocet n determinantov radu n — 1, presnejsie
na istu ich linedrnu kombinéciu. Ak by sme ddsledne pokracovali dalej, mohli by sme tato
ulohu previest na vypocet n(n — 1) determinantov radu n — 2, atd., az by sme napokon
dostali n! determinantov radu 1. Ak si to dobre premyslime, zistime, ze takyto vypocet by
bol rovnako efektivny (¢i, lepsie povedané, neefektivny) ako vypocet determinantu priamo
na zaklade jeho definicie.

Jednako sa Laplaceovho rozvoja celkom nezriekame. Odportac¢ame ho vSak pouzivat len
vtedy, ked st vietky prvky prislusného riadku & stipca, podla ktorého determinant rozvi-
jame, az na jednu vynimku rovné nule. Vtedy vlastne nejde ani tak o rozvoj ako o znizenie
radu daného determinantu o 1 (bez narastu poc¢tu determinantov). Toto odportcanie sfor-
mulujeme do nasho predposledného pravidla:

(5) Nech vsetky prvky i-teho riadku pripadne j-teho stipca matice A s vynimkou prvku
a;; s rovné 0. Potom

|A| = (—1)"a;; | Ayl

Vsimnite si, ze pravidlo (0) mozno dostat ako dosledok (n — 1)-nasobného pouzitia pravidla
(5) a zrejmého faktu, ze determinant matice (a) typu 1 x 1 je samotna hodnota a.

Ak si este uvedomime, ze determinanty rddu 2 mozno najvyhodnejsie pocitat priamo
z definicie:

(6)

ail a2

= a11G22 — A21G12,
a21 A22
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je to uz naozaj vsetko, ¢o potrebujeme vediet na efektivny vypocet determinantu.

10.5.1. Priklad. Vypocitame determinant realnej matice

2 2111
5 6345
A=|T7 5357
13103813
72116

Najprv odpocitame prvy riadok od piateho a druhy od stvrtého. V matici, ktora takto
ziskame, odpoditame piaty stipec od prvého a stvrty od druhého. Postupne tak dostaneme

22111 [11111
56345 (02345
|A|=|75357|=|00357=1-2-3-4-5=120.
84048/ 1000438
50005/ (00005

Priznavame, ze vypocet, ktory sme prave predviedli je tak trochu podraz voci citate-
Tovi. Upravy, ktoré sme pri iom pouzili, boli totiz len opaénym postupom, ktor§m sme
pri formulacii lohy z vopred narafi¢enej vyslednej hornej trojuholnikovej matice ,,uvarili®
zadanie. Napokon, tak je tomu s vic¢sinou tloh v ucéebniciach. No ¢itatel, ktorého autor
ynevpustil do kuchyne“, mé len mali nédej toto optimélne rieSenie najst. Teda aspon po-
kial je tiloha dobre postavend. Predvedieme preto aj iné, ,normalne“ rieSenie, na aké ma
Sancu prist aj nezasviteny riesitel.
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Najprv odpoditame treti stipec od $tvrtého aj piateho a jeho dvojnasobok od prvého aj
druhého stlpca. V dalSom kroku determinant rozvinieme podla prvého riadku:

0 010 0] | | 4y
-1 031 2 L 19 1
|A|=| 1-132 4|= .
7 4510
7 43510 5 00 5
5 010 5

Teraz odpocitame prvy stipec od posledného a ziskany determinant rozvinieme podla po-
sledného riadku:

Al = = -5 |-123].
7 453 5o
5 000

Po odpoéitani trojnasobku druhého stipca od tretieho a rozvinuti podla prvého riadku sme
konecne v cieli:

01 O 1 _3
|A|=—-5|-12 -3 :5‘ 4_12‘:5(12+3-4):5-24:120.
45 —12
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10.5.2. Priklad. Vypocitame tzv. Vandermondov determinant radu n

2 n—1
1z, zf ... o]

2 n—1
1xg x5 ... @)

VD, (21,22, ...,2,) =
W ap, a5 o g
Odpocitanim prvého riadku od vSetkych ostatnych riadkov a naslednym rozvojom podla

prvého stipca dostaneme

1 = i S g

Oxg—xy 22— 25 ... 2h + — 2!
VDn(.'L'l,JJQ,...,xn) — 5 .

0xy — 2y 22 — 22 ... 2" 1 — g7t

Ty—xy 22— 22 .. it — 0!

Tp— 2 22—, gt — P!

Odpodéitajme teraz od kazdého stipca poéniic druhym z;-nésobok predchadzajtceho stipca.
V determinante, ktory ziskame, je na mieste (i, k), kde 1 <1,k <n — 1, prvok

($§+1 - xlf) — 4 (zi::ll - -’Elf_l) = x;'tll(xiﬂ — x1).
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Ak teda vyjmeme z i-teho riadku ¢initel ;.7 — x1, postupne nam vyjde

Ty — 21 To(zy — 21) ... 25 (22 — 71)
VD, (21, z2,...,2,) = : : :

Tp — X1 Tp(Ty — 1) ... 2" 2(2, — 1)

1 Ty . $g_2
=(xa—x1)...(xp— ) |} :
1z, ...002

= (xe —x1)... (¥ — 1) VDp1(wa, ..., zy).
Teraz uz aj bez pocitania determinantov vidime, ze
VD, _1(z2,...,2,) = (x3 — x2) ... (X, — 22) VD, _o(23,...,2,),

atd. Kedze zrejme VD4 (x,) = 1, dostavame vysledok

VD, (21,29, ...,2,) = H (x; — ),

1<i<j<n

kde symbolom [] ozna¢ujeme stéin prislusnych cinitelov.
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10.6. Inverzna matica a Cramerovo pravidlo

V tomto zavere¢nom paragrafe si predvedieme dva priklady vyuzitia determinantov. Vy-
jadrime pomocou nich inverzni maticu k regularnej Stvorcovej matici a rieSenie stustavy
linedrnych rovnic s regularnou stvorcovou maticou. Vopred poznamenajme, ze tieto vyjad-
renia sa na priame vypocty prilis nehodia. Na druhej strane tym, Ze vyjadruja inverznu
maticu a rieSenie spominanej sustavy v tvare prehladnych ucelenych formil, st vyznamné
hlavne z teoretického hladiska.

Nech A € K™ a1 < i,k < n st rozne indexy. Oznacme B maticu, ktora vznikne
z matice A nahradenim jej k-teho riadku i-tym riadkom. Potom matica B méa (aspoii) dva
riadky rovnaké, menovite i-ty a k-ty, preto |B| = 0. Na druhej strane matice A a B sa
lisia nanajvys v k-tom riadku, preto A;; = By, pre kazdé 1 < j < n. Z toho dévodu st
algebraické doplnky zodpovedajucich si prvkov k-tych riadkov oboch matic rovnaké:

brj = (1) By;| = (=1)"7) Ay | = aig.
Ak rozvinieme determinant matice B podla jej k-teho riadku, dostaneme
det B = Z bkjgkj = Zaijdkj =0.
j=1 j=1

Spojenie tejto rovnosti s Laplaceovym rozvojom determinantu matice A podla k-teho
riadku dava

S il A ki=%k
Zaijékj =r(A)- Tk(A)T = ri(A)- Sk<AT) _ {\ |, aki ,
j=1

0, ak i # k.
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Inak povedané
A-AT =|A|I,.

Inverznti maticu k regularnej stvorcovej matici A potom dostaneme tak, ze transponovanu
maticu jej algebraickych doplnkov vydelime determinantom |A|. Tym sme dokéazali nasle-
dujtcu vetu.

10.6.1. Veta. Nech A € K™*" je regularna matica. Potom

1 ~
R —
4]

10.6.2. Priklad. N&jdeme inverzni maticu k redlnej matici

1-2
as(i72)
Jej determinant a maticu algebraickych doplnkov vypocitame lahko:

A= 1-(=3)=5-(=2) =7, Z:(“S‘i’).

1/-32
=1 _ 2+
A _7<_51).
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Poznamenajme vsak, ze okrem Stvorcovych matic radu 2, kedy je to v podstate jedno,
je vypocet inverznej matice pomocou ERO alebo ESO, ako sme ho popisali v paragrafe 77,
podstatne vyhodnejsi nez vypocet na zaklade vety 10.6.1. Uz pre matice radu 3 by sme
na to potrebovali vypocitat jeden determinant rddu 3 a devit determinantov radu 2. Vo
vseobecnom pripade by sme museli vypodéitat jeden determinant rddu n a n? determinantov
radu n— 1. Citatel sa pravdepodobne po prvykrat stretol s determinantmi v stivislosti s rie-
Senim sustav linearnych rovnic, v ktorych je pocet rovnic a neznamych ten isty. Mozno by
si v pripadoch 2 x 2 a 3 x 3 eSte vedel spomentt aj na prislusné vzorce. Takéto vzorce,
zname ako Cramerovo pravidlo, vSak platia v lubovolnom rozmere n x n.

10.6.3. Veta. Nech A € K"*" je regularna matica, b € K" a pre 1 < j < n nech

A]b oznac¢uje maticu, ktord vznikne z matice A nahradenim jej j-teho stlpca stlpcovym
vektorom b. Potom ststava A - x = b ma jediné riesenie

T
_ (14D 1D |al
[A]" TA]"" A

Dékaz. Podla vety 77 mé uvedend stistava jediné riesenie £ = A~'-b. Ak do tohto vyjadrenia
dosadime za A~! z vety 10.6.1., pre j-tu zlozku vektora z ndm vyjde

Ti = Za b, = |Ab|
! \A\ VA

lebo zodpovedajice si prvky j-tych stlpcov matic A a A]b majua rovnaké algebraické do-

plnky, takZe uvedeny sucet je Laplaceov rozvoj determinantu \A]b | podla j-teho stipca.
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Varujeme vSak Citatela pred pouzivanim Cramerovho pravidla na rieSenie konkrétnych
stustav n linearnych rovnic o n neznamych. Metéda tpravy rozsirenej matice ststavy na re-
dukovany stupriovity tvar pomocou ERO je ovela rychlejsia a pohodlnejsia. Kym vyrieSenie
takej sustavy pomocou ERO vyzaduje tipravu jedinej matice typu n x (n + 1), pri rieSeni
Cramerovym pravidlom by sme museli pri vypoc¢te determinantov upravit n + 1 matic typu
n xXn.

Na obranu determinantov vSak poznamenajme, ze stretnutie s najdoélezitejSimi pri-
kladmi ich vyuzitia nas eSte len ¢aka. Popri tzv. Gramovych determinantoch to bude najméi
v suvislosti s charakteristickym polynémom a vlastnymi hodnotami linearnych transforma-
cii a Stvorcovych matic.

Cvicenia
10.1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom Q. Dokézte nasledujtce tvrdenia:
(a) Ak F : V — U je zobrazenie také, ze pre vSetky ¢ € Z, v € V plati F(cv) = cF(v), tak uvedend
rovnost plati aj pre vsetky c € Q.
(b) Ak F': V — U je zobrazenie také, ze pre vSetky ¢ € Z, v € V plati F(cv) = |c|F(v), tak uvedend
rovnost plati aj pre vSetky ¢ € Q.
10.2. Nech U, V4, ..., V, st vektorové priestory nad polom K. Podobne ako v paragrafe 10.1 definujte pojem

n-linedrneho zobrazenia F : Vi x ... x V;, — U. Oznaéme L,(V3,...,V,,U) mnozinu vSetkych n-
linedrnych zobrazeni F : Vi X ... xV, — U; ak Vj = ... =V, = V, tak miesto £, (V4,...,V,,U)
piseme len £, (V,U). Dokézte, ze mnozina L, (V1,...,V,,U) tvori linedrny podpriestor vektorového
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X Vn

priestoru UV1 > vsetkych zobrazeni V3 x ... xV, = U.

10.3. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a n > 2. Definujte pojmy symetrického, antisymetric-
kého a alternujiaceho zobrazenia F' : V™ — U. Dokéazte postupne nasledujice tvrdenia:

(a) Mnoziny Sym,,(V,U) vSetkych symetrickych zobrazeni V™" — U, Asym, (V,U) vSetkych antisy-
metrickych zobrazeni V" — U a Alt,(V,U) vSetkych alternujucich zobrazeni V" — K st linedrne
podpriestory vektorového priestoru U vsetkych zobrazeni V" — U.

(b) Ak char K = 2, tak Sym,, (V,U) = Asym,, (V,U).

(c) Ak char K # 2, tak Asym, (V,U) C Alt,,(V,U) a Sym,,(V,U) N Asym,,(V,U) = {0}, kde O tento-
krat oznacuje identicky nulové zobrazenie V" — U.

(d) LoV, U) () Altn(V, U) C La(V, U) 0 Asym,(V, U).

(e) Ak char K # 2, tak £, (V,U) N Alt,,(V,U) = L,(V,U) N Asym,,(V,U).

(f) N&jdite priklad bilinedrneho (t.j. 2-linedrneho) zobrazenia Zs X Zo — Zs, ktoré je symetrické (teda
aj antisymetrické), no nie je alternujice.

(g) Ak dim V' = n, tak dim (L, (V, K)NAlt,(V, K)) = 1. (Ndvod: Dobre si uvedomte, ¢o vlastne hovori
drubd cast vety 10.3.1.)

10.4. Dokazte Lemy 10.1.2. a 10.1.3. za vSeobecnejSich podmienok cvi¢enia 10.3, t.j. pre zobrazenia F :
vr - U.

10.5. (a) Vypoéitajte orientovany aj neorientovany plogny obsah rovnobeznika uréeného vektormi u = (1,5)7,
v=(3,—4)T v rovine R2.

(b) Vypoditajte orientovany aj neorientovany objem rovnobeznostena uréeného vektormi v = (3,2, —1),
v=(5,0,4), w= (1,1,1) v priestore R3.

(¢) Vypocitajte orientovany aj neorientovany Stvorrozmerny objem Stvorrozmerného ,rovnobezno-
nadstena® uréeného vektormi e; + e, es — 2es3, 4e3 — 2e4, 3e; + ey v priestore R%.
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10.6. Vypoditajte nasledujtiice determinanty nad polom R:

2-204 O 0 0011

(@) |17 674l ) fof 01 (o |26-m ail gy |2 330 (o) O 9933
21 -3 0}) 14 4 0) 00 100 29} 0 601—1, 11070
33 9 —6 4711 6 00 3 1 195§ = T 0ilgs

10.7. Rozhodnite, pre ktoré hodnoty parametra A je uvedend matica regularna resp. singularna. Rieste nad
kazdym z poli Q, R, C, Zy a Z; pre nasledujice matice (ak vam prekdza, ze niektory prvok matice
nepatri do prislusného pola Z,, nahradte ho jeho zvySkom po deleni ¢islom p):

110 1I-A A 0 1100 A1 1 0 4
g2 %) T 2 22x 0 ) 0X1A ). d -2 A1 5 3
@@ o3P o) e(Frag

10.8. Pre Iubovolni maticu A rozmeru n xn nad polom K a skaldr ¢ € K plati det(cA) = ¢ det A, Specidlne

det(—A) = (—1)" det A. Dokéazte.

10.9. Nech n > 2 a A, B, C, D su stvorcové matice rddu n nad polom K. Na priklade ukézte, Ze (okrem
pripadu B = 0 alebo C = 0) pre z nich zloZenu blokovi maticu neplati nasledujice ,zovSeobecnenie
pravidla na vypocet determinantu matic rozmeru 2 x 2:

4B\~ |4||D|-|B||C!.

10.10. Pomocou algebraickych doplnkov n&ajdite explicitné vyjadrenie pre inverzné matice k nasledujicim
maticiam a sformulujte nutné a postacujice podmienky ich existencie:

@D o () @) @en @

12 22 00 f

[=]S e}

ocoe
N——

ZovSeobecnite vysledky tloh (d), (e) na matice lubovolného radu n.

10.11. N4jdite rieSenia nasledujtcich ststav linedrnych rovnic nad polom R pomocou Cramerovho pravidla:

() z+y=1,3x—5y =4;

e Prvd strana ePredchddzajiica strana eNasledujiica strana ePoslednd strana eSpit eCeld obrazovka eZavriet eKoniec



(b) x — 4y = =2, Tx + 2y = 1;
(c)e+y—2=0,20+32=3,3z+y—2z=—5;

(d) 22 +y+22=10,4c —y = -3, y+ 2z = 0;
(e)x+2y+32+4u=10,y+224+3u=6,z2+2u=3,y—z+u=1

10.12. Nech A € K™*" je matica nad polom K a I C {1,...,m}, J C {1,...,n} st dve mnoziny indexov
s rovnakym poétom prvkov k < min(m,n). Oznaéme A;; € K*** $tvorcovti maticu rddu k tvorent
tymi prvkami a;; matice A, pre ktoré ¢ € I a j € J. Determinanty takto vzniknutych matic Ay,
nazyvame minormi matice A € K™*" raddu k. Jednoducho povedané, minory matice A st determi-
nanty $tvorcovych matic, ktoré vznikni vynechanim niektorjch riadkov a stipcov matice A. Minory
prislichajiice mnozindm indexov tvaru I = J = {1,...,k} sa nazyvaju hlavné minory matice A.

Dokéazte, ze hodnost matice A je najvicsie prirodzené ¢islo k, pre ktoré existuje nenulovy minor radu
k matice A. (Ndvod: Ukazte, ze ak r;,(A), ..., r;, (A) su linedrne nezavislé riadky matice A, tak

existuju indexy stlpcov ji, ..., ji také, Ze matica (aiqu) mé hodnost k.)

kxk

10.13. (a) Vypoditajte vSetky minory redlnej matice (é (1) i )
2+i 0 3i 4
(b) Vypoditajte vsetky hlavné minory komplexnej matice ( 4i 3-2i 2 64)
2—i 14+5i 0 2i
10.14. Nech A € K™*™ je Stvorcova matica radu n a I, J st dve podmnoziny mnoziny {1,...,n} s rov-
nakym poctom prvkov k < n. Algebraickym doplnkom minora |Aj;| matice A (pozri cvicenie 12)
nazyvame vyraz (—1)*7|Ap /|, kde I', J' ozna¢uji doplnky mnozin I resp. J v mnozine {1,...,n}
a l+J =73 i+ > ;i Nech dalej Py(n) oznacuje mnozinu vsetkych k-prvkovych podmnozin
mnoziny {1,...,n} (zrejme # Pi(n) = (})).

Dokazte nasledujice zovseobecnenia Laplaceovho rozvoja determinantu z vety 10.4.2.:
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(a) Laplaceov rozvoj determinantu podla vybrangch riadkov. Pre lubovolnt mnozinu I € Py (n) vybra-
nych (indexov) riadkov matice A plati
A= > ()" |Ayl|Aps].
JEP(n)
(b) Laplaceov rozvoj determinantu podla vybranych stlpcov. Pre fubovolnd mnozinu J € Py (n) vybra-
nych (indexov) stipcov matice A plati

Al= Y ()™ A4,
I1€Py(n)

N N W

).

(b) Rozviiite determinant matice z tlohy (a) podla prvého a druhého riadku. Vysledok prorovnajte

oo
|
oNHO

1
10.15. (a) Vypoditajte algebraické doplnky minorov radu 2 reilnej matice (_411
3

s hodnotou determinatu ziskanou priamym vypoctom.

10.16. Nech K je pole, xg,x1,. .., T, sQ navzajom rozne a yg,y1,. - -, Y, Su lubovolné prvky z K.
(a) Dokézte, ze potom existuje prave jeden polyném f(z) = ag + arz + ... + a,z" € K™[z] taky,
ze f(zo) = yo, f(x1) = y1, -, f(@n) = yn; f(x) sa nazyva interpolacny polyndm koneénej funkcie
x; — i, kde 0 < ¢ < n. (Ndvod: Rozpiste uvedené rovnosti do ststavy linedrnych rovnic v nezndmych

ap,ai,. .. ,a, a vyuzite Vandermondov determinant.)
(b) Odvodte tzv. Lagrangeov tvar interpolaéného polynomu
n
_ ) r—Zj
f(m)—zyznxl_% .
=0 VED)

(c) Vyjadrite koeficienty interpola¢ného polynému f(z) pomocou Cramerovho pravidla.
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(d) Nech K je pole realnych éisel R. V pripade ekvidistancného delenia xg, x1 = xo + d, x5 = xo + 2d,
..y Tn = o + nd s krokom d > 0, najdite explicitné vzorce pre koeficienty interpola¢ného polynému,
ak 0 <n <3.

10.17. S vyuzitim vysledkov predchadzajiceho cvidenia rieste nasledujice tlohy:

(a) Najdite kvadratické polynémy fo(z), f1(z), fa(z) € R®[z], ktorych grafy prechddzajt bodmi
) ( ) (3 2) resp. 0_170)7(Oa__l)v(2v5)7resp'(Oa__1)7(2a5)7(37__2)

(-1

(b) Néjdite kubické polynémy g;(x), g2(x) € R(®)[z], ktorych grafy prechadzaji bodmi (0, —1), (1,0),
(2,5), (3,—2), resp. (—1,0), (0,-1), (1,0), (2,5).

(c) Najdite bikvadraticky polyném h(z) € R®[z], ktorého graf prechadza bodmi (—1,0), (0, 1),
(1,0), (2,5), (3,-2).

(d) Nacrtnite grafy funkcii fo, f1, f2, g1, g2 a h na intervale (—2,4) a porovnajte ich.

10.18. Permanentom $tvorcovej matice A = (a;;)nxn nad polom K nazyvame vyraz

peI'A = Z a,o.(]_)]_ .. .ag(n)n.

oES,

Formalne teda permanent dostaneme vynechanim znamienkovych koeficientov sgno = (71)‘”‘ v defi-

nicii determinantu. Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:

(a) Ak maticu chapeme ako riadok jej stipcov, tak permanent je n-linedrne symetrické zobrazenie
K™*™ — K (pozri cvicenie 10.3).

(b) Pre Iubovolnii maticu A € K™*™ plati per AT = per A.
(c) Ak char K = 2, tak pre kazda maticu A € K™*™ plati per A = det A.

10.19. (a) Odvodte vSeobecny vzorec na vypocet permanentu matic rozmeru 2 X 2.
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(b) Odvodte vzorec analogicky Sarrusovmu pravidlu na vypodet permanentu matic rozmeru 3 x 3. *

24 0
(¢c) Vypocitajte permanenty redlnych matic 4 = (é _g), B= <3 7 71>.
11 1

(¢) Odvodte z vysledkov tlohy (a), Ze permanent reguldrnej Stvorcovej matice sa moZe rovnat nule,
kym permanent singuldrnej Stvorcovej matice nemusi byt 0.

10.20. Nech X = {z1,...,z,} je n-prvkovd mnozina a (X, H) je orientovany graf s mnoZinou vrcholov X
(pozri cvicenie 2.7). Hovorime, Ze permutdcia o € S, Zije na grafe (X, H), ak pre kazdé i < n plati
(3, To(5)) € H.
(a) Nech H € R"*"™ je inciden¢nd matica grafu (X, H). Potom pocet vSetkych permutacii o € S,,
ktoré ziju na grafe (X, H), je prave per H. Dokézte.
(b) Pre kazdy z grafov z obrazku 2.1 vypoditajte permanent jeho incidenénej matice a urcte podet
permutécii, ktoré na fom ziju (pokiste sa riesit obe tlohy pre dany graf v optimélnom poradi).

1Stoji za poznamku, Ze — na rozdiel od determinantu — nepozname nijaky jednoduchy, rychly algoritmus na
vypocet permanentu $tvorcovych matic vSeobecného rddu n nad polami charakteristiky # 2. Dokonca méame dobré
dovody domnievat sa, ze taky algoritmus neexistuje.
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Register

n-rozmerny priestor, 148
n-tica vektorov
linearne nezavisla, 129
linearne zavisla, 129

afinnd kombinacia, 230
afinné transformaécia, 249
afinne nezavislé body, 251
afinné sturadnice bodu, 252
afinny obal, 234

afinny podpriestor, 230
afinny priestor, 228
algebraicky doplnok, 303
alternativa, 10

axiéoma, 33

barycentricka kombinéacia, 230
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barycentrické stiradnice bodu, 252

baza, 147, 158
Hamelova, 159
kanonicka, 151, 184
neusporiadana, 158
usporiadana, 158

baza priestoru, 147

bijekcia, 18

blok ekvivalencie, 30

body
afinne nezavislé, 251
kolinearne, 251
komplanarne, 251
nekolinearne, 251
nekomplanérne, 251

Cramerovo pravidlo, 313



cyklus prermutacie, 45
cykly disjunktné, 46

cisla

realne, 69
¢islo

Bellovo, 40

kombinacné, 40
komplexne zdruzené, 69
prirodzené, 36
Stirlingove, 224

determinant, 295
diagonala, 76
dimenzia afinného priestoru, 235
dimenzia vektorového priestoru, 148
direktny stcet priestorov, 128
disjunkcia, 10
disjunktné mnoziny, 15
dokaz, 33
matematickou indukciou, 34
nepriamy, 33
priamy, 33
sporom, 33
dosledok, 33

druhy dual, 194
dual, 193

druhy, 194
duélny priestor, 193

ekvivalencia, 10

ekvivalentné sustavy, 98
elementarna matica, 207
elementarna riadkova operacia, 105
elementarne stipcové operécie, 117
ERO, 105

ESO, 117

fundamentalny systém rieseni, 258
funkcia, 17
funkcional

linearny, 193

Galileova transforméacia, 191
Gaussova eliminacia, 114
Gaussova-Jordanova eliminacia, 105
generujica mnozina, 125

hodnost linedrneho zobrazenia, 180
hodnost matice, 203
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charakteristika pola, 94

implikacia, 10
transponovana, 34
injekcia, 17
inklazia, 12
interpola¢ny polynom, 318
inverzia, 28
inverzna matica, 205
inverzny prvok, 23
iteracia zobrazenia, 20
izomorfizmus
linearny, 181

jadro linearneho zobrazenia, 178
jednotka, 51
imaginarna, 50

kanonicka baza, 151, 184
koeficient

binomicky, 40
kombinéacia

afinna, 230

barycentricka, 230
kompozicia zobrazeni, 18

komutativny diagram, 19
kone¢norozmerny priestor, 147
kongruencia
modulo n, 46
konjunkcia, 9
Kroneckerov symbol, 83
kvantifikator, 11
existenc¢ny, 11
jednoznacnej existencie, 11
univerzalny, 11
vSeobecny, 11

Laplaceov rozvoj determinantu, 301, 318
lema, 33

linearna forma, 193

linearna kombinacia, 62

linedrna nezavislost vektorov, 129
linearna transformacia, 181
linearna varieta, 230

linedrna zavislost vektorov, 129
linearne zobrazenie, 173

linedrny funkcional, 193

linedrny izomorfizmus, 181
linearny obal, 124

linedrny operator, 181
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lineadrny podpriestor, 121
logicka spojka, 9

matica, 74

algebraickych doplnkov, 303
blokova, 77
blokovo diagonalna, 86
diagonalna, 86
elementarna, 207
inverzna, 205
jednotkova, 83
nulova, 79
regularna, 205
singularna, 205
sustavy, 97

rozsirena, 98
symetricka, 76
stvorcova radu n, 74
transponovana, 76
typu m x n, 74

v redukovanom stupnovitom tvare, 100

v redukovanom tvare, 100
v stupniovitom tvare, 100

maticou
prechodu, 210

minor, 304

minor matice, 317
hlavny, 317

mnohoclen, 65

mnozina, 12
faktorova, 31
generatorov, 125
generujuca, 125
konecna, 13
nekonecna, 14
potencna, 44
prazdna, 14
vytvarajuca, 125
zvyskovych tried, 56

mocnina
kartezianska, 16
priama, 67

negacia, 9
nekonec¢norozmerny priestor, 147

matica linedrneho zobrazenia, 185 neutralny prvok, 22
matica linearnej transformaécie, 185 nula, 51
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obal
afinny, 234
objem
n-rozmerny, 288
orientovany, 288
obraz
mnoziny, 21
zobrazenia, 21
obraz linearneho zobrazenia, 178
operacia, 17
asociativna, 22
binarna, 21
komutativna, 22
unarna, 17
operator
linedrny, 181
orientovany objem, 288
osova stumernost, 189

parameter, 102
parametrické rovnice, 264
Pascalov trojuholnik, 47
permanent, 319
permutacia, 24

dizka, 27
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inverzna, 25
neparna, 27
parna, 27
znamienko, 27
podmnozina, 12
podpole, 54
podpriestor
afinny, 230
linearny, 121
nevlastny (nulovy alebo plny), 122
smerovy, 234
trivalny, 122
vlastny netrividlny, 122
podpriestor generovany mnozinou, 125
pole, 51, 52
charakteristika, 55
polyném, 65
interpolacny, 318
stupen, 65
postupnost
Fibonacciho, 40
linearne nezavisla, 140
posunutie, 246
pravé rovnobezky, 276



priamka, 229

prienik
mnozin, 15
priestor
afinny, 228

duélny, 193
linearny, 60
vektorovy, 60
princip
dobrého usporiadania, 37
indukcie, 37
projekciou
kanonickéa, 31
prirodzena, 31
prvok
inverzny, 51
matice, 74
opacny, 51
veduci, 100

reguldrna matica, 205
rekurzia, 39

repér, 252

rieSenie sustavy, 98
rovina

Gaussova, 69
rovnica
binomicka, 70
linearna, 97
rovnice
parametrické, 264
vseobecné, 265
rovnolahlost, 190
rozdiel
mnozin, 15
rozklad mnoziny, 31
roznobezné podpriestory, 273
rozsirena matica afinného zobrazenia, 249

Sarrusovo pravidlo, 295
singularna matica, 205
skalary, 49
smerovy podpriestor, 234
spojenie, 238
Steinitzova veta, 145
subdeterminant, 304
sucet
direktny, 128
mnozin, 126
podpriestorov, 127
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sucet
logicky, 10
sucin
karteziansky, 16
logicky, 9
matic, 79
priamy, 67
stiradnice, 149, 150
riadkové, 150
stipcové, 150
suradnice bodu
afinné, 252
barycentrické, 252
suradnice vektora vzhladom na bazu, 149
suradnicové zobrazenie, 149
surjekcia, 18
sustava
riesenie, 98
stustava linearnych rovnic, 97
homogénna, 98
nehomogénna, 98
sustavy
ekvivalentné, 98

tedria mnozin, 9

axiomaticka, 9
transformacia

afinna, 249

Galileova, 191

linearna, 181
transformacia mnoziny, 17
translacia, 246
transpozicia, 27
trieda ekvivalencie, 30
tvrdenie, 33

varieta
linearna, 230

veduci prvok, 100

vektor, 49
n-rozmerny, 65
opacny, 62
riadkovy, 65
stlpcovy, 65

vektor parametrov, 264

vektorovy priestor
n-rozmerny, 148
konec¢norozmerny, 147
nekonec¢norozmerny, 147
vSetkych funkcii, 68
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veta, 33 multilinedrne, 289

Moivreova, 70 na mnozinu, 18
Steinitzova, 145 prosté, 17

vseobecné rovnice, 265 suradnicové, 149

vzor mnoziny, 21 surjektivne, 18

vztah vzajome jednoznacné, 18
ekvivalencie, 29 zlozené, 18
reflexivny, 29 zuzenie zobrazenia, 20

symetricky, 29
tranzitivny, 29

zékon
o krateni, 53
zameranie, 234
zjednotenie
mnozin, 15
zobrazenie, 17
n-linearne, 289
alternujace, 290
antisymetrické, 289
bijektivne, 18
identické, 19
injektivne, 17
inverzné, 18
linearne, 173
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