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Theorem (Taylorova véta)

Necht je f(x) funkce k—krat diferencovatelna na intervalu (a, b) a
spojitd na [a, b]. Pak pro kazdé x € (a, b) existuje Cislo c € (a, x)
takové, Ze

00 = F(a) + F/(@)(x =)+ + g5 F4 D a)x =
+ %f(k)(c)(x — a)
= Teeaf(x) + 22 F(c) (x — )%

k!
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Je-li f v bodé a hladkd, pak mlzeme napsat formalné mocninnou

fadu
x

S(x) = %f(k)(a)(x — ),
n=0

Taylorova véta nam frika, Ze pokud tato mocninna fada ma

nenulovy polomér konvergence, pak je S(x) = f(x) na pfislusném

intervalu. Takovym funkcim fikdme analytické funkce v bodé a.

Funkce je analytickd na intervalu, je-li analytickd v kazdém jeho

bodé.
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Je-li f v bodé a hladkd, pak mlzeme napsat formalné mocninnou

fadu
x

S(x) = %f(k)(a)(x — ),
n=0

Taylorova véta nam frika, Ze pokud tato mocninna fada ma

nenulovy polomér konvergence, pak je S(x) = f(x) na pfislusném

intervalu. Takovym funkcim fikdme analytické funkce v bodé a.

Funkce je analytickd na intervalu, je-li analytickd v kazdém jeho

bodé.

Ne vsechny hladké funkce jsou ale analytické. Ve skuteCnosti Ize

dokazat, Ze pro kazdou posloupnost Cisel a, umime najit hladkou

funkci, jejiz derivace fadi k budou tato Cisla ay.
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Abychom si alespon predstavili podstatu problému, ukazeme si
funkci, kterd ma v nule véechny derivace nulové, je vsak vSude
kromé tohoto bodu nenulova:

f(x) =e 1
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Je dobre definovana hladka funkce pro vsechny body x # 0.
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Abychom si alespon predstavili podstatu problému, ukazeme si
funkci, kterd ma v nule véechny derivace nulové, je vsak vSude
kromé tohoto bodu nenulova:

f(x) =e 1

Je dobre definovana hladka funkce pro vsechny body x # 0.
Derivaci dostaneme f’(x) = f(x) - 2x~3 a iterovanou derivaci
dostaneme soucet kone¢né mnoha &lenti tvaru C - f(x) - x %, kde
C je néjaké celé Cislo a k je prirozené Cislo. Pro takové vyrazy lze
opakovanou aplikaci L'Hospitalova pravidla zjistit, ze jdou limitné k
nule, pfi x jdoucim k nule. Dodefinujeme-li tedy hodnoty vsech
derivaci nasi funkce v nule rovnici

Fk) = o,

ziskame hladkou funkci na celém R. Je vidét, ze skutecné jde o
nenulovou funkci vSude mimo x = 0, vSechny jeji derivace v tomto
bodé jsou ale nulové. Samozfejmé to tedy neni analyticka funkce v
bodé xp = 0.
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Snadno ted mlzeme nasi funkci modifikovat takto:

(x) 0 je-lix <0
x) = .
£ e /% je-lix>0

Opét jde o hladkou funkci na celém R. Dalsi Gpravou mizeme
ziskat funkci nenulovou ve vSech vnitfnich bodech intervalu [—a, a],
a > 0 a nulovou jinde:

{O je-li |x| > a

2 jeli |x| < a.
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Tyto funkce je hladké na celém R. Posledni dvé funkce jsou na
obrazcich, vpravo je pouzit parametr a = 1.

5 — ]
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Nakonec jesté ukazeme, jak Ize dostat hladké analogie
Heavisideovych funkci. Pro dvé pevné zvolena redlnd Cisla a < b
definujeme funkci f(x) s pouzitim vySe definované funkce g takto:

_ g(x —a)
flo = g(x—a)+g(b—x)

Zjevné je pro kazdé x € R jmenovatel zlomku kladny (pro kazdy z
interval( uréenych Cisly a a b je totiz alespon jeden ze scitancl
jmenovatele nenulovy a tedy je cely jmenovatel kladny).
Dostavame z naseho defini¢niho vztahu proto hladkou funkci f(x)
na celém R. P¥i x < a je pfitom jmenovatel zlomku pfimo dle
definice funkce g nulovy, pfi x > b je Citatel i jmenovatel stejny.



Analytické a hladké funkce
©000000e

Na dal$ich dvou obrazcich jsou pravé funkce f(x) a to s parametry
a=1—a, b=1+ a, kde nalevo je « = 0.8 a napravo a = 0.4.

alpha=.8 alpha = .40000
13 13
08§ 0,8§
06; o,si
025 o,2§
0,5 1 15 2 0 0,5 1 1,5 2
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UZ jsme se setkali s vyznamem druhé derivace pfi popisu kritickych
bodd. Ted zobecnime diskusi kritickych bodii pro vechny fady.
Budeme v dalS$im uvazovat funkce s dostatenym poctem spojitych
derivaci, aniz bychom tento predpoklad pfimo uvadéli.

Rekneme, Ze bod a v defini¢nim oboru funkce f je kriticky bod
radu k, jestlize plati

fllay=---=fWa)=0, fkt(a)+£0.

Predpokladejme, 7e f(k*1)(a) > 0. Pak je tato spojita derivace
kladna i na jistém okoli O(a) bodu a.



Popis lokalniho chovani funkci
0®0000000

Tayloriiv rozvoj se zbytkem ndm v takovém pripadé dava pro
vSechna x z O(a)

1

f(x)= f(a)—i_i(k—i—l)!

f(k-l-l)(c)(x _ a)k-i—l.
Je proto zména hodnot f(x) v okoli bodu a dana chovanim funkce
(x — a)k*1. Je-li pfitom k + 1 sudé &islo, jsou nutné hodnoty f(x)

v takovém okoli vétsi nez hodnota f(a) a zjevné je proto bod a
bodem lokalniho minima.
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Pokud je ale k sudé Eislo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo
vétsi nez nez f(a), extrém tedy ani lokdlné nenastava. Zato si
muazeme vSimnout, ze graf funkce f(x) protina svoji te¢nu

y = f(a) bodem [a, f(a)].
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Pokud je ale k sudé Eislo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo
vétsi nez nez f(a), extrém tedy ani lokdlné nenastava. Zato si
muazeme vSimnout, ze graf funkce f(x) protina svoji te¢nu

y = f(a) bodem [a, f(a)].

Naopak, je-li f(**1)(a) < 0, pak ze stejného divodu jde o lokalni
maximum p¥i lichém k a extrém opét nenastava pro k sudé.
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Rikdme, Ze funkce f je v bodé a konkavni v bodé& a, jestlize se jeji
graf nachazi v jistém okoli cely pod te¢nou v bodé [a, f(a)], tj.

f(x) < f(a) + f'(a)(x — a).

Rikdme, Ze funkce f je konvexni v bodé a, jetlize naopak je jeji
graf nad te¢nou v bodé a, tj.

f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Funkce je konvexni nebo konkdvni na intervalu, jestlize ma tuto
vlastnost v kazdém jeho bodé.
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Z Taylorova rozvoje druhého radu se zbytkem dostdvame
1
f(x)=f(a)+f'(a)(x —a) + Ef”(c)(x —a)°.
Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f”(a) > 0, a je

konkavni, kdykoliv f”(a) < 0. Pokud je druha derivace nulova,
muzeme pouzit derivace vyssich rada.
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Z Taylorova rozvoje druhého radu se zbytkem dostdvame
1
f(x)=f(a)+f'(a)(x —a) + Ef”(c)(x —a)°.

Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f”(a) > 0, a je
konkavni, kdykoliv f”(a) < 0. Pokud je druha derivace nulova,
muzeme pouzit derivace vyssich rada.

Bod a nazyvame inflexni bod funkce f, jestlize graf funkce f
prechazi z jedné strany tecny na druhou.
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Napisme si Tayloriiv rozvoj tretiho radu se zbytkem:

1 1
f(x)=f(a) + f'(a)(x —a) + Ef”(a)(x —a)?+ 6f"’(c)(x —a)d
Je-li a nulovy bod druhé derivace takovy, Ze f"/(a) # 0, pak je tFeti
derivace nenulova i na néjakém okoli a jde proto zjevné o inflexni
bod. Znaménko treti derivace ndam v takovém pripadé urcuje, zda
graf funkce prechazi te¢nu zdola nahoru nebo naopak.
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Posledni dobrou pom(ickou pro nacrtek grafu funkce je zjisténi
asymptot, tj. primek, ke kterym se blizi hodnoty funkce f.
Asyptotou v nevlastnim bodé oo je proto takova primka
y = ax + b, pro kterou je

lim (f(x) —ax —b) =0.

X—00

Pokud asymptota existuje, plati

lim (f(x) —ax) = b

X—00
a tedy existuje i limita
lim —= =a.
x—00 X

Pokud ovsem existuji posledni dvé limity, existuje i limita z definice
asymptoty, jde proto i o podminky dostatec¢né. Obdobné se
definuje a pocita asymptota i v nevlastnim bodé —cc.
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Timto zpisobem dohleddme vSechny potencidlni pfimky spliujici
vlastnosti asymptot s konecnou redlnou smérnici. Zbyvaji ndm
pripadné primky kolmé na osu x: Asymptoty v bodech a € R jsou
pfimky x = a takové, ze funkce f ma v bodé a alespon jednu
nekonecnou jednostrannou limitu.

Nap¥. racionalni funkce lomené maji v nulovych bodech
jmenovatele, které nejsou nulovymi body Citatele, asymptotu.
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Spoétéme aspon jeden jednoduchy priklad: Funkce f(x) = x + %
md za asymptoty pfimky y = x a x = 0 (ovéfte podrobné!).
Derivaci obdrzime

flix)=1—x"2, f’(x)=2x"3.

Funkce f/(x) ma dva nulové body +1. V bodé x = 1 ma funkce
lokalni minimum, v bodé x = —1 lokdlni maximum. Druha derivace
nema nulové body v celém defini¢nim oboru (—o0,0) U (0, c0), f

tedy nema zadny inflexni bod.
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