Drsna matematika

Martin Pandk, Jan Slovak

Pokus o ucebni text pro zacinajici studenty informatiky priblizujici podstatnou ¢ast
matematiky v rozsahu ¢ty semestralnich prednasek. Texty jsou netplné, zejména
posledni semestr teprve ¢ekd na dopracovani.
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Predmluva

Tento ucebni text vznikd pribézné pii pripravé prednasek pro predméty Ma-
tematika I-IV na Fakulté informatiky MU. Text se snazi prezentovat standardni
vyklad matematiky s akcentem na smysl a obsah prezentovanych matematickych
metod. Resené tilohy pak procvi¢uji zékladni pojmy, ale zaroveii se snazime davat co
nejlepsi priklady uziti matematickych modeld. Studenti navic maji fesit a odevzda-
vat kazdy tyden zadavané piiklady. Seminédrni skupiny pak obdobné standardnim
Lcvicenim® vytvaii podporu pro feseni domécich dloh. V tomto textu podavame
formalni vyklad prolozeny FeSenymi priklady.

Ne vSe se dari prubézné napliovat tak, jak bychom si predstavovali. Samotny te-
oreticky text by mél byt podrobnéjsi a 1épe formulovany, fesenych prikladt bychom
chtéli mit podstatné vice a mély by pokryvat celou skalu slozitosti, od banélnich
az po perlicky ke skutecnému premysleni.

Posluchace bychom radi naucili:

e presné formulovat definice zakladnich pojmi a dokazovat jednoducha matema-
ticka tvrzeni,

e vnimat obsah i pfiblizné formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhleda pouziti,

e vstfebat navody na uzivani matematickych modelt a osvojit si jejich vyuziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétSinu lidi to znamend
hledat si vlastni cestu s tApanim riznymi sméry (s potfebnym pfekondvanim odporu
¢ nechuté). I proto je cely vyklad strukturovén tak, aby se pojmy a postupy vzdy
nékolikrat vracely s postupné rostouci slozitosti a $ifi diskuse. Jsme si védomi, Ze
tento postup se muze jevit jako chaoticky, domnivame se ale, Ze dava mnohem lepsi
Sanci na pochopeni u téch, kteri vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny — pokud uz ,,vime“, nechce
se nam premyslet, pokud ,nevime“, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro
orientaci v matematice je hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je pri
Cetbé v riznych zdrojich. Urcité nepovazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj
pro kazdého.

Pro ulehéeni vicekolového pristupu ke ¢teni je text strukturovan také pomoci
barev, resp. sazby, takto

e normalni text je sdzen Cerné

e fesené piiklady jsou sazeny barvou NN
sazen barvou

e ndroné pasaze, které mohou (nebo by radéji mély byt) byt pii studiu pfinejmen-
§im napoprvé preskakovany jsou sazeny v barve [ EEN .

Vsechny C¢tyri semestry vyuky uz jednou probéhly a vyslednych 11 kapitol mate
v rukou, vSechny jsou ovSem jen v rizném stavu rozpracovanosti. Strucné shrnuto
je obsah takovyto:
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1. semestr: Uvodni motiva¢ni kapitola se snazi v rozsahu piiblizné 4-5 tydnt
prednasek ilustrovat nékolik pristupt k matematickému popisu problémil. Zadi-
name nejjednodussimi funkcemi (zékladni kombinatorické formule), naznacujeme
jak pracovat se zavislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén (jednoduché dife-
rencéni rovnice), uziti kombinatoriky a mnozinové algebry diskutujeme prost¥ednic-
tvim konec¢né klasické pravdépodobnosti, predvadime maticovy pocet pro jednodu-
ché tlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a transformace) a zavérem vse
trochu zformalizujeme (relace, uspotddni, ekvivalence). Nenechte se zde uvrhnout
do chaotického zmatku pfili§ rychlym stiidanim témat — cilem je nashromazdit néco
malo netrividlnich ndméta k premysleni a hledani jejich souvislosti i pouziti, jesté
nez zabfedneme do trovné problému a teorii slozitéjsich. Ke vSem tématum této
avodni kapitoly se ¢asem vratime.

Dalsich pfiblizné 5 tydnt prednasek je vénovano zékladiim poctu, ktery umoz-
nuje praci s vicerozmérnymi daty i grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry,
které jsou zédkladem a koneénym vypocetnim nastrojem pro vétsinu matematickych
modelt. Jednoduché postupy pro praci s vektory a maticemi jsou obsahem kapitoly
druhé, dalsi kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poc¢tu v ruznych li-
nearnich modelech (systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencni
rovnice, Markovovy procesy, linedrni regrese).

Posledni 2-3 prednasky prvniho semestru jsou vénovany pouzitim maticového
poctu v geometrickych ulohach a lze se z nich dozvédét néco malo o afinni, eukli-
dovské a projektivni geometrii.

2. semestr: Dalsi semestr je vénovan tzv. spojitym modelim. Chceme co nej-
nazornéji ukazat, ze zakladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché.
Strucné feceno, hledame cesty, jak slozitéjsi véci nelinearni povahy fesit pomoci
jednoduchych linearnich trikd a postupt linearni algebry. Slozitosti se poji skoro
vyhradné se zvladnutim rozumné velké t¥idy funkci, pro které maji nase postupy
byt pouzitelné.

Prvné proto prisla na fadu kapitola pata, kde diskutujeme jaké funkce potiebu-
jeme pro nelinearni modely. Zac¢iname s polynomy a spliny, pak postupné diskutu-
jeme pojmy spojitosti, limity poslouponosti a funkci a derivace funkci a seznamime
se se vSemi zakladnimi elementdrnimi funkcemi a s mocninnymi fadams.

Tim je pfipravena puda pro klasicky diferencidlni a integralni pocet. Ten pre-
zentujeme v kaptole Sesté s dirazem na co nejjednodussi pochopeni aproximact,
integracnich procesu a limitnich procesu.

Posledni sedm4 kapitola se vénuje ndznakam aplikaci a snazi se co nejvice pripo-
minat analogie k postuptim jednoduché linearni algebry z minulého semestru. Misto
linearnich zobrazeni mezi kone¢né rozmérnymi vektorovymi prostory tak pracujeme
s linedrnimi operacemi mezi nekonecné rozmérnymi vektorovymi prostory funkci,
definovanych bud integralnimi nebo diferencidlnimi operatory. Zatimco studium
diferencialni rovnic ponechédvame do semestru dalsiho, zde studujeme nejprve apro-
ximace funkci s pomoci vzdalenosti definované integralem (tzv. Fourierovy tady)
abychom vzapéti mohli ukazat souvislost s nékterymi integralnimi transformacemi
(Fourirerova transformace).

3. semestr: Zde nejprve pokracujeme v nasem struc¢ném nastinéni analytickych
metod pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve v osmé kapitole rozsime zakladni
postupy a vysledky tykajici se derivaci na funkce vice proménngch, véetné funkci
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zadanych implicitné a tzv. vdzangych extrémi. Hned poté rozsifime teorii integrovani
o tzv. nasobné integraly. Poté se vénujeme strué¢né modeltim zachycujim znamou
znénu nasich obejkti, tj. diferencidlnim rovnicim. Zavérem této kapitoly pak uvéa-
dime nékolik pozndmek o odhadech a numerickjch ptiblizenich.

Devata kapitola sméruje zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvame se v ni
zékladnimi pojmy poznatky teorie grafi a jejich vyuzitim v praktickych problémech
(napf. prohleddvani do sifky a hloubky, minimdiné pokryvajici kostry, toky v sitich,
hry popisované stromy). Zavérem uvadime par poznadmek o vytvorujicich funkeich.

4. semestr: V poslednim semestru celého cyklu pfednések se zabyvame nejprve
obecnymi algebraickymi strukturami s dirazem na teorii grup a naznaky aplikaci.
Tomuto tématu budeme vénovat 56 prednasek.

Konecéné, zavéreéna jedenacta kapitola je vénovana matematické pravdépodo-
dobnosti a statistice v rozsahu 6-7 pfednédsek. Sezndmime se s pojmy pravdépo-
dobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, normdlni rozdelent, stredni hodnota,
medidn, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich a spojitych rozdeéleni a budeme se na-
znakem vénovat statistickému zpracovdni dat.

Zat1 2007, Martin Panék, Jan Slovak
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KAPITOLA 5

Ziizeni ZOO

jaké funkce potrebujeme pro nase modely?
- porddny zvérinec. ..

1. Interpolace polynomy

Touto kapitolou zapo¢neme budovani nastroji umoznujicich modelovani zavis-
losti, které nejsou ani linearni ani diskrétni. S takovou potfebou se napf. setkame,
kdykoliv popisujeme systém vyvijejici se v ¢ase a to ne jen v nékolika vybranych
okamzicich ale ,souvisle“, tj. pro vSechny mozné okamziky. Nékdy je to pfimo zamér
¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich procesech), jindy je to vhodné pfibliZeni diskrétniho
modelu (tfeba u ekonomickych nebo populaénich modeli).

V predchozich kapitolach jsme pracovali ¢asto s posloupnostmi hodnot realnych
nebo komplexnich ¢isel, tj. se skalarnimi funkcemi N — K nebo Z — K, kde K
byl zvoleny okruh skalart, pripadné N — V', kde V je vektorovy prostor nad K.
Pfipomenime si diskusi z odstavce[L.3] kde jsme pfemysleli nad zptisoby, jak pracovat
se skaldrnimi funkcemi. Na této diskusi se viibec nic neméni a radi bychom (pro
zaCatek) uméli pracovat s funkcemi R — R (redlné funkce redlné proménné) nebo
R — C (komplexni funkce rediné proménné), piipadné funkcemi Q — Q (funkce
jedné raciondlni proménné s raciondlnimi hodnotami) apod. Vétsinou ptijdou nase
zavéry snadno rozsitit na ptripad s vektorovymi hodnotami nad stejnymi skalary, ve
vykladu se ale zpravidla omezime jen na pfipad redlnych ¢isel, pfipadné komplexnich
Cisel.

Cim vétsi t¥idu funkci pfipustime, tim obtiznéjsi bude vybudovat néstroje pro
nasi praci. Kdyz ale bude riuznych typta funkci malo, nebudeme patrné umét budovat
dostatek modelt pro redlné situace. Cilem nasich prvnich dvou kapitol matematické
analyzy bude proto explicitné zavést nékolik typu elementarnich funkci, implicitné
popsat vice funkci a vybudovat standardni néstroje pro praci s nimi. Souhrnné se
tomu fika diferencidlni a integralni pocet jedné proménné.

5.1. Polynomy. Pfipomenme si vlastnosti skalart. Umime je scitat i nasobit a
tyto operace splnuji fadu vlastnosti, které jsme vyjmenovali uz v odstavcich
a Polynomem nad okruhem skalartit K rozumime zobrazeni f : K — K dané
vyrazem
f(x) = apa™ + an_12" 4+ + a1 + ag,

kde a;, ¢ = 0,...,n, jsou pevné zadané skalary, nasobeni je zndzornéno prostym
zietézenim symboli a ,+“ oznacuje s¢itani. Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom
f je stupné n. Stupén nulového polynomu neni definovan. Skalary a; oznacujeme
jako koeficienty polynomu f. Polynomy stupné nula jsou pravé konstantni nenulova
zobrazeni x — ag. V algebfe jsou castéji polynomy definovany jako formalni vy-
razy f(x), tj. jako posloupnosti koeficientl ag, a1, ... s koneéné mnoha nenulovymi

135
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prvky. Nasledujici jednoduché lemma ukazuje, ze v analyze budou oba pristupy
ekvivalentni. Je snadné ovérit, ze polynomy nad okruhem skalart tvoii opét okruh,
kde nasobeni a sé¢itani je ddno operacemi v ptvodnim okruhu K pomoci hodnot
polynomu. Pfipomerite si pii této prilezitosti vlastnosti skalart a ovérte!

Nad kazdym polem skalarii (viz axiom ,P*“ v odstavcich a funguje
déleni polynomu se zbytkem, tj. pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji
jednoznacné urcené polynomy g a r takové, ze stupen r je mensi nez m nebo jer = 0
a f =q-g+r. Je-li pro néjaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to znamend, Ze v
podilu f(z) = ¢(x)(x—0b)+r musi byt » = 0. Jinak by totiz nebylo mozné dosdhnout
f(b) = q(b)-0+r, kde stupeti 7 je nulovy. Rikdme, Ze b je koven polynomu f. Stupeti
q je pak pravé n — 1. Pokud mé ¢ opét kofen, mizeme pokracovat a po nejvyse n
krocich dojdeme ke konstatnimu polynomu. Dokazali jsme tedy, ze kazdy nenulovy
polynom nad polem K mé nejvyse tolik kofend, kolik je jeho stupen. Odtud jiz
snadno dovodime i nasledujici pozorovani:

Lemma. Je-li K pole s nekonecné mnoha proky, pak dva polynomy f a g jsou si
rovny jako zobrazent, pravé kdyz maji shodné koeficienty.

DUKAzZ. Predpoklddejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom (f —
g)(x) tedy mé nekoneéné mnoho kofent, coz je mozné pouze tehdy, je-li nulovym
polynomem. O

Uvédomme si, ze u konecnych poli samoziejmé takové tvrzeni neplati. Uvazte
napi. polynom z2 + = nad Z,.

5.2. Interpola¢ni polynom. Casta prakticka tloha vyzaduje stanoveni poéita-
telné formule pro funkci, pro kterou méame zadéany hodnoty v pfedem danych danych
bodech zy,...,z,. Pokud by slo o nulové hodnoty, umime piimo zadat polynom

fl@)=(x—zp)(x —xz1)...(x — ),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde. To ale neni
jedind odpovéd, protoze pozadovanou vlastnost mé i nulovy polynom. Ten je pfi-
tom jediny s touto vlastnosti ve vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse n.
Obdobné to dopadne i v obecném piipadé:

Véta. Necht K je nekonecéné pole skaldri, pak pro kaZdnou mnoZinu po dvou riiz-
nych bodi xq,...,x, € K a predepsanych hodnot yq,...,y, € K existuje prdve
jeden polynom f stupné nejvgse n (pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

fl)=w;, 1=0,...,n.
DUKAzZ. Oznaéme si prozatim neznamé koeficienty polynomu f stupné n
f=apz" +---+ a1z + ap.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet
neznamych koeficienti a;

ag + xoar + -+ + (x0)"an = Yo

ap +xpay + -+ (xn)nan = Yn-
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Jak je dobfe znamo z linearni algebry, tento systém linearnich rovnic mé prave
jedno FeSeni pokud je determinant jeho matice invertibilni skalar, tj. pokud je ne-
nulovy (viz a[2.22). Musime tedy vySet¥it tzv. Vandermondiv determinant

1 =z (3;‘0)2 (370)"
V(zo,..., on) = det L ox (21)® ... (21)

Tento determinant umime nad libovolnym nekoneénym polem skalart snadno spo-
Cist:
Lemma. Pro vsechny hodnoty xy,...,z, € K plati
n
V(zo,...,xn) = H (x; — xg).
i>k=0

DUKAz. Vztah dokdZeme indukci pies pocet bodi x;. Evidentné je spravny pro
n =1 (a pro n = 0 je tloha nezajimava). Pfedpokladejme, Ze vysledek je spravny
pron — 1, tj.

n—1
Vizoy. .. &Tp1) = H (z; — xp).
i>k=0
Nyni povazujme hodnoty xg, ..., Z,_1 za pevné a hodnotu x,, ponechme jako volnou

proménnou. Rozvojem determinantu podle posledniho fadku (viz [2.19) obdrzime
hledany determinant jako polynom

(51) V(l‘o, B (En) = (an)n‘/(l'()7 . 7xn71) — ((En)n_l -

Toto je polynom stupné n, protoze vime, ze jeho koeficient u (z,,)™ je nenulovy
dle indukéniho predpokladu. Pfritom bude zjevné nulovy pfi dosazeni kterékoliv
hodnoty z,, = x; pro ¢ < n, protoze bude v takovém pripadé obsahovat puvodni
determinant dva stejné radky. N4s polynom tedy bude délitelny vyrazem

(xn —x0)(Tp — 1) -+ (Tp — Tp_1),

ktery ma sam jiz stupen n. Odtud vyplyva, ze cely Vandermondiv determinant
coby polynom v proménné z,, musi byt tomuto vyrazu roven az na konstantni
nasobek, tj.

Vizo, ... xn) =c- (xn —x0)(xn —x1) -+ (Tr, — Tp—1).
Porovnanim koeficienti u nejvyssi mocniny v a tomto vyrazu dostavame
c=V(xg,. .., Tn_1)
a tim je diikaz lemmatu ukoncen. ([

Ukézali jsme, Ze je determinant nasi soustavy rovnic vzdy roven soucinu rozdil
defini¢nich bodu. Pro nase po dvou rizné body z; tedy musi byt nenulovy. Odtud
ale vyplyva jednoznac¢né existence feSeni. Protoze polynomy jsou jako zobrazeni
stejné, pravé kdyz maji stejné koeficienty, véta je dokdzana. (I

Jednoznac¢né urceny polynom f z predchozi véty nazyvame interpolacni poly-
nom pro hodnoty y; v bodech z;.
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5.3. Poznamky. Uvazujme nyni pro jednoduchost pouze reilné nebo piipadné
racionalni polynomy, tj. polynomidlné zadané funkce R — R nebo Q — Q. Na
prvni pohled se muze zdat, ze polynomy tvoii hezkou velikou t¥idu funkci jedné
proménné, kterou miuzeme pouzit na proloZeni jakékoliv sady pfedem zadanych
hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadritelné, takze by s jejich pomoci mélo byt
dobfe mozné pocitat i hodnoty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné.
Pri pokusu o praktické vyuziti v tomto sméru ovSem narazime hned na nékolik
problémi.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadfit polynom, kterym zadana data prolo-
zime. Pro feseni vyse diskutovaného systému rovnic totiz budeme obecné potiebo-
vat ¢as imérny treti mocniné poc¢tu bodi, coz pii hustéjsich datech je jisté tézko
prijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni hodnoty polynomu vysokého
stupné v zadaném bodé. Oboji Ize ¢astecné obejit tak, Ze zvolime vhodné vyjadieni
intepola¢niho polynomu (tj. vybereme lepsi bazi pfislusného vektorového prostoru
véech polynomit stupné nejvyse k, nez je ta nejobvyklejsi 1, x, x2,...,a").

Jednou z moznosti je tzv. Lagrangeiv interpolacni polynom, kterym rychle a
snadno zapiSeme Teseni. Sestrojime si nejprve pomocné polynomy /¢; s vlastnosti

O

Ziejmé musi byt tyto polynomy az na konstantu rovny vyrazim (x — xq)...(z —
zi—1)(x —xiy1) ... (x — x,) a proto

Hj;éi(x - ;)
Hj;éi(xi — ;)

Hledany Lagrangetv interpola¢ni polynom pak snadno zadame formuli

bi(x) =

f(@) = yolo(x) + y1la(x) + -+ + ynln ().

Toto vyjadieni ma nevyhodu ve velké citlivosti na nepfesnosti vypoc¢tu pfi malych
rozdilech zadanych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily déli. VSimnéme si ale,
ze prima konstrukce Lagrangeova polynomu muze nahradit existencéni ¢ast dikazu
v predchozi Vété (Jednozna¢nost pak je také jednoduchd i bez pfislusné linedrni
algebry: dvé mozna feSeni f a g maji stejné hodnoty v n + 1 ruznych bodech, t;j.
polynom f — ¢ ma n + 1 riznych kofend a stupeil nejvyse n a proto musi byt
nulovym polynomem.)

Jesté horsim problémem je velice Spatné stabilita hodnot realnych nebo racio-
nalnich polynomi pfi zvétsujici se hodnoté proménné. Brzy budeme mit nastroje na
presny popis kvalitativniho chovani funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, ze podle
znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu se hodnoty velice rychle pfi ros-
toucim x vydaji bud do plus nebo minus nekonec¢na. Ani toto znaménko koeficientu
u nejvyssiho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pifi malych zménach prokla-
danych hodnot nechova stabilné. Nazorné to vidime na dvou obrazcich, kde je prolo-
Zeno jedenact hodnot funkce sin(x) s riznymi malymi ndhodnymi zménami hodnot.
Zelenou barvou je vynesena aproximovana funkce, kolecka jsou malinko posunuté
hodnoty a Cervené je vynesen jednoznac¢né zadany interpolac¢ni polynom. Zatimco
uvnit? intervalu je aproximace vcelku dobréa, stabilita na okrajich je otfesna.
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'
_

Kolem interpola¢nich polynomit existuje bohata teorie. Césteéné se budeme k
nékterym jejich vlastnostem vracet, podrobnéjsi rozbor lze najit napf. v péknych
textech [8].

5.4. Urcovani interpola¢nich polynomu. Naleznéte polynom P spliiujici na-
sledujici podminky:
P(2) =1, P(3) =0, P(4) = —1, P(5) = 6.

Reseni. Resime bud piimo, t.j. sestavenim soustavy ¢tyt linedrnich rovnic o étyfech
neznamych. Pfedpokladame polynom ve tvaru azxz® + asz? 4+ a1z1 + ag. Vime, Ze
polynom stupné nejvyse tii splnujici podminky v zadani je dan jednoznacné.

ag + 2a1 +4a9 +8az3 = 1

ag + 3a1 +9as +27a3 = 0
ao + 4a; + 16ag + 64as = —1

ag + dai + 25a9 + 125a3 = 6.

Kazda rovnice vznikla z jedné z podminek v zadani.
Druhou moznosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamentalnich Lagran-
geovych polynomi:
(x = 3)(x —4)(xz —5)
(2-3)(2—-4)(2-5)
—2)(z—=3)(x—5
(). E=DE Y5 z—4)
A-2@-3)4-5 ° 6-2)6-3)06—4

4 101
= gz?’ — 1222 + e 29.

Px) = 1-

+0-(...)+

Koeficienty tohoto polynomu jsou samoziejmé jedinym fesenim vysSe sestavené sou-
stavy linearnich rovnic. (I

5.4.1. Naleznéte polynom P splnugjici nasledujici podminky:

P(1+i)=1i, P(2) =1, P(3) = —i.
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ReSeni. P(z) = (-2 — 3i)2® + (2+ 3i)z — 2 — L4 O
5.5. Derivace polynomu. Zjistili jsme, Ze hodnoty polynomi s rostouci promén-
nou rychle mif{ k nekoneénym hodnotam (viz také obrazky). Proto je ziejmé, Ze
polynomy nemohou nikdy vhodné popisovat jakékoliv periodicky se opakujici déje
(jako jsou napf. hodnoty goniometrickych funkci). Mohlo by se ale zd4t, Ze pod-
statné lepsi vysledky budeme alesponn mezi body x; dosahovat, kdyz si budeme
kromeé hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danjch bodech rostou.

Pro tento 0¢el zavedeme (prozatim spiSe intuitivné) pojem derivace pro poly-
nomy. Mtzeme pfitom pracovat opét s redlnymi, komplexnimi nebo racionalnimi
polynomy. Rychlost riistu v bodé 2 € R pro redlny polynom f(z) dobfe vyjadiuji
podily

f(z + Az) — f(z)
Ax

a protoze umime spocist (nad libovolnym okruhem)

(5.2)

(z+ Ax)* = 2% + kot~ 1Az - + (?) g (Ax)Ft 4 4 (Ax)E,

dostaneme pro polynom f(z) = a,z™ + - - + ag vySe vedeny podil ve tvaru

fl@+Az) — fx)  na" 'Azx+--+ (Ax)* Az
Az = n Az ot m Az

=napz" 4+ (n— Vay_12" 2+ day +Ax(...),

kde vyraz v zavorce je polynomidlné zavisly na Az. Evidentné pro hodnoty Ax
velice blizké nule dostaneme hodnotu libovolné blizkou vyrazu

f(x) = nape™ '+ (n— Dap_12" 2+ -+ ay,

ktery nazyvame derivace polynomu f podle proménné x. Z definice je jasné, Ze
pravé hodnota f’(x¢) derivace polynomu ndm dava dobré piiblizeni jeho chovani v
okoli bodu x(. Pfesnéji feceno, piimka

y = f'(z0)(x — x0) + f(20)

velice dobfe aproximuje pfimky prochézejici body [z, f(z0)] a [zo+ Az, f(zo+Az)]
pro malé hodnoty Ax. Hovofime o linedrnim piblizeni polynomu f jeho tecnou.
Derivace polynomt je linearni zobrazeni, které prifazuje polynomim stupné
nejvyse n polynomy stupné nejvyse n — 1. Iteraci této operace dostavame druhé
derivace f”, tieti derivace f®) a obecné po k-nasobném opakovani polynom f®*)
stupné n — k. Po n 4+ 1 derivacich je vysledkem nulovy polynom. S timto linearnim
zobrazenim jsme se jiz potkali v odstavci[2.45| o nilpotentnich zobrazenich.

5.6. Hermiteuv interpola¢ni problém. UvaZme opét m + 1 po dvou ruaznych
readlnych nebo racionalnich hodnot xq,..., T, tj. 2; # x; pro vSechna ¢ # j.
Predepisme déle hodnoty ygk) aproximované funkce a jejich derivaci pro k& = 0
a k = 1. To znamend, Ze mame predepsany hodnoty a prvni derivace v zadanych
bodech z;. Hledame polynom f, ktery bude nabyvat téchto predepsanych hodnot

a derivaci.
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Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot obdrzime pro neznamé
koeficienty polynomu f(z) = a,z™ + ... ag systém rovnic

ag + xoar + - + (z0)"an = y(()o)

o + Tma1 + -+ + (Tm)"an = YY)

ay + 2xpag + - - +n(xg)" ta, = y(()l)

ay + 2emag 4 - + ()" ta, = yV.

Opét bychom mohli ovéfit, ze pfi volbé n = 2m+1 bude determinant tohoto systému
rovnic nenulovy a tudiz bude existovat pravé jedno fesSeni. Nicméné, stejné jako
pii konstrukci Lagrangeova polynomu lze zkonstruovat takovy polynom f pfimo.
Nazyvame jej Hermiteuv interpolacni polynom.

Hermitetav polynom miizeme urcit podobné pomoci fundamentalnich Hermite-
ovych polynomii:

hl(z) = {1 —~ ll/,((;)) (z - T)} (li(x))?

Bi(x) = (x—a) (@),

kde I(z) = [[;~, (z — z;) Tyto polynomy spliiuji nasledujici podminky:

i 1 proi=y
1.\ — s7 _
h"i,('rj) - 61‘ { 0 proi;éj

(hi)' (;

(h3)'(z) = 4]

Mame-li dan systém podminek f(x1) = y1, f'(z1) = o4, ..., f(zr) = yr, [(ak) =
Y}, pak je odpovidajici polynom dan pfedpisem
k
Fl@) = lyihi (z:) + yihd (x:)].

i=1

Uplné nejjednodussi ptipad je zadani hodnoty a derivace v jediném bodé. Tim
uréime beze zbytku polynom stupné 1

f(@) = f(@o) + f'(z0)(z — o)

tj. prévé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé xy. Kdyz zadédme
hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo = f(zo), ¥y = f'(z0), 11 = f(x1),
vy = f'(x1) pro dva rtzné body z;, dostaneme jesté pordd snadno pocitatelny

problém. Ukazme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xo = 0, z; = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou
0 0 01 2 -2 1 1
1111 4 -3 3 -2 -1
A= 001 0} AT = 0 0 1 0
3 210 1 0O 0 O
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Pi{mym vynéasobenim A - (yo, y1,vh,y;)? pak vyjde vektor (az,as,ay,ao)? koefici-
entd polynomu f, tj.

f(a) = 2yo — 21 + yo +y1)2® + (=3yo + 3y1 — 25 — ¥1)2® + Yo + Yo
V piipadé, ze mame zadany hodnoty a derivace v jinych bodech x( a x1, 1ze vyuzit
tohoto vysledku s pomoci vhodné afinni transformace R — R (pozor ale na vliv
transformace na velikosti derivaci, podrobnéji budeme podobné tkony diskutovat
pozdéji).
5.6.1. Priklad Naleznéte polynom P splnujici ndsledujict podminky:

P(1)=0,P'(1)=1,P(2) =3,P'(2) = 3.

Reseni. P(z) = —22% + 1022 — 13z + 5. O
Obdobné 1ze predepisovat libovolny koneény pocet derivaci v jednotlivych bo-
dech a vhodnou volbou stupné polynomu obdrzime vzdy jednoznacné interpolace.
Nebudeme zde uvadét podrobnosti, viz opét text [§].
Bohuzel, u téchto interpolaci porad zistavaji problémy zminéné uz v ptripadé
jednoduchych interpolaci hodnot — slozitost vypocti a nestabilita. Pouziti derivaci
vsak podbizi jednoduché vylepseni metodiky:

5.7. Interpolace splajny. E| Jak jsme vidéli na obrazcich demonstrujicich ne-
stabilitu interpolace jednim polynomem dostatecéné vysokého stupné, malé lokalni
nomu. Nabizi se tedy vyuziti maljch polynomidlnich kouskt, které ale musime
umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodt linedrnim polynomem.
Tak se nejcastéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to znamend, ze budou na jed-
notlivych tsecich konstantni a pak se skokem zméni. O néco sofistikovanéjsi moz-
nosti je predepsat v kazdém bodé hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme
mit 4 hodnoty a jednozna¢né tim urc¢ime Hermitetv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak muzeme pouzit pro vSechny hodnoty nezéavislé proménné mezi
krajnimi hodnotami z¢ < x1. Hovofime o intervalu [x¢, z1]. Takové polynomialni
priblizeni po kouskach uz bude mit tu vlastnost, Ze derivace na sebe budou nava-
zovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatecné a navic pri na-
méfenych datech nemivame hodnoty derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje
pokus vyuzivat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat
zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich kouskt polynomii tfetiho
stupné:

Definice. Necht zo < 1 < --+ < 2, jsou redlné (nebo racionalni) hodnoty, ve kte-
rych jsou zadany pozadované hodnoty yq, . . ., yn. Kubickym interpolacnim splajnem
pro toto zadéani je funkce S : R — R (nebot S : Q — Q), kterd splituje nésledujici
podminky:

zZeni S na interval [x;_1, z;] je polynom S; tfetiho stupné, i =1,...,n
Si(xi—1) = yi—1 a Si(x;) = y; pro vSechny i =1,...n,

Si(x;) = Si,1(x;) pro véechny i = 1,...,n -1,

Si'(x;) = S{;1(x;) pro véechny i = 1,...,n — 1.

LOgklivé geské slovo »splajn“ vzniklo fonetickym piepisem anglického ekvivalentu ,spline“,
ktery znamenal tvarné pravitko uzivané inzenyry pro kresleni kiivek.
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Kubicky splajn pro n + 1 bodt sestava z n kubickych polynomd, tj. mame k
dispozici 4n volnych parametrt (prvni definiéni podminka). Dalsi podminky pfitom
zadavaji 2n + (n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry zistévaji volné. Pfi
praktickém pouziti se dodavaji predpisy pro derivace v krajnich bodech, tzv. uplny
splajn, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv. pFirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u nezavislych vy-
poc¢tt Hermiteovych polynomt tfetiho stupné, protoze data se prolinaji vzdy mezi
sousednimi intervaly. Pfi vhodném usporadani se vSak dosdhne matice systému,
ktera ma nenulové prvky prakticky jen ve tfech diagondlach, a pro takové exis-
tuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat také v case imérném
po¢tu bodi. Podrobnosti vynechdme, 1ze je dohledat napf. v [8]. Pro srovnéani se
podivejme na interpolaci stejnych dat jako v pfipadé Lagrangeova polynomu, nyni
pomoci splajnii:

] X
-4 -2 1 2 4
" B

2. Spojité funkce

Vidéli jsme pravé, ze je dulezité mit dostatecné velkou zasobu funkci, se kterymi
bude mozné mozné vyjadifovat vSechny bézné zavislosti, zdroven ale musi byt vybér
sikovné omezen, abychom uméli vybudovat néjaké univerzalni nastroje pro praci s
nimi.

Polynom1t je pfitom zjevné prili§ malo, i kdyz jejich Sikovné vyuziti ve splaj-
nech muze ledacos vynahradit. Nejvyraznéjsi vlastnosti polynomt je jejich ,,spojita®
zéavislost hodnot na nezévislé proménné. Intuitivné feceno, kdyz dostatecné malo
zménime z, urcité se ndm moc nezméni ani hodnota f(z). Takové chovani naopak
nemame u po ¢astech konstantnich funkci f : R — R v okoli ,skokd“. Napf. u tzv.
Heavisideovy funkce

0 pro vSechny = < 0
flz)=4¢1/2 proz=0
1 pro vSechny = > 0

takova ,nespojitost® nastane pro x = 0.
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Zacneme formalizaci takovychto intuitivnich vyroki. K tomu budeme potiebo-
vat upfesnit vlastnosti nagich skalart a zasvést pojem limity.

5.8. Realna a komplexni ¢&isla. Prozatim jsme docela dobfe vystacili s alge-
braickymi vlastnostmi redlnych cisel, které fikaly, ze R je pole. Uz jsme ale pou-
Zivali i relaci uspofddani redlnych éisel, kterou zna¢ime ,<“ (viz odstavec .
Pfipomérime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych éisel véetné souvislosti uspota-
dani a ostatnich relaci. Délici ¢ary naznacuji, jak axiomy postupné zarucuji, ze jsou
redlnd ¢isla komutativni grupou vaéi séitani, ze R \ {0} je komutativni grupa viéi
nasobeni, R je pole, mnozina R spolu s operacemi +, - a s relaci usporadani je tzv.
uspordadané pole a konecné poslednimu axiomu mutzeme rozumét tak, ze R je ,do-
state¢né husté“, tj. nechybi ndm tam body, jako napf. druhd odmocnina ze dvou v
¢islech racionélnich. Formalné posledni axiom vysvétlime nize.
1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro vSechny a, b, c € R
) a+b=b+a, pro viechny a, b € R
3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro véechny ¢ € R platia+0=a
) pro vSechny a € R existuje opa¢ny prvek (—a) € R takovy, Ze
plati a+ (—a) =0

(R5) a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a, b, c€ R

(R6) a-b=0b-a pro viechny a, b € R

(R7) existuje prvek 1 € R takovy, Ze pro vSechny a € R plati 1-a =a
(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a=! € R takovy,

zeplatia-a 1 =1
(R9) a-(b+c¢)=a-b+a-c, proviechny a, b, c € R
(R10) relace < je uplné usporadani, tj. reflexivni, antisymetrickd, tran-
zitivni a Uplné relace na R
(R11) pro v8echny a,b, c € R plati, ze z a < b vyplyvé také a+c < b+c
(R12) pro vSechny a,b € R, a > 0, b > 0, plati také a-b > 0
(R13) kazd4 neprazdna ohrani¢end mnozina A C R ma supremum.

Pojem suprema ma smysl pro kazdou usporddanou mnozinu. Uvazme podmno-
zinu A C B v usporadané mnoziné B. Horni zdvorou mnoziny A je kazdy prvek
b € B, pro ktery plati, ze b > a pro vsechny a € A. Obdobné definujeme dolni
zdvory mnoziny A jako prvky b € A takové, Ze b < a pro vSechny a € A.

Nejmensi horni zévora podmnoziny A, pokud existuje, se nazyva supremum
této podmnoziny a znacime ji sup A. Presnéji:

sup A = b, jestlize z ¢ > a pro vSechny a € A vyplyva také ¢ > 0.
Obdobné, nejvétsi dolni zavora se nazyva infimum, piSeme inf A, tzn.
inf A = b, jestlize z ¢ < a pro vSechny a € A vyplyva také ¢ < b.

Pro formalni vystavbu dalsi teorie potfebujeme védét, zda nami pozadované vlast-
nosti realnych cisel lze realizovat, tj. zda existuje takova mnozina R s operacemi a
relaci usporadani, které (R1)—(R13) spliuji. Skuteéné lze realna ¢isla nejen zkon-
struovat, ale také lze ukazat, ze az na izomorfismus to jde jedinym zptisobem. Pro
nasi potiebu vystacime s intuitivni predstavou redlné primky, jednoznac¢nost nebu-
deme diskutovat viibec a existenci jen naznac¢ime v dalsim odstavci.

Pole komplexnich ¢isel spliiuje axiomy (R1)—(R9), neni na nich ale zddnym ro-
zumnym zpusobem definovano uspotadani, které by naplnilo axiomy (R10)-R(13).
Nicméné s nimi budeme také obcCas pracovat a jiz diive jsme vidéli, ze rozsifeni
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skalart na komplexni ¢isla je ¢asto pro vypocty mimoradné uzitecné. Protoze jsou
komplexni ¢isla z = re z + 7im z dana jako dvojice realnych c¢isel, je dobrou pfed-
stavou rovina komplexnich cisel.

Operaci, ktera je u komplexnich ¢isel navic je tzv. konjugace. Je to zrcadleni
podle pfimky redlnych ¢isel, tj. obraceni znaménka u imaginarni slozky. Znacime ji
pruhem nad danym ¢islem, Z = re z — iim z. Protoze je pro z = x + iy

2z = (x+iy)(z —iy) = 2® + 4,
zadava nam tento vyraz pravé kvadrat vzdalenosti komplexniho ¢isla od nuly. Od-

mocnin€ z tohoto redlného nezaporného c¢isla fikdme absolutni hodnota komplex-
niho ¢isla z, piSeme

(5.3) |z =2-2

5.8.1. Nacrtnéte ndsledujici podmnoziny v C
(1) {zeCllz—1=|z+ 1|}

(2) {zeC|1<|2—i <2}

(3) {z € C| Re(2?) =1}

(4) {z€C|Re(}) < 3}

Reseni.

imaginarni osa

mezikruzi okolo 4

hyperbola a? — b? = 1.

vnéjsek jednotkového kruhu se stfedem v 1.

O

5.9. Hromadné body a konvergence. Uvazujme na chvili néjaké pole skalart
K, které spliiuje axiomy (R1)—(R12). Takové urcité existuje, protoze racionalni ¢isla
Q jsou prikladem. Zkonstruovali jsme je v odstavci [1.47] a ¢tenaf si snadno muze
ovéfit platnost vSech pozadovanych axiomi. Pro kazdy prvek a € K definujeme
jeho absolutni hodnotu |a| takto

1 a jelia>0
al =
—a jelia<0.

Samoziejmé plati pro kazda dvé ¢isla a, b € K
(5.4) la+ 0] <la|] + 0]
Této vlastnosti fikdme trojihelnikova nerovnost a spliiuje ji také absolutni hodnota
komplexnich ¢isel definovana vyse.

Uvazme nyni libovolnou posloupnost prvku ag,a;,... v nasem usporadaném

poli K takovou, ze pro libolné pevné zvolené kladné ¢islo € > 0 plati pro vSechny
prvky ajx az na kone¢né mnoho vyjimek

la; — aj] < e.

Jinak feceno, pro kazdé pevné ¢ > 0 existuje index N takovy, ze predchazejici
nerovnost plati pro vsechna ¢, 7 > N. Takové posloupnosti prvku se fika Cauchyov-
skd posloupnost. Intuitivné jisté citime, ze bud jsou v takové posloupnosti vSechny
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prvky stejné az na konecné mnoho z nich (pak bude od uréitého indexu N pocinaje
vzdy |a; — a;j| = 0) nebo se takova posloupnost ,hromadi“ k néjaké hodnoté.

Pokud by takovd hodnota a € K existovala, oc¢ekavali bychom od ni patrné
nasledujici vlastnost: pro libovolné pevné zvolené ¢islo € plati pro vsechny i, az na
konecné mnoho vyjimek,

la; —a| < e.

Rikdme v takovém piipadé, Ze posloupnost a;, i = 1,2,... konverguje k hodnoté
a € K.

Uvazme nyni jakoukoliv mnozinu A C K a pfedpokladejme, Ze nase posloupnost
je vybrand z prvku A. Pokud konverguje k a € K a navic je nekoneéné mnoho bodu
a; € A ruznych od a, hovofime o hromadném bodu mnoziny A.

Jestlize néjaka posloupnost a; € K konverguje k a € K, pak pro zvolené e vime,
7e |a; — a| < € pro vhodné N € N a v8echny ¢ > N. Pak pro i,j > N dostaneme

la; — aj] < |a; —an| + lan — a;| < 2e.

Vidime tedy, ze kazda konvergujici posloupnost je Cauchyovska.

V poli racionalnich ¢isel se mize snadno stat, ze pro takovéto posloupnosti
pifslusna hodnota a neexistuje. Napi. &slo /2 miizeme libovolné piesné piiblizit
racionalnimi ¢isly a;, ale samotnd odmocnina racionalni neni. Uspofadana pole
skalaru, ve kterém vsechny Caychyovské posloupnosti konverguji, se nazyvaji uplnd.
Naésledujici tvrzeni ¥iké, ze axiom (R13) takové chovani zarucuje:

Lemma. KazZdd Cauchyovska posloupnost redlnyjch cisel a; konverguje k redlné hod-
noté a € R.

DUkAz. Kazda Cauchyovskd posloupnost je zjevné ohranicend mnozina (dokazte si
podrobné — pro libovolné e ohrani¢ite vSechny ¢leny az na koneéné mnoho z nich!). Defi-
nujme si mnozinu

B = {x € R, z < a; pro vSechny prvky a;, az na kone¢né mnoho z nich}.

Ziejmé ma B horni zavoru, tudiz podle axiomu (R13) méa i supremum. Definujme a =
sup B. Nyni pro n&jaké € > 0 zvolme N takové, aby |a; — aj| < € pro vSechny 7,5 > N.
Zejména pak

aj >anN —€, aj < anN + €

takze an — € patii do B, zatimco any + € uz nikoliv. Souhrnné z toho dostavame, ze
la —an| < €, a proto také

la —aj| < la—an|+ |an —a;| < 2

pro vSechny j > N. To ale znaci pravé, ze a je hromadny bod posloupnosti. O

PFi jedné z moznosti, jak vybudovat redlna Cisla, postupujeme podobné jako pfi zplnovani
prirozenych Cisel na celd (abychom pFidali opaéné hodnoty) a celych na raciondlni (abychom
pridali podily nenulovych ¢&isel). Skute¢né, vhodnym formalnim zpisobem pFiddame viechny
chybéjici hromadné body pro podmnoziny raciondlnich &isel (napf. vhodnym zplsobem zave-
deme ekvivalenci na mnoziné viech Cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel). Pak se Ize
jiz snadno presvédcit, ze vSechny pozadované axiomy skute¢né dojdou naplnéni.

Dalsi teorické nuance tady neni vhodné rozebirat. Zdjemce miize ale nahlédnout napr. do
[4] pro dalsi informace i odkazy.
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5.10. Oteviené a uzaviené mnoziny. Uzaviend podmnoZina v R je takové,
ktera obsahuje i vSechny své hromadné body. Typickou uzavienou mnozinou je tzv.
uzavreny interval
[a,b] = {z € R, a <x <b}.

Zde a je redlné ¢islo nebo hrani¢ni hodnota chybi a piSeme a = —oo (minus neko-
nefno) a podobné b > a je redlné ¢islo nebo +oo. Uzavienou mnoZinu bude tvorit
i posloupnost redlnych ¢isel bez hromadného bodu nebo posloupnost s konec¢nym
poctem hromadnych bodt spolu s témito body. Zjevné je konecné sjednoceni uza-
vienych mnozin opét uzaviena mnozina.

Otevrend mnozina v R je takova mnozina, jejiz doplnék je uzavienou mnozinou.
Typickou otevienou mnozinou je otevreny interval

(a,0) ={z € R, a < x < b},

kde pro hrani¢ni hodnoty mame stejné moznosti jako vyse.
Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval O, ktery a obsahuje.
Je-1i okoli definované jako interval

Os(a) = (a—d,a+9)

pro kladné ¢islo ¢, hovorime o §-okoli bodu a.
Vsimnéme si, ze pro libovolnou mnozinu A je a € R hromadnym bodem A,
pravé kdyz v libovolném okoli a lezi také alespon jeden bod b € A, b # a.

Lemma. MnoZina redlnijch cisel A je oteviend, prave kdyz kazdy jeji bod a € A do
ni patri i s nejakym svym okolim.

DUKAZ. Necht je A oteviend a a € A. Kdyby neexistovalo zadné okoli bodu a
uvnité A, musela by existovat posloupnost a,, ¢ A, |a — a,| < 1/n. Pak je ovSem
a € A hromadnym bodem mnoziny R\ A, coz neni mozné, protoze doplnék A je
uzavreny.

Naopak predpokladejme, ze kazdé a € A lezi v A i s néjakym svym okolim. To
pfirozené zabraiuje, aby néjaky hromadny bod b pro mnozinu R\ A lezel v A. Je
proto R\ A uzaviend a tedy je A oteviena. O

Zjevné je libovolné sjednoceni otevienych mnozin opét otevienou mnozinou a
kazdy konec¢ny prinik otevienych mnozin je opét oteviena mnozina.

Mnozina A realnych Cisel se nazyva ohranicend, jestlize celd lezi v néjakém
kone¢ném intervalu [a, b], a,b € R. V opa¢ném ptipadé je neohranicend. Ohranic¢ena
a uzaviend mnozina se nazyva kompaktni.

5.11. Neékolik topologickych vlastnosti. Pfidejme jesté nékolik pojmil, které
nam umozni Géinné vyjadrovani. Vnitrnim bodem mnoziny A redlnych ¢isel na-
zveme takovy bod, ktery do A patii i s néjakym svym okolim. Hraniéni bod a € A
je naopak takovy, jehoZ kazdé okoli mé neprazdny prunik jak s A tak s dopliikem
R\ A. Oteviené pokryti mnoziny A je takovy systém otevienych intervali U;, i € I,
ze jejich sjednoceni obsahuje celé A. Izolovanym bodem mnoziny A rozumime bod
a € A, ktery mé okoli, jehoz prinik s A je pravé jednobodovd mnozina {a}.

Véta. Pro podmnoZiny A redlnych cisel plati:

(1) A je oteviend, prdvé kdyz je sjednocenim nejvgse spocetného systému otevie-
nych intervali,
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(2) kazdy bod a € A je bud vnitini nebo hranicéni,

(3) kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadngm bodem A,

(4) A je kompaktni, privé kdyz kaZdd v ni obsaZend nekonecnd posloupnost md
podposloupnost konvergujici k bodu v A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyz kazdé jeji oteviené pokryti obsahugje koneéné pokryti.

DUKAZ. (1) Zjevné je kazda oteviend mnozina sjednocenim néjakych okoli svych
bodu, tj. otevienych intervali. Jde tedy pouze o to, jestli nam jich vzdy sta¢i spocetné
mnoho. Zkusme tedy najit ,,co nejvétsi“ intervaly. Rekneme, Ze body a,b € A jsou v re-
laci, jestlize cely otevieny interval (a,b) je v A. To je zjevné relace ekvivalence a jeji tiidy
budou zjevné intervaly, které budou navic po dvou disjunktni. Kazdy z téchto intervalu
jisté musi obsahovat néjaké raciondlni ¢islo a tyto musi byt rtizné. VSech racionalnich cisel
je ale spocetné mnoho, proto mame tvrzeni dokazané.

(2) Pfimo z definic vyplyva, ze bod nemuze byt vnitini a hrani¢ni zaroveri. Necht tedy
a € A neni vnitini. Pak ovSem existuje posloupnost bodt a; ¢ A s hromadnym bodem a.
Zaroven a patii do kazdého svého okoli. Proto je a hranic¢ni.

(3) Predpokladejme, Ze a € A je hrani¢ni a neni izolovany. Pak stejné jako v posledni
argumentaci existuji body a;, tentokrat uvnitt A, jejichz hromadnym bodem je a.

(4) Predpokladejme, ze je A kompaktni, tj. uzaviend a ohrani¢end, a uvazme néjakou
nekonecénou posloupnost bodt a; € A. Tato podmnozina ma jisté supremum b i infimum a
(nebo muzeme zvolit libovolnou horni a dolni zdvoru mnoziny A). Rozdélme nyni interval
[a, b] presné na dvé poloviny [a, 2(b—a)] a [3(b— a),b]. V alespoii jedné z nich musi byt
nekoneéné mnoho prvku a;. Vyberme takovou polovinu, jeden z prvku v ni obsazenych a
nasledné tento interval opét rozdélme uvazovany interval na poloviny. Znovu vybereme tu
polovinu, kde je nekonec¢né mnoho prvki posloupnosti a vybereme si jeden z nich. Timto
zpusobem dostaneme posloupnost, kterda bude Cauchyovska (dokazte si detailné — vyzaduje
si jen pozorné hrani s odhady, podobné jako vyse). O Cauchyovskych posloupnostech
ovSem uz vime, ze maji vzdy hromadné body nebo jsou konstantni az na kone¢né mnoho
vyjimek. Existuje tedy podposloupnost s nami hledanou limitou. Z uzavienosti A zase
vyplyva, ze nami nalezeny bod musi opét lezet v A.

Opacné, jestlize kazdd v A obsazend nekoneénd podmnozina mé hromadny bod v
A, znamené to, ze vSechny hromadné body jsou v A a tedy je A uzaviena. Pokud by
nebyla mnozina A ziroven ohranicena, uméli bychom najit posloupnost stale rostouci
nebo klesajici s rozdily dvou po sobé jdoucich cisel tieba alespon 1. Takova posloupnost
bodi z A ale nemtze mit hromadny bod vubec.

(5) Nejprve se vénujme snadnéjsi implikaci, tj. pfedpokladejme, ze z kazdého ote-
vieného pokryti lze vybrat konecné. Jisté 1ze A pokryt spocetnym systémem intervalu
I, = (n—2,n+2), n €Z, a jakykoliv vybér kone¢né mnoha z nich fiké, Ze je mnozina A
ohrani¢end. Predpokladejme nyni, ze a € R\ A je hromadnym bodem posloupnosti a; € A
a predpokladejme rovnou, ze |a — an| < % Mnoziny

1 1
Jn =R\ [a n,a+ n]
pro vsechny n € N, n > 0, jsou sjednoceni dvou otevienych intervali a jisté také pokryvaji
nasi mnozinu A. ProtoZze je mozné vybrat konecné pokryti A, bod a je uvniti dopliku
R\ A véetné néjakého svého okoli a neni tedy hromadnym bodem. Proto musi byt vSechny
hromadné body A opét v A a tato mnozina je i uzaviena.

Opacny smér je opét zalozeny na existenci a vlastnostech suprem. Predpokladejme,
ze je A kompaktni a ze je dano néjaké jeji oteviené pokryti C. Z predchoziho je zjevné, ze
v A existuji nejvétsi a nejmensi prvek, které jsou zaroven rovny b = sup A a a = inf A.
Oznac¢me si ted ,nejzassi mez*, pro kterou jesté ptijde konecné pokryti vybrat:

B = {z € [a,b], a existuje vybér kone¢ného pokryti [a,z] N A z C}.



.11

2. SPOJITE FUNKCE 149

Evidentné a € B, jde tedy o neprazdnou zhora ohrani¢enou mnozinu a existuje proto
¢ = sup B. Jde nam o to dokazat, ze ve skuteCnosti musi byt ¢ = b. Argumentace je
trochu neprehlednd, dokud si ji nenac¢rtneme na obrazku, podstata je ale snadné: Vime,
ze a < ¢ < b, predpoklddejme tedy chvili, ze ¢ < b. Protoze je R\ A oteviend, pro ¢ ¢ A
existuje okoli bodu ¢ obsazené v [a,b] a zaroven disjunktni s A. To by ale vylucovalo
moznost ¢ = sup B. Zbyva tedy v takovém piipadé ¢ € A a tedy je i néjaké okoli O bodu ¢
v otevieném pokryti C. Zvolme si body p < ¢ < ¢ v O. Opét nyni bude existovat konecné
pokryti pro [a, ] N A. To ale znadi, ze ¢ > c lezi v B, coZ neni mozné. Ptvodni volba ¢ < b
tedy vedla ke sporu, coz dokazuje pozadovanou rovnost b = c¢. Nyni ale s pomoci okoli b,
které patii do C umime najit kone¢né pokryti v C pro celé A. O

5.11.1. Urcete hromadné, izolované€, hranicni a vnittni body ndsledujicich podmno-
zin v R:

(1) N

(2) Q

(3) {reR0<z <1}

Sva tvrzeni zduvodnéte.

Reseni.

(1) 0, N, N, 0

(2) R, 0,Q,0

(3) (0,1), 0,0, (0,1)

O

5.12. Limity funkci a posloupnosti. Pro diskusi limit je vhodné rozsifit mno-
zinu realnych ¢isel R o dvé nekonec¢né hodnoty +oo. Pro tyto ucely si zavadime i
pravidla pro poc¢itani s témito formalné pfidanymi hodnotami pro libovolnd ,ko-
necnd“ ¢isla a € R:

a—+ 00 =00
a—00=—00
a-00=o00, je-lia>0

a-00=—oq, jellia <0

Okolim nekone¢na rozumime interval (a,o00), resp. (—o0,a) je okoli —oo. Pojem
hromadného bodu mnozin rozsifujeme tak, ze oo je hromadnym bodem mnoziny
A C R jestlize kazdé okoli co s ni ma neprazdny prunik, tj. jestlize je A zprava
neohranicend. Obdobné pro —oc.

Protoze je uziteéné od zacatku sledovat i mozné komplexni hodnoty funkci,
rozsifime také pojem okoli do komplexni roviny. Pro kladné realné ¢islo § rozumime
6-okolim komplexniho ¢isla z € C mnozinu

Os5(z) ={w e C,|w — z| < d}.

Definice. Necht A C R je libovolnd podmnozina a f : A — R je redlna funkce
(nebo f : A — C je komplexni funkce) definovand na A a necht z( je hromadny
bod mnoziny A. Rikdme, 7e f ma v xo limitu a € R (nebo a € C) a piseme

lim f(z) = a,

T—xg
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jestliZe pro kazdé okoli bodu O(a) bodu a lze najit okoli O(x¢) bodu z( takové, ze
pro viechny x € AN (O(xo) \ {zo}) je f(z) € O(a).

Limita realné funkce se nazyva nevlastni, jestlize je a = +oo, V opaéném pii-
padé se nazava vlastni.

Je dillezité si vSimnout, Ze hodnota f v bodé zy v definici nevystupuje a f v
tomto hromadném bodé viubec nemusi byt definovana! Také je ziejmé, Ze nevlastni
limity komplexnich funkci nejsou definovany.

5.13. Priklady. (1) Jestlize je A = N, tj. funkce f je definovdna pouze pro pfi-
rozena Cisla, hovofime o limitach posloupnosti realnych nebo komplexnich hodnot.
Jedingm hromadnym bodem A je pak oo a piSeme pro f(n) = a,

lim a, = a.

n—oo
Podle definice to pak znamend, Ze pro kazdé okoli O(a) limitni hodnoty a existuje
index N € N takovy, ze a, € O(a) pro vSechny n > N. Ve skutecnosti jsme tedy
v tomto specidlnim p¥ipadé pfeformulovali definici konvergence posloupnosti (viz
. Rikame také, ze posloupnost a,, konverguje k a.

Pfimo z nasi definice pro komplexni hodnoty je také vidét, ze komplexni po-
sloupnost ma limitu a, pravé kdyz realné ¢asti a; konverguji k rea a zaroven ima-
ginarni ¢asti konverguji k im a.

(2) Jestlize je f definovéna na intervalu A = [a,b] a x¢ je vnitinim bodem inter-
valu, hovorime o limité funkce ve vnitinim bodé€ jejiho defini¢niho oboru. Podivejme
se, pro¢ je dilezité v definici pozadovat f(z) € O(a) pouze pro body = # xo i v
tomto pripadé€. Vezméme jako piiklad funkci f: R — R

0 jelix#0
flay=q0 Fne?
1 jeliz=0.

Pak zjevné limita v nule je dobfe definovéna a lim,_.o = 0, pfestoze f(0) = 1 do
malych okoli limitni hodnoty 0 nepatii.

(3) Je-li A = [a,b] ohraniceny interval a xyp = a nebo xg = b, hovofime o
limité v hrani¢nim bodé defini¢niho oboru funkce f. Jestlize je ale bod xg vnitfnim
bodem, mtizeme pro Gcely vypoctu limity definiéni obor zzit na [zg, b] nebo [a, zg].
Vyslednym limitam pak fikdme limita zprava, resp. limita zleva pro funkci f v bodé
xg9. Oznacujeme ji vyrazem limIH%Jr f(zx), resp. hmmﬂwa f(x). Jako ptiklad nam
muze slouzit limita zprava a zleva v xg = 0 pro Heavisideovu funkci h z ivodu této
¢asti. Evidentné je

xli)Ing h(z) =1, zlinéi h(z) =0.
Limita lim,_o f(z) pfitom neexistuje. Je snadné dokazat, ze limita ve vnitfnim
bodu defini¢niho oboru libovolné realné funkce f existuje, pravé kdyz existuji limity
zprava i zleva a jsou si rovny.

(4) Limita komplexni funkce f : A — C existuje tehdy a jen tehdy, jestlize
existuji limity jeji redlné a imaginarni ¢asti. V takovém piipadé je pak

lim f(z) = lim (re f(z)) +¢ lim (im f(z)).
T—xo T—x0 T—T0o
(5) Necht f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro kazdy bod = € R je
Jim (z) = f(ao).
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Skuteéné, je-li f(x) = apa™ 4 - - -+ ag, pak roznasobenim (¢ +0)* = xf +kdxi 1 +
-+ 4 6F a dosazenim pro k = 0,...,n vidime, Ze volbou dostatené malého § se
hodnotou libovolné blizko pfiblizime f(z).

(6) Uvazme nyni obzvlast osklivou funkci definovanou na celém R

1 jelizeQ
J) = {o jestlize = ¢ Q.

Jisté snadno ovéfite, ze tato funkce nemé limitu v zddném bodé (dokonce ani zleva
nebo zprava).
(7) Ale definice spojitosti je jesté zdludnéjsi, nez jsme vidéli v pfedchozim
piipadé. Definujme néasledujici funkei f : R — R:
L jestlize x = 2 € Q, p a ¢ nesoudélna
fl@)=q 4 a
0 jestlizex ¢ Q
Tato funkce je spojita ve vsech iracionalnich bodech a nespojita ve vsech racional-
nich realnych bodech. Dikaz pfenechavame jako cviceni.

5.14. Véta. Véta o tfech limitach. Bud f, g, h redlné funkce takové, Ze exis-

tuje okoli bodu xy € R, kde plati f(x) < g(x) < h(x). Pak pokud existugji li-

mity lim f(z) = fo a lim h(z) = ho a navic fo = hg, pak také existuje limita
T—xT0 T—To

lim g(z) = go a plati go = fo = ho.
T—x0

DUKAZ. Z definice limity, pro libovolné ¢ > 0 existuje okoli U bodu xqg, ve
kterém je f(x),h(z) € (9o — &, 90 + €). z podminky f(z) < g(z) < h(x) vyplyva, ze
i9(z) € (90 —e,90 +¢), tedy lim g(z) = go. O

5.15. Véta. Necht A C R je definiéni obor redlngch nebo komplexnich funkci [ a
g, wo necht je hromadny bod A a existuji limity
lim f(z)=a€R, lim g(x)=0beR.
r—Xo

T—XQ
Potom:
(1) limita a je uréena jednoznacné,
(2) limita souctu f + g existuje a plati

lim (f(z) +g(z)) =a+d,
T—x0
(3) limita soucinu f - g existuje a plati

lim (f(z) - g(z)) = a-b,

T—XT0

(4) pokud navic b #£ 0, pak limita podilu f/g existuje a plati
flz) _

a
a—wo g(x) b
DUkaz. (1) Predpoklddejme, ze a a a’ jsou dvé hodnoty limity lim,_.,, f(z).
Pokud je a # a', pak existuji disjunktni okoli O(a) a O(a’). Pro dostateéné mald
okoli zp ale maji hodnoty f leZet v obou nardz, coz je spor. Proto je a = a'.
(2) Zvolme si né&jaké okoli a + b, tfeba Oa(a +b). Pro dostateéné malé okoli xq
a x # xo bude jak f(z), tak g(x) v e-okolich bodt a a b. Proto jejich soucet bude
v 2e—okoli kyzené hodnoty a + b. Tim je diikaz ukoncen.
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(3) Obdobné postupujeme u soucinu s O,z (ab). Pro malé okoli 2y se n4m hod-
noty f i g trefi do e—okoli hodnot a a b. Proto jejich soucin bude v pozadovaném
2 ’
e“—okoli.

(4) Podobny postup ponechan jako cviéeni. O

Poznamka. Podrobnéjsim sledovanim dilkazt jednotlivych boda véty mizeme jeji
tvrzeni rozsitit i na nékteré nekonecné hodnoty limit: V prvém ptipadé je zapotiebi,
aby bud alesponi jedna z limit byla koneénd nebo aby obé mély stejné znaménko.
Pak opét plati Ze limita souctu je soucet limit s konvencemi z[5.12] P¥ipad ;00— oo
ale neni zahrnut.

V druhém pripadé miize byt jedna z limit nekonec¢nd a druhd nenulova. Pak
opét plati, Ze limita soucinu je souéin limit. P¥ipad ,,0 - (£00)“ neni ale zahrnut.

V pfipadé podilu mize byt a € R a b = o0, kdy vysledek limity bude nula,
nebo a = o0 a b € R, kde vysledek bude oo podle znamének citatele a jmenova-
tele. Piipad ,,22“ neni zahrnut.

Zdtraznéme, Ze nase véta jako specidlni pripad pokryva také odpovidajici tvr-
zeni o konvergenci posloupnosti.

5.15.1. Spocitejte nasledugici limity posloupnosti:
: 2n%4+3n+1
(1) lim =253,
s 2n’+3n+1
(@) Jim Sentt
. n+1
(3) Mmoo
(4) lim Van2+n
n— 00 n ’
(5) lim v4n?+n —2n.
n—oo
Reseni.
. 2 . 2n43+1
(1) lim 2nt3ntl — Jim 77? Fz = o0
n—oo n— o0 +o
3 1
. 2n43n+1 _ 1; 2Aatnr 2
2 St = M s < 5
1. 1—5—l 1

(2)
i n+1 — n —
(3) Jim 5y = lim eI = o = 0
[4n2 1
(4) Podle véty o tfech limitach: Vn € N : ¥ i"Q <X 4’i+" < Vi :"‘ha .

Dale pak
. V4n? . 2n
lim = lim — =2,
n—oo n n—oo n
\/4n2 +n+ L o+ L
lim yo = lim ! 1 —9
n— o0 n n—0o0 n
Tedy i
. V4n? +n
lm —— =2
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lm VEEFn—2n — lim A= 20)(VAn® 1 n + 2n)
n
lim ——— —
n—co \/4nZ 4 n + 2n
1 1

e 1. _—_— —
nggo \/4Ti+n +2 4

O

5.16. Spojité funkce. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce definovand na
intervalu A C R. Rikdme, Ze f je spojitd v bodé o € A, jestlize je

Jim f(@) = f(a0).

Funkce f je spojita na A, jestliZe je spojita ve ve vSech bodech zy € A.

Vsiméme si, ze pro hrani¢ni body intervalu A ¥ika nase definice, Ze f v nich m4
byt spojité zprava, resp. zleva. Jiz jsme také vidéli, ze kazdy polynom je spojitou
funkei na celém R, viz [5.13(5).

7 predchozi véty okamzité vyplyva vétsina nasledujicich tvrzeni

Véta. Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu A. Pak

(1) soudet f + g je spojitd funkce

(2) soucin f - g je spojitd funkce

(3) pokud navic g(xg) # 0, pak podil f/g je dobie definovdn v néjakém okoli xy a
je spojity v xg.

(4) pokud spojitd funkce h je definovdna na okoli hodnoty f(xg), pak sloZend funkce
ho f je definovdna na okoli bodu xy a je v xg spojitd.

DUkAz. Tvrzeni (1) a (2) jsou zfejmé, doplnit dikaz potfebujeme u tvrzeni
(3). Jestlize je g(xzo) # 0, pak také celé e-okoli ¢isla g(zp) neobsahuje nulu pro
dostatecné malé e > 0. Ze spojitosti g pak vyplyva, ze na dostateéné malém é—okoli
2o bude g neulové a podil f/g tam bude tedy dobfe definovéan. Pak bude ovSem i
spojity v xg podle predchozi véty.

(4) Zvolme néjaké okoli O hodnoty h(f(z¢)). Ze spojitosti h k nému existuje
okoli O bodu f(xg), které je celé zobrazeno funkci h do O. Do tohoto okoli O’
spojité zobrazeni f zobrazi dostateéné malé okoli bodu xg. To je ale pravé defini¢ni
vlastnost spojitosti a dikaz je ukoncen. O

Nyni si veelku snadno muzeme odvodit zasadni souvislosti spojitych zobrazeni
a topologie realnych cisel:

5.17. Véta. Nechl f : R — R je spojitd funkce. Pak

(1) wzor f=Y(U) kazdé oteviené mnoZiny je oteviend mnoZina,

(2) wvzor f=H(W) kaZdé uzaviené mnoZiny je uzaviend mnozina,
(3) obraz f(K) kaZdé kompaktni mnoZiny je kompakini mnoZina,
(4) na libovolné kompaktni mnoziné K dosahuje spojité zobrazeni mazxima a mi-

nima.
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DUKAZ. (1) Uvazme néjaky bod x¢ € f~1(U). N&jaké okoli O hodnoty f(xq)
je celé v U, protoze je U oteviena. Pak ovSem existuje okoli O’ bodu xq, které se
celé zobrazi do O, patii tedy do vzoru. Kazdy bod vzoru je tedy vnitini a tim je
dtikaz ukonceny.

(2) Uvazme néjaky hromadny bod x vzoru f~1(W) a néjakou posloupnost z;,
f(x;) € W, kterd k nému konverguje. Ze spojitosti f nyni zjevné vyplyva, ze f(z;)
konverguje k f(x¢), a protoze je W uzaviend, musi i f(xo) € W. Zfejmé jsou tedy
vsechny hromadné body vzoru W ve W také obsazeny.

(3) Zvolme libovolné oteviené pokryti f(K). Vzory jednotlivych intervalt bu-
dou sjednocenimi otevienych intervalu a tedy také vytvori pokryti mnoziny K. Z
ného lze vybrat koneéné pokryti a proto ndm stacilo kone¢né mnoho odpovidajicich
obrazt k pokryti ptivodni mnoziny f(K).

(4) ProtozZe je obrazem kompaktni mnoziny opét kompaktni mnozina, musi byt
obraz ohrani¢eny a zaroven musi obsahovat svoje supremum i infimum. Odtud ale
vyplyva, ze tyto musi byt zaroven maximem a minimem hodnot. (I

5.18. Dusledek. Necht f : R — R je spojitd. Potom

(1) obraz kazdého intervalu je opét interval
(2) f na uzavieném intervalu [a,b] nabyvd vsech hodnot mezi svou mazimdini a
manimalni hodnotou.

DUkAz. (1) Uvazme néjaky interval A (a ponechme stranou, jestli je A uza-
vieny nebo otevieny, at uz zleva nebo zprava) a predpoklddejme, Ze existuje bod
y € R takovy, ze f(A) obsahuje body mensi i vétsi nez y, ale y ¢ f(A). Zna-
mend to tedy, ze pro oteviené mnoziny B; = (—o0,y) a By = (y,00) jejich vzory
Ap = f7Y(By) a Ay = f~1(By) pokryvaji A. Tyto mnoziny jsou piitom opét ote-
viené, jsou disjunktni a obé maji neprazdny prunik s A. Nutné tedy musi existovat
bod = € A, ktery nelezi v By, je ale jejim hromadnym bodem. Musi vSak lezet
v By a to u disjunktnich otevienych mnozin neni mozné. Dokazali jsme tedy, ze
pokud néjaky bod y nepatii do obrazu intervalu, musi byt vSechny hodnoty bud
zaroven vetsi nebo zaroven mensi. Odtud vyplyva, ze obrazem bude opét interval.
Vsimnéme si, ze jeho krajni body mohou a nemusi do obrazu patfit.

(2) Toto tvrzeni je pfimym dusledkem predchoziho. |

5.19. Prirustky do ZOO. Zatim jsme v podstaté pracovali pouze s polynomy a
s funkcemi, které se z nich daji vyrobit ,,po ¢astech®. Zaroven jsme dovodili spoustu
vlastnosti pro obrovskou tfidu spojitych funkci, nemame ale zatim moc prakticky
zvladatelnych ptikladi. Nage Gvahy ndm ted umoznuji alespoii trochu rozsifit nasi
zasobarnu funkci.

(1) Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexni hodnoty (t;j.
pfipoustime vyrazy a,z™ +- - -+ ag s komplexnimi a; € C, ale dosazujeme jen realné
hodnoty za x). Pak funkce

h:R\{zeR,g(x) =0} —-C
x
9(x)
je dobre definovana ve vsech redlnych bodech kromé korent polynomu g. Takové
funkce nazyvame raciondlni funkce. Z véty [5.16] vyplyva, ze racionalni funkce jsou
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spojité ve vSech bodech svého defini¢niho oboru. V bodech, kde definovany nejsou
mohou mit
e koneénou limitu, kdyz jde o spoleény kofen polynomt f i g (a v tomto pFipadé
rozSifenim jejich definice o limitni hodnotu v tomto bodé dostaneme funkci i v
tomto bodé spojitou)
e nekonecnou limitu, kdyz limity zprava a zleva v tomto bodé jsou stejné
e rizné nekonecné limity zprava a zleva.

Nézorné je mozné tuto situaci vidét na obrazku, ktery ukazuje hodnoty funkce
h(z) = (x — 0.05a)(x — 2 — 0.2a)(z — 5)
z(x —2)(x —4)

pro hodnoty a = 0 (obrazek vlevo tedy vlastné zobrazuje racionalni funkei (z —
5)/(x —4)) a pro a = 5/3.

a=0. a=1.6667
6 6
4:
y ]

2_
— *—T—T—7—T—7— 77" T 7 T rrr— T 77T 7T T rrrex;m = rrrrroffrrr T r T A T
-1 1 1 2 3 1 2 3

] X X
-2
-4

(2) Polynomy jsou pomoci séitani a nasobeni skalary seskladdny z jednoduchych
mocninnych funkci x — z™ s pfirozenych ¢islem n = 0,1,2,.... Samoziejmy smysl
mé také funkce z — 27! pro viechny = # 0. Tuto definici ted rozsifime na obecnou
mocninnou funkci s n € R.

Pro n = —a s a € N definujeme

e = (‘,L,a)fl _ (mfl)a.

Dale jisté chceme, aby ze vztahu b" = x pro n € N vyplyvalo b = zw. Je tieba ale
overit, ze takova b skutecné existuji. Pfedpokladejme = > 0 a oznac¢me B mnozinu
B={y R,y >0, y* < b}. To je zfejmé zhora ohrani¢end mnozina a lze ovéfit,
ze pro b = sup M skute¢né plati pozadovanda rovnost.

Zduvodnili jsme tedy existenci x® pro vSechny = > 0 a a € Q. Kone¢né, pro
a € R, z > 1 klademe

x* =sup{z¥,y € Q, y < a}.

Pro 0 < z < 1 bud definujeme analogicky (je tieba si jen pohrat s nerovnitky) nebo
klademe p¥imo z% = (%)_a. Pro z =1 je pak 1* = 1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci x — x* mame tedy dobfe definovanou pro vsechny
x € [0,00) a a € R. Nasi konstrukei ale mizeme také ¢ist nasledujicim zptsobem:
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Pro kazdé pevné realné ¢ > 0 existuje dobre definovana funkce na celém R, y — Y.
Této funkci fikdame exponencidlni funkce o zakladu c.

Na obrazcich vidime funkce z — a”* a z — 2 pro jednu konkrétni hodnotu
a = 2.5167 a b = 4.5833.

a= 25167 b =4.5833

1001 1004
801 80
60- 60
y ] y
40 401
20 20

[0 s s e s s s S B S B S N A N A N L n} [0 o o o e o e e e e L L e e e e e e e |

-4 -2 0 2 4 0,5 1 1,5 2 25 3

h a

Z nasich definic je veelku zfejmé, Ze mocninné i exponencialni funkce jsou spo-
jité na celych svych defini¢nich oborech. Zaroven se ze spojitosti definice pomoci
suprem mnozin hodnot zjevné prenasi zakladni vlastnosti platné pro racionalni
c¢isla, a, x, y:

(5.5)

a®-a¥ =a*t, (a")¥ =a"".

5.20. Priklady.

5.20.1. Bud ¢ € R" (kladné redlné éislo). Ukdzeme, Ze lim /e = 1.

Reseni. Uvazme nejprve ¢ > 1. Vzhledem k tomu, Ze funkce 3/c je vzhledem k n
klesajici a jeji hodnoty jsou stale v&tsi nez 1, tak musi mit posloupnost {/c limitu
a tou je infimum jejich ¢lent. Predpokladejme, Ze by tato limita byla vétsi nez 1,
feknéme 1 + ¢, kde € > 0. Pak by podle definice limity byly vSechny hodnoty dané
posloupnosti od jistého m mensi nez 1 + ¢ + %, t.j. zejména /e < 1+¢e+ #.

Potom by vsak
g2 €
2%=\/%<\/1+s+2=1+§<1+s,

coz je spor s tim, ze 1 + ¢ je infimem dané posloupnosti. (|

5.20.2. Urcete limitu
. 1—cosx
im ————————
x—0 5(,‘2 sin(wQ)

eSeni. oo. O
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3. Derivace

U polynomi jsme jiz v odstavci[5.5] diskutovali, jak popisovat jednoduse velikost
rastu hodnot polynomu kolem daného bodu jeho defini¢niho oboru. Tehdy jsme
pozorovali podil , ktery vyjadfoval smérnici seény mezi body [z, f(x)] € R? a
[z + Az, f(x + Az)] € R? pro (maly) prirtstek Az nezévisle proménné. Tehdejsi
uvaha funguje zrovna stejné pro libovolnou realnou nebo komplexni funkci f, jen
musime misto intuitivniho ,,zmenSovani“ pfirtustku Ax pracovat s pojmem limity.

5.21. Definice. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce s definiénim oborem
A CRaxy € A. Jestlize existuje limita

i 4 @) = flwo) _
T—To Tr — X9
pak Fiddme, Zze f ma v bodé g derivaci a. PiSeme ¢asto a = f'(x¢) nebo a = %(xo)
pripadné a = %f(xo).
Derivace funkce je vlastni, resp. nevlastni, kdyz je takovou pfislusna limita.
Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme zcela stejné po-
moci limity zprava a zleva.

Z formulace definice lze ocekavat, ze f'(xg) bude opét umoziiovat dobfe apro-
ximovat danou funkci pomoci primky

y = f(@o) + f'(z0)(x — o).

Takto 1ze snad vnimat nésledujici lemma, které fika, ze nahrazenim konstantniho
koeficientu f'(z¢) spojitou funkci dostaneme pfimo hodnoty f.

Lemma. Redlnd nebo komplexni funkce md v bodé xg vlastni derivaci, prdavée kdyz
existuje na néjakém okoli O(xgy) funkce 1 spojitd v x¢ a takovd, Ze pro vSechny
x € O(zo) plati

f(@) = f(zo) + ¥ (x)(z — o).
Navic pak vidy ¥(xo) = f'(xo).

DUKAZ. Nejprve predpokladejme, ze f'(xo) je vlastni derivace. Pokud ma
existovat, ma jisté tvar ¢(x) = (f(z) — f(x0))/(x — x¢) pro v8echny = € O\ {xo}.
V bodé zy naopak definujme hodnotu derivaci. Pak jisté

Jim Y(x) = f'(z0) = ¥(z0)
jak je pozadovano.

Naopak, jestlize takova funkce 1) existuje, tentyz postup vypocte jeji limitu v
xo. Proto existuje i f/(zg) a je ¥(x¢) rovna. O

5.22. Geometricky vyznam derivace. Pfedchozi lemma lze ndzorné vysvétlit
geometricky a tim popsat smysl derivace. Rika totiZ, Ze na grafu funkce y = f(x),
tj. na prislusné kiivce v roviné se souradnicemi x a y, pozname, zda existuje de-
rivace podle toho, jestli se spojité méni hodnota smérnice se¢ny prochéazejici body
[0, f(z0)] & [z, f(x)]. Pokud ano, pak limitni hodnota této smérnice je hodnotou
derivace.
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Dausledek. Md-li redlndg funkce f v bodé xg € R derivaci f'(xg) > 0, pak pro néjaké
okoli O(xo) plati f(b) > f(a) pro vSechny body a,b € O(xg), b > a.

Je-li derivace f'(xo) < 0, pak naopak pro néjaké okoli O(xo) plati f(b) < f(a)
pro vdechny body a,b € O(xg), b > a.

DUkAz. Uvazme prvy piipad. Pak podle pfedchoziho lematu plati f(z) =
f(zo) + Y(x)(z — zo) a ¥(xo) > 0. Protoze je ale ¢ v xo spojitd, musi existo-
vat okoli O(zg), na kterém bude ¢(x) > 0. Pak ale s rostoucim z nutné poroste i
hodnota f(x).

Stejnd argumentace ovéri i tvrzeni se zapornou derivaci. O

Funkce, které maji vlastnost f(b) > f(a) kdykoliv b > a pro néjaké okoli
bodu zg se nazyvaji rostouct v bodé xy. Funkce rostouci ve vSech bodech néjakého
intervalu se nazyva rostouci na intervalu. Podobné je funkce klesajici v bodu, resp.
klesajici na intervalu, jestlize f(b) < f(a) kdykoliv je a < b. N&§ disledek tedy
iik4, ze funkce kterd méa v bodé nenulovou koneénou derivaci je v tomto bodé bud
rostouci nebo klesajici podle znaménka této derivace.

5.23. Pravidla pro pocitani. Uvedme si nyni nékolik zdkladnich tvrzeni o vy-
poctech derivaci. Rikaji nam, jak dobie se snasi operace derivovani s algebraickou
strukturou séitani a nasobeni na realnych nebo komplexnich funkcich. Posledni z
pravidel pak umoznuje efektivni vypocet derivace slozenych funkci a fikava se mu
,chain rule“. Intuitivné jim mizeme vSem velice snadno rozumét, kdyz si derivaci
funkce y = f(x) predstavime jako podil pfirtistkli zavislé proménné y a nezavislé
proménné z:
y=2
Ax

Samoziejmé pak pti y = h(z) = f(x) + g(x) je piiristek y dan soudtem piiristki
f a g a prirtstek zavislé proménné zustava stejny. Je tedy derivace souctu souctem
derivaci.

U souc¢inu musime byt malinko pozornéjsi. Pro y = h(z) = f(z)g(z) je priristek

Ay = f(z + Az)g(z + Az) — f(x)g(x)
= f@+ Azr)(g(z + Az) — g(2)) + (f(x + Az) — f(2))g(z)

Nyni ale kdyz budeme zmensovat prirustek Ax, jde vlastné o vypocet limity souc¢tu
soucind a o tom uz vime, Ze jej lze pocitat jako souCet soucind limit. Proto z nasi
formulky lze o¢kavat pro derivaci souéinu fg vyraz fg' + f'g.

Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci slozené funkce g = h o f, kde defini¢ni obor
funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce y = f(x). Opét vypsdnim pFirtstkil
dostavame

, Az Az Ay
Az Ay Az
Mizeme tedy o¢ekdvat, ze pravidlo pro vypocet bude (ho f) (z) = b/ (f(x))f'(x).
Podéame nyni korektni formulace a dukaz:

Véta. Necht f a g jsou rediné nebo komplexni funkce definované na okoli bodu
xo € R a majici v tomto bodé vlastni derivaci. Potom

(1) funkce [ je v bodé xo spojitd,

(2) pro kaZdé redlné nebo komplexni ¢islo ¢ md funkce x — c- f(x) derivaci v xg a

plati
(cf) (w0) = c(f'(x0)),
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(3) funkce f+ g md v xo derivaci a plati
(f +9)(x0) = f'(z0) + g'(x0),
(4) funkce f-g md v xg derivaci a plati
(f - 9) (o) = ['(z0)g(w0) + f(20)g' (o).

(5) Je-li ddle h funkce definovand na okoli obrazu yo = f(xq), kterd md derivaci v
bodé yo, ma také sloZend funkce ho f derivaci v bodé€ xy a plati

(ho f)l(mo) = h/(f(xo)) ) f/(xo)

DUKAz. (1) Predpokladejme, ze f'(x) existuje a je vlastni (tj. neni neko-
necnd). Pak miizeme vyjadiit pro kazdé x #

Tr — X
Protoze je ale limita souc¢tu a soucinu funkci déna jako soucet a souéin limit (viz

Véta , dostavame
lim f(z) = f'(z0) 0+ lim f(x0) = f(zo),

T—x0 T—x0

(x —z0) + f(20).

coz ovéruje spojitost f v zg.

(2) a (3) Opét primé pouziti véty o souctech a soucinech limit funkei déva
vysledek.

(4) PiepiSeme vztah pro podil pfirtistki, ktery jsme zminili pred formulaci véty,
takto

r — X r — X T — X0
Limita tohoto vyrazu pro x — x¢ da pravé pozadovany vysledek, protoze je funkce
f spojitéd v xg.
(5) Podle predchoziho lematu existuji funkce 1 a ¢ spojité v bodech zy a
yo = f(x0) takové, ze

h(y) = h(yo) + ¢(y)(y — vo), f(x) = f(z0) + ¥(z)(z — 20)

na néjakych okolich g a yo. Navic pro né plati ¢¥(zg) = f/'(z0) a ©(yo) = h'(yo).
Pak ovsem také plati

h(f(x)) = h(f(20)) = ¢(f(2))(f(x) = f(x0)) = (f(x))(x)(x — o)

pro = z okoli bodu zg. Sou¢in ¢(f(x))w(x) je oviem spojitd funkce v zy a jeji
hodnota v bodé z( je pravé pozadovana derivace slozené funkce. O

Dusledek. Necht f a g jsou redlné funkce, kterd maji v bodé xo vlastni derivace a
g(z0) # 0. Pak pro funkci h(z) = f(z)(g(x))~! plati

/ _([f /x _ J'(@0)g(xo) — f(x0)g'(x0)
() = <g> (o) (g(x0))2 '

DUKAz. DokaZeme si specidlni piipad formulky pro h(x) = 1. P¥imo z defi-
nice derivace dostavame

1 L
~1 —2—A 1
B (z) = lim ethz @ ro *

N T | e e |
Az—0 Az Armo Ax(z? + xAx) ArD0 2% + zAz
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Z pravidel pro pocitani limit okamzité dostavame

B (xg) = —x72.
Nyni pravidlo pro derivaci slozené funkce fika, ze (¢ ') = —g? - ¢’ a kone¢né
pravidlo pro derivaci souc¢inu ndm dava pravé kyzeny vzorec:
_ _ _ f'9—gf
(fl9) =(f-g") =fg "t —fa % = —g

O

5.24. Derivace inverznich funkeci. V odstavci[I.43|jsme pfi obecné diskusi relaci
a zobrazeni formulovali pojem inverzni funkce. Pokud k dané funkci f : R — R
inverzni funkce f~! existuje (nezamétiujme znaceni s funkci = — (f(x))~1), pak je
dana jednoznacné kterymkoliv ze vztaht
fTlof=idg, fofT!=idg,

a druhy jiz pak plati také. Pokud je f definovédno na podmnoziné A C Ra f(A) = B,
je existence f~! podminéna stejnymi vztahy s identickjymi zobrazenimi id4 resp.
idp na pravych stranach.

Pokud bychom védéli, Ze pro diferencovatelnou funkci f je i f~1 diferencova-
telnd, pravidlo pro derivaci sloZené funkce nam fiké

1=(d)'(z) = (f " o f)(a) = (f 1) (f(2)) - f'(2)

a tedy pfimo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém piipadé nemiize byt nulové)
1

5.6 f_l ! f €T = .
(5.6 (Y (E) = 75
To dobfe odpovidd intuitivni pfedstavé, ze pro y = f(z) je f' = % zatimco pro
r=f"Yy) je (fH)(y) = 2—;. Takto skutecné muZeme derivace inverznich funkci
pocitat:

Véta. Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xo a f'(x¢) # 0, pak existuje
na néjakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f=1 inverzni k f a plati vztah

Pokud je f'(x9) = 0 izolovangm nulovgm bodem derivace f'(x) a inverzni
funkce k f na okoli f(xo) existuje, pak limity zprava i zleva funkce f’ jsou v bodé
xo nevlastni.

DUKAZ. Nejprve si povSimnéme, %e nenulovost derivace znamend, Ze na né-
jakém okoli je nase funkce f bud ostfe rostouci nebo klesajici, viz dusledek [5.22}
Proto na néjakém okoli nutné existuje inverzni funkce. Pfimo z definice spojitosti
pomoci okoli je pak tato inverzni funkce také spojita.

Pro odvozeni naseho tvrzeni nyni postaci pozorné znovu procist dikaz patého
tvrzeni véty Jen volime f misto funkce h a f~! misto f a misto piedpokladu
existence derivaci pro obé funkce vime, Ze funkce slozend je diferencovatelnd (a
vime, Ze jeji derivace je identita): Skutecné, podle lematu existuje funkce
spojitad v bodé yq takova, ze

() = f(yo) = o)y — vo),

na né&jakém okoli yo. Navic pro ni plati ¢(yo) = f'(yo). Pak ovSem po dosazeni
y = f1(z) také plati

v —wo = @(f T (@)(f T (z) = N (20)),
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pro x z néjakého okoli O(xy) bodu zg. Déle plati f~1(x¢) = yo a protoze je f
bud ostie rostouci nebo klesajici, je ¢(f~1(z)) # 0 pro viechny z € O(zo) \ {z0}.
Mtizeme tedy psat

7M@) — f (o)

1
x — o e(f~Hz))
pro vSechny = € O(x) \ {xo}. Prava strana tohoto vyrazu je spojitd v bodé xy a
limita je rovna ©(yo) = (f'(yo))~!, proto i limita levé strany existuje a je rovna
témuz vyrazu.

Piedpokladejme, Ze je zq izolovany nulovy bod derivace [’ a Ze inverzni funkce
na néjakém okoli f(zg) existuje. Pak je f’ na okoli bodu z¢ nenulovd, jeji hodnota
se ale blizi nule. Proto ma nalevo i napravo derivaci i inverzni funkce a na néjakém
levém, resp. pravém, okoli bodu zy tato neméni znaménko. Odtud jiz vyplyva, ze
existuji limity zprava i zleva pro f/ v bodé z( a jsou nevlastni. O

# 0,

5.25. Derivace vyssich rada. Rikame, Ze redlnd nebo komplexni funkce f mé v
bodé xzy derivaci druhého fadu v bodé& x, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém
okoli bodu x( a existuje jeji derivace v bodé x(. Piseme

f"(wo) = () (o)

nebo také f(2) (z9). Funkce f je dvakrdt diferencovatelnd na néjakém intervalu A,
jestlize mé druhou derivaci v kazdém jeho bodé.

Derivace vyssich fadu definujeme induktivné. Zname jiz pojem prvni a druha
derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f je k-krdt diferencovatelnd
pro néjaké prirozené ¢&islo k v bodé xg, jestlize je (k — 1)-krat diferencovatelna na
néjakém okoli bodu zg a jeji (kK — 1)-ni derivace ma v bodé xy derivaci.

Pro k-tou derivaci funkce f(z) uzividme znaceni £ (z).

Jestlize existuji derivace vSech fadu na intervalu, rikdme, zZe je tam funkce f
hladkd. Vétsinou se také uzivad konvence, ze 0-krat diferencovatelna funkce zna-
mené spojita funkce. Pouzivdme pro takové funkce oznaceni trida funkci C*(A) na
intervalu A, kde k mutize nabjvat hodnot 0,1, ..., co. Casto piseme pouze C*, je-li
definiéni obor znam z kontextu.

Ilustrovat muzeme rychle pojem derivace vyssiho fadu na polynomech. Protoze
vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se vzdy o jednicku
snizuje jeho stupen, dostaneme po koneéném poctu derivaci nulovy polynom. Pres-
néji feceno, praveé po k + 1 derivacich, kde k je stupen polynomu, dostaneme nulu.
Samoziejmé pak existuji derivace vSech fadd, tj. f € C°(R).

P11 konstrukei splajni, viz jsme pohlidali, aby vysledné funkce byly t¥idy
C?(R). Jejich tteti derivace budou po ¢astech konstantni funkce. Proto nebudou
splajny patfit do C3(R), prestoze jejich vechny derivace vyssich fadt budou nu-
lové ve vSech vnitinich bodech jednotlivych intervald v interpolaci. Promyslete si
podrobné tento priklad!

5.26. Zvérinec. Zatim méame shromdazdény ctyfi typy funkeci:

e polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

e racionélni funkce f/g definované na celém R kromé nejvyse koneéné mnoziny
kofenti polynomu g ve jmenovateli zlomku, s hodnotami v R nebo C,

e mocninné funkce x° s obecnym b € R, definované pro z > 0 a hodnotami v R,
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e exponencialni funkce a” o libovolném zakladu a > 0 definované pro vsechna
r € R a s hodnotami v R.

Polynomy. Derivace polynomu jsme spocitali jiz v odstavci Tlustrujme nase
nastroje pro vypocet derivaci pri diskusi kofenti polynomt. Pfedné plati tzv. zd-
kladni véta algebry, kterou vsak nebudeme dokazovat:

Véta. Kazdy nenulovy komplexni polynom f : C — C stupné alespon jedna md
koren.

Nutné tedy polynom stupné k£ > 0 ma pravé k£ korend véetné nasobnosti a
miizeme jej vzdy psat jednoznacné ve tvaru

f(@) = (2 = a)® - (z - ag)*

kde ay,...,aq jsou vSechny kofeny polynomu f a 1 < ¢1,...,¢4 < k jsou jejich
nasobnosti. Derivaci dostaneme

fl(@)=c(x—a)* ... (x— ag)’ 4tz —a)?t .. (z— aq)c‘fl.

Jestlize je ¢; = 1, bude hodnota derivace f’ v bodé a; nenulové, protoZe prvni ¢len
vyrazu je nenulovy, zatimco vSechny zbyvajici po dosazeni hodnoty x = a; zmizi.
Oddobné to bude i s ostatnimi kofeny. Ovérili jsme tedy uzite¢nou vlastnost, ze
kofen a polynomu f je vicenasobny tehdy a jen tehdy, kdyZ je zdroven kofenem
derivace f’.

Protoze polynomy jen ziidka jsou vyhradné rostouci nebo klesajici funkce, ne-
miizeme ocekavat, ze by existovaly globalné definované inverzni funkce k nim. Nao-
pak ovSem inverzni funkce k polynomu f existuji na kazdém intervalu mezi kofeny
derivace f’, tj. tam kde derivace polynomu je nenulova a neméni znaménko. Tyto
inverzni funkce nebudou nikdy polynomy, aZ na pfipad polynomu stupné jedna, kdy
z rovnice

y=ax—+b

spoc¢teme primo
1
=—(y—0b).
z=—(y—"b)
U polynomu druhého fadu obdobné
y=ax’+br+c

vede k formuli

 —b+/b? —4a(c—y)
B 2a ’

z
a inverze tedy existuje (a je dana touto formuli) jen pro x na intervalech (—oo, —%),
(_ % ) OO) .

Pro préci s inverznimi funkcemi k polynomtm nevystac¢ime s nasimi funkcemi
a dostavame v nasem zvifetniku nové piirastky.

Racionalni funkce. VSechny racionélni funkce jsou také t¥idy C°° ve vSech bo-
dech svého defini¢niho oboru. Jejich derivace se snadno pocita pomoci formule pro
derivaci podilu. Samozfejmé bude také racionalni funkci.

Inverze také budou jako u polynomu existovat obecné jen lokalné a jsou novymi
prirtstky do naseho spolecenstva funkci.
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Mocninné funkce. Obecnou mocninou funkci neni tak snadné zderivovat, i kdyz
bychom mohli vérit, ze formulka

(5.7) (%) = az®?

znama pro prirozena a bude platit i pro obecné a. K tomu totiz mame dobry duvod,
protoze ji umime pfimo ovéfit pro raciondlni a = p/q. Je-li a celé a zaporné, pak
tvrzeni pfimo vidime z véty o slozené funkci:

(x—n)/ _ ((xn)—l)/ — _(mn)—ann—l _ _nx—27z+7z—1 — —nw_"_l.

Pokracujme dale s odmocninami, tj. @ = 1/¢. Pisme = = h(y) = y"/9, y = 29 a
pocitejme podle véty o derivaci inverzni funkce

11 1 1
n _ = — Zyle=1)/qg _ =, 1/q—1
() i Ll

Pro obecné racionalni a = p/q mame

(zP/1Y = ((2V/9)P) = p(xl/q)pfllxl/qfl — %’;Ip/q*l.

Nyni bychom mohli zvladnout dikaz platnosti formule pomoci spojitosti
definice mocninné funkce z® v parametru a. Vratime se radéji k dikazu z jiného
pohledu za malou chvili.

Funkce f(z) = 2° = 1 ma samoziejmé derivaci nulovou, pro vsechny jiné
hodnoty a # 0 je derivace nenulova. Je zapornd pro a € (0,1), kladnd pro a €
(1,00). Proto je mocninnd funkce na celém definiénim oboru (0, 00) klesajici v
prvém pripadé a rostouci v druhém. Jeji inverzni funkce je opét mocninnou funkci.

Exponencialni funkce. Zbyvaji ndm funkce f(z) = a®. Zde se také budeme s
derivaci ponékud potykat. Pokud budeme umét derivovat a” ve vsech bodech z,
bude jisté platit
, ) gttiz _ g . aPr 1 , .
fla) = fim = = Jim =1~ = /(0"
Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento vypocet ovéruje existenci derivace
v kterémkoliv bodé a dava jeji hodnotu. Zaroven jsme ovérili platnost téhoz vztahu
pro derivace zprava a zleva.
Exponencialni funkce jsou tedy zvlastnimi ptipady funkci, kdy jejich derivace
jsou tmeérné hodnotam s konstantnim koeficientem timérnosti.
Spo&téme derivaci f/(0), tj. vyraz
lim a1
z—0 T

a predpokladejme, Ze nase a > 1. Z definice hodnot exponencidlni funkce pomoci suprem mno-
zin hodnot s raciondlnimi x je zjevné, Ze exponencidlni funkce a” je na celém svém defini¢nim
oboru rostouci. Stac¢i nam proto pfi vypoctu derivace zprava dosazovat za = postupné hodnoty
Zn = 1/n a dostaneme
.ooa®—1 _atm—1

lim = lim

z—04 x n— 00 l/n
Zkusime najit takové a, aby limita existovala a byla rovna jedné. Toho dosdhneme, pokud
budeme umét s rostoucim n libovolné dobre priblizovat hodnotu a'/™ k hodnoté 1 + 1/n, tj.
ekvivalentné (dle pravidel pro pocitani limit) a je s rostoucim n libovolné pfesné aproximovano

hodnotou
( 1)n
an =1+ — .
n
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Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné &islo b a pfirozené n plati (14+b)"™ > 14nb,
dostavame proto pro dva po sobé jdouci ¢leny nasi posloupnosti podil

1+ (n®>—1)"n _ (1_ 1 )n n 1, n

= — 1—= =1.
W) ) w) a-1 7 U

Je tedy nase posloupnost rostouci. Zaroven stejnym vypoctem ovéfime, Ze posloupnost Cisel

1 1 1 1
bp=1+=)""'=(1+)1+ )"
(L) = (14 )1+ )
je klesajici a jisté je b, > an. OvéFili jsme tedy existenci limity poslounosti a, (a zaroven
vidime, Ze je rovna limité klesajici posloupnosti by,).

vvvvv

a Ludolfova ¢isla ), nazyvame jej Eulerovgm éislem e. Je tedy

1 n
e= lim (1 + ) .
n—o0 n

N4&s postup zaroven ovéril, ze existuje derivace v nule zprava exponencialni funkce

e” a je rovna jedné. Proto existuje ve vSech bodech x také derivace zprava a je rovna

e®. Nyni muzeme spocist derivaci zleva pomoci derivaci slozenych funkei. Skutecné,
e’ —1 e -1

lim = lim — = (eo)_2 e =1.
z—0_ T z—04 —Z

Derivace zleva i zprava tedy pro funkci f(z) = e existuji ve vSech bodech a jsou
si rovny.

Prirozeny logaritmus. ProtoZe je exponencialni funkce e* vSude dobfe defino-
vana a kladna, existuje vSude i jeji funkce inverzni. Oznacujeme ji Inx a fikame ji
prirozeny logaritmus nebo logaritmus se zakladem e. Je definovana vztahem

en® =g

7 vlastnosti mocninnych funkci, viz vztahy , okamzité dostavame
(5.8) In(z-y)=lnz+lny, lnzY=y lnz.
Derivaci prirozeného logaritmu spo¢teme podle pravidla pro derivaci slozené funkce
(uzivédme jiz, Ze e® je rovno své derivaci, a také defini¢ni vztah pro logaritmus):
(59) (/) = (W) = 5 = o5 = o

Derivaci obecné exponencialni funkce f(z) = o miZzeme nyni spocist takto:

(5.10) (a®) = (%) = e* (g Ina) = a® Ina.

Podobné také muZzeme kone¢né ovéfit i formuli pro derivaci obecné mocninné
funkce pro vsechny x > 0:

(l,a)l _ (ealnw)/ _ ealnx(alnx)/ — axafl'

Pro obecnou exponencialni funkci a® se zakladem a # 1, a > 0 také existuje
véude inverzni funkce. Rikdme ji logaritmus pri zdkladu a, piseme log, x.

Vlastnosti dosavadniho osazenstva naseho zvifetniku funkci zpiehlediuje nasle-
dujici tabulka, kde jsou shrnuty vlastnosti jednotlivych obyvatel a jejich vztahy:
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funkce defini¢ni trida derivace inverze
obor
polynomy f | celé R Cc*> f’ opét polynom | f~! existuje jen lo-
kalné a mneumime
obecnou formuli
kubické celé R C? h' je opét splajn | formule s odmocni-
splajny h nami a jen lokalné
racionalni celé R kromé | C* opét racionalni | existuje jen lokalné
funkce f/g kofenti jme- funkce: % a neumime obecnou
novatele g formuli
mocninné interval Cc*= funkce ax®~! existuje vsude a je
funkce 2¢ (0, 00) opét mocninnou
funkci y'/@
exponencialni| celé R Cc*= existuje vSude a | logaritmicka funkce
funkce a* s jelna-a”® log,,
a>0,a#1

4. Mocninné rady

5.27. Vrafme se k exponencialni funkci e®. Jestlize v posloupnosti a,, = (1+ %)m
dosadime za m hodnoty m = n/x pro né&jaké pevné x € R, dostaneme

bo=(142)7, bg@:(uf)”.
n n

Pfitom, je limita b,, pro n jdouci do nekonecna opét e. Odvodili jsme tedy dulezity
vztah platny pro vSechna z € R

(5.11) e = tim (1+ %)"

Ozna¢me si n-ty ¢len této posloupnosti u, () a vyjadfeme si jej pomoci biono-
mické véty:

r  n(n—1)2? nlz™
un(@) =L s

5.12 I SRR A PR N ORI
= r+—(1—— —(1—-— - —
(5.12) 21 n 3! n n
n 1 2 , — 1
+x<1—>(1—>...<1—" )
n! n n n

Protoze jsou vsechny zavorky v soucinech mensi nez jedna, dostavame také

n

1 .
un(w) < /Un(x) - Z ﬁly
j=0
Podivejme se nyni na formalni nekone¢ny soucet
(5.13) D= =
j=0 j=0 J:

tj. vn () je pravé &astedny soudet prvnich n &lend. Podil dvou po sobé jdoucich €lenil v Fadé
jecjy1/c; = x/(n+1). Pro kazdé pevné x tedy existuje N € N takové, Ze ¢;j11/c¢; < 1/2 pro
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vSechny j > N. Pro takto velké j je ovSem cj i1 < %Cj < 270=N+D ey To ale znamena, Ze
¢asteéné soucty prvnich n ¢lenl v nasem formalnim souétu jsou shora ohrani¢eny souéty
N n—N
1, 1 1
—pd —pd i
Un<zj!33 —|—j!m %
J=0 Jj=0
Posledni sumu ovSem umime snadno spocist. Jde o zvlastni pripad souctu geometrické rady
Zﬂ ¢’ . Protoze plati pro kazdé ¢
j=0

L= +q+-+q")=1-¢"

existuje limita ¢asteénych souétli v geometrické radé ‘j’io q" pravé kdy? |q| < 1 a v takovém
pripadé plati

oo k
; i 1
(5.14 ¢’ = lim ¢ =—.

Protoze &isla v, tvo¥i rostouci posloupnost, jisté také tato posloupnost konverguje. Ri-
kdme, ze fada konverguje.

Nyni si prohlédnéme pozornéji posloupnost Cisel u,,, jejiz limitou je e”. Budeme uvazovat
n > N pro néjaké pevné N (hodné velké) a zvolime si k < N pevné (docela malé). Pak
pro dostateéné velkd N umime soudet prvnich k ¢lenti ve vyjadreni un v aproximovat
libovolné presné vyrazem vy. Protoze je tato ¢ast soultu un ostfe mensi nez un samotné,
musi posloupnost wu, konvergovat k téze limité jako poslounost v,. Dokazali jsme tedy:

Véta. Ezponencidlni funkce je pro kazdé x € R vyjddrena jako limita cdstecnych
souct ve vyrazu
o0

1 1 1
1:* 72 ... 77"4 “ e 7,’74
e f1+x+2!x+ +n!z + 7EOn!x.
n—=

Pti dovozeni tohoto mimotradné dilezitého tvrzeni jsme mimodék pracovali s
nékolika uzitenymi pojmy a nastroji. Sformulujeme si je nyni obecnéji:

5.28. Definice. Nekonecnd tada je vyraz

o0

E Gnp =00+ a1 +az+---+ap+...,

n=0
kde a,, jsou realna nebo komplexni ¢isla. Posloupnost castecnych souctu je dana

P k .y Ly . . C s
svymi ¢leny s, = > _,a, a fikdme, ze fada konverguje a je rovna s, jestlize
existuje kone¢né limita ¢asteénych souctt
s = lim s,.
k—oo
K tomu, aby posloupnost s,, konvergovala, je nutné a staci, aby byla Cauchyovska.
Tzn. ze
|Sm = sn| = lant1 + - + an

musi byt libovolné malé pro dostatecné velkd m > n. Protoze je
|ans1] + -+ lam| > lans1 + -+ aml,

vyplyva z konvergence fady Y -, |an| i konvergence fady > ;- a,. Rikdme, ze
fada Y ;- a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada » . |an|.

Jestlize posloupnost ¢astecnych souctti fady ma nevlastni limitu, fikdme ze fada
diverguje k co nebo —oo.
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Jednoduché algebraické operace s absolutné konvergentnimi fadami se chovaji
vSechny dobfe:

Véta. Necht S =5 " jan aT =Y " by, jsou dvé absolutné konvergentni fady.
Pak

(1) jejich soucet absolutné konverguje k souctu

n:O

(2) jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu

S—T= Zan Zb Z —by),

n=0

(3) jejich soucin absolutné konverguje k soudinu

() (S0) Sl

DUKAZ. Prvniidruhé tvrzeni jsou bezprostiednim diisledkem obdobnych vlast-
nosti limit. T¥eti tvrzeni vyzaduje vétsi pozornost. Oznacme si

n
Cn = § an—1br.
k=0

Z predpokladi a podle pravidel pro limitu souc¢inu posloupnosti dostéavame

(23] (350) - (8] (&)

Mame tedy dokazat, ze

() (£ £)

Porovnejme si nyni vyrazy

n=0 0<i,j<k i+j=n n=0 i+ji<k
0<i,j<k 0<4,j<k

Dostavame tedy odhad
k k
(35)- (5)-35/-

K odhadu posledniho vyrazu nam poslouzi jednoduchy trik: aby mohl byt soucet
idext vétsi nez k, musi byt alesponi jeden z nich vétsi nez k/2. Jisté tedy vyraz
nezmensime, kdyz do néj pridame vice ¢lend, tj. vezmeme vsechny jako v soucinu
a odebereme pouze ty, u kterych jsou oba nejvyse k/2.

Doodabil <D aibil = >0 faibyl.

i+j>k 0<i,j<k 0<i.j<k/2
0<i,j<k

Z aibj < Z |aibj|.

itj>k itji>k
0<i,j<k 0<i,j<k
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Oba vyrazy v rozdilu jsou ale castecné soucty pro soucin S - T, maji tedy také
stejnou limitu a proto jejich rozdil jde k nule. (I

Jako obvykle si hned shrneme nékolik dalsich jednoduchych tvrzeni o fadach:

5.29. Véta. Necht S = ZZO:O an je nekonecnd tada redlnych nebo komplexnich

cisel.

(1) Jestlize S konverguje, pak lim,,_, o a,, = 0.

(2) Predpokladejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdoucich ¢lenti fady a plati

An+1
Qnp

lim =

n—oo

Pak fada S konverguje absolutné pii |¢| < 1 a nekonverguje pfi |¢| > 1. Pfi
|g] = 1 mize fada konvergovat ale nemusi.

(3) Jestlize existuje limita
lim {/|a,| = g,
n—oo

pak pri ¢ < 1 fada konverguje, zatimco pii ¢ > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, mtize
konvergovat i divergovat.

DUKAz. (1) Jestlize lim,,_, a, neexistuje nebo je nenulovd, exituje pro dosta-
tedné malé ¢islo € > 0 nekoneéné mnoho ¢leni ay, s |ag| > €. Zaroven tedy musi mezi
nimi existovat nekon¢ené mnoho kladnych nebo nekone¢né mnoho zapornych. Pak
ovSem pii pridani kteréhokoliv z nich do ¢aste¢ného souc¢tu dostavame rozdil dvou
po sobé jdoucich s, a s,11 o velikosti alesponi €. Posloupnost ¢astec¢nych soucti
proto nemuze byt Cauchyovska a tedy ani konvergentni.

(2) Protoze chceme dokazovat absolutni konvergenci, miZzeme rovnou predpoklddat a; >
0. Diikaz jsme pro specidlni hodnotu ¢ = 1/2 provedli p¥i dovozeni hodnoty e® pomoci Fady.
Stejnou dvahou z existence limity podild dovodime pro dostatecné veliké N

aji1 < q-a; <q 9N ey,

To ale znamen3, ze ¢astecné soulty prvnich s, jsou shora ohraniceny soucty
N n—N 1
Sn < E a; +cN E —.
qJ
j=0 Jj=0

Je-li 0 < ¢ < 1, je mnozina viech ¢astecnych souctid shora ohrani¢end a proto je limitou nasi
fady jeji supremum.
PFi hodnoté ¢ > 1 pouzijeme obdobny postup, ale z existence limity ¢ na zacatku odvo-
dime
aj+1 < q-a; < qi(jiNJrl)CN.

To ale znamena, ze Castecné soucty prvnich s, jsou zdola ohraniceny soucty
N n—N
1
Sp > E aj + cn E —.
qJ
j=0 j=0

PFi ¢ > 0 tento vyraz poroste nad vSechny meze
(3) Duikaz je zde velmi podobny pfedchozimu pfipadu. Z existence limity ¢ < 1 vyplyva, Ze
pro kazdé q < r < 1 existuje N takové, ze pro vSechny n > N plati T\‘/m < r. Umocnénim
pak
lan] < 7"
takze jsme opét v situaci, kdy srovnavdme s geometrickou fadou. Dikaz se proto dokonci
stejné jako v pripadé podilového testu. O
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V dtkazu druhého i tietiho tvrzeni jsme vyuzivali slabsiho tvrzeni, nez je
existecne limity. Potfebovali jsme pro studované posloupnosti nezapornych vyrazt
pouze tvrzeni, ze od urcitého indexu uz budou vétsi nebo mensi nez dané ¢islo.

K takovému odhadu nédm ale postac¢i pro danou posloupnost b, uvazovat s
kazdym indexem mn supremum hodnot ¢lent s indexy vysSsimi. Tato suprema vzdy
existuji a budou tvofit nerostouci posloupnost. Jeji infimum pak oznacujeme jako
limes superior dané posloupnosti a znacime

limsup b, .
n—oo
Vyhodou je, Ze limes superior vzdy existuje, muzeme proto predchozi vysledek
(véetné dtikazu) preformulovat v silnéjsi podobé:

Dusledek. NechtS =3 a, je nekoneénd rada redlnych nebo kompleznich ¢isel.
(1) Je-li
Ap+41

q = lim sup

n—oo

)
Qn

pak Tada S konverguje absolutné pri ¢ < 1 a nekonverguje pri g > 1. Priqg=1
muze Tada konvergovat ale nemust.

(2) Je-li
q = limsup V/|ay|,

n—oo
pak pri g < 1 tada konverguje, zatimco pri q > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, miZe
konvergovat i divergovat.

5.29.1. Ukazte, Ze tzv. harmonickd rada

i :
—

i=1
diverguje.

Reseni. Pro libovolné ptirozené k je soucet prvnich 2* ¢lent fady vétsi nez k/2:

1+1+ 1—!-1 +1+1+1+1+

2 3 4 5 6 7 8 7
~—~— N~ ——
>} >ii=h >iriririsd

soucet ¢lenti od 2! +1 do 2+ je totiz vzdy vétsi nez 2!-krat (jejich pocet) ¢islo 1/2!
(nejmensi z nich), coz je dohromady 1/2. O
5.29.2. Rozhodnéte o nasledujicich Taddch, jestli konvergugi ¢i diverqugi:

1>z
n=1

(3) X sgwooooo
1
@) X wrom

Reseni.
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(1) Budeme zkoumat konvergenci podilovym kritériem:
271.+1
n+1
2
n

anJrl
Qn

n— o0 n

lim

n—oo

= lim

n—oo

=2>1,

fada tedy diverguje.

(2) Odhadneme Fadu ze spodu: vime, Ze pro libovolné piirozené n plati % < ﬁ
Pro posloupnost ¢astecnych soucti s, zkoumané fady a posloupnost ¢astecnych
sou¢tt harmonické fady s/, tedy plati:

"1 "1
snzgﬁzggzsg.

A protoze harmonicka fada diverguje (viz predchozi piiklad), diverguje i jeji po-
sloupnost ¢astecnych soucttt {s,, 152, tedy diverguje i posloupnost ¢astecnych
souctl {s, 52, tedy diverguje i zadana posloupnost.
(3) Diverguje, jedna se o ndsobek harmonické fady.
(4) Jedna se o geometrickou fadu s koeficientem ﬁ, ta bude konvergovat, bude-li

absolutni hodnota koeficientu mens$i nez 1. Vime, Ze

| 1‘ H_ﬂ H 1. /1+1 ¢§<1
= = |= — =1 = —_ _— e —
144 2 2 2 4 4 2 ’

fada tedy konverguje a umime ji dokonce secist:

> 1 1 141 .
n:1(+l) -5 i

O

5.30. Mocninné rady. Jestlize mame misto posloupnosti ¢isel a,, k dispozici po-
sloupnost funkei f,(z) se stejnym definiénim oborem A, mtZeme bod po bodu
pouzit definici fady a dostédvame pojem souctu 7ady funkci

S@) =Y fala).
n=0

Mocninnd Tada je ddna vyrazem

S(x) = i anz™.
n=0

Rekneme, ze S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize S(x) konverguje pro
kazdé x spliujici |z| < p a diverguje pii |z| > p.
Véta. Necht S(z) =Y ,"  a,z" je mocninnd fada a ezistuje limita

p= lim V{a
n—oo

n*

Pak je polomér konvergece fady S roven r = p~ 1.

Mocninnd tada S(z) je spojitd na celém svém intervalu konvergence (vietné
kragnich bodd, pokud v nich konverguje) a existuje také jeji derivace S'(z),

S'(z) = Z napz™ L.
n=1
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DUKAZ. Pro ovéfeni konvergence fady mizeme pro kazdou pevnou hodnotu z
pouzit odmocninovy test z véty [5.29(3). Pocitame pfitom

lim {a,a" = px
n—oo

a fada konverguje, resp. diverguje, jestlize je tato limita rtizné od 1.
Tvrzeni o spojitosti a derivaci dokdzeme pozdéji v obecnéjsim kontextu, viz
6.27H6.29] O

Vsimnéme si také, ze mtzeme pii dikazu konvergence pouzit silnéjsi variantu
odmocninového testu a tedy 1ze polomér konvergence r pro kazdou mocninnou fadu
pfimo zadat fomuli

r~ = limsup Va,,.

n—oo

5.31. Priklad. Prodivame se na mocninné rady

S(x) = Zx", T(x) = Z
n=0 n=1

Prvni priklad je geometrickd Tada, kterou jsme se zabyvali jiz dfive, a jeji soucet
je pro vSechny z s |z| < 1

z".

3=

1
S@) = 1—2’
zatimco |z| > 1 zarucuje divergenci. Pro x = 1 dostdvame také zjevné divergentni
fadu 1 +1+4+1+... s nekoneénym souctem, pfi x = —1 jdeotfadul —1+1—...,
jejiz Castecné soucty nemaji limitu vibec.
Véta 3) ukazuje, ze polomér konvergence druhého prikladu je také jedna,
protoze existuje

1 n+1
1. n
lim || =2 lim =z
Pro z = —1 tu dostaneme divergentni radu 1+ % + % +... (dokazte si jako cviceni!).
Naopak, fada T(—1) = —1+ 3 — & + ... konverguje. Vyplyva to z obecnéjsiho

platného tvrzeni:

Otade T = ZZO:O b, s redlnymi ¢leny fekneme, ze je alternujici, jestlize je zna-
ménko dvou po sobé jdoucich ¢lent vidy opacné. Pokud je navic |b,| klesajici po-
sloupnost a pro fadu 7' plati nutnd podminka konvergence z[5.29} tj. lim, o by, = 0,
pak fada konverguje. Ditkaz ted nebudeme provadét, vyplyne z obecnéjsich vysledkii
pozdéji, viz 77.

5.31.1. 7. Urcete polomér konvergence ndsledujicich mocninnych tad:

o n
(1) 3 Zon
n=1

1 1
r= ==,
2

lim sup
n—oo

An L1

An
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viz tloha ??. Dand mocniné fada tedy konverguje pro redlnd z € (—3,1),

pripadné pro komplexni |z| < % Vsimnéme si, ze fada je divergentni pro x =

5 (jde o harmonickou fadu) a naopak konverguje pro z = —3 (alternujici

harmonicka fada). Rozhodnout o konvergenci pro libovoné x lezici v komplexni

roviné na kruznici o poloméru % je tézsi otazka a presahuje rdmec naseho kurzu.
(2) Opét diky prechozimu ptikladu vime, ze

1
1+

n

= lim sup
n—oo

lim sup
n—oo

1+i| 2

‘ 1 ’ V2
je tedy polomér konvergence dané mocninné fady r = /2.

O

5.32. Zvérinec. S mocninnymifadamindm do naseho spolecenstvi ptibyla spousta
novych piikladd hladkych funkci, tj. funkci libovolnékrat diferencovatelnych na ce-
lém svém defini¢nim oboru. Pohrejme si chvili s nejvyznamnéj$im a prvnim nasim
prikladem, exponencidlou

1 1
e =14z+ -2+ - +—a"+....
2 n!

Tato mocninnné fada ma polomér konvergence nekoneény a dobfe proto de-
finuje hladkou funkci pro vSechna komplexni ¢isla . Jeji hodnoty jsou limitami
hodnot (komplexnich) polynomt s redlnymi koeficienty a ze spojitosti tedy musi
pro ni platit i obvyklé vztahy, které jsme pro realné hodnoty proménné x jiz odvo-
dili. Zejména tedy plati

etV =e”.eY,

viz (5.5) a véta ). Dosadme si hodnoty x = i - t, kde i € C je imagindrni
jednotka, t € R libovolné.
. 1 1 1 1
it _ e Bt By S s B
e =141t 2t 13!t +4!t +z5!t
a zjevné tedy je komplexné konjugované &islo k z = e ¢&islo Z = e~ *. Proto
|zl =z-z=¢"-e"=e"=1

a viechny hodnoty z = e’ proto lezi na jednotkové kruznici v komplexni roving.

Reélné a imaginarni slozky bodu na jednotkové kruznici pfitom byvaji popiso-
vany pomoci goniometrickych funkci cosf a sinf, kde 0 je patti¢ny thel. Derivaci
parametrického popisu bodi kruznice,

t»—>e”

11
1

dostédvame vektory ,rychlosti“, které budou dany vyrazem (lze napi. zderivovat
skuteéné zvl4st redlnou a imagindrni slozku a secist vysledky)

i (eit)/ — . el

a jejich velikost proto také bude porad jednotkova. Odtud lze tusit, Ze celou kruznici
obéhneme po dosazeni hodnoty parametru rovného délce oblouku, tj. 27 (i kdyz ke
skutenému ovéfeni této skuteénosti budeme potfebovat integralni pocet). Takto
byva Ludolfovo cislo m také definovano. Mzeme se ale nyni aspori ¢astecné ujistit
pohledem na nejmensi kladné kofeny realné ¢asti ¢asteénych soucttt nasi rady, tj.
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prislusnych polynomu. Jiz pfi fadu deset nam vyjde ¢islo 7 presné na 5 desetinnych
mist.

Dostali jsem tedy pfimou definici goniometrickych funkci pomoci mocninnych
fad:

. 1 1 1 1
it L1 4a_ L6 (1K 2k
(5.15) cost =rtee" =1 5t gt G!t +- 4 (=1) (2k)!t +...
. 1 1 1 1
N P (. 5_ L (_1\E 2k+1
(5.16) sint =ime" =t 3!15 +5!t 7!75 +- 4 (-1) (2k‘+1)!t +

Tlustraci konvergence fady pro funkci cos je vidét na obrazku. Jde o graf pfislus-
ného polynomu stupné 68. Pri postupném vykresleni ¢astecnych souctu je vidét, ze
aproximace v okoli nuly je velice dobra a prakticky beze zmén. S rostoucim radem

se pak zlepsuje i dale od pocatku.
\/ \7 \/2 [

sin?t + cos?t =1

'
[

v b
| U T TN T T N I .

'
=
3}

Ptimo z definice vyplyva znamy vztah

a také z derivace (e')’ =ie® vidime, 7e
(sint)’ = cost, (cost) = —sint.

Tentyz vysledek lze samoziejmé ovérit piimo derivaci nasich fad ¢len po ¢lenu.

Piedpoklddejme, Ze ¢y je nejmensi kladné éislo, pro které je e~ = —eo tj.
prvni kladny nulovy bod funkce cost. Podle nasi definice Ludolfova ¢isla je tg = %TF.
Pak e~%2t0 = (e~%0)2 = ¢i2t0 3 jde proto o nulovy bod funkce sint. Samozfejmé pak
plati pro libovolné ¢

eildhto+t) — (gitoydk  git — 1 it

Jsou tedy obé funkce goniometrické funkce periodicke s periodou 27. Z nasich definic
je pritom vidét, ze je to nejmensi jejich perioda.

Nyni mizeme snadno odvodit vSechny obvyklé vztahy mezi goniometrickymi
funkcemi. Uvedeme na ukézku nékolik z nich. Nejprve si v§imnéme, Ze definice
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vlastné fika
L i —it
cost = i(e +e™)

int— (et — ety
sin 2Z_(e e ™)

Soucin téchto funkci jde tedy vyjadfit jako
sintcost = l(e“ —e M)(e e = l(em —e 2 = 1 sin 2t
44 4 2 '

Dale mtizeme vyuzit nasi znalost derivaci:
1 . 2 . / 2 2
cos 2t = (§ sin 2t)’ = (sintcost)’ = cos”t — sin“t.
Vlastnosti dalsich goniometrickych funkci
sint

tgt = — tgt = (tgt)™?
gt=_——. cotgt = (tgt)

se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani. Grafy funkci sinus,
cosinus, tangens a cotangens jsou na obrazcich (postupné Cerveny a zeleny vlevo,
Gerveny a zeleny vpravo):

107

-
T T S S R B

' ——
- L

KR
| —

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym. ProtoZe jsou goniome-
trické funkce vSechny periodické s periodou 27, jsou jejich inverze definované vzdy
jen v rdmci jedné periody a to jeSté jen na ¢asti, kdy je dana funkce bud rostouci
nebo klesajici. Jsou to funkce

arcsin = sin™~*
s definiénim oborem [—1,1] a oborem hodnot [—7/2,7/2]. Déale

arccos = cos !

s defini¢nim oborem [—1,1] a oborem hodnot [0, 7], viz obrazek vlevo.
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Zbyvaji jesté funkce (zobrazené na obrizku vpravo)

arctg = tg— !

s definiénim oborem [—o0, o0] a oborem hodnot [—7/2, 7/2] a kone¢né

arccotg = cotg*1

s defini¢nim oborem [—o0, 0o] a oborem hodnot [0, 7].
Velice Casto se také vyuzivaji tzv. hyperbolické funkce

1 1
sinhz = g(ex —e "), coshx = i(ez +e™ 7).

Nézev naznacuje, ze by funkce mohly mit néco spole¢ného s hyperbolou. Pfimy
vypocet davd (druhé mocniny se v roznasobenych dvojélenech vSechny odeétou a
zustanou smiSené ¢leny)

1
(coshgv)2 — (sinh:z:)2 = 2§(ez e ) =1

Body [cosht,sinht] tedy skuteéné parametricky popisuji hyperbolu v roviné. Pro
hyperbolické funkce 1ze snadno odvodit podobné identity jako pro funkce goniome-
trické. Mimo jiné je pfimo z definice snadno vidét

coshx = cos(iz), isinh x = sin(iz)
(ovéite si jako cviceni).

5.32.1. Sectéte:
911 2 1 2 1 2
it gttt ta T
Reseni. Porovname tvar sou¢tu s mocninnym rozvojem funkci sinh a cosh a do-
stavame vysledek

sinh(1) + 2 cosh(1)
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5.33. Poznamky. Mocninné fady muzZzeme zcela stejné definovat takto:
o0
S(x) = Z an(z — o))",
n=0

kde zg je libovolné pevné zvolené realné ¢islo. Vsechny nase predchozi tivahy jsou
porad platné, jen je tfeba mit na paméti, Ze se vztahuji k bodu x(. Zejména tedy ta-
kové fada konverguje na intervalu (zg —p, zo+p), kde p je jeji polomér konvergence.
Rikédme, Ze S je mocninnd vada se stiedem v xq.

Déle plati, Ze ma-li mocninna fada y = T'(x) hodnoty v intervalu, kde je dobfe
definovédna fada S(y), potom i hodnoty funkce S o T jsou vyjaddfeny mocninnou
fadou, kterou dostaneme formalnim dosazenim y = T'(z) za y do S(y).

Zejména lze takto pocitat ¢leny mocninnych fad zadavajicich inverzni funkce.
Nebudeme zde uvadét seznam formuli, snadno se k nim dostaneme napiiklad v
Maplu procedurou ,series”.



KAPITOLA 6
Diferencialni a integralni pocet

2véfinec ted mdme, ale co s nim?
— naucime se s nim zachdzet. . .

V minulé kapitole jsme si postupné hrali bud s mimoradné velikymi tfidami
funkci — vSechny spojité, vSechny diferencovatelné apod. — nebo jen s konkrét-
nimi funkcemi — napf. exponencialni, goniometrické, polynomy atd. Méli jsme ale
pfitom jen minimum néstroji a vSe jsme podcitali tak fikajic na kolené. Ted déme
dohromady nékolik vysledkti, které umozni snéze pracovat s funkcemi pfi modelo-
vani redlnych problémt.

1. Derivovani
Zacneme nékolika jednoduchymi vysledky o derivovani funkci.

6.1. Vé&ta. Necht funkce f : R — R je spojita na intervalu [a,b] a diferencovatelnd
uwnity tohoto intervalu. Jestlize plati f(a) = f(b), pak ezistuje c € (a,b) takové, Ze

/'(e) = 0.

DUkAz. Protoze je funkce f spojitd na uzavieném intervalu (tj. kompaktni
mnoziné), ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum mélo
stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla konstantni a tedy i jeji deri-
vace by byla nulova ve vSech bodech intervalu (a,b). Pfedpokladejme tedy, ze bud
maximum nebo mimimum je jiné a nechf nastava jedno z nich ve vnitinim bodé c.
Pak ovSem neni mozné, aby v ¢ bylo f’(c) # 0, protoze to by v tomto bodé byla
byla funkce f bud rostouci nebo klesajici (viz a jisté by tedy v okoli bodu ¢
nabyvala vétsich i mensich hodnot, nez je f(c). O

Pravé dokazanému tvrzeni se fikd Rolleova véta. Z ni snadno vyplyva nasledujici
dusledek, znamy jako véta o stredni hodnote.

6.2. Véta. Necht funkce f: R — R je spojitd na intervalu [a,b] a diferencovatelnd
uwniti tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

o = 1O =10

DUKAz. Dukaz je prostym zdpisem geometrického vyznamu tvrzeni: k seéné
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje tecna, kterd je s ni rovnobéznd (namalujte si
obrézek). Rovnice nasi sefny je

y =g = f()+ L0

177
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Rozdil h(z) = f(x) — g(x) udava vzdalenost grafu od seény (v hodnotach y). Jisté
plati h(a) = h(b) a

b) — f(a)

Wz = f'(z) — f(i

@) = /) - O

Podle pfedchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) = 0. O

Vétu o stfedni hodnoté mtizeme také prepsat ve tvaru:

(6.1) fb) = f(a) + f'(e)(b - a).

V ptipadé parametricky zadané kiivky v roving, tj. dvojice funkci y = f(¢),
x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnobézné tecny k seéné krajnimi body
popséan takto:

Dusledek. Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité€ na intervalu [a,b] a
diferencovatelné uvniti tohoto intervalu a ¢'(t) # 0 pro vdechny t € (a,b). Pak
existuje bod c € (a,b) takovy, Ze plati

DUKAZ. Opét spoléhdme na pouziti Rolleovy véty. Polozime proto
h(t) = (f(b) = f(a))g(t) — (9(b) — g(a)) f(t).
Nyni h(a) = f(b)g(a) = f(a)g(b), h(b) = f(b)g(a)—f(a)g(b), takze existuje ¢ € (a,b)

takovy, ze h'(c¢) = 0. Protoze je ¢'(¢) # 0, dostavame pravé pozadovany vztah. O

Podobné tvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mimoradné uzitecnému nastroji
pro pocitani limit funkci. Je znam jako L’Hospitalovo pravidlo:

6.3. Véta. Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
zo € R, ne vsak nutné v bodé xo samotném, a necht existuji limity

lim f(z) =0, lim g(z) = 0.
r—Xo

r—Xo
Jestlize existuje limita
!
lim f()

0 g'()

pak existuje i limita
lim 1)

a JSou St rovny.

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze v z¢ maji funkce f
a g nulovou hodnotu.

Vysledek je opét jednoduse predstavitelny pomoci obrazku. Uvazujme body
[g(x), f(z)] € R? parametrizované proménnou x. Podil hodnot pak odpovida smér-
nici seny mezi body [0,0] a [f(x), g(x)]. Zroven vime, Ze podil derivaci odpovida
smérnici teény v prislusném bodé. 7Z existence limity smérnic tecen tedy chceme
dovodit existenci limity smérnic secen.
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Technicky lze vyuzit véty o stfedni hodnoté v parametrickém tvaru. Predné si
uvédomme, zZe v tvrzeni véty implicitné predpokladame existenci vyrazu f'(z)/g' (z
na néjakém okoli ¢, zejména tedy pro dostatecné blizké body ¢ k o bude ¢’(c) # 0

@) @) =) )

a—zo g(x)  a—wo g(x) — g(wo) 20 g'(ca)’
kde ¢, je ¢islo mezi zg a . Nyni si vSimnéme, Ze z existence limity
f'(x)

ml}llzgo g’(m)

vyplyva, ze stejnou hodnotu bude mit i limita libovolné posloupnosti vzniklé dosa-
zenim hodnot x = x,, jdoucich k g do f'(x)/¢'(x). Zejména tedy mizeme dosadit
jakoukoliv posloupnost ¢, pro z,, — x¢ a proto bude existovat i limita

f'(ex)

r—x0 g’(cx)
a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou hodnotu. Dokazali jsme tedy, ze
nase hledana limita existuje a ma také stejnou hodnotu. O

6.4. Dusledky. Jednoduse lze rozsirit L’'Hospitalovo pravidlo i pro limity v ne-
vlastnich bodech +c0 a v pfipadé nevlastnich hodnot limit. Je-li, napt.

lim f(z) =0, lim g(z)=0,

potom je lim, o, f(1/2) = 0 a lim,_o, g(1/2) = 0. Zaroven z existence limity
podilu derivaci v nekone¢nu dostaneme

/@) o PUEY) ) @)

lim = = = .
a=04+ (9(1/z))"  2=04 ¢'(1/z)(=1/2?) a0+ g'(1/z)  =—oo g'(z)
Pouzitim predchozi véty tedy dostavame, ze v tomto pripadé bude existovat i limita

podilu
f@) L f0f) )

1 = |1im = l1m .
e—oo g(x) @04 g(1/z)  2—o0 g'(2)
Jesté jednodussi je postup pii vypoctu limity v pripadé, kdy

lim f(z) = +oco, lim g(z) = +oc.
T—x0

T—x0
Staci totiz psat
im —= = lim ,
v—a0 g(z)  e—wo 1/f(x)
coz je jiz ptipad pro pouziti L’Hospitalova pravidla z predchozi véty. Lze ale i
dokéazat, ze L'Hospitalovo pravidlo plati ve stejné formé pro nevlastni limity:

f@) Y9

Véta. Necht [ a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu xo € R, ne vsak nutné
v bodé xy samotném, a necht existuji limity lim, ., f(z) = o0 a lim, ., g(x) =
+oo. Jestlize existuje limita

)

im

A g @)

1Pro samu existenci limity v obecném smyslu to vzdy nutné neni, nicméné pro tvrzeni
L’Hospitalovy véty je to potfebné. Podrobnou diskusi je mozné najit (vygooglovat) v populdrnim
élanku ”R. P. Boas, Counterexamples to LHopitals Rule, The American Mathematical Monthly,
October 1986, Volume 93, Number 8, pp. 644-645.”
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pak existuje i limita
lim —f(z)
A g@)

a JSou St rovny.

DUKAZ. Opét lze vyjit z véty o stfedni hodnoté. Zakladem je vyjadieni podilu tak,
abychom dostali do hry derivaci:
flz)  fl@)  f@)-fy) g(z)—9()

9(@)  flx) = fly) 9(z)—g(y) 9(x)
kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli zo a = nechame blizit k x¢. Protoze jsou
limity f i g v o nekone¢né, muzeme jisté predpokladat, ze rozdily hodnot v x a y jsou u
obou funkci pfi pevném y nenulové.
Pomoci véty o stfedni hodnoté miizeme nyni nahradit prostfedni zlomek podilem
derivaci ve vhodném bodé ¢ mezi = a y a vyraz ve zkoumané limité dostava tvar

9(w)

fl@) _1=5@ (o

T fw o g(ce)’
9(z) 1-44 g'(0)

kde ¢ zavisi na x i y. Pfi pevném y a = jdoucim k z¢ jde prvni zlomek zjevné k jednicce.
Kdyz zaroven budeme y priblizovat k xg, bude se nam druhy zlomek libovolné presné blizit
k limitni hodnoté podilu derivaci. O

6.5. Priklady uziti. Vhodnymi tipravami sledovanych vyrazu lze vyuzit L'Hospi-
talova pravidla také na vyrazy typu oo — oo, 1°°, 0- 0o apod. Zpravidla jde o prosté
prepsani vyrazt nebo o vyuziti néjaké hladké funkce, napf. exponencidlni. Uvedme
alespon dva priklady hned:

. 1 1 . 2x —sin2x
lim =lim ——

sin2r 2z

z—0 z—0 2xsin2x
. 2 —2cos2x
= lim —
z—0 28in 2x + 4x cos 2x
4sin 2x

9

lim . =
z—0 4 cos2x + 4 cos2x — 8xsin 2x

pricemz ziskané tvrzeni je tfeba ¢ist od konce. Tj. z existence posledni limity (podil
druhych derivaci) vyplyva existence limity podilt prvnich derivaci a z toho plyne
existence i hodnota ptivodni limity.
Druhy ptiklad nam ukaze souvislost aritmetického a geometrického priameéru z
n hodnot. Aritmeticky prameér
MY (zy, ... 2,) = w

je specidlnim pfipadem tzv. mocninného primeéru stupné r:

1
M) = <wl+n+xn) .

Specidlni hodnota M~! se nazyva harmonicky primér. Spoc¢téme si nyni limitni

hodnotu M" pro r jdouci k nule. Za timto icelem spoc¢teme limitu pomoci L’Hospitalova
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pravidla (jde o vyraz 0/0):

lm In(M" (z1,...,2z,)) = lim
r—0 r—0 r
ziInzi+--4z) Inx,
—1; n

n
Inz; +---+Inz,
== " :h'l"a;l.....];n.

Odtud tedy je primo vidét, ze

ling) M"(x1,...,2p) = VX1 ... Ty,

r—

coz je hodnota zndma pod nazvem geometricky prumeér.

6.6. Vyznam druhé derivace. Jiz jsme vidéli, Ze prvni derivace funkce je jejim
linedrnim pfiblizenim v okoli daného bodu a Ze ze znaménka nenulové derivace
vyplyva, Ze funkce je v bodé xg rostouci nebo klesajici. Body, ve kterych je prvni
derivace nulova se nazyvaji kritické body dané funkce.

Je-li z( kriticky bod funkce f, muze byt chovani funkce f v okoli bodu zq
jakékoliv. Vidime to jiz z chovéani funkce f(z) = z™ v okoli nuly pro libovolné
n. Pro lichd n > 0 bude f(x) rostouci, pro sudd n naopak bude nalevo klesajici
a napravo rostouci, doséhne tedy v bodé xy své miniméalni hodnoty mezi body z
(dostate¢né malého) okoli bodu xy = 0.

Tentyz pohled miZzeme aplikovat na funkci f’. Jestlize totiz je druhé derivace
nenulova, urcuje jeji znaménko chovani derivace prvni. Proto v kritickém bodé
xo bude derivace f’(x) rostouci pti kladné druhé derivaci a klesajici pti zdporné.
Jestlize je ale rostouci, znamenené to, zZe nutné bude zdporna nalevo od kritického
bodu a kladna napravo od néj. Funkce f v takovém piipadé je klesajici nalevo od
kritického bodu a rostouci napravo od néj. To znamend, Ze ma funkce f v bodé xg
minimum ze vSech hodnot z néjakého malého okoli bodu xg.

Naopak, je-li druha derivace zaporna v xg, je prvni derivace klesajici, tedy
zapornd vlevo od xg a kladné vpravo. Funkce f bude tedy mit v bod€ zy maximalni
hodnotu ze vSech hodnot na né&jakém okoli.

Funkce diferencovatelna na (a,b) a spojité na [a, b] m4 jisté na tomto intervalu
absolutni maximum a minimum. Muze ho doséhnout pouze bud na hranici nebo
v bodé s nulovou derivaci, tj. v kritickém bodé. Pro diskusi extrémi nam tedy
mohou stacit kritické body a druhé derivace pomizou urcit typy extrémi, pokud
jsou nenulové. Pro presnéjsi diskusi ale potiebujeme lepsi nez linearni aproximace
zkoumanych funkci. Proto se nejprve budeme vénovat tivaham v tomto sméru a
teprve poté se vratime k diskusi prubéhu funkci.

6.7. Tayloriv rozvoj. Jako prekvapivé jednoduché vyuziti Rolleovy véty ted od-
vodime mimotadné dilezity vysledek. Rikava se mu Tayloriv rozvoj se zbytkem.

Intuitivné se k nému mtizeme dostat obracenim nasich iivah kolem mocninnych
fad. Mame-li totiz mocninnou fadu

S(z)=> an(z—a)"
n=0
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a derivujeme-li ji opakované, dostavdme mocninné fady (vime, Ze je mozné takovy
vyraz derivovat ¢len po ¢lenu, i kdyZ jsme to jesté nedokazali)
o0
SH) (z) = Z nn—1)...(n—k+ 1)a,(z —a)" "
n=~k
V bodé x = a je tedy S (a) = klaj. Mizeme tedy naopak ¢ist posledni tvrzeni
jako rovnici pro a; a ptavodni fadu prepsat jako

-y %S(k)(a)(x —a)n.
n=0""

Jestlize misto mocninné fady mdme néjakou dostateéné hladkou funkci f(z), je
tedy na misté se ptat, zda ji mizeme vyjadfit jako mocninnou fadu a jak rychle
budou konvergovat ¢asteéné soucty (tj. pfiblizeni funkce f polynomy). Nase tivaha
pravé naznacila, ze mizeme ocekavat v okoli bodu a dobrou aproximaxi polynomy,
tzv. Taylorovymi polynomy k—tého rddu:

PLf(@) = f(a) + f/(@)(w —a) + 51" (@)(x — ) + - + 2 (@) — o).

Pfesnd odpovéd vypada podobné jako véta o stiedni hodnoté, jen pracujeme s
vySSimi stupni plynomi (tzv. Tayloriv rozvoj se zbytkem):

Véta. Necht je f(z) funkce k—krdt diferencovatelnd na intervalu (a,b) a spojitd na
[a,b]. Pak pro kaZdé x € (a,b) existuje ¢islo ¢ € (a,x) takové, Ze

f@) = f(a) + f’(a)(fc —a) 4+ ﬁf”ﬁ"”(a)(m —a)*" %f(k)(C)(x —a)

= Peaf@) + PO — )t

DUKAz. Definujme zbytek R (tj. chybu pfi aproximaci pro pevné zvolené x) takto

f(@) =Perf(z) + R

tj. R = 47(z — a)* pro vhodné é&islo r (zavislé na z). Nyni uvazujme funkci () defino-
vanou
k—1

F(¢) = Z

L HOOE -9+ (e - o)

Jeji derivace je

)+ Z( I 9 - 2O - )

1

o9
_ 1 (k) k-1 1 o1
= mf @z —-9) _mr(w_f)
= ﬁu — & (M) - ),

protoze vyrazy v sumé se postupné vzajemné rusi. Nyni si sta¢i vSimnout, ze F(a) =
F(z) = f(x) (pfipomérme, Ze = je pevné zvolend ale pevna hodnota). Proto podle Rolleovy
véty existuje ¢islo ¢, a < ¢ < z, takové, ze F’(c) = 0. To ale je pravé pozadovany vztah. [
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Pokud tedy umime odhadnout velikost k—té derivace na celém intervalu, do-
staneme pifimo odhady chyb. Speciadlnim pfipadem je samoziejme véta o stiedni
hodnoté coby aproximace radu nula, viz . Dobrym ptikladem jsou tady tieba
goniometrické funkce. Iterovanim derivace funkce sinx dostaneme vzdy bud sinus
nebo cosinus s néjakym znaménkem, ale v absolutni hodnoté budou hodnoty vzdy
nejvyse jedna. Dostavame tedy pfimy odhad rychlosti konvergence mocninné rady

]
(k+1)r

Vidime tedy, ze pro x vyrazné mensi nez k bude chyba malé, pro x srovnatelné s k
nebo vétsi ale bude obrovska.

|sinaz — (P sin)(x)| <

6.7.1. Urcete Taylorovy rozvoje TF (k-tého vddu v bodé x) z ndsledujicich funkci:
(1) T$ z funkce sinz,
(2) T} z funkce %

Reseni.

(1) Spocitdme hodnoty prvni az tfeti derivace funkce f = sin v bodé 0: f/(0) =
=0

cos(0) = 1, f@(0) = —sin(0) = 0, f®(0) = —cos(0) = —1, dale f(0)
Taylortiv rozvoj 3-tiho fadu funkce sin(z) v bodé 0 je tedy
T3(sin(z)) = x — éa?g.
(2) Opét f(1) =e,
o = S-S =0
x x2 x
@ = %—2% —l—%(l) =e
x z2 x x
7@ %73% +%—%(1):fze
Dostavame tedy Tayloruv rozvoj tietiho fadu funkce % v bodé 1:
Tf’(%) =e+ g(x -1)% - g(x —1)3 = e(—%3 + 37:252 — 2z + %)
O

6.7.2. Urcete Tayloriv polynom T funkce sin a pomoci véty 6.6 odhadnéte chybu
polynomu v bodé /4.

Reseni. Podobné jako v predchozim piikladu uréime

1 1
TS (sin(z)) = x — 6303 + ﬁoxa

Dle véty pak odhadneme velikost zbytku (chyby) R. Podle véty existuje ¢ €
(0, ) takové, ze

—cos(c)m” I
| < = = 0.0002,

R(n/4) = ‘ =
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6.7.3. Rozvinte funkciln(l+4x) do mocninné fady v bodech 0 a 1 a urcete vSechna
x € R, pro kterd tyto tady konverguji.

Reseni. Rozvinout funkci do mocninné fady v daném bodé je to stejné, jako uréit
jeji Taylortv rovoj v daném bodé.

1 1 1
In(x+1) = 1:—51‘24—51:3—13344—...
1 1 1 2 1 3 4
= n(2)+§(m—1)—§(aj—1) —0—3.23(1‘—1) —4.24(x—1) +...
Prvni fada konverguje pro —1 < x < 1, druhd pro —1 < z < 3. O

6.7.4. Rozvinte do mocninné rady funkci cos®(x) v bodé 0 a urcete pro kterd redlnd
c¢isla tato Tada konverguje.

Reseni.
i ) 222’71 )
(71)1 7 L Zv
— (20)!
konverguje pro libovolné realné z. O

6.7.5. Rozvirite do mocninné fady funkei sin®(z) v bodé 0 a urcete pro kterd redlnd
cisla tato Tada konverguje.

Reseni.
S 412570 o
71 (2 povy
DI
konverguje pro libovolné realné z. O

6.8. Analytické a hladké funkce. Je-li f v bodé a hladka, pak miZeme napsat
formalné mocninnou rfadu

S@) = M) - a)"
n=0

Taylorova véta nam fika, ze pokud tato mocninna fada ma nenulovy polomér kon-
vergence, pak je S(xz) = f(z) na pfislusném intervalu. Takovym funkcim fikdme
analytické funkce v bodé a. Funkce je analytickd na intervalu, je-li analytickd v
kazdém jeho bodé.

Ne vSechny hladké funkce jsou ale analytické. Ve skute¢nosti lze dokazat, ze
pro kazdou posloupnost ¢isel a,, umime najit hladkou funkci, jejiz derivace rada k
budou tato ¢isla ay.

Abychom si alespori piedstavili podstatu problému, ukdZeme si funkci, ktera
ma v nule vSechny derivace nulové, je vSak vsude kromé tohoto bodu nenulova:

Jl@) ="
Je dobie definovana hladka funkce pro vSechny body x # 0. Derivaci dostaneme
f'(z) = f(z) - 2273 a iterovanou derivaci dostaneme soudet kone¢né mnoha ¢lentt
tvaru C - f(z) - 7%, kde C je n&jaké celé éislo a k je pfirozené ¢islo. Pro kazdy

vyraz P (x)efl/ ‘”2, kde P je néjaky polynom, lze opakovanou aplikaci L’Hospitalova
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pravidla snadno zjistit, ze jde limitné k nule, pfi z jdoucim k nule. Dodefinujeme-li
tedy hodnoty vSech derivaci nasi funkce v nule rovnici

f® =0,

ziskdme hladkou funkci na celém R. Je vidét, Ze skutecné jde o nenulovou funkci
vSude mimo x = 0, vSechny jeji derivace v tomto bodé jsou ale nulové. Samoziejmé
to tedy neni analytickd funkce v bodé z¢ = 0.

Snadno miuzeme nasi funkci modifikovat takto:

(@) 0 jeliz <0
x) = .
g e~ 1/a’ jeliz >0

Opét jde o hladkou funkei na celém R. Dalsi Gpravou muzeme ziskat funkci nenu-
lovou ve vSech vnitinich bodech intervalu [—a, a], a > 0 a nulovou jinde:

h(:c):{ol , delilel za

ez ta?  eli |z] < a.

Tato funkce je opét hladkd na celém R. Posledni dvé funkce jsou na obrézcich,
vpravo je pouzit parametr a = 1.

0 1 2 3 4 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4

X X
Nakonec jesté ukazeme, jak lze dostat hladké analogie Heavisideovych funkci.
Pro dvé pevné zvolend redlnd ¢éisla a < b definujeme funkci f(x) s pouzitim vyse
definované funkce g takto:

B g(z —a)
TS R Py S (s &

Zjevné je pro kazdé x € R jmenovatel zlomku kladny (pro kazdy z intervalii ur-
¢enych cisly a a b je totiz alespon jeden ze séitanci jmenovatele nenulovy a tedy
je cely jmenovatel kladny). Dostavame z naseho defini¢niho vztahu proto hladkou
funkei f(z) na celém R. Pfi x < a je pfitom jmenovatel zlomku piimo dle definice
funkce g nulovy, pti > b je citatel i jmenovatel stejny. Na dalsich dvou obrazcich
jsou préavé funkce f(z) a to s parametry a = 1 —«, b = 1+ «, kde nalevo je a = 0.8
a napravo « = 0.4.
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alpha=.8 alpha = .40000
1 1
0 8; 0,8;
0 55 o,eé
0 45 0,45
0,2; 0,2;
0 0,5 1 15 2 0 0,5 1 15 2
X X

6.9. Popis lokalniho chovani funkci. Uz jsme se setkali s vyznamem druhé
derivace pti popisu kritickych bodid. Ted zobecnime diskusi kritickych bodt pro
vsechny fady. Budeme v dal$im uvazovat funkce s dostatecnym poc¢tem spojitych
derivaci, aniz bychom tento predpoklad pfimo uvadéli.

Rekneme, 7e bod a v definiénim oboru funkce f je kriticky bod Fddu k, jestlize
plati

@)=+ =fP(a) =0, ¥ () #0.
Predpokladejme, ze f(k“‘l)(a) > 0. Pak je tato spojita derivace kladna i na jistém
okoli O(a) bodu a. Taylortv rozvoj se zbytkem ndm v takovém piipadé dava pro
v8echna z z O(a)

1
f(@) = fla) + mf(k“)@)(fﬂ —a)**h.

Je proto zména hodnot f(z) v okoli bodu a déna chovanim funkce (z — a)
Je-li pfitom k + 1 sudé éislo, jsou nutné hodnoty f(x) v takovém okoli vétsi nez
hodnota f(a) a zjevné je proto bod a bodem lokdlniho minima. Pokud je ale k
sudé ¢islo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo vétsi nez nez f(a), extrém tedy
ani lokdlné nenastava. Zato si mizeme v8imnout, Ze graf funkce f(z) protind svoji
teénu y = f(a) bodem [a, f(a)].

Naopak, je-li f**1(a) < 0, pak ze stejného divodu jde o lokalni maximum pfi
lichém k a extrém opét nenastava pro k sudé.

Rikame, ze funkce f je v bodé a konkdvni v bodé a, jestlize se jeji graf nachézi
v jistém okoli cely pod teénou v bodé [a, f(a)], tj.

f(@) < fla) + f'(a)(x — a).

Rikame, Ze funkce f je konvezni v bodé a, jetlize naopak je jeji graf nad te¢nou v
bodé a, tj.

k+1

fz) = f(a) + f'(a)(z — a).
Funkce je konvexni nebo konkavni na intervalu, jestlize ma tuto vlastnost v kazdém

jeho bodé.
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Z Taylorova rozvoje druhého radu se zbytkem dostavame

F(2) = F@) + f' (@) — @) + " ()& — ).

Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f”(a) > 0, a je konkdvni, kdykoliv

f"(a) < 0. Pokud je druhé derivace nulovd, mizeme pouzit derivace vyssich fadu.
Bod a nazyvame inflexni bod funkce f, jestlize graf funkce f prechézi z jedné

strany teény na druhou. Napisme si Taylortv rozvoj tfetiho fadu se zbytkem:

§@) = J(@) + @)@ — ) + 5 (@) — 0 + £17(0)w - )"

Je-li a nulovy bod druhé derivace takovy, ze f”/(a) # 0, pak je tfeti derivace
nenulovd i na néjakém okoli a jde proto zjevné o inflexni bod. Znaménko tieti
derivace nam v takovém piipadé urcuje, zda graf funkce prechézi te¢nu zdola nahoru
nebo naopak.

Posledni dobrou pomitckou pro nacrtek grafu funkce je zjisténi asymptot, tj.
pfimek, ke kterym se blizi hodnoty funkce f. Asyptotou v nevlastnim bodé oo je
proto takova primka y = ax + b, pro kterou je

lim (f(z) —az —b) =0.

xr—00

Pokud asymptota existuje, plati

lim (f(zx) —azx) =0

Tr— 00
a tedy existuje i limita

lim M—

r—o0 I

Pokud ovsem existuji posledni dvé limity, existuje i limita z definice asymptoty,
jde proto i o podminky dostatecné. Obdobné se definuje a pocitd asymptota i v
nevlastnim bodé —oc.

Timto zptusobem dohleddme vSechny potencidlni pfimky spliujici vlastnosti
asymptot s konecénou redlnou smeérnici. Zbyvaji nam pripadné primky kolmé na osu
x: Asymptoty v bodech a € R jsou pfimky = = a takové, ze funkce f ma v bodé a
alespoil jednu nekonecnou jednostrannou limitu.

Napf. racionédlni funkce lomené maji v nulovych bodech jmenovatele, které
nejsou nulovymi body citatele, asymptotu.

Spoc¢téme aspori jeden jednoduchy pfiklad: Funkce f(z) = x+% ma za asymptoty
piimky y = 2 a = 0 (ovéfte podrobné!). Derivaci obdrzime

flx)=1—272, f"(z)=223.
Funkce f’'(x) méa dva nulové body +1. V bodé x = 1 m4 funkce lokdlni minimum,

v bodé x = —1 lokalni maximum. Druhé derivace nema nulové body v celém defi-
niénim oboru (—oc0,0) U (0,00), f tedy neméa zadny inflexni bod.



188 6. DIFERENCIALNI A INTEGRALNI POCET

6.10. P¥iklady.

6.10.1. Do rovnostranného trojihelnika o strané a je vepsan pravovhelnik (jedna
jeho strana lezi na strané trojuhelnika, zbylé dva vrcholy leZi na zbylych strandch
trojuhelnika). Jaky mize mit mazimalné obsah?

Reseni. Vepsany pravotihelnik ma strany x, v/3/2(a—x), tedy obsah v/3/2(a—z)x.
Maximum pro r = a/2, tedy maximalni obsah je (v/3/8)a?. O

6.10.2. Ve case t = 0 se zacaly pohybovat tri body P, @, R v rovine a to bod P
z bodu [~2,1] smérem (3,1), rovnomérnou rychlosti v/10m/s, bod Q z bodu [0,0]
smérem (—1,1) rovnomérné zrychlenym pohybem se zrychlenim 2v/2m/s* a bod R
z bodu [0,1] smérem (1,0) rovnomérnou rychlosti 2m/s. V jakém case bude obsah
trojuhelniku PQR minimdlni?

Reseni. Rovnice bodtl P, Q, R v ¢ase jsou
P o [=2,1]+(3,1)¢
Q : [0,0] + (~1,1)¢
R : [0,1]4(2,0)t

Obsah trojuhelnika PQR je urceny napt. polovinou absolutni hodnoty determi-
nantu, jehoz fadky jsou soufadnice vektortt PQ a QR (viz Matematika I). Minima-
lizujeme tedy determinant:

-2+ t

— 943 _

Derivace je 6t — 1, extrémy tedy nastavaji pro t = iiG, vzhledem k tomu, ze
uvazujeme pouze nezaporny c¢as, vysSetiujeme pouze t = %, jde o minimum, navic
je hodnota determinantu v tomto bodé kladnéd a mensi, nez hodnota v bodé 0

(krajni bod intervalu, na kterém hleddme extrém), je tedy o globdlni minimum
obsahu v case. O

6.10.3. V devet hodin rdno vylezl stary vlk z nory N a v rdmci ranni rozcvicky zacal
béhat proti sméru hodinovych rucicek po kruznici o poloméru 1km, kolem svého
oblibeného patezu P a to rovnomérnou rychlosti 4 km/h. Ve stejnou dobu vyrazila
Karkulka z domu D k babicce sidlici v chaloupce C' rychlosti 4 km/h (po primce).
Kdy si budou nejbliz a jakd tato vzddlenost bude? Soutadnice (v kilometrech): N =
[2?3]7 P = [373}) D= [030]7 C= [575}
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Reseni. Vlk se pohybuje po jednotkové kruznici, jeho tthlova rychlost je tedy stejna
jako jeho absolutni rychlost a jeho drahu mtzeme v zavislosti na ¢ase popsat na-
sledujicimi parametrickymi rovnicemi:

x(t) =2 — cos(4t), y(t) = 2 — sin(4t),
Karkulka se pak pohybuje po dréaze
x(t) = 2v/2t, y(t) = 2V/2t.
Naleznéme extrémy (¢tverce) vzdédlenosti p jejich drah v case:

p(t) = (2 — cos(4t) — 2v/2t)% 4 (2 — sin(4t) — 2v/2t)?
p'(t) = 16(cos(4t) — sin(4t))(V2t — 1) + 32t + 4v/2(cos(4t) + sin(4t)) — 16v/2

Resit algebraicky rovnici p/(t) = 0 se ndm nepodaii (ani to nelze), zbyva pouze
najit feSeni numericky (pomoci vypocetniho softwaru). Zjistime, Ze lokalni minima
nastavaji pro t = 0,31 a poté pro t = 0,97, kdy bude vzdalenost vlka a Karkulky
asi b metrt. Je zfejmé, ze ptijde i o globalni minimum.

Situace, kdy neumime explicitné vyfesit dany problém je v praxi velmi casta a
pouziti numerickych metod vypoctu tedy ma velky vyznam. (I

6.10.4. Urcete parametr ¢ € R tak, aby tecna ke grafu funkce % v bodé [1,0]
prochdzela bodem [2,2].

Reseni. Podle zaddni m4 mit te¢na smérnici 2 (2=2). Smérnice je uréena derivaci

funkce v daném bodé, dostavame tedy podminku
2 —In(cx)
2z

tedy ¢ = e% Pro c = e% je v8ak hodnota fce

(1) = 2, neboli 2 —In(c) = 4,

In(cx)
NZ3

takové ¢ neexistuje. O

v bodé 1 rovna —2. Tedy zadné

6.10.5. Vysetrete prubeh funkce

a nacrtnéte jeji graf.

Reseni.
(1) Nejprve uréime defini¢ni obor funkce: R\ {1}.
(2) Nalezneme intervaly monoténnosti funkce: nejprve nalezneme nulové body de-
rivace:
_In(z) -1

f’(fﬂ)—m =0

Tato rovnice ma kofen e. Déle vidime, ze f’(z) je na intervalu (0,1) i (1,¢)
zdpornd, tedy je f(z) na intervalu (0,1) i na (1,e) klesajici, déle je f’(x) na
intervalu (e, 00) kladna a tedy f(z) rostouci. M4 tedy funkce f jediny extrém v
bodé e a to minimum. (také bychom o tom mohli rozhodnout pomoci znaménka
druhé derivace funkce f v bodé e, je totiz f()(e) > 0)
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(3) Urc¢ime inflexni body:

0= -

Tato rovnice mé kofen e?, ktery musi byt inflexnim bodem (extrém to jiz byt
nemtize vzhledem k pfedchozimu bodu).

(4) Asymptoty. Funkce méd asymptotu pfimku x = 1. Déle hledejme asymptoty s
kone¢nou smérnici k:

k=1lim,_o

Pokud asymptota existuje, ma tedy smérnici 0. Pokrac¢ujme tedy ve vypoctu

><h—r>noo IH(I) —0r= rh—>Holo ln(x) = %%

a protoze limita neni kone¢na, asymptota s kone¢nou smérnici neexistuje.

Prabéh funkce:

yj L/

O

6.10.6. Vysetrete pribeh funkce @ (tj. mimo jiné najit extrémy, inflexni body,
asymptoty) a nacrtnéte jeji graf.

Reseni. Def. obor RT, globalni maximum x = e, infl. bod 2 = v/e3, rostouci na int

(0, e), klesajici na (e, 00), konkdvni (0, v e3, konvexni (ve?, 00), asymptoty z =0 a

y =0, lim, o f(z) = —o0, lim, . f(z) =0. O

6.10.7. Vysetiete pribéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty).
In(z? — 37 +2) + =

Reseni. Def. obor R\ (1,2). Lokéalni maximum z = 1_7\/5, na celém def. oboru

konkavni, asymptoty x = 1, x = 2. (|

6.10.8. Vysetrete pribéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty).
In(z? — 3z +2) + .

S

Reseni. Def. obor R\ (1,2). Lokélni maximum z = 2=Y5, na celém def. oboru
konkévni, asymptoty z =1, x = 2. (I
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6.10.9. Vysetrete pribéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a
asymptoty):
(2% — 2)e” L.

Reseni. Def. obor R. Lokalni minima v —1, 1, maximum v 0. Funkce sud4. Inflexni
body :I:%, bez asymptot. O

6.10.10. Vysetiete pribeh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a
asymptoty):
In(2z? — 2 —1).

Reseni. Def. obor R\(—%7 1). Glob. extrémy nema. Bez inflexnich bodi, asymptoty
1
xr=—35,2=1L (I

6.10.11. Vysetiete prabéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a
asymptoty):

2 -2

x—1"

Reseni. Def. obor R\ {1}. Bez extrémii. Bez infl. bodii, na int. (—oc, 1) konvexni,
(1, 00) konkavni, Asymptota bez smérnice z = 1. Asymptota se smérnici y = =+ 1.
|

2. Integrovani

6.11. Newtoniuv integral. Pfedpoklddejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou
nebo komplexni funkci F(z) redlné proménné z a jeji derivaci

F'(z) = f().
Jestlize rozdélime interval [a, b] na n ¢asti volbou bodu
(6.2) a=x9g<x1<--<Tp,=2>b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy
Flair:) — F(x:
f(.’l?) ~ (xH‘l) (.131)

Ti41 — T4

dostavame souctem

F0) - Fla) = Y AT a2 Y ) - )
=0 1T T =0

Funkci F nazyvame antiderivace nebo neurcity integrdl k funkci f a posledni vyraz
pro redlnou funkci f(z) zjevné pfiblizné vyjadiuje plochu vytycenou grafem funkce
f, soufadnou osou z a pfimkami z = a, = b (véetné znaménka zohlediiujiciho
pozici plochy nad nebo pod osou x — namalujte si obrazek!). D4 se tedy ocekdvat,
ze takovou plochu skutecné spocteme jako rozdil hodnot antiderivace v krajnich
bodech intervalu. Tomuto postupu se také fikd Newtonuv integrdl. PiSeme

b
/f@MF4H@E=F@—Fm)

V pripadé komplexni funkce f je i redlnd a imaginarni ¢ast jejiho integralu jedno-
znacné dana realnou a imaginarni ¢asti f, budeme proto v dalsim pracovat vyhradné
s realnymi funkcemi.
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V dalsim skutecné ukazeme, Ze lze rozumné definovat pojem plocha v roviné
tak, aby ji bylo mozné pocitat pravé uvedenym zptisobem. Newtonilv integral méa ale
jednu podstatnou vadu — jeho vy¢isleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné
neni snadné spocist i kdyz ukazeme, Ze ke vSem spojitym funkcim f existuje. Proto
budeme napted diskutovat i jinou definici integralu.
¢ena jednozna¢né az na konstantu. Skuteéné, pokud je F'(z) = G'(x) = f(x), pak
Taylortv rozvoj prvniho fadu se zbytkem v bodé a dava

F(x) = G(z) = F(a) = G(a) + (f(c) = f(c))(z — a) = F(a) — G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale x¢y < b bylo supremem hodnot, pro které
tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto bodu za a dosdhneme rozsifeni
tohoto vztahu i napravo od néj. Musi tedy platit na celém intervalu. S poukazem
na toto pozorovani budeme neurcity integral také zapisovat ve tvaru

F(t) = /f(a;)dx+C.

6.12. Riemannuv integral. Pro definici integralu vyuZijeme piimo intuitivni
uvahy, kterou jsme v minulém odstavci odivodiovali souvislost Newtonova inte-
gralu s velikosti plochy.

Uvazme realnou funkci f definovanou na intervalu [a,b] a zvolme déleni
tohoto intervalu, spolu s vybérem reprezentanti &; jednotlivych ¢asti, tj. a = zg <

x1 < -+ < xp = b azaroven & € [x;_1,x;], i = 1,...,n. Normou takového déleni
nazyvame ¢islo min{z; — 2,_1 }. Riemanndiv soucet odpovidajici zvolenému déleni
= = (xo0,.-.,%n) a reprezentanttim & je dan vyrazem

n

Sze=»_ (&) (mi—zi)

i=1

Rekneme, Ze Riemanniiv integrdl funkce f na intervalu [a,b] existuje, jestlize pro
kazdou posloupnost déleni s reprezentanty (Zg, &) s normou déleni jdouci k nule
existuje limita

lim SEk,Ek = S,

k—oo

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a reprezentantii. PiSeme
v takovém pripadé opét

S = /ab f(x)dz.

Tato definice nevypada prili§ prakticky, nicméné nam dovoli sformulovat a do-
kazat nékteré jednoduché vlastnosti Riemannova integralu.

Véta. (1) Je-li f omezend redlndg funkce definovand na redlném intervalu [a,b] a
¢ € [a,b] néjaky vnitini bod, potom integrdl fab f(x)dx existuje tehdy a jen tehdy
kdyZ existuji oba integrdly fac f(x)dz a fcb f(z)dz. V takovém piipadé pak také plati

/abf(x)dx = /acf(x)d:ch/cbf(x)d:c.
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(2) Jsou-li f a g dvé redlné funkce definované na intervalu [a,b], a existuji-li
integrdly f; f@)dx a ffg(:c)dz, pak existuje také integrdl jejich souctu a plati
b

[ @+ one= [ swacs [ o

(3) Je-li f redlnd funkce definovand na intervalu [a,b], C € R konstanta a
ezistuje-li integrdl f; f(x)dx, pak existuje také integrdl f; C - f(x)dz a plati

/CbC7~f(x)dar::67~j€bf(x)dx.

DUkaz. (1) Predpokladejme nejprve, Ze existuje integrél pres cely interval.
Jisté se lze pri jeho vypoctu omezit na limity Riemannovych souctd, jejichz déleni
maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy soucet dostaneme jako soucet
dvou dil¢ich Riemannovych souctti. Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely
na zvolenych rozdélenich a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt v
limité na volbéch nezavislé (stac¢i ponechat jednu posloupnost déleni podintervalu
stejnou a druhou ménit tak, aby se limita zménila).

Naopak, jestlize existuji Riemannovy integraly na obou podintervalech, jsou
libovolné presné aproximovatelné Riemannovymi soucty a to navic nezavisle na je-
jich volbé. Pokud do libovolné posloupnosti Riemannovych souctu ptes cely interval
[a, b] pfidame jeden délici bod ¢ navic, zménime hodnotu celého souctu i ¢astecnych
souctd pres intervaly patiici do [a, ¢] a [c, b] nejvySe o nasobek normy déleni a moz-
nych rozdilt omezené funkce f na celém [a,b]. To je ¢islo jdouci libovolné blizko
k nule pfi zmensujici se normé déleni. Proto nutné i castecné Riemannovy soucty
nutné konverguji k limitdm, jejichz souc¢tem je Riemanntv integral ptes [a, b].

(2) V kazdém Riemannové souctu se soucet funkei projevi jako soucet hodnot ve
vybranych reprezentantech. Protoze je nasobeni realnych cisel distributivni, vyplyva
odtud pravé dokazované tvrzeni.

(3) Stejna uvaha jako v predchozim pfipadé. O

6.13. Véta. Pro kaZdou spojitou funkci f na koneéném intervalu [a,b] existuje
jeji Riemanniv integral f; f(x)dx. Navic, je funkce F(t) zadand na intervalu [a, b]
pomoci Riemannova integrdlu

F@:L?@m

antiderivact funkce f na tomto intervalu.

DUKAZ. Pro dtkaz existence pouZijeme alternativni definici, kterd nahrazuje
vybér reprezentatti a prislusné hodnoty f(&;) pomoci suprem hodnot f(x) v pfislus-
ném podintervalu, resp. pomoci infim f(z) tamtéz. Hovoiime o hornich Riemanno-
vych souctech, resp. dolnich Riemannovych souctech (nékdy také o tzv. Darbouzové
integrdlu). Protoze je nasSe funkce spojitd, je jisté i omezend na uzavieném inter-
valu a proto jsou vSechna vysSe uvazovana suprema i infima konecna. Je tedy horni
soucet piislusny déleni = zadan vyrazem

n

SE,sup = Z sup f(g) : (ZL’Z - LL‘i_l)

i—1 Ti—1<§<m;
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Zatimco dolni Riemanniv soucet je

n

Sg int = in,fgggm J&) - (ws — wi—1).

ProtozZe zjevné pro kazdé déleni s reprezentanty (Z,¢) plati
Szinf < Sz¢ < Sz gup

a infima i suprema lze libovolné presné aproximovat skuteénymi hodnotami, bude
Riemanniv integral existovat pravé kdyz bude existovat pro libovolné posloupnosti
déleni s normou jdouci k nule limita hornich i dolnich souc¢tt a tyto si budou rovny.
Dokazeme, ze tomu tak skute¢né musi byt.

Tvrzeni. Necht je funkce f omezend na uzavieném intervalu [a,b]. Pak

Ssup = H:lf SE,supa Sinf = SEP SE,inf

jsou limity vsech posloupnosti hornich, resp. dolnich, souctu s normou jdouci k nule.

DUKAZ. Pokud zjemnime néjaké rozdéleni Z; na Z; pridanim dalsich bodi, zfejmé
bude
SEl,sup > SEz,sup: Sal,inf < SEz,inf-
Kazda dvé déleni maji spolecné zjemnéni, jsou tedy hodnoty

Ssup = Hlf SE,sup, Sint = sup SE’inf

dobrymi kandidaty na limity hornich a dolnich souctt. Skutecné, pokud existuje spole¢na
limita hornich souctii S nezavisla na zvolené posloupnosti déleni, musi to byt pravé Ssup,
a podobné pro dolni soucty.

Naopak, uvazme néjaké pevné zvolené déleni = s n vnitfnimi délicimi body intervalu
[a,b], a jiné déleni E1, jehoz norma je hodné malé ¢islo §. Ve spoleném zjemnéni =,
bude jen n intervalti, které budou do souétu Ssup prispivat pripadné mensim pi¥ispévkem
nez je tomu v =;. Protoze je f omezena funkce na [a,b], bude kazdy z téchto prispévku
ohranic¢eny univerzalni konstantou krat velikost intervalu. Pfi zvoleni dostateéné malého ¢
tedy nebude vzdélenost Sz, sup 0d Ssup vice nez dvakrat vzdalenost Sz sup 0d Ssup. Pravé
jsme ukazali, Ze pro libovolné ¢islo € > 0 umime najit takové § > 0, ze pro vSechna déleni s
normou nejvyse ¢ bude |Sz sup —Sz| < €. To je pfesné tvrzeni, ze ¢islo Ssup je limitou vSech
posloupnosti hornich sou¢tt s normami déleni jdoucimi k nule. Uplné stejné se dokaze i
tvrzeni pro soucty dolni. O

Prozatim jsme ze spojitosti nasi funkce f vyuzili pouze to, ze kazda takova
funkce je na konecném uzavieném intervalu omezena. Zbyva nam ale ukazat, ze pro
spojité funkce je Sgup = Sins. Ze definice spojitosti vime, Ze pro kazdy pevné zvoleny
bod z € [a,b] a kazdé okoli O.(f(x)) existuje okoli Os(x) takové, ze f(Os(x)) C
O.(f(x)). Toto tvrzeni lze prepsat takto: jsou-li y,z € Os(x), tzn. mimo jiné plati

je také f(y), f(2) € O(f(x)), tzn. mimo jiné plati
|f(y) = F(2)] < 2e

Budeme potiebovat globalni variantu takového tvrzeni:

Tvrzeni. Necht je [ spojitd funkce na uzavieném konecném intervalu [a,b]. Pak
pro kazdé ¢islo € > 0 existuje takové cislo 6 > 0, Ze pro vSechny z,y € [a, b] splriujict
ly =z < 6 plati | f(y) — f(2)] <e.
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DUKAZ. Protoze je kazdy kone¢ny uzavieny interval kompaktni, umime jej cely po-
kryt konecné mnoha okolimi Os (. () zmitiovanymi v souvislosti se spojitosti vyse, pficemz
jejich polomér §(x) zavisi na stiedu = zatimco ¢éisla e budeme uvazovat pofad stejné. Zvo-
lime koneéné za § minimum ze vSech (koneéné mnoha) 6(z). Nase spojita funkce f tedy
mé pozadovanou vlastnost (pouze zaménujeme ¢isla € a § za jejich dvojndsobky). O

Nyni jiz snadno dokonc¢ime cely diikaz existence Riemannova integralu. Zvolme
si € a 0 jako v poslednim tvrzeni a uvazujme jakékoliv déleni = s n intervaly a
normou nejvys 0. Pak
n n
su (xy —xiq) — inf (xy —xi—
xi,lglggxif(g) ( i i 1) Z;:mflgfgwif(f) ( i 4 1)

i=1 i=

<> sup F(O - inf f(O)] - (i —@ima)

1 mio1<E<w Ti—1<E{<T;
<e-(b—a).

Vidime tedy, Ze se zmensujici se normou déleni jsou k sobé horni a dolni soucty
libovolné blizké. Proto infima a suprema splyvaji. To jsme potiebovali ukazat.

Vime jiz, Ze pro spojitou funkei f na intervalu [a, b] existuje pro kazdé ¢ € [a, b]
integrél f(: f(x)dx. Zvolme jako vySe k pevnému malému ¢ > 0 ¢islo § > 0 tak,
aby |f(x + Ax) — f(x)| < € pro vSechna 0 < Az < §. Potom ovSem pii pouziti
dostatené jemného déleni intervalu [a,t + At] dostaneme

< ([+Atf(x)dx - /:f(t)dt> - f(t)‘ <

Skutecné, priblizenim integrali kterymkoliv Riemannovym souctem s délenim =,
v némz je t jednim z vnitinich bodu, dostaneme séitance f(&)(x; — xi—1) s & €
[t,t + At] (ostatni se vyrusi v rozdilu). Vsechny hodnoty f(&;) jsou ale k f(¢) blize
nez o e.

To ovSem znamend, ze existuje v bodé ¢ derivace funkce F'(t) zprava a je rovna
f(t). Stejné dokézeme vysledek pro derivaci zleva a celd véta je dokdzand. O

Dulezité poznamky. (1) Pfedchozi dvé véty nam fikaji, Ze integral je linedrni
zobrazeni

/:C[a,b]—>R

vektorového prostoru spojitych funkei na intervalu [a, b] do realnych ¢isel (tj. line-
arni forma).

(2) Dokézali jsme, ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké funkce. Newtontv
a Riemannuv integral tedy jako koncepty pro spojité funkce splyvaji. Riemannav
integral spojitych funkei lze proto spoéist pomoci rozdilu hodnot F(b) — F(a) an-
tiderivace F'.

(3) V prvnim pomocném tvrzeni v ditkazu pfedchozi véty jsme dokazali dilezité
tvrzeni, Ze pro omezenou funkci f na intervalu [a,b] vzdy existuji limity hornich
souctt i dolnich souct. Rika se jim také horni Riemanniv integrdl a dolni Rie-
mannuv integrdl. Takto 1ze pro omezené funkce ekvivalentné definovat i Riemannuv
integral (jak jsme kone¢né v dukazu i éinili).

(4) V dalsim tvrzeni v dikazu jsme odvodili dileZitou vlastnost spojitych
funkei, které se tikd stejnomérnd spojitost na uzavieném intervalu [a,b]. Zjevné
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je kazda stejnomérné spojita funkce také spojita, naopak to ale na otevienych in-
tervalech platit nemusi.

(5) Uvazme funkci f na intervalu [a, b], kterd je pouze po ddstech spojitd. To
znamena, ze je spojitd ve vsech bodech ¢ € [a,b] kromé kone¢né mnoha bodi ne-
spojitosti ¢;, a < ¢; < b. Vzhledem k aditivnosti integralu vici intervalu pfes ktery
se integruje, viz (1), existuje podle posledni véty v takovém pripadé integral

= /atf(x)dx

pro vSechna ¢ € [a, b] a derivace funkce F'(t) existuje ve vSech bodech ¢, ve kterych
je f spojita. Navic se snadno ovéfi, Zze ve zbyvajicich bodech je funkce F'(t) spojita,
je to tedy spojitd funkce na celém intervalu [a,b]. P¥i vypoctu integrdlu pomoci
antiderivaci je zapotfebi volit jeji jednotlivé Casti tak, aby na sebe navazovaly. Pak
bude i cely integral vy¢islen jako rozdil v krajnich hodnotéach.

6.14. Integrace ,,po paméti. Neurcity integral nam formalné dovoluje spocist
Riemanniv integral pro kazdou spojitou funkci. Nicméné prakticky byva zejména
pouZitelny tam, kde v integrované funkci umime derivaci pfimo uvidét. K tomu
v jednoduchych pfipadech staci ¢ist tabulky pro derivace funkci v nasem zvéfinci
naopak. Dostavame tak napt. nasledujici tvrzeni pro vsechna a € R a n € Z,

n# —1:
/ad:c:aac—i—c
/ax"dxzix"‘ﬂ—i—C
n+1
1
/e‘m dr = — e +C
a
/gdx:alnx—l—C’
T
/acosbxdxz%sinbx—FC
/asinbxdx:—%cosbz+6’

acos bz sin” bx dor = ¢ sin" o + C
b(n+1)

asinbx cos” bx dx = e cos" b + C
b(n+1)

/
/
/atgbxdm =-3 ln(cosbx) +C
=
/7
| ==

x—arctg( >+C

a?

7x2dx—arccos( )+C’

dac = arcsin ( ) +C
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kde ve vSech pripadech je zapotfebi zvazit defini¢ni obor, na kterém je neurcity
integral dobfe definovan.

K takovymto tabulkovym hodnotéam lze relativné snadno dodavat dalsi jedno-
duchymi pozorovanimi vhodné struktury integrovanych funkci. Napft.

F@
/f(ac) dex =In f(z) + C.

6.15. Integrace per partes a substituci. Vypocet integrdlu pomoci antideri-
vace (neurcitého integralu), spolu s pravidlem

(F-G)(t)=F'(t)- G(t) + F(t) - G'(t)

pro derivaci souc¢inu funkci, dava nasledujici formuli pro neurcity integral
Flz)-Glz) +C = / F(2)G(2) dx + / F2)G' (z) da.

Tato formule se vétsinou pouziva v pripadé, Zze jeden z integralti napravo mame
pocitat, zatimco druhy umime pocitat lépe.
Uvedme si néjaké ptiklady. Nejprve spoc¢teme

I = /xsinxdm.

V tomto piipadé pomuze volba F(z) = z, G'(z) = sinz. Odtud G(x) = — cosz,
proto také

Iz—xcosx—/—cosxdx: —xcosx +sinx + C.
Obvyklym trikem je také pouzit tento postup s F'(z) = 1:
1
/lnxdx:/1-lnxdx:xlnm—/fxdx:xlnx—x—l—a
T

Dalsi uziteény vzorec je odvozen z derivovani slozenych funkei. Je-li F'(y) =

fy) ay = p(x), potom

D) _ priy) - o/

a tedy F(y) + C = [ f(y) dy lze spoéist jako

qu»+c=/3wmnwwwx

Dosazenim z = ¢~ !(y) pak dostaneme piivodné pozadovanou antiderivaci. Castéji
zapisujeme tuto skutecnost takto:

/&@my:/fw@»¢@Mx

a hovofime o substituci za proménnou y. Pfimo na trovni Riemannovych souctt
je mozné substituci porozumét snadno tak, ze prirastky v proménné y a v = jsou
vzajemné ve vztahu popsaném formalné jako
dy = ¢'(x) dx
ktery odpovida vztahu % = ¢'(x) a snadno jej spocitdme vypoctem derivace.
Jako pfiklad ovéfime touto metodou pfedposledni integral v seznamu v
Pro integral

1
= | ——dz
/\/1—332
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zvolime substituci x = sint. Odtud dx = cost dt a dostavame

dt =t+C.

1 1
I= / ——————costdt = /7costdt = /
V1 —sin?t Veos?t
Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz zndmy vzorec I = arcsinz + C.

P1i substitucich je tifeba dat pozor na skuteénou existenci inverzni funkce k
y = ¢(x) a pfi vypoctu urditého integrélu je tfeba Fadné piepocitavat i meze.

6.16. Piiklad. Casto vede pouziti substituci a metody per partes k rekurentnim
vztahiim, ze kterych teprve lze dopocist hledané integraly. Spoctéme si alespon
jeden priklad. Metodou per partes pocitame

I, = [ cos™xdr= [ cos™ 'xcosxdx

m
= cos™ ' xsinx — (m — 1) /cosm*2 x(—sinx)sinx dz
=cos™ txsinz 4 (m — 1) /cosm*2 zsin® z d.

Odtud diky vztahu sin®z = 1 — cos? 2 dostévame
ml,, =cos™ tasing + (m — 1)1,
a pocatecni hodnoty jsou
Ip=z, I,=sinzx.

K témto typtm integralti se substituci x = tgt Casto prevadi integraly, kde
integrovand funkce zavisi na vyrazech tvaru (z2 + 1). Skutec¢né, napt. pro

dx
5= [ @iy

dostavame touto substituci dx = cos™2tdt

dt
Jk :/ 5= /cos%_ztdt.
cos?t (—Sg;z; + 1)
Pro k = 2 je vysledkem
1 . 1 tgt
JQ = 5(COStSlHt+t) = 5 (]W +t)

a proto také po zpétné substituci ¢ = arctg z
1 x
Jo= - ——= +arctgz C.
72 (1 + a2 Tarts ) -

Pii pocitani urcitych integrald je mozné celou rekurenci rovnou pocitat po
vycisleni v zadanych mezich. Tak napiiklad je okamzité vidét, ze pri integraci pres
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interval [0, 27] je

2m
I :/ cosxdr = [sinz]Z™ =0
0

27 ,
0 d
Im:/ cosmxdz{m_ll pro T.uha,tm.
0 #=In—2 pro lichdm

Pro sudé m = 2n tedy dostavame piimo vysledek

27 - B .
/ o2 gy — 2= D@ —3)...3 1,
0 2n(2n —2)...2

zatimco u lichych m je to vZdy nula (jak bylo mozné pfimo uhddnout z grafu funkce
cos x).

6.16.1. 1. Vypoctéte:

(1) [xcosz dx
(2) [Inzdz
Reseni. V obou piipadech fesime metodou per partes.

(1) zsinz + cosz
(2) xlnx —x

(I
6.16.2. 2. Vypoctete:
(1) fogsinxsiandx
(2) [sin®zsin2zdx
Reseni
(1) 3
(2) isin*z
O

6.16.3. 3. Dokazte, Ze

1 1 3
3 sin*z = 3 cos(2x) + 6 cos(4x) + 6

Reseni. Funkce na pravé a levé strané rovnosti maji shodné derivace, tudiz se lisi o
realnou konstantu. Tuto konstantu uré¢ime porovnanim funkénich hodnot v jednom
bodé, napiiklad bodé 0. Hodnota obou funkeci je v nule nulova, jsou si tedy rovny.
O



.16

200 6. DIFERENCIALNI A INTEGRALNI POCET

6.17. Integrace raciondalnich funkci lomenych. U raciondlnich funkci lome-
nych si mizeme pii integraci pomoci nékolika zjednodusenimi. Zejména v pripadé,
Ze je stupen polynomu f v Citateli vétsi nebo roven stupni polynomu g v jmenova-
teli, je rozumné hned z kraje délenim se zbytkem prevést integraci na soucet dvou
integralt. Prvni pak bude integraci polynomu a druhy integraci vyrazu f/g se stup-
ném g ostfe vétsim, nez je stupen f. Toho skutec¢né dosdhneme prostym vydélenim
polynomu:
f=a-g9+h, ! =q+ﬁ~
g g

MizZeme tedy zrovna predpokladat, Ze stupen g je ostfe vétsi nez stupen f. Dalsi
postup si ukazme na jednoduchém piikladé. Zkusme si rozebrat, jak se dostaneme
k vysledku

flx)  4x4+2 =2 6

glx)  22+3x+2 a+1 + x+2
ktery jiz umime integrovat primo:

4z + 2
/#tﬂdxz—21n\x+1|+61n|x+2\+0.

Predevsim prevedenim souc¢tu zlomkt na spoleéného jmenovatele tuto rovnost snadno
ovérime. Pokud naopak vime, Ze lze nas vyraz rozepsat ve tvaru
dr+2 A n B
2243x+2 41 z+2

a jde ndm pouze o vypocet koeficientii A a B, muzeme pro né ziskat rovnice po-
moci roznisobeni obou stran polynomem 2 4 3z + 2 ze jmenovatele a porovnanim
koeficientl u jednotlivych mocnin = ve vyslednych polynomech napravo i nalevo:

dr+2=A(x+2)+B(x+1) = 2A+B=2, A+B=4.

Odtud jiz pfimo vychézi nas rozklad. Rika se mu rozklad na parcidlni zlomky.
Zkusme nyni zobecnit nase pozorovani. Pfedpokladejme, Ze jmenovatel g(z)
nasi racionalni funkce lomené mé pravé n ruznych realnych kofent aq,...,a, a
predpokladejme, Ze naopak Citatel f(x) ani jedno z téchto ¢isel jako kofen nemé.
Pak jsou body a1, ... a, pravé vSechny body nespojitosti funkce f(z)/g(z) a nabizi
se tedy jako co nejjednodussi s¢itance v souctu s podobnou vlastnosti vyrazy tvaru

p(z)
(@ —ai)m

Chceme Gspésné pouzit stejny postup pro vypocet jako v predchozim jednoduchém
prikladé. Musime si proto hlidat, abychom po roznasobeni uméli dosazenim vhod-
nych hodnot za volné koeficienty v polynomech p(z) dostat napravo i nalevo stejné
polynomy. Podbizi se tedy hledat s¢itance, kde n; bude nasobnost kofene a;, za-
timco p(z) bude polynom stupné n; — 1. Ovéite si, Ze takova volba napliiuje pravé
sformulovany zamér. Napi. 1ze snadno spocist, ze
x—4 =5 5r — 16
G+ D@=22 9z+1) 9@—22

Takto to skuteéné projde vzdy, kdy ma polynom g(x) v ¢itateli pravé tolik redlnych
korent vEetné nasobnosti, kolik je jeho stupen. Opét uz umime integrovat vysledné
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sCitance. Prvni typ jsme uz vidéli. Druhy typ rozdélime na soucet dvou zlomki:
S5x — 16 5 x-—2 6 1 5 1 6 1

9z—22 9 (x-22 9 (x-22 9 z-2 9(x—272

tyto uz opét integrovat umime. Mohli jsme samoziejmé jiz rovnou hledat ptivodni
rozklad na parcidlni zlomky ve tvaru
x—4 A B C

C+)@—22 241 z2-2 (@—22

Obdobné muzeme vzdy spocist rozklad na parcidlni zlomky u mocniny stupné n —
bude v ném n séitanct s konstantou v c¢itateli a postupné naristajicimi mocninami
prislusného linearniho faktoru ve jmenovateli.

Zbyva osetfit jesté pfipad, kdy redlnych kofenti neni dostatek. Vzdycky ale
existuje rozklad g(z) na linedrni a kvadratické faktory (ty kvadratické odpovidaji
dvojicim komplexné sdruzenych kofent). Kazdy takovy kvadraticky faktor lze upra-
vit na soudet étvercti (z—a)?+b%, budeme pro zjednoduseni rovnou pocitat s x?+b?%.
Opét stejny pozadavek na pocet volnych koeficientii a stupné ndm naznacuje, ze
bude mozné hledat prislusné séitance ve tvaru

Bx +C
(x —a)? + b2’

Obdobné jako v pifpadé nisobnych kofent se i v pifpadé mocniny (2% + b2)" ta-
kového faktoru druhého fddu vzdy podafi najit odpovidajici rozklad na parcidlni
zlomky tvaru
Al.T + Bl Anx + Bn
(z—a)2+02 " ((z—a)?+b2)"

Konkrétni vysledky lze také snadno ozkouset v Maplu pomoci volani procedury
sconvert(h, parfrac, x)“, které rozlozi vyraz h v proménné x na parcidlni zlomky.

Vsechny vysSe uvedené parcidlni zlomky uz umime integrovat. Pfipoménme, ze
ty posledni zminéné vedou mimo jiné na integraly diskutované v Ptikladu [6.16

Celkové mizeme shrnout, Ze racionalni funkce f(x)/g(x) lze pomérné snadno
integrovat, pokud se podafi najit pfislusny rozklad polynomu ve jmenovateli g(z).
P1i vypoctu urcitych integrali jsou ale problematické body nespojitosti racionalnich
funkci lomenych, v jejichz okoli jsou tyto funkce neohrani¢ené. Tomuto problému
se budeme obecné vénovat v nasledujicim odstavci.

6.18. Nevlastni a nekonecné integraly. Jak jsme pravé vidéli, obcas musime
pracovat s uréitymi integraly pres intervaly, v nichz jsou i body, kde integrovana
funkce f(x) ma nevlastni (jednostranné) limity. V takovém piipadé neni integrovana
funkce ani spojita ani omezend a proto pro ni nemusi platit nami odvozené vysledky.
Hovofime o ,nevlastnim integralu®.

Jednoduchym vychodiskem je diskutovat v takovém pripadé urcité integraly
na mensich intervalech s hranici blizici se problematickému bodu a zkoumat, zda
existuje limitni hodnota takovychto urcitych integralti. Pokud existuje, fekneme,
ze prislusny nevlastni integral existuje a je roven této limité. Uvedeme postup na
jednoduchém prikladeé:

s /2 dx
n Jo v 2—x
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je nevlastni integral, protoze je ma funkce f(z) = (2 — z)~'/* v bodé b = 2 limitu
zleva rovnou oo. V ostatnich bodech je integrovana funkce spojitad. Zajimame se
proto o integraly

2-6 2 2
dx 4 4 4
Is = - —1/4 1 = [_ 3/4} — —93/4 _ Z53/4
’ /0 V2—1 /5 Y Y 3V 1,73 3

Vsimnéme si, ze jsme ve vypoctu substituci dostali integral s prepoctenou horni
mezi § a dolni mezi 2. Otocenim mezi do obvyklé polohy jsme do vyrazu pfidali
jedno znaménko — navic.

Limita pro § — 0 zprava zjevné existuje a spocitali jsme tedy nevlastni urcity

integral
2
= / L
0 \4/ 2—x 3
Stejné budeme postupovat, pokud je zadano integrovani pres neohraniceny in-
terval. Hovofime o nekonecnych integrdalech. Obecné tedy napt. pro a € R

oo b
I :/ f(z)dx = lim f(z)dz,

b—oo J,

pokud limita vpravo existuje. Obdobné mtizeme mit horni mez integrovani konecnou
a druhou nekone¢nou. Pokud jsou nekonecné obé, pocitame integral jako soucet
dvou integralii s libovolné pevné zvolenou pevnou mezi uprostred, tj.

/O;f(z)dcc:/;f(x)dz-y-/aoof(z)dx

Existence ani hodnota nezavisi na volbé takové meze, protoze jeji zménou pouze
o stejnou kone¢nou hodnotu ménime oba sc¢itance, ovsem s opac¢nym znaménkem.
Naopak limita pti které by stejné rychle sla horni i dolni mez do +co miize vést k

odlisnym vysledktim! Napt.
@ 1
/ rdr = [§x2]‘ia =0,

—a
prestoze hodnoty integrali faoo xdr s jednou pevnou mezi utecou rychle k nekon-
¢enych hodnotam.
Ukazme si opét vypocet nekoneéného integralu na prikladé (jeden z typtu par-
cidlnich zlomkii, integral vyfesime snadno substituci 22 + a? = t, 2z dx = dt)

¢ -1 1" . 1 1 1
/0 (21 a2 7 0% [2(9:2 + (12):|0 e <_2b2 o W) T 202
P1i vypoctu urcitého integralu z racionalni funkce lomené musime peclivé rozdé-
lit zadany interval podle bodu nespojitosti integrované funkce a spocitat jednotlivé
nevlastni integraly kazdy zv1ast. Navic je nutné rozdélit cely interval tak, abychom
vzdy integrovali funkci neohranic¢enou pouze v okoli jednoho z krajnich bodu.

6.19. Priklady.

6.19.1. Spoctete neurcity integral

1
dx.
/x4+3x3+5m2+4x+2 .

ReSeni. 1In(2? + 2% 2 +2) — $In(a? + 2 + 1) + V3 arctan (M) +C. O
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2 in(t
/ sm()2 d
Jz 1 —cos*z

6.19.2. Vypoctete integral

Reseni. 1In (;ﬂﬁg;) O
6.19.3. Vypoctete integral

/ln(2) dax

Jo e2r _ 3z’
Reseni. —{ — 2In(2). O

6.20. Piiklady uziti integralu. Sama definice Riemanova integralu byla odvo-
zena od predstavy velikosti plochy v roviné se soufadnicemi x a y ohrani¢ené osou
x, hodnotami funkce y = f(x) a hraniénimi pfimkami z = a, x = b. Pfitom je
plocha nad osou z déana s kladnym znaménkem zatimco hodnoty pod osou vedou
ke znaménku zapornému. Ve skutecnosti vime pouze, co je to plocha rovnobéznos-
ténu urcéeného dvéma vektory, obecnéji ve vektorovém prostoru R” vime, co je to
objem rovnobéznosténu. Plochy jinych podmnozZin je teprve tfeba definovat. Pro
nékteré jednoduché objekty jako tfeba mnohouhelniky je definice dana prirozené
predpokladanymi vlastnostmi. Nami vybudovany koncept Riemannova integréalu je
mozné zatim pifimo pouzit pouze k méfeni ,,objemu* jednorozmérnych podmnozin.
O podmnoziné A C R fekneme, Ze je (Riemannovsky) méfitelnd, jestlize je funkce
x:R—R

(@) 1 jestlize jex € A
€Tr) =
xa 0 jestlizejex ¢ A

Riemannovsky integrovatelnd, tj. existuje integral (at uz s kone¢nou nebo nekonec-
nou hodnotou)

)= [t

o0
Funkci x4 fikdme charakteristickd funkce mnoZiny A. VSimnéme si, Ze pro interval
A = [a,b] jde vlastné o hodnotu

oo b
/ XA(x)dx:/ dx =b—a,
(o) a

presné jak jsme ocekavali. Zaroven ma takovato definice ,velikosti“ ocekavanou
vlastnost, ze mira sjednoceni dvou Riemannovsky métitelnych disjunktnich mno-
Zin vyjde jako soudet (detailné tu ani nebudeme dokazovat). Pokud ale vezmeme
spocetné sjednoceni, takova vlastnost jiz neplati. Napf. staci vzit mnozinu Q vSech
racionalnich cisel jakozto sjednoceni jednoprvkovych podmnozin. Zatimco kazda
mnozina o konetné mnoha bodech mé podle nasi definice miru nulovou, charakte-
ristickd funkce xg neni Riemannovsky integrovatelna.

Pro definici plochy (objemu) ve vicerozmérnych prostorech budeme umét po-
uzit koncept Riemannova integralu, az jej zobecnime do vicerozmérného pripadu.
Nicménsé je dobré si uz ted povSimnout, Ze skutecné ptivodni predstava o plose rovin-
ného utvaru uzavieného vyse uvedenym zptsobem grafem funkce bude bezezbytku
naplnéna.
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Stredni hodnota funkce f(x) na intervalu (koneéném nebo nekoneéném) [a, b]

je definovana vyrazem
1 b
= bfa/ f(z) de.
a

Z definice je m vyska obdélnika (s orientaci podle znaménka) nad intervalem [a, b],
ktery mé stejnou plochu jako je plocha mezi osou z a grafem funkce f(x).

Nami vybudovany integral jde také dobie pouzit pro vypocet délky krivky ve
vicerozmérném vektorovém prostoru R™. Pro jednoduchost si to predvedeme na
pfipadu kiivky v roviné R? se soufadnicemi z, y. Mé&jme tedy parametricky popis
kiivky F : R — R2,

F(t) = [g(t), f(t)]
a predstavme si ji jako drdhu pohybu. Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hod-
noty, které budou odpovidat rychlosti pohybu po takovéto dréze. Proto celkova
délka kiivky (tj. drdha uraZend za dobu mezi hodnotami ¢t = a, t = b) bude déna
integralem pfes interval [a,b], kde integrovanou funkci h(t) budou prévé velikosti
vektortt F'(t). Chceme tedy spocist délku s rovnou

s—/h t)dt = /\/f’ /()2 dt.

Ve specidlnim piipadé, kdy kfivka je grafem funkce y = f(x) mezi body a < b
obdzime pro jeji délku

b
o= / VIt (@) de

Tentyz vysledek lze intuitivné vidét jako disledek Pythagorovy véty: pro linearni
prirustek délky kiivky As odpovidajici pfiristku Az proménné x spocteme totiz

praveé
As = \/Az? + Ay?

a to pfi pohledu pfimo na na$i definici integralu znamena

b 2
_ / dy
s-/a 1+<daj> dx

Jako snadny piiklad spoc¢teme délku jednotkové kruznice jako dvojnasobek integralu
funkce y = v/1 — 22 v mezich [—1, 1]. Vime jiz, Ze musi vyjit ¢islo 27, protoze jsme
takto ¢islo 7 definovali.

e o

=2 dxr = 2[arcsinx|_; = 2.

/ S e = Zaresinal’, =
Jestlize v pfedchozim vypoétu budeme poéitat s y = vr2 — 22 = r\/1 — (x/r)?2
meze budou [—r, ], dostaneme substituci @ = rt déku kruznice o poloméru 7:

dt = 2r[arcsinz]* | = 27,

= a:/r _2/ =

tzn. ze je skutecné délka kruznice linedrné zavisla na jejim poloméru.
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Podobné plochu takové kruznice spoc¢teme substituci x = rsint, dv = r cost dt
(s vyuZitim vysledku pro I» v [6.16])
r w/2 92 9
a(r) = 2/ Ve —az2de = 27“2/ cos’tdt = 7[cos?fsint + t]iér/Q =’
-

—m/2

Dalsi obdobou téhoZ principu je vypocet povrchu nebo objemu rotacniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu [a, b], vznika pfi
prirastku Az nartst plochy o nasobek As délky kiivky zadané grafem funkce f a
velikosti kruznice o poloméru f(z). Plocha se proto spoéte formuli

Am=%/f@%=%/ﬂ@ﬂ+WMPm

kde ds = y/dx? + dy? je dan pFirtistkem délky kiivky y = f(z).
Objem stejného télesa naroste pfi zméné Ax o nasobek tohoto priristku a
plochy kruznice o poloméru f(z). Proto je dan formuli

Wﬂ=w/kﬂmfm.

Jako priklad uziti poslednich dvou vzorci odvodime zndmé formule pro plochu
jednotkové sféry a objem jednotkové koule.

Ay = 277/_7- ryv1— (x/T)z\/ll(W dt = 27r7’/_r dt = 4mr?

s 1 T
Vs =7r/ r? —a?de =2rnr? — 71 {3“%3] = gm" .

—r

6.20.1. Odvodte vzorec pro vypocet povrchu a objemu kuZele.
6.20.2. Urcete delku krivky dané parametricky
z =sin?(t), y = cos’(t),
pro t € (0, 7).
Reseni. Mozno poéitat i pfimo (jedn se o Gast piimky y = 1 — ). /2. O

6.20.3. Urcete délku krivky dané parametricky

pro ¢ € (0,/5).

%emi 335
Reseni. T2 (]
6.20.4. Urcete plochu lezici napravo od primky x = 3 a ddle ohranicenou grafem

funkce y = ﬁ a 0S0U X.
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Reseni. Plocha je dana nevlastnim integralem floo ﬁ dz. Vypocteme jej meto-
dou rozkladu na parcialni zlomky:

1 B Ax+ B n C
3 —1 - 2o+l -1
1 = (Az+B)(z-1)+C@*+x+1)

1
* 3
22:1=C-B — B-—%
1
?:0=A4+C = Az—g

a muzeme psat

< 1 1 [ 1 T+ 2
de = - — dx
1 xd—1 3/ (x—1) 22+z+1

Nyni uréime zv1ast neurcity integral f e _H +1 dz:
2
/L dr =
2 +ax+1
x+ 1 3 1 substituce u prvniho integralu
= /71 22 3dx+7/71 ;3 dr= t=a*+z+1
(@+3)?+q  2J (@+3)*+3 dt = 2(z + 1) do
1 1 3 1 substituce u prvniho integralu
PP B T

1 34 1 substituce u druhého integralu
_ 2
—= +1 u = -2=sds
v3? ) V3
1

= ;l( +x+1)+ \[/ =

1 2 1
= 5 In(z? + 24+ 1) + \/garctan(u) =3 ln(a:2 +z +1) + V3arctan < x\/—g ) .

Celkem pak pro nevlastni integral muzeme psat:

é
< 1 1 1 2 1
/1 ﬁdflﬁ = géli}l'go [ID|SC1|21n(I2+$+1)\/§arCtan (x\/g>:|3
1 1 1 20 +1
= gélirgo (31n6—1|—2ln(62+6+1)—\/§arctan (\;g)) -

1 1 V3 7
3 In(2) + 6 In(13) + 3 arctan (\/ﬁ) =

1 1 V3 7
= 5 In(13) — 3 In(2) + 3 arctan <\/§> -
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w—l‘ ~ L fim VBaretan (25“) _
\/372—0—334—1 3 5—00 \/§

1 7 1 V3
In(13) + Wi arctan (\/g) ~3 In(2) — 5

O

6.20.5. Urcete povrch a objem rotacniho paraboloidu, ktery vznikne rotaci cédsti
paraboly y = 222 pro x € (0,1) kolem osy y.

Reseni. Vzorce uvedené v textech plati pro rotaci kiivek kolem osy x! Je tedy
nutno bud integrovat podle danou k¥ivku nezndmé y, nebo transformovat.

2
VvV = /Edl’—ﬂ’
1 —1
277/ \/7\/1+dx—27r/ \/f—l——d 7\/>
16
O

Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci Sirsi t¥idy
nekonecnych fad nez doposud:

S

6.21. Vé&ta. Integralni kriterium konvergence ¥ad. Bud' ), f(n) fada ta-
kovd, Ze funkce f : R — R je kladnd a nerostouci na intervalu (1,00). Pak tato
rada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje intergrdl

/100 f(z)d

DUKAZ. Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod kiivkou, je kriterium
zFejmé.

Pokud dana fada diverguje, pak diverguje i fada ) .-, f(n). Pro libovolné
k € N mame pro k-ty ¢astecny soucet s) (Fady bez prvniho ¢lene) nerovnost

k k
=i < / f(x) da,

nebot s, je dolnim souétem Riemannova integralu flk f(x)da. Pak ale je

9] k
/ f(z)dz = lim f(z)dz > lim s} = oo,
1 k—oo Jq k—o0

a uvazovany integral diverguje.
Predpoklademe nyni, Ze dany integral konverguje a oznacme k-ty castecny sou-
¢et dané tady jako si. Potom méme nerovnosti

o k
/ fz)dx = klim flz)dz < klirn s < 00,
1 =00 1 —00

nebot si je hornim souétem Riemannova integrélu flk f(x) da a pfedpokaddme, ze
dana fada konverguje. O

6.21.1. 3. Rozhodnéte, zda ndsledujici sumy konverguji ¢i diverquyi:
o0

1
a) Zl nlnn’

n=
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118

b)

1
nZ*

n=1

Reseni. Viimnéme si nejprve, 7e ani u jedné z uvazovanych fad neumime o jeji
konvergenci rozhodnout na zakladé podilového ¢ odmocninového kriteria (vSechny
An 41

n

limity nh_)rrolo | =] 71,1i—>Irolo {/ay, jsou rovny 1). Pomoci integralniho kriteria pro kon-

vergenci fad pak dostavame:

a)
—— —do= [ -dt=lim [In(t)} =
/1 xIn(z) ‘ ,/0 t 521010[”( Mo = oo,

dana rada tedy diverguje.

b)
oo é
1
/ — dz = lim [—1} =1,
1 2 d—00 T]q

a dana rada tedy konverguje.

3. Nekonecéné rady

Jiz jsme se pfi budovani naseho zvifetniku funkci setkali s mocninnymi fadami,
jsme si fikali, ze takto ziskdme t¥idu analytickych funkci, ale nedokazovali jsme
tehdy ani to, Ze jsou mocninné fady spojitymi funkcemi. Snadno nyni ukazeme,
ze tomu tak je a Ze skute¢né umime mocninné fady i diferencovat a integrovat po
jednotlivych séitancich. Pravé proto ale také uvidime, Ze neni mozné pomoci moc-
ninnych rad ziskat dostatecné Sirokou tfidu funkci. Napf. nikdy tak nedostaneme
jen po ¢astech spojisté periodické funkce, které jsou tak dulezité pro modelovani a
zpracovani audio a video signald.

6.22. Jak ochocené jsou rady funkci? Vratme se nyni k diskusi limit posloup-
nosti funkci a souctu fad funkci z pohledu uplatnéni postupa diferencidlniho a
integralniho poc¢tu. Uvazujme tedy konvergentni fadu funkci

S@) = falx)

na intervalu [a, b]. Pfirozené dotazy jsou:
e Jsou-li vSechny funkce f,(z) spojité v néjakém bodé xy € [a,b], je spojitéd i
funkce S(z) v bodé z¢?
e Jsou-li viechny funkce f,(z) diferencovatelné v a € [a,b], je v ném diferenco-
vatelnd i funkce S(z) a plati vztah S’(z) =2 fi(x)?
e Jsou-li v8echny funkce f, () integrovatelné na intervalu [a, b], je integrovatelnd

i funkce S(z) a plati vztah S'(z) = >, fr(z)?

Ukazeme si nejprve na piikladech, ze odpovédi na vSechny tii takto kladené
otézky jsou ,NE!“. Poté ale najdeme jednoduché dodateéné podminky na kon-
vergenci fady, které naopak platnosti viech tii tvrzeni zajisti. Rady funkci tedy
obecné moc zvladatelné nejsou, nicméné si umime vybrat velikou t¥idu takovych,
se kterymi se uz pracuje velmi dobfe. Mezi né samoziejmé budou patfit mocninné
fady.
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Uvazme funkce f,(z) = (sinz)™ na intervalu [0,7]. Hodnoty téchto funkeci
budou ve vSech bodech 0 < z < 7 nezédporné a mensi nez jedna, kromé x = 7, kde
je hodnota 1. Proto

0 pro vsechna x # 3

lim f,(x) = {

1 prox = 3.

Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f,, nespojitou funkci. TentyZ jev umime na-
jit i pro fady funkci, protoze soucet je limitou ¢asteénych souctu. Staci tedy v pred-
chozim piikladé vyjadiit f,, jako n-ty ¢dsteény soucet. Napt. fi(x) = sinz, fo(z) =
(sinz)? — sinx, atd. Levy obrazek vykresluje funkce f,,s(z) pron =1,...,10.

Obrazek na pravo vykresluje f,,(z) = z(1—2%)" na intervalu [—1, 1] pro hodnoty

n=m2, m=1,...,10. Na prvni pohled je zjevné, ze

lim fn(x) =0,
n—oo
v8echny funkce f,(z) jsou hladké, ale v bodé x = 0 je jejich derivace

f1(0) = (1 —2*)" —2n2?(1 — 2?)" e = 1

n

nezévisle na n. Limitni funkce pro posloupnost f, pfitom méa samoziejmé vsude
derivaci nulovou!

Protipfiklad k tfetimu tvrzeni jsme uz vidéli. Charakteristickou funkci xq ra-
cionalnich ¢isel mizeme vyjadrit jakou soucet spocetné mnoha funkci, které budou
ocCislovany pravé raciondlnimi ¢isly a budou vzdy vSude nulové, kromé mnoziny
bodi, podle které jsou pojmenovany, kde jsou rovny 1. Riemannovy integraly vSech
takovych funkci budou nulové, jejich soucet ale neni Riemannovsky inegrovatelnou
funkci.

6.23. Stejnomérna konvergence posloupnosti a fad funkci. Zjevnym du-
vodem netispéchu ve vsech tifech predchozich prikladech je skutecnost, ze rychlost
bodové konvergence hodnot f,(x) — f(x) se bod od bodu velice li§i. Pfirozenou
myslenkou tedy je omezit se na takové pripady, kdy bude naopak konvergence pro-
bihat ptiblizné podobné rychle po celém intervalu.
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Rikame, 7e posloupnost funkci f,,(z) konverguje stejnomérné na intervalu [a, b]
k limité f(x), jestlize pro kazdé kladné (malé) ¢islo € existuje (velké) prirozené ¢islo
N € N takové, ze pro vSechna n > N a vSechna x € [a, b] plati

[fn(z) = f2)] <e

Graficky si definici mtzeme predstavit tak, ze do pasu vzniklého posunutim limitni
funkce f(z) na f(x)=+e pro libovolné malé, ale pevné zvolené kladné €, vzdy padnou
vSechny funkce f,(x), az na koneéné mnoho z nich. Tuto vlastnost zjevné nemél
prvni a posledni z predchozich piikladii, u druhého ji postradala posloupnost deri-
vaci f].

O radé funkci fekneme, ze konverguje stejnomérné na intervalu, jestlize stejno-
meérné konverguje posloupnost jejich ¢astecnych soucti.

Nasledujici tfi véty lze stru¢né shrnout tvrzenim, ze vSechna tfi obecné ne-
platna tvrzeni v plati pro stejnomérnou konvergenci (pozor ale na jemnosti u
derivovéni).

6.24. Véta. Necht [, (x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a,b], kterd
na tomto intervalu stejnomeérné konverguje k funkci f(x). Pak je také f(x) spojitd
funkce na intervalu [a,b].

DUkAz. Checeme ukizat, ze pro libovolny pevny bod zy € [a,b] a jakékoliv
pevné zvolené malé ¢ > 0 bude |f(z) — f(xo)| < € pro vSechna x dostateéné blizka
k z¢. Z definice stejnomérné spojitosti je pro nase ¢ > 0

[fo(@) — fl2)] <€
pro vSechna = € [a,b] a vSechna dostatecné velkd n. Zvolme si tedy néjaké takové

n a uvazme § > 0 tak, aby |f,(z) — fn(20)| < € pro vSechna x z J-okoli zy (to je
mozné, protoze vSechny f,, (x) jsou spojité). Pak

[f(@) = fzo)l < [f(2) = fu(@)[ + [fn (@) = ful@o)[ + [fn(w0) — flz0)| < 3€

pro vSechna x z nami zvoleného d-okoli bodu zg. (I

6.25. Véta. Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci na
koneéném intervalu [a,b], které stejnomérné konverguji k funkci f(z). Pak také f(x)
je integrovatelnd a plati

b

b b
lim fn(x)dx:/ (nli_{r;ofn(x))dx:/ f(z)da.

n—0oo

DUKAz. Diikaz se opird o zobecnéni vlastnosti Cauchyovskych posloupnosti
¢isel na stejnomérnou konvergenci funkci. Timto zptisobem umime pracovat s exis-
tenci limity posloupnosti integralid, aniz bychom ji potifebovali znat.

Rekneme, Ze posloupnost funkei f,(z) na intervalu [a,b] je stejnomérné Cau-
chyovskd, jestlize pro kazdé (malé) kladné ¢islo e existuje (velké) pfirozené ¢islo N
takové, Ze pro vSechna x € [a,b] a vSechna n > N plati

[fn(2) = fin(2)] <€

Ziejmé je kazd4 stejnomérné konvergentni posloupnost funkei na intervalu [a, b]
také stejnomérné Cauchyovska na témze intervalu. Toto pozorovani nam uz staci k
dikazu nasi véty, zastavime se ale napred u uzitecného obraceného tvrzeni:

Tvrzeni. Kazdd stejnomérné Cauchyovskd posloupnost funkci f,(x) na intervalu
[a,b] stejnomérné konverguje k néjaké funkci f na tomto intervalu.
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DUKAZ. Z podminky Cauchyovskosti posloupnosti funkci okamzité vyplyva,
Ze také pro kazdy bod z € [a,b] je posloupnost hodnot f,(z) Cauchyovskou po-
sloupnosti redlnych (pfipadné komplexnich) ¢isel. Bodové tedy nutné konverguje
posloupnost funkei f,,(x) k néjaké funkei f(z).

Ukézeme, Ze ve skutecnosti konverguje posloupnost f,(x) ke své limité stejno-
mérné. Zvolme N tak velké, aby

|fn(x) - fm(x)‘ <€

pro néjaké predem zvolené malé kladné e a vSechna n > N, x € [a,b]. Nyni zvolime
pevné jedno takové n a odhadneme

Fal@) = £@)] = T |f(a) = ()] <
pro vSechna x € [a, ). O

Konecéné se vratime ke snadnému dikazu véty: Pfipomenme, ze kazda stej-
nomérné konvergentni posloupnost funkci je také stejnomérné Cauchyovskd a ze

Riemannovy soucty pro jednotlivé ¢leny nasi posloupnosti konverguji k f; fn(x)de
nezavisle na vybéru déleni a reprezentanti. Proto jestlize plati

|fn(x) - fm(m)‘ <€

pro vSechna x € [a,b], pak také

/ab Jn(z)de — /ab Jm(z) dx

Je tedy posloupnost ¢isel ff fn(x) dx Cauchyovské a proto konvergentni. Soucasné
ale také diky stejnomérné konvergenci posloupnosti f,(z) plati pro limitni funkci
f(z) ze stejného duvodu, Ze jeji Riemannovy soucty jsou libovolné blizké Rieman-
novych souc¢tim pro funkce f, s dostatecné velkym n a limitni funkce f(x) bude
tedy opét integrovatelna. Zaroven

/abfn(x)dac - /abf(x)dx

a musi proto jit o spravnou limitni hodnotu. ]

<e€lb—al.

< elb—al.

Pro prislusny vysledek o derivacich je tfeba zvysené pozornosti ohledné pted-
poklad:

6.26. Véta. Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatelnyjch na intervalu
[a,b], kterd na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x). Ddle necht
jsou viechny derivace g,(x) = f!(x) spojité a necht konverguji na témze intervalu
stejnomeérné k funkci g(x). Pak je také funkce f(x) diferencovatelnd na intervalu
[a,b] a plati zde f'(x) = g(x).

DUKAZ. Bez ijmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze vSechny nase funkce
spliuji f,,(a) = 0 (v opa¢ném piipadé je pozménime o konstanty a na vysledku
uvah se nic nezméni). Pak ovSem muZeme psat pro vSechny x € [a, b]

fulz) = /w gn(t) dt.
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Protoze ale funkce g, stejnomérné konverguji k funkci ¢g na celém [a, ], tedy tim
spiSe na intervalech [a, z], kde a < 2z < b, plati také

f@) = [ "t dr.

Protoze je funkce g coby stejnomérna limita spojitych funkci opét spojitou funkci,
dokéazali jsme vse potiebné, viz Véta o Riemannové integralu a antiderivaci. [

6.27. Dusledek. Pro nekonecné tady mizeme predchozi vysledky shrnout takto:
Uvazme funkce fn(x) na intervalu I = [a,b].

(1) Jsou-li vechny funkce f,(z) spojité na I a fada S(z) = > 0" falx) kon-
verguje stejnomérné k funkci S(x), je i funkce S(x) spojitda na I.

(2) Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité diferencovatelné na I, a obé fady

S@)=) fale), T(x)=)_ fu(e)

konvergugi stejnomérné, pak je také funkce S(x) spojité diferencovatelnd a plati
S'(x) =T(x), t.

(ﬁ_oj fn<x>)/ - g:lf;(w)

(8) Jsou-li vSechny funkce f,(x) Riemannovsky integrovatelné na I a tada
S(z) = S°°° fu(z) konverguje stejnomérné k funkei S(x) na I, je tamtés inte-
n=1
grovatelnd i funkce S(x) a plati vztah

P& > b
/ (Zl fula) ) do = S [ oy

6.28. Test pro stejnomérnou konvergenci. Nejjednodussim zptsobem pro zjis-
téni stejnomérné konvergence funkci je porovnéani s absolutni konvergenci vhodné
posloupnosti. Rikédva se tomu ¢asto Weierstrassiv test. Pfedpokladejme tedy, Ze
méme Fadu funkci f,,(z) na intervalu I = [a, b] a Ze navic zname odhad

‘fn(x” <a, €R

pro vhodné redlné konstanty a,, a véechna = € [a,b]. Okamzité mtuzeme odhadnout
rozdily ¢éstecnych souctlt si(z) = Zizl fn(z) pro rtzné indexy k. Pro k > m
dostavame

k k k
sk(@) —sm@) < | Y ful@)| < D @< Y]
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

Pokud je fada (kladngch) konstant Y | a, konvergentni, pak bude samozfejmé
posloupnost jejich c¢astecnych souctu Caychyovska. Pravé jsme ale spocetli, ze v
takovém piipadé bude posloupnost ¢astecnych souctii s, (x) stejnomérné Caychy-
ovské. Diky tvrzeni dokdzanému pied chvili v jsme tedy pravé dokizali nasle-
dujici

Tvrzeni. Necht f,(x) je posloupnost funkci definovanych na intervalu I = [a,b]
a plati | f,(z)| < a,, € R. Je-li fada &isel Y " | a,, konvergentni, pak fada S(x) =
Yoo fu(z) konverguje stejnomérné.
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6.29. Dusledky pro mocninné fady. Weistrassiv testu je velice uziteény pro
diskusi mocninnych rad

S(x) = Z an(x — x9)"
n=1

se stfedem v bodé zy. Pii nasem prvnim setkdni s mocninnymi fadami jsme ukéa-
zali v 7e kazd4 takova fada konverguje na (xg — 0,9 + ¢), kde tzv. polomér
konvergence § > 0 miize byt také nula nebo oo. (viz také [5.33). Zejména jsme v
dtikazu véty [5.30| pro ovéreni konvergence fady S(x) pouzivali srovnani s vhodnou
geometrickou posloupnosti. Podle Weistrassova testu je proto fada S(x) stejno-
mérné konvergentni na kazdém kompaktnim (tj. koneéném) intervalu [a,b] uvnitf
intervalu (zg — 0, g + 0). Dokézali jsme tedy

Dusledek. Kazdd mocninnd fada S(z) je ve vSech bodech uvniti svého intervalu
konvergence spojitd a spojité diferencovatelnd. Funkce S(x) je také integrovatelnd
a derivovdni i integrovani lze provadeét clen po clenu.

Ve skutecnosti plati také tzv. Abelova véta, ktera rika, ze mocninné rady jsou
spojité i v hrani¢nich bodech svého defini¢niho oboru (véetné pripadnych nekonec-
nych limit). Tu zde nedokazujeme.

Pravé dokazané prijemné vlastnosti mocninnych rad zaroven poukazuji na hra-
nice jejich pouzitelnosti pfi modelovani zavislosti néjakych praktickych jevit nebo
procesil. Zejména neni mozné pomoci mocninnych fad dobfe modelovat po ¢astech
spojité funkce. Jak uvidime v zapéti, je mozné pro konkrétnéji vymezené potieby
nachdazet lepsi sady funkei f,,(z) nez jsou hodnoty f,(z) = 2™. Nejzndméjsimi pii-
klady jsou Fourierovy rady a tzv. wawelety, které pribolizime v dalsi kapitole.
6.29.1. Sectéte tadu

o

1
n2n’
n=1
o0
Ndpovéda: [ wfﬂfl =1
2

n2mn

v ’ ~ . ’ . ’ o0
ResSeni. Zaménou sumace s integraci dostaneme integral [;° (307, —h) da
In 2.

Ol






KAPITOLA 7
Spojité modely

jak sikovné zachytit nelindrni zmény?
— porddné€ si je linedrné priblizme. ..

V této kapitole se budeme snazit podat stru¢né naznaky, jak lze relativné jedno-
duse pouzivat nastroje diferencidlniho a integralniho poc¢tu. V jistém smyslu pijde
o postupy a nastroje podobné, jako jsme jiz vidéli v kapitole tfeti. Jen misto ko-
nec¢né rozmérnych vektort budou nase objekty nebo jejich stavy ¢asto prezentovany
pomoci funkci.

V prvni ¢asti budeme aproximovat funkce pomoci pfedem pevné zvolenych
sad generatorti. V zasadé budeme ideové pokracovat v postupech, které zname z
konce treti ¢asti druhé kapitoly. Poté se budeme zabyvat integralnimi operacemi,
tj. linearnimi operatory definovanymi na funkcich pomoci integrovani.

1. Aproximace pomoci Fourierovych rad

7.1. Vzdalenosti funkci. Zvolme si pevné néjaky interval I = [a,b], konecny
nebo nekoneény. Koncept integrovani miizeme velice intuitivnim zptisobem vyuzit
pro vyjadfeni vzdalenosti funkei definované na I: Pro kazdé dvé (reélné nebo kom-
plexni) funkce f,g na I zkusime definovat jejich vzdalenost ||f — g| jako plochu
oblasti vymezené mezi jejich grafy, tj.

b
Hf—w2=/|ﬂ@—ywwdx

Samoziejmé je treba predpokladat, ze tento Riemanniv integral existuje. Velikost
|| f]] funkce f je pak jeji vzdalenost od funkce nulové, tj.

b
117 = [ 17t e

Pro jednoduchost budeme pracovat s mnozinou S = S[a,b] omezenych a po
¢astech spojitych redlnych funkei na I, ale tvahy lze rozsifovat podle potteby (Casto
ale za cenu zna¢né technické ndmahy).

Z nami jiz dokdzanych vlastnosti integrovani je okamzité vidét, ze S je vekto-
rovy prostor a ze nami pravé uvazovand velikost je odvozena z dobfe definovaného
symetrického bilinearniho zobrazeni

b
mmzjf@mmm

které ma vSechny vlastnosti skalarniho souc¢inu. V kone¢nérozmérném pripadé jsme
takto definovali velikost vektorti v odstavei[2:37] Nyni je to naprosto stejné a pokud
zuzime nasi definici na vektorovy prostor generovany nad realnymi ¢isly jen kone¢né

215



216 7. SPOJITE MODELY

mnoha funkcemi fy,..., fi, dostaneme opét dobfe definovany skaldrni soucin na
tomto konec¢nérozmérném vektorovém podprostoru.

Jako ptiklad uvazme funkce f; = 2°,i = 0,..., k. Jimi je v S generovan (k+1)—
rozmérny vektorovy podprostor Ry [x] vSech polynomu stupné nejvyse k. Skaldrni
soucin dvou takovych polynomu je dan integralem. Kazdy polynom stupné nejvyse k
je vyjadren jednozna¢nym zpusobem jako linearni kombinace generatoria fo, ..., f.
Pokud by navic nase generatory mély tu vlastnost, ze

(7.1) (fis f5) = {? pro l fj
pro i =y

jde o tzv. ortonormdlni bazi. Pripomenme si v této souvislosti proceduru Grammovy—
Schmidtovy ortogonalizace, viz ktera z libovolného systému generatoru f; vy-
tvofi nové ortogondlni generdtory g; téhoz prostoru, tj. (g;,g;) = 0 pro vSechny
1 # jJ. Spo¢teme je pritom postupné jako g; = f1 a formulemi
ff 15 9i
Go+1 = feyr +argr+ -+ aege, ;i = —<;”22>

K3

pro ¢ > 1.
Aplikujme tuto proceduru na prvni tii polynomy 1,z, 2% na intervalu [—1,1].

Dostaneme g1 = 1,

1 1
gQ:x_W/ z-ldr-1=2—-0=ux
1

2 1 ' 72 1 Yo
gs =1 5 -ldx-1— 5 x~xdz~x
[lg12 [lg2112

1
2
=13
Piislusna ortogondlni béze prostoru Ry[z] na intervalu [—1,1] je tedy 1,x,22 — 3.
Normalizaci, tj. vhodnym nasobenim skalarem tak, aby prvky v bazi mély velikost
jedna dostaneme ortonormalni bazi

Y R R

Takovym ortonormdlnim generatorim Ry[z] se ¥kd Legendreovy polynomy.

7.2. Ortogonalni systémy funkci. Pfipomerime si vyhody, které ortonormalni
béaze podprostortt mély pro konec¢nérozmérné vektorové prostory. Muzeme pokra-
¢ovat v pfedchozim piikladu polynomu a uvazovat tieba V = Ry[z] pro libovolné
k > 2. Pro libovolnou funkci h € V' bude funkce

H = (h,h1)h1 + (h, h2)ha + (h, hs)hs

jednozna¢né uréenou funkci, kterd minimalizuje vzdélenost ||h — H| mezi vSemi
funkcemi v Ro[z]. Koeficienty pro nejlepsi aproximaci zadané funkce pomoci funkce
z vybraného podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci.

Uvedeny pfiklad podbizi nésledujici zobecnéni: Kdyz provedeme proceduru
Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace pro vsechny monomy 1,z, 22 , tj. pro
spocetny systém generatori, co z toho vznikne? Nebo jesté obecnejl — co se stane,
kdyz zvolime uplné libovolny spocetny systém linearné nezavislych funkci v S ta-
kovy, Zze kazdé dvé ruzné z nich maji nulovy skalarni soucin? Takovému systému



1. APROXIMACE POMOCI FOURIEROVYCH RAD 217

funkci na intervalu I fikdme ortogonalni systém funkci. Jestlize jsou vSechny funkce
fn v posloupnosti po dvou ortogonalni a zarovei je pro vSechna n velikost || f,,|| = 1
normovand, hovorime o ortonormdlnim systému funkct.

Necht tedy tvoii posloupnost funci f,, ortogondlni systém po ¢astech spojitych
funkei na intervalu I = [a,b] a pfedpokladejme, ze pro konstanty c, konverguje
fada

F('T) = Z cnfn
n=1

stejnomérné na I. Pak snadno vyjadiime skaldrni soucin (F, f,,) po jednotlivich
s¢itancich (viz Dusledek [6.27) a dostaneme

) b
Ff) =3 e / Fon) f () d = el ful
m=1 a

Maéame tedy tuseni, v jakou ptiblizné odpovéd je mozné doufat, a docela piehledné
nam ji skutecné dava nasledujici véta:
7.3. Véta. Necht f,, n =1,2,..., je ortogondlni posloupnost funkci Riemannov-

sky integrovatelnych na I = [a,b] a necht g je libovolna funkce Riemannovsky inte-
grovatelna na I. Oznacme

b
e = | full 2 / fu(2)g(x) de.

(1) Pro libovolné pevnén € N md ze vech linedrnich kombinact funkei f1, ..., fn
nejmensi vzdalenost od g vyraz

hy = Z cifi(x).
i—1

(2) Rada ¢isel Y 07 2| full? vidy konverguje a plati
o0
Y callfall? < llgll?.
n=1

(3) Vzddlenost g od édstecnych soucti sy = 22:1 Cnfn jde v limité k nule, tj.
lim ||g — s[> =0,
k—o0
tehdy a jen tehdy, kdyz
o0
> alfall? = llal*
n=1

Jesté nez se pustime do ditkazu, zkusime 1épe porozumét vyznamu jednotli-
vych tvrzeni této véty. Protoze pracujeme s Gplné libovolné zvolenym ortogonalnim
systémem funci, nemizeme ocekavat, ze 1ze dobfe aproximovat jakoukoliv funkci
pomoci linearnich kombinaci funkci f;. Napt. kdyz se omezime u ortogonalnich po-
lynomi pouze na sudé stupné, urc¢ité budeme dobfe aproximovat pouze sudé funkce.
Nicméné hned prvni tvrzeni nam tikéa, ze vzdycky budeme dosahovat nejlepsi mozné
aproximace ¢astecnymi soucty. Druhé a tfeti tvrzeni pak mtuzeme vnimat jako analo-
gii ke komym praméttim do podprostort vyjadienych pomoci souradnic. Skutecné,
ze pokud k dané funkci g bodové konverguje fada F(z) = > 7 | ¢, fn, pak je funkce
F(z) kolmym primétem g do vektorového podprostoru vsech takovychto rad.
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Na druhé strané ale nase véta nerikda, ze by ¢astecné soucty uvazované rady
musely bodové konvergovat k néjaké funkci. Tj. fada F(z) nemusi byt obecné kon-
vergentni ani v pfipadé, kdy nastane rovnost v (3). Pokud ale napf. existuje konec¢na

hodnota Y 7 | |¢;| a vSechny funkce f,, jsou stejnomérné omezené na I, pak zfejmé

fada F'(z) konverguje v kazdém .

DUKAZ. Zvolme libovolnou linedrni kombinaci f = 22:1 an frn, @ spo¢téme jeji
vzdalenost od g. Dostavame

k b k 2
o= > atilP= [ (5= ants) as
n=1 a n=1
b b k b k 2
:/ g2dac—2/ Zanf7Lgda;+/ (Zanfn> dx
a a pn=1 a n=1
k k
=lgll* =2 ancn + > _ aZll full?
n=1 n=1

k
= llgll> + D IfallP((en — an)® = ).
n=1

Evidentné lze posledni vyraz minimalizovat pravé volbou a, = ¢, a tim je prvni
tvrzeni dokazano.
Dosazenim této volby dostavame tzv. Besselovu identitu

k k
llg — chf7LH2 = ”9”2 - Zci|‘fn||27
n=1

n=1

ze které okamzité diky nezapornosti levé strany vyplyva tzv. Besselova nerovnost

k
> cnllfall® < gl
n=1

Tim je dokdzadno druhé tvrzeni, protoze kazdé neklesajici a shora omezend po-
sloupnost redlnych ¢isel mé limitu (a je ji supremum celé mnoziny hodnot prvku

posloupnosti).
Jestlize v Besselové nerovnosti nastane rovnost, hovoiime o tzv. Parsevalove
rovnosti. PFimo z definic vyplyva nyni tvrzeni (3). O

Ortonogonalni systém funkci nazveme uplny ortogondlni systém na intervalu
I = [a, b], jetlize plati Parsevalova rovnost pro kazdou funkci g s konec¢nou velikosti
llg]| na tomto intervalu.

7.4. Fourierovy fady. Pfedchozi véta naznacuje, ze umime se spocetnymi orto-
gonalnimi systémy f,, funkci pracovat velice podobné jako s koneénymi ortogonal-
nimi bazemi vektorovych prostort, jsou tu ale zasadni rozdily:
e Neni snadné Tici, jak vypada cely prostor konvergentnich nebo stejnomérné
konvergentnich fad F(z) =Y 0", cn fn-
e Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi mozné piiblizeni
takovou fadou F'(x).
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V pripadé, Zze misto ortonogonalniho systému f, mame systém ortonorméalni,
jsou formulky ve vété o néco jednodussi, zadné dalsi zlepSeni ale nenastane.

Jako pékny piiklad na integrovani 1ze elementarnimi metodami ovéfit, ze systém
funkci

1, sinx, cosz, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cosnx,

je ortogonalni systém na intervalu [—m, 7] (a také na kterémkoliv jiném intervalu
o délce 27). Rady z piedchozi véty odpovidajici tomuto systému nazyvame Fou-
rierovy Tady. I v obecném piipadé diskutovaném vyse se nékdy hovori o obecnych
Fourierovych fadach vzhledem k ortogonédlnimu systému funkci f,,. Koeficienty ¢,
se pak nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Na intervalu [—7, 7] jsou velikosti vSech funkci kromé prvni vzdy /7, prvni ma
velikost v/27. Lze dokézat, Ze nas systém funkei je Gplnym ortogonalnim systémem,
nebudeme to zde ale dokazovat. Ve smyslu vzdalenosti funkci definované pomoci
naseho skaldrniho soué¢inu proto budou ¢asteéné soucty Fourierovy fady F(x) pro

libovolnou funkei g(z) s koneénym integralem f; g(z)? dx, tj.

ag
=5 Z ap, cos(nz) + by, sin(nx))

s koeficienty

1 (7 1 (7
an, = ;/ g(x) cos(nzx) dx, b, = f/ g(x) sin(nz) dx,
vzdy konvergovat k funkci g(x).

7Z obecnéjsich tivah lze dovodit, ze z konvergence v tomto smyslu vzdy vyplyva
bodovéa konvergence ¢astecnych soucti ve skoro vSech bodech x € I. Nebudeme zde
ale ani vysvétlovat, co znamené ,skoro vSechny“, ani nebudeme takovy vysledek
dokazovat.

Jako piiklad Fourierovy fady si uvedeme Fourierovu fadu pro periodickou
funkci vzniklou z Heavisideovy funkce zGZenim na jednu periodu. Tj. nase funkce
¢ bude na intervalu [—m, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7] bude rovna 1. Protoze
jde o funkci lichou, jisté budou v8echny koeficienty u funkei cos(nz) nulové, a pro
coeficienty u funkei sin(nx) spoéteme

by = /Tr g(z)sin(nx) dx = X /07r sin(nz) do = i(1 = (=1").

T ) _x s

Vysledna Fourierova fada je tedy tvaru

g(z) = 4 (sin(aj) + 1sin(?)ac) + 1sin(Bx) +.. )
s 3 5

a soucet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢lent je na nasledujicich dvou ob-
razcich.

Vsimnéme si, ze se zvySujicim se poctem c¢lentl fady se vyrazné spfesnuje apro-
ximace s vyjimkou stéle se zmensujiciho okoli bodu nespojitosti, na némz je ale
maximum odchylky stale zhruba stejné. Je to obecna vlastnost Fourierovych rad,
které se rika Gibbsuv jev. PovSimnéme si také, Ze v samotném bodé nespojitosti
je hodnota aproximujici funkce pravé v poloviné mezi limitami zprava a zleva pro
Heavisideovu funkci.
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t=2. t=24.

Samoziejmé nelze ocekavat, ze by konvergence Fourierovych fad pro funkce g s
body nespojitosti mohla byt stejnomérna (to by totiz g musela byt coby stejnomérna
limita spojitych funkci sama spojital).

Bez podrobného diikazu si uvedeme nésledujici vétu podavajici uceleny obrazek
o bodové konvergenci Fourierovych fad. Nejde o nutné podminky konvergence a v
literatufe lze najit fadu jinych formulaci. Tato je ale jednoducha a postihuje velké
mnozstvi uziteénych pripadi.

Véta. Necht g je po cdstech spojitd a po cdstech monotonni funkce na intervalu
[—7, 7. Pak jeji Fourierova fada F(x) konverguje na [—m, ] a jeji soudet je
o roven hodnoté g(xzg) v kaZdém bodé x¢ € [—w, x|, ve kterém je funkce g(x)
spojitd,
o v kaZdém bodé nespojitosti xy funkce g(x) roven

;(znm g(z)+ lim g<x>),

+ —
— Iy T—xy

e v kragnich bodech intervalu [—7, ] je roven

;( lim g(z)+ lim g(ac)).

z——7t T—T

Pokud navic je funkce g(x) spojitd, periodickd s periodou 27 a vsude existuje jeji
po castech spojitd derivace, pak konverguje jeji Fourierova Tada stejnomérné.

7.5. Wavelety. Fourierovy fady a dalsi z nich vychazejici nastroje jsou vyuzivany
ke zpracovani riznych signalti, obrazkd apod. Povaha pouzitych periodickych goni-
ometrickych funkei a jejich prosté skalovani pomoci zvétsujici se frekvence zaroven
omezuji jejich pouzitelnost. V. mnoha oborech proto vyvstala pfirozend potieba
nalézt sikovnéjsi tplné ortogonalni systémy funkci, které budou vychézet z predpo-
kladané povahy dat a které bude mozné efektivnéji zpracovavat.

Takovy systém se lze naptiklad vytvorit volbou vhodné spojité funkce ¢ s
kompaktnim nosi¢em, ze které sestrojime spocetné mmnoho funkci v;;, j,k € Z,
pomoci dyadickych translaci a dilataci:

V() = 27227z — k).
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Pokud tvar materské funkce 1) dobfe vystihuje mozné chovani dat, a zaroven jeji
potomci 1)1 tvoii iplny ortogonalni systém, pak se zpravidla dobfe daii konkrétni
zpracovavany signal aproximovat pomoci jen nékolika malo funkci.

Nebudeme zde zachazet do podrobnosti, jde o mimoradné zivy smér vyzkumu i
zéklad komercnich aplikaci. Zajemce snadno najde spoustu literatury. Na obrazku
je ilustrovéna tzv. Daubechies matefskd wavelet D4(z) a jeji dcera D4(273x — 1).

1,2+ 1,24
0,84 0,84
0,4+ 0,44

N\ oA
o = e AL B e e
-1 1 \2{ 3 4 14 5 10 15 20 30
t i t

[N

2. Integralni operatory

7.6. Integralni operatory. V piipadé koneénérozmérnych vektorovych prostort
jsme mohli vnimat vektory jako zobrazeni z kone¢né mnoziny pevné zvolenych gene-
ratort do prostoru souradnic. Nejjednodussi linearni zobrazeni zobrazovala vektory
do skalari (tzv. linedrni formy) a byla definovana pomoci jednorddkovych matic
jako soucet soucinti téchto souradnic s pevné zvolenymi hodnotami na generato-
dobné zaddna maticemi. Velice podobné umime pfistoupit k linedrnim operacim na
prostorech funkeci.

V pripadé vektorového prostoru S vSech po castech spojitych funkci na inter-
valu I = [a,b] se linedrni zobrazeni S — R nazjvaji (redlné) linedrni funkciondly.
Jednoduse je mizeme zadat dvéma zpusoby — pomoci vyéisleni funkce (pfipadné
jejich derivaci) v jednotlivych bodech nebo pomoci integrovani. Piikladem funkci-
onalu L tedy muze byt vycisleni v jediném pevném bodé xy €

L(f) = f(zo)
integraln{ funkcionél pak je zaddn pomoci pevné zvolené funkce g(x)
b
L) = [ (o) de
Funkce g(x) zde hraje roli vahy, se kterou p¥i definici Riemannova integralu bereme

jednotlivé hodnoty reprezentujici funkci f(z). Nejjednodussim ptikladem takového
funkcionalu je samoziejmé Riemanntv integral samotny, tj. pfipad s g(z) = 1 pro
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vsechny body x. Dobrou pfedstavu dava také volba

{O je-li |z| > a

g9(x) = ezt

je-li |z| < a.
To je funkce hladka na celém R s kompaktnim nosi¢em v intervalu (—a, a), viz
V bodé z = 0 ma pfitom hodnotu jedna. Integralni funkcional

b
- / @)y — 2) da

je mozné vnimat jako ,,rozmlzené zprimeérovani“ hodnot funkce f kolem boduz =y
(obrazek funkce g je v — ve svém stfedu ma hodnotu jedna a hladkym mono-
tonnim zptsobem se plynule pfimkne k nule ve vzdalenosti a na obé strany). Jesté
lepsi volbou je z tohoto pohledu libovolna funkce g jejiz integral pies celou redlnou
osu je jednicka.

7.7. Konvoluce funkci. Pohled na integralni funkcional L, jako na zprtméro-
vané chovani funkce f v okoli daného bodu je nazornéjsi pro pripad nevlastnich
mezi integralu a = —oo, b = co. Misto prostoru S vSech po ¢astech spojitych funkei
na R budeme uvazovat po castech spojité a v absolutni hodnoté integrovatelné
funkce f v roli argumentu pro nas funkcional. Volny parametr y muze byt vniman
jako nova nezavisld proménna a nase operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce

opét na funkce f — f:

o0
) =L = [ fa)gty - a)da,
o0
Této operaci se rika konvoluce funkci f a g, znacime ji f * g. VétSinou se konvoluce
definuje pro realné nebo komplexni funkce s kompaktnim nosi¢em na celém R.

Pomoci transformace ¢t = z — x se snadno spocte

— 00
(Fe0)6) = [ f@glc—ayda=~ [ fe - tgde= (g (o).
o0
je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s kompaktnimi nosici
komutativni.

Konvoluce je mimotfadné uzitecny nastroj pro modelovani zptisobu, jak mu-
Zeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prostiedi pfi prenosu informaci
(napf. analogovy audio nebo video signél ovliviiovany Sumy apod.). Argument f
je prenasenou informaci, funkce g je volena tak, aby co nejlépe vystihovala vlivy
prostredi ¢i zvoleného technického postupu.

Konvoluce jsou jednim z mnoha pfipad obecnych integrélnich operatort na

prostorech funkeci
b
= [ F@k

s jadrem danym funkci dvou proménnych k : R? — R. Defini¢ni obor takovych
funkcional je nutné vzdy volit s ohledem na vlastnosti jadra tak, aby vzdy existoval
pouzity integral.
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7.8. Fourierova transformace. Teorie integralnich operatori s jadry a rovnic,
které je obsahuji je velice uzitecna a zajimava zaroven, bohuzel pro ni zde ted
ale nemame dost prostoru. Zaméiime ted alespon na jeden mimoradné dilezity
pripad, tzv. Fourierovu transformaci F, ktera tizce souvisi s Fourierovymi radami.
Pripomenme si zékladni formuli pro parametrizaci jednotkové kruznice v komplexni
roviné s rychlosti obihdni w = 27/T, kde T je ¢as jednoho obéhu:
e™! = coswt + isinwt.

Pro (realnou nebo komplexni) funkei f(¢) mtzeme spocist jeji tzv. komplexni Fou-
rierovy koeficienty jako komplexni ¢isla

1 /T/2 ( ) omt
ey = = F(£) et dt.
T J 72

Pfitom plati vztahy mezi koeficienty a,, a b,, Fourierovych fad (po pfepoc¢tu formuli
pro tyto koeficienty pro funkce s obecnou periodou délky 7') a témito ¢isly ¢,

Cn = %(an —iby), c_p= %(an + iby,)

a pri redlném f jsou samoziejmé ¢, a c_, komplexné konjugované. Oznacime-li
wy, = wn, bude tedy ptvodni funkce f(t) s konvergujici Fourierovou fadou rovna

oo
f(t) = Z cpent,
n=-—00
Pfi pevné zvoleném T vyjadiuje vyraz Aw = 27/T pravé zménu ve frekvenci zpti-
sobenou narustem n o jednicku. Je to tedy praveé diskrétni krok, se kterym pti
vypoctu koeficienttt Fourierovy fady ménime frekvence. Koeficient 1/7 u formule
pro ¢, je pak roven Aw/27, takze mizeme fadu pro f(t) prepsat jako
o0

1 T/2
— —iwnT iwpt
_Z 5 (Aw/ f(z)e dxe )

—T/2

ft)

Predstavme si nyni hodnoty w,, pro vsechna n € 7Z jako vybrané reprezentanty pro malé
intervaly [wy,wn+1] 0 délce Aw. Pak nd$ vyraz ve vnit¥ni velké zavorce v posledni formuli pro
f(t) ve skuteénosti vyjadfuje s€itance Riemannovych souétd pro nevlastni integrl

1 o ( )eiutd
— w w
27 _oog
kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w, hodnoty
/2 '
g(wn) =/ f(x)e ™" dux.
—T/2

Predpokladejme, Ze naSe funkce f je integrovatelnd v absolutni hodnoté pres celé R. Pak
muzeme limitné prejit 7' — oo a dojde ke zejmrovani normy Aw nasich intervali. Zaroven se
dostaneme v poslednim vyrazu k integrélu

o) = [ f@)e " do

Mizeme tedy polozit pro (kazdou v absolutni hodnoté Riemannovsky integro-
vatelnou) funkci f na R

F(f)(w) = f(w) = % / T et at.
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Této funkei f Fikdme Fourierova trasnformace funkce f. Pfechozi Givahy pak ukazuji,
Ze pro ,rozumné“ funkce f(t) bude také platit

£t = FHP)) = jz?/oo Flw) et duw,

Tim tikame, ze existuje k pravé definované Fourierove transformaci F inverzni
operace F !, které fikame inverzni Fourierova transformace.

Vsimnéme si, ze Fourierova transformace a jeji inverze jsou integralni operatory
se skoro shodnym jadrem k(w,t) = e™?t,

7.9. Vlastnosti Fourierovy transformace. Fourierova transformace zajima-
vym zpusobem pievraci lokalni a globalni chovani funkci. Za¢néme jednoduchym
prikladem, ve kterém najdeme funkei f(t), kterd se ztransformuje na charateristic-
kou funkei intervalu [—$, Q], tj. f(w) = 0 pro [w| > Qa f =1 pro |w| < Q. Inverzni
transformace F~! ndm dava

IRAL 1 71,1 2 1 . .
t) = ezwt dw = - ezwt:| _ — ezﬂt o e—th
1) V2T /_Q V2T Lt _ao V2wt 22( )

2
= sin(Qt).
V2t ()

Pfimym vypoctem limity v nule (L’Hospitalovo pravidlo) spoéteme, ze f(0) =
20(27) /2, nejblizsi nulové body jsou v t = £7/Q a funkce pomérné rychle klesa
k nule mimo pocatek x = 0. Na obrazku je tato funkce znazornéna zelenou kfivkou
pro © = 20. Zaroven je vynesena Cervenou kiivkou oblast, ve které se s rostoucim

Q nage funkce f(t) stéale rychleji ,vIni“.
Omega = 20.000

20

T T o l\/r/‘/l\
-3 -2 -1 ‘/\

-/r-\y \\/u\ T Ao
\J

/7 2 3
|
V t

V dalsim piikladu spoc¢téme Fourierovu transformaci derivace f’(t) pro néjakou
funkci f. Pro jednoduchost predpoklddejme, Ze f mé& kompaktni nosié¢, tj, zejména
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F(f") 1 F(f) skutetné existuji a pocitejme metodou per partes:

A == [ re

1 7'Lwt
= N [e —iwt f(t)] / () dt
= W F(f)()

Vidime tedy, Ze Fourierova transformace prevadi (infinitesimalni) operaci derivovani
na (algebraickou) operaci prostého nasobeni proménnou. Samoziejmé miizeme tento
vzorec iterovat, tj.

F(f")w) = = F(f),..., F(f™M) = i"w" F().

Dalsi mimoradné dtlezitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a Fourierovou
transformaci. Spoctéme, jak dopadne transformace konvoluce h = f * g, kde opét
pro jednoduchost predpokladame, ze funkce maji kompaktni nosice. Pfi vypoctu
prohodime poradi integrovanani, coi je krok, ktery ovérime teprve v diferencialnim
a integralnim poctu pozdéji, viz V dalsim krtcku pak zavedeme substituci
t—x=u.

F(h)(w) \/ﬂ/ (/ f(z)g(t — ) dac) e Wt qt
\/ﬂ/ </ N g(t —x)e ! dt> dx
\/ﬂ / < / " gy emiete) du) da
([ e ac) ([ o]

= V2rF(f)- Flg)

Podobny vypocet ukazuje i obracené tvrzeni, ze Fourierova transformace soucinu
je, az na konstantu, konvoluce transformaci.

F(f-9) = F(f) = F(g).

1
vors
Jak jsme si uvadéli vyse, konvoluce f * g velice ¢asto modeluje proces naseho pozo-
rovani néjaké sledované veli¢iny f. Pomoci Fourierovy transformace a jeji inverze
nyni miizeme snadno rozpoznat ptvodni hodnoty této veli¢iny, pokud zndme kon-
voluéni jadro g. Prosté spo¢teme F(f * ¢g) a podélime obrazem F(g). Hovofime o
dekonvoluci.

Vratme se nyni jesté k prvnimu prikladu s inverzni transformaci k charakteristické funkci
fa intervalu [—9, Q]. Zkusme provést limitni pfechod pro € jdouci k nekoneénu a oznaéme
V276(t) kyzenou limitni ,funkci” pro F~*(fo)(t). Pro soudin s libovolnym obrazem F(g)

plati
“fa Fl9)(2) \ﬁ/ Y(fa)(z —t)dt.

Pii Q — oo prejde vyraz nalevo k F~*(F(g))(2) = g(2), zatimco napravo dostavdme

o) = [ gtz -0y

—0o0
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Nase hledana §(¢) tedy vypada na ,funkci”, kterd je viude nulovd, kromé jediného bodu ¢ = 0,
kde je tak ,nekonecnd“, Ze integrovanim jejiho soucinu s libovolnou integrovatelnou funkci
g dostaneme pravé hodnotu g v bodé ¢ = 0. Neni to samozfejmé funkce v nasem smyslu,
nicméné jde o objekt asto pouzivany. Rika se ji Diracova funkce § a korektné ji Ize popsat
jako tzv. distribuci. Z nedostatku ¢asu nebudeme distribuce podrobnéji rozebirat a omezime se
na konstatovani, ze si Ize dobfe Diracovo § predstavit jako jednotkovy impulz v jediném bodé.
Fourierova transformace jej pak pfetransformuje na konstantni funkci F(9)(w) = \/% Naopak
mnohé funkce, které nejsou integrovatelné v absolutni hodnoté na R transformuje Fourierova
transformace na vyrazy s Diracovym §. Napfr.

F(cos(nt))(w) = \/§(5m —w)+0(n+w)).

7.10. Poznamky o dalSich transformacich. Pokud pouzijeme Fourierovu trans-
formaci na lichou funkci f(t), tj. f(—t) = —f(¢), prispévek integrace souc¢inu f(t) a
funkce cost se pro kladna a zaporna t vyrusi. Dostaneme proto pfimym vypoctem

F(f)(w) \;227;/ f(t) sinwt dt.

Vysledné funkce je opét lichd, proto ze stejného divodu i inverzni transformaci lze
spocist obdobné. Vynechadnim imaginarni jednotky ¢ dostavame vzajemné inverzni
transformace, kterym se fika Fourierova sinusovd transformace pro liché funkce:

= \/2/00o ft)sinwtdt, f(t) = \/Z/OOO fs(t) sinwt dt.

Obdobné se definuje Fourierova cosinovd transformace pro sudé funkce.

Fourierovu transformaci nelze dobfe vyuzit pro funkce, které nejsou integrova-
telné v absolutni hodnoté pres celé R (minimalné nedostavame opravdové funkee).
Laplaceova transformace se chova docela podobné jako Fourierova a tuto vadu
nema:

L) =) = [ rteye ae
0
Integralni operator £ ma velice rychle se zmensujici jadro, proto bude existovat
L(p(t)) napiiklad pro kazdy polynom p a vSechna kladné s. Obdobné jako pro Fou-

rierovu transformaci dostaneme prostym vypoctem per partes vztah pro Laplaceovu
transformaci derivované funkce pii s > 0:

£(7(1)(s) / F(t) et dt = [f(t)e I + s /0°° F(t)e di
0) + SL(f)(s).

Vlastnosti Laplaceovy transformace a fadu dalsich zejména v technické praxi pou-
zivanych transformaci je mozné snadno dohledat v literatufte.
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