Transformace nidhodné veliciny

Borelovské funkce: Zobrazeni g : R® — R™ nazyvdme borelovskou funkci, pravé kdyz
uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je opét borelovskd mnozina, tj.

VB e B™ {(x1,...,2n) ER™; (g1(21,...,2n)y. .., gm(x1, ..., 25)) € B} € B”

Pozn.: Jedna se zejména o funkce spojité.

7 dané nahodné veli¢iny X : 2 — R vytvofime pomoci borelovské funkce g : R — R zobrazeni
Y : @ — R, dané takto:
Vw e ;Y (w) = g(X (w)).

Toto zobrazeni je opét nahodné veli¢ina a nazyva se transformovand nahodnd velicina.

Nahodn4 velicina X md distribuénf funkei F'(x) a pravdépodobnostnf funkei 7(2) nebo hustotu
f(z). Ndhodna velicina Y = ¢g(X) md distribu¢n{ funkci Fi(y) a pravdepodobnostni funkei
74 (y) nebo hustotu fi(y). Oznaéime 7 inverzn{ funkei k funkei g, pak plati:

1. X je diskrétni ndhodna veli¢ina
me(y) = P(Y =y) = P(9(X) =y) = P(X =7(y)) = 7(7(y))
2. X je spojitd ndhodn4 velicina, g je rostoucf funkce a necht existuje derivace funkce 7

Fuy) = P(Y <y) = P(g(X) <y) = P(X <7(y)) = F(7(1))

R = 50 )Y

3. X je spojitd ndhodn4 velicina, ¢ je klesajici funkce a nechf existuje derivace funkce 7

F(y) =PY <y)=PgX)<y)=PX >1(y) =1-P(X <7(y)) =1-F(r(y))

dF, d
T G
Celkem pro spojitou ndhodnou velicinu X plati:
ARy dr(y)
) = S e |12

1. Ndhodnd veli¢ina X md normdlni rozdelent, tedy X ~ N(p,c?), provedem transformaci
Y =a+bX, kde b £ 0. Urcete fi(y).

2. Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X, kterd md rozdéleni N(20,16), nabude
hodnoty:



a) menst nez 16
b) vétsi neZ 20
¢) v mezich od 12 do 28

d) mensi nez 12 nebo vétsi nez 287

3. Nahodnd veli¢ina Y je funkei ndhodné veliciny X (tedy Y = g(X)). Uréete, cemu se rovnd
hustota pravdépodobnosti fi(y) jestlize plati:

| 2ze” prox >0
ﬂ@{o jinak

x2

;Y =X?

4. Hleddme hustolu pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = X1+ Xo, pro 1,22 € R, jestlize
wndme sdruZenou hustotu pravdépodobnosti f(x1,x2).

5. Hleddme pravdépodobnosini funkci ndhodné veliciny Y, jestlize plati:

A% _
ﬂ(x){ e prox=0,1,... A>0 ; Y —4x

0 jinak



Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in
Stiedni hodnota

Je-li ddna diskrétn{ ndhodnd veli¢ina X s pravdépodobnostni funkef 7(x), pak ¢islo

o9}

E(X) = Z x - 7(x),

T=—00

za predpokladu, Ze pfipadna nekoneénd fada absolutné konverguje, nazyvédme stfedni hodno-
tou ndhodné veliciny X.
Je-li ndhodnd veli¢ina spojitd s hustotou f(x), pak ¢islo

o9}

B = [ o fa) da,
— o0
za predpokladu, ze nevlastni Riemanntuv integrél absolutné konverguje, nazyvdme jeji sttednf
hodnotou.
Necht g(z) je borelovskd funkce. Pak pro stfedni hodnotu ndhodné veliciny Y = g(x) plati:
> glr)m(x) v diskrétnim pfipadé
B(y)={ 'S
| g(x)f(x)dx ve spojitém pifpade
— o0

pokud nekonec¢na fada, resp. Riemanntyv integral, absolutné konverguji.

Rozptyl

Cislo D(X) = E[(X — E(X))?| = E(X?) — |[E(X)]? nazyvéme rozptylem ndhodné veli¢iny X
za predpokladu, Ze véechny uvedené stfedni hodnoty existuji.

Cislo v/ D(X) nazyvame smérodatnou odchylkou ndhodné veliciny X .

Kovariance

Cislo C'(X1, X2) = E[(X1 — E(X1))(X2 — E(X3))] nazyvéme kovarianci ndhodnych velicin Xy
a Xy za predpokladu, ze vSechny uvedené stfedni hodnoty existuji. Je-li C(Xy, X3) = 0, pak

fekneme, Ze nahodné veliciny X7 a X2 jsou nekorelované.

Korelace

Cislo R(Xy, X3) = E (X@—Df;? : X;—fogﬂ , D(X1)D(X3) # 0 nazveme korelaci ndhodnych

velicin X a Xs (a za pFedpokladu, ze vechny stfedni hodnoty existuji), R(X1, X2) = 0 jinak.

Vlastnosti:
Necht a,aq,az,b, b1, bs jsou konstanty a X7, ...X,,Y],...Y, ndhodné veliciny definované na
témze pravdépodobnostnim prostoru.



1. Stfedni hodnota

n n
(e) Jsou-li ndhodné veli¢iny X1, ... X, stochasticky nezavislé, pak: E([] X;) = [[ £(X;)
=1 =1

2. Rozptyl

(b) D(a -+ bX) = b2D(X)

n n n—1 n
(¢) DY X)) = > D(Xy)+2> > C(X;,Xj). Jsou-li veliciny X, ... X, nekore-
=1 =1 i=1 j=it+1

lované, pak plati: D(>_ X;) = > D(X;)
=1 =1

3. Kovariance

(a) C’(al,Xg) C(Xl,ag) C’(al,ag) 0
(b) C’(a1 + b1 X1, a0 + b2X2) = blbgC(Xl,Xg)
(¢) C(X, X) = D(X)
(d) C(Xy, X)) = C(X2, X1)
(e) C(Xl,XQ) = E(X1X2) E(Xl)E(XQ)
0 oE x5 ) =5 ¥ o)
4. Korelace
(a al,Xg) - R(Xl,ag) - R(al,ag) =0
(b a1 + 01X, a9 + b2X2) = Sgn(ble)R(Xl,Xg)

X1, X2) = R(Xs, X4)

X1, X,) = J_;ﬁxlj@_ D(X1)D(X3) # 0, R(X1, X3) jinak.

6. Ndhodnd velic¢ina X md konstatni hodnotu pravdépodobnosti v intervalu (0, a), to znamend,
Ze jeji hustola pravdépodobnosti md tvar:

S pouzitim vlastnosti stredni hodnoly a rozptylu uréime
1. B(2X +3)

2. E(3X? —2X +1)



3. D(2X +3)
4. D(X? +1)

7. Urcete stredni hodnotu a rozplyl ndhodné veliciny X, kterd md Poissonovo rozdélent s
parametrem .

8. Urcele stredni hodnotu a rozplyl nahodné veliciny X, kterd md exponencidlni rozdéleni s
parametrem .



