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Zakladni statistiky

Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r. (Nahodnym vyb&rem
rozsahu n rozumime n-tici nezavislych a stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in Xi, ..., X, ~ Fx(x)).

Statistiku M = %27:1 X; nazyvame vybérovy pramér, statistiku
S%2 =137 (X; — M)? vyb&rovy rozptyl a statistiku S = v/'S2
vybérova smérodatna odchylka. Analogicky se definuji i
vyb&rova kovariance, pf¥ip. vyb&rovy korelaéni koeficient pro
dvourozmérny nahodny vybér.

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybé&r rozsahu n z rozd&leni se stfedni
hodnotou i a rozptylem o . Pak plati:
o E(M) = p,

o D(M) = var(M) = o2/n,
o £(5%) =2




Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi,..., X, ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni N(u,c?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.

© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o T= (M~ w)/(S/v/)~ t(n—1).

o K=(n-1)S%/0% ~ x*(n—1).

o Y3(Xi — n)?/o% ~ x*(n).

Pozndamka

K odhadu p, nezndme-li 02, slou#i T, v opatném p¥ipad& U.

K odhadu o2, nezndme-li u, slou#i K, v opa&ném p¥ipad&
nasledujici (bezejmennd?) statistika, kterd je vlastné statistikou K,
v niz misto odhadu M pouZijeme p¥imo u.

N




Diikaz.

PoloZme Z; = (X; — u)/o, coZ jsou zfejmé& nezavislé ndhodné
veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim. Zrejmé je

X =a+0E,Z, kde a= (u,..., 1) je vektor samych p, a proto ma
X podle véty z predchozi prednasky mnohorozmé&rné normalni
rozdéleni. Je-li dle d vektor ze samych 1/n, pak ma ndhodnd
velitina M = d " X (jednorozm&rné) normalni rozdéleni se stredni
hodnotou d”a = y a rozptylem d'0?E,d = o2 /n.

Ostatni tvrzeni se dokaZou obdobné. Ol




Ptiklad

V roce 1951 bylo rozsahlym statistickym prizkumem zjisténo, ze
stfedni hodnota vysky desetiletych chlapci je 136,1 cm se
smérodatnou odchylkou o = 6,4 cm.

V roce 1961 byla zjisténa vyska pouze u 15 ndhodné vybranych
chlapct:

130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Otazkou je, zda se v porovnani s rokem 1951 zménila st¥edni vyska
chlapcli, pokud ptedpokladame, Ze variabilita vySek se v rliznych
generacich pFili§ neméni.




Regeni

Vzhledem k tomu, Ze zakladni soubor vSech desetiletych chlapci je
rozsahly, Ize zminéna data povaZovat za ndhodny vybér?. Zjistime,
Ze vybérovy priimé&r M = 139,133, n = 15 a s vyuZitim statistiky U
dostdvdme, Ze s 95% pravdépodobnosti leZi hodnota p v intervalu

(M — 1,960 /+/n; M + 1,960 /+/n) = (135,9; 142, 4).

Protoze i stfedni hodnota vySek z roku 1951 leZi v tomto intervalu,
nemame vazny ddvod tvrdit, Ze se stfedni vyska zménila. Pokud
bychom ovSem pfFipustili vy$8i moznost omylu a stanovili interval se
spolehlivosti pouze 90%, pak bychom na této hladiné hypotézu, Ze
stfedni vySka se zménila, p¥ijali — interval je nyni (136,41;141,85).
Podobné, pokud nas zajima pouze dolni odhad stfedni hodnoty
vy%ek chlapct (a vibec tedy nep¥ipoutime moZnost, Ze by se
stfedni vyska sniZila), pak s 95% pravd&podobnosti je stfedni vyska
vétsi neZ 136,41, a tedy nyni opét pfijimame hypotézu, Ze se
stredni vyska zvysila.




Dva nezavislé vybéry z normalniho rozdéleni

Necht je Xi1,...,Xm1 ndhodny vybér rozsahu m z rozd&leni
N(u,0?) a Xi2,. .., Xn2 je na ném nezavisly ndhodny vybé&r rozsahu
n z rozd&leni N(j1,03), pficem# m,n > 2. Oznaéme My, My jejich
vybé&rové priiméry a S?,S3 vybé&rové rozptyly. Dale necht je

m—1)S? + (n—1)S3

52:(
* m+n—2

vazeny primér vybérovych rozptylii. Pak plati:
o My — My a S? jsou stochasticky nezavislé,
2 2
o My — Mz~ N(p1 — pia, 72 + %2,
o je-li 0? = 03 = 02, pak
K=(m+n—2)S2/0% ~ x*(m+n—2),

o F=3/% L F(m—1,n—1).

oi/03




v ©

UZiti statistik dvou nezdvislych vybérii

o Statistika U, vznikld normovanim My — Mb, se pouZiva pro
odhad rozdilu p11 — 12, zndme-li rozptyly o3, 3.

o Je-li 07 = 03 = 02, pak statistika T (vznikld z U nahrazenim

teoretického spole¢ného rozptylu o2 vaZenym priimérem
R . o 2 vr /
vyb&rovych rozptyld SZ) slouZi pro odhad rozdilu p; — po,
nezname-li rozptyl o2.
e Statistika K = (m + n —2)S2/0? slou#i k odhadu spole&ného
rozptylu o?.
St/S3

o Statistika F = .y slouzi k odhadu podilu rozptyli 02 /03.
1772




Mé&jme dva nezavislé ndhodné vybéry; prvni rozsahu 10 z rozdéleni
N(2;1,5) a druhy rozsahu 5 z rozdé&leni N(3,4). Urlete
pravdépodobnost, Ze vyb&rovy priimér prvniho vybéru bude mensi
nez vyb&rovy priimé&r druhého vybéru.

P(Ml < Mz) = P(Ml — M, < 0) =

_p|(M=M)—(m—p2) 0= (1 —p) ) _
Jz J7
243
Plu<—=t2 | —pw<1,05=

15 , 4
V1o t5s

= ®(1,05) = 0, 853.




Nahodny vybér je n-tice nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim, které zaleZi na jednom nebo vice parametrech.
Obvykle pfitom hodnotu téchto parametrii nezname, ale miizeme
tuto hodnotu nebo hodnotu n&jaké jeho funkce (tzv. parametrické
funkce) z ndhodného vyb&ru odhadnout.

Definice

M&jme ndhodny vyb&r Xi, ..., X,, které zavisi na (obecn&
vektorovém) parametru 6. Bodovym odhadem parametru 6
rozumime statistiku T((X1,..., Xy), kterd je v n&akém smyslu
blizko parametru 6. Rozdil (p¥ip. vektorovy) E(T) — 6 nazveme
vychyleni, je-li E(T) = 6, pak odhad T nazveme nestrannym.
Intervalovym odhadem parametru 6 rozumime (obecn&
vicerozmé&rny) interval (Ty, Ty), kde Ty (X1,...,X,) a
Tu(X1,...,X,) jsou statistiky vyb&ru (X,...,X,). Plati-li

P(TL<0<Ty)=1-aq,

fikdme, Ze (T, Ty) je interval spolehlivosti 1 — o pro parametr 6 .




Jsou-li Ty, T, nestranné odhady parametru 6, fikime, Ze odhad T;
je lepsi nez odhad T, pokud D(Ty) < D(T3), pfip.

var T1 < var T, (tj. matice var T, — var T3 je pozitivn& definitivni).
O posloupnosti T, odhadi € ¥ikime, Ze je asymptoticky
nestranna , pokud lim,_ E(T,) = 6.

O posloupnosti T, odhadii 6 ¥ikime, Ze je konzistentni, pokud
limp—oo P(|Th — 0] <€) =1.




Je-li posloupnost T, odhadii parametru 6 asymptoticky nestranna
a plati-li lim, o D(T,) = 0, pak T, je konzistentnim odhadem 6.

Dikaz.

Bud € > 0 libovolné. Z CebyZevovy nerovnosti méme
P(|T» — E(Tn)| < €/2) >1— D(T,)/(¢/2)%. Zaroveii pro
dostaten& velké n mame |E(T,) — 0| < /2. Proto

P(ITo— 0] <€)= P(|Th— E(Ta)| < ¢/2,|E(Ty) — 6] < ¢/2) =
= P(ITa — E(Ta)| < €/2),

ktera konverguje k 1, coZ znamena, Ze T, konverguje podle
pravdépodobnosti k 6 . O




< ‘
N

P¥iklad
UvaZujme opakovand nezavislda mé&feni urcité konstanty p, popsand
ndhodnym vybérem Xi, ..., X, z rozdéleni se stfedni hodnotou

E(X;) = u a rozptylem D(X;) = 0. DokaZte, Ze statistiky
M=15"X;aL=23(Xi+ X,) jsou nestrannymi odhady 4 a
rozhodnéte, ktery z odhadi je lepsi.

ZE *fw z

Xl +Xn . 1 . 1 .
> = 2E(X1+Xn) =sp+n)=p
1 1, o2
M):ﬁZD(X,):ﬁng =
D(L) = D(1/2(X1 + X»)) = 1/4D(X1 + X,) =
1 02

= Z(D(Xl) + D(X»)) = >

E(L) =




Poznamka

Odpovéd na otdzku z minulé predndsky je, Ze vyb&rova
smérodatna odchylka S neni nestrannym odhadem smérodatné
odchylky o. Kdyby totiz E(S) = o, pak by

D(S) = E(S?) — E(S)? = 02 — 02 = 0, co? by znamenalo, Ze S je
konstanta, a to je spor, protoZe rozptyl S je nenulovy.

Poznamka

Jak jsme vid&li dFive, nenf statistika s2 = 1 5™ | (X; — M)?
nahodného vybéru z normalniho rozdéleni nestrannym odhadem
rozptylu o2 — je totiz E(s2) = E(2-252%) = 2152, Ztejm& je ale

im0 E(s2) = 02 a protoZe

202
n—1’

D(S%) =

je i lim,_oo D(s2) = lim,_oo D((n —1)S%/n) = 0, a je tedy
posloupnost s2 konzistentnim odhadem rozptylu o2.




Intervaly spolehlivosti (confidence intervals)

P¥ipomeiime, Ze pro ndhodny vyb&r Xi, ..., X, zavisly na
parametru 6 jsme definovali intervalovy odhad parametru # pomoci
statistik Ty, Ty vybéru tak, ze P(T; <0 < Ty)=1—a. Jde o
tzv. oboustranny interval spolehlivosti pro 6 . Podobnég
definujeme levostranny interval spolehlivosti (7, c0) pomoci
P(T,. < 0) =1 — «, analogicky pravostranny interval
spolehlivosti. Cislo o se nazyva riziko (obvykle se pouZiva

a = 0,05), &slo 1 — a spolehlivost.



Algoritmus konstrukce intervalu spolehlivosti

© Zvolime statistiku V/, kterad je nestrannym bodovym odhadem
parametru 6.

@ Najdeme tzv. pivotovou statistiku, ktera je transformaci V se
zndmym rozdé&lenim, nezavisici na nezndmé hodnoté 6 (napf¥.
M,K, T,F).

© Najdeme pfislusné kvantily rozdéleni statistiky W tak, Ze
PWajg W <wy_gp)=1-a.

© Nerovnost w,p < W < wy_, /> pfevedeme ekvivalentnimi
tpravami na nerovnost T; < 60 < Ty.

© Z daného vybéru zjistime konkrétni Ciselné realizace statistik
Ty, Ty a dostaneme tak intervalovy odhad poZadované
spolehlivosti 1 — .




Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

_ o

H (Znéme 02) (M ﬁulfa/2vM + %Ulfaﬂ)
i (nezndme o2) | (M — %tl,a/z,l\/l + %tl,ap)
< (—1)S?  (n—1)S2

X%_a/g(n_l) ’ Xi/g(”_l)

D (Xi—p)? (Xi—p)?
Xf_a/z(")’ Xi/g(”)

02 (neznime p1)

o2 (znadme p1)




Ptiklad

Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozdéleni N(y;0,1). Jaky
musi byt minimalni rozsah vyb&ru, aby velikost 95% intervalu
spolehlivosti pro u neptesdhla ¢islo 0,037

Regeni

Podle ptedchozi tabulky dostavame (pro o = 0, 05)

o g
0,03> M + ﬁul—a/Z — (M — ﬁul—ap) =

(o2
= 2% Ul_a/z.

Proto -
4do“u
n> —— = 1707

a rozsah vybéru tedy musi spliiovat n > 171.




Intervaly spolehlivosti pro parametry 2 normalnich rozdéleni

0'2 0'2
p1 — p2 (zndme o2, 03 My — I\/lgi\/;l—i-ful,ap
2

2)
p1 — 2 (nezndmé o2 = o3) My — My £ 5*\/% + %tl,a/z
(m+n—2)S2 (m+n—2)S2
Xf_a/2(m+n—2) ) Xi/2(m+n—2)

S7/S3 S7/S3
Flfa/Q(mflrnfl)’ a/Z(mflvnfl)

spole¢ny rozptyl o2

podil rozptyld o2 /o3

Poznamka

Pokud a priori nevime, jestli jsou rozptyly shodné, miZeme to
ov&it tak, Ze nejprve sestrojime interval spolehlivosti pro o2 /o3.
Obsahuje-li 1, Ize (s pravdépodobnosti 1 — o) povaZovat rozptyly
za shodné a tento rozptyl odhadovat pomoci statistiky K jak je
uvedeno v tabulce.




Inteval spolehlivosti pro vyb&r z dvourozmérného rozdéleni

Necht (X1, Y1), ..., (Xn, Ys) je vyb&r z rozd&leni

No ((Ml) (U% 012>
p2) \o12 03))°
Oznadime j = 1 — po a zavedeme rozdilovy vybér Z; = X; — Y.
Pak statistika T = g%; vyb&ru Z mé t-rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti, proto jsou hranice intervalu spolehlivosti 1 — a pro p rovny

S
M + %tl_a/z(n — 1)



Priklad

------

pneumatiky na prednich kolech. Byly naméFeny tyto hodnoty
(v mm):

¢islo auta 1 2 3 4 5 6
sjeti pravé pneu | 1,8 | 1,022 (09| 15|16
sjeti levé pneu |15 |1,1|20| 11|14 |14

Predpokladejte, Ze jde o realizaci ndhodného vybé&ru

z dvourozmérného normalniho rozdéleni a rozhodnéte, jestli
nedochazi k vyrazn&jsimu nesymetrickému sjizd&ni pneumatik (tj.
sestrojte 95% interval spolehlivosti pro u = pi — p2).




Regen(

Postupné vypotteme: Z = (0,3; -0,1;0,2; -0,2;0,1;0,2),

M = 10,0833, S = 0,1941. Pak jsou krajnimi body hledaného 95%
intervalu spolehlivosti

M + %tl,a/z(n —1) =0,0833+0,1941 - 2,5706//6, tj.
(—0,12;0,29).

Poznamenejme, Ze snadno odvodime i miru rizika, se kterou
bychom mohli tvrdit, Ze je p; > po, tj. Ze pravé pneumatiky se

------

spolehlivosti neobsahoval &islo 0 — v nasem pt¥ipadé je o = 0, 34,
coz je riziko prilis vysoké.




