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Základńı statistiky

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr. (Náhodným výběrem
rozsahu n rozuḿıme n-tici nezávislých a stejně rozdělených
náhodných veličin X1, . . . ,Xn ∼ FX (x)).
Statistiku M = 1

n

∑n
i=1 Xi nazýváme výběrový pr̊uměr, statistiku

S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −M)2 výběrový rozptyl a statistiku S =

√
S2

výběrová směrodatná odchylka. Analogicky se definuj́ı i
výběrová kovariance, p̌ŕıp. výběrový korelačńı koeficient pro
dvourozměrný náhodný výběr.

Věta

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı se sťredńı
hodnotou µ a rozptylem σ2 . Pak plat́ı:

E (M) = µ,

D(M) = var(M) = σ2/n,

E (S2) = σ2.



Náhodný výběr z normálńıho rozděleńı

Uvažme nyńı speciálńı p̌ŕıpad, kdy je X1, . . . ,Xn náhodný výběr
z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2).

Věta

M a S2 jsou nezávislé náhodné veličiny.

M ∼ N(µ, σ2/n), a tedy U = (M − µ)/(σ/
√

n) ∼ N(0, 1).

T = (M − µ)/(S/
√

n) ∼ t(n − 1).

K = (n − 1)S2/σ2 ∼ χ2(n − 1).∑
(Xi − µ)2/σ2 ∼ χ2(n).

Poznámka

K odhadu µ, neznáme-li σ2, slouž́ı T , v opačném p̌ŕıpadě U.
K odhadu σ2, neznáme-li µ, slouž́ı K , v opačném p̌ŕıpadě
následuj́ıćı (bezejmenná?) statistika, která je vlastně statistikou K ,
v ńıž ḿısto odhadu M použijeme p̌ŕımo µ.



Důkaz.

Položme Zi = (Xi − µ)/σ, což jsou žrejmě nezávislé náhodné
veličiny s normovaným normálńım rozděleńım. Zřejmě je
X = a + σEnZ , kde a = (µ, . . . , µ) je vektor samých µ, a proto má
X podle věty z p̌redchoźı p̌rednášky mnohorozměrné normálńı
rozděleńı. Je-li dále d vektor ze samých 1/n, pak má náhodná
veličina M = dT X (jednorozměrné) normálńı rozděleńı se sťredńı
hodnotou dT a = µ a rozptylem dTσ2End = σ2/n.
Ostatńı tvrzeńı se dokážou obdobně.



Př́ıklad

V roce 1951 bylo rozsáhlým statistickým pr̊uzkumem zjǐstěno, že
sťredńı hodnota výšky desetiletých chlapc̊u je 136, 1 cm se
směrodatnou odchylkou σ = 6, 4 cm.
V roce 1961 byla zjǐstěna výška pouze u 15 náhodně vybraných
chlapc̊u:

130 140 136 141 139 133 149 151

139 136 138 142 127 139 147

Otázkou je, zda se v porovnáńı s rokem 1951 změnila sťredńı výška
chlapc̊u, pokud p̌redpokládáme, že variabilita výšek se v r̊uzných
generaćıch p̌ŕılǐs neměńı.



Řešeńı

Vzhledem k tomu, že základńı soubor všech desetiletých chlapc̊u je
rozsáhlý, lze zḿıněná data považovat za náhodný výběra. Zjist́ıme,
že výběrový pr̊uměr M = 139, 133, n = 15 a s využit́ım statistiky U
dostáváme, že s 95% pravděpodobnost́ı lež́ı hodnota µ v intervalu

(M − 1, 96σ/
√

n; M + 1, 96σ/
√

n) = (135, 9; 142, 4).

Protože i sťredńı hodnota výšek z roku 1951 lež́ı v tomto intervalu,
nemáme vážný důvod tvrdit, že se sťredńı výška změnila. Pokud
bychom ovšem p̌ripustili vyš̌śı možnost omylu a stanovili interval se
spolehlivost́ı pouze 90%, pak bychom na této hladině hypotézu, že
sťredńı výška se změnila, p̌rijali – interval je nyńı (136,41;141,85).
Podobně, pokud nás zaj́ımá pouze dolńı odhad sťredńı hodnoty
výšek chlapc̊u (a v̊ubec tedy nep̌ripoušt́ıme možnost, že by se
sťredńı výška sńıžila), pak s 95% pravděpodobnost́ı je sťredńı výška
věťśı než 136,41, a tedy nyńı opět p̌rij́ımáme hypotézu, že se
sťredńı výška zvýšila.

aRozmyslete si, co to znamená!



Dva nezávislé výběry z normálńıho rozděleńı

Věta

Necht’ je X11, . . . ,Xm1 náhodný výběr rozsahu m z rozděleńı
N(µ, σ2

1) a X12, . . . ,Xn2 je na něm nezávislý náhodný výběr rozsahu
n z rozděleńı N(µ, σ2

2), p̌ričemž m, n ≥ 2. Označme M1,M2 jejich
výběrové pr̊uměry a S2

1 ,S
2
2 výběrové rozptyly. Dále necht’ je

S2
∗ =

(m − 1)S2
1 + (n − 1)S2

2

m + n − 2

vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u. Pak plat́ı:

M1 −M2 a S2
∗ jsou stochasticky nezávislé,

M1 −M2 ∼ N(µ1 − µ2,
σ2

1
m +

σ2
2
n ) ,

je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak
K = (m + n − 2)S2

∗/σ
2 ∼ χ2(m + n − 2) ,

F =
S2

1/S
2
2

σ2
1/σ

2
2
∼ F (m − 1, n − 1).



Užit́ı statistik dvou nezávislých výběr̊u

Statistika U, vzniklá normováńım M1 −M2, se použ́ıvá pro
odhad rozd́ılu µ1 − µ2, známe-li rozptyly σ2

1, σ
2
2.

Je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak statistika T (vzniklá z U nahrazeńım
teoretického společného rozptylu σ2 váženým pr̊uměrem
výběrových rozptyl̊u S2

∗ ) slouž́ı pro odhad rozd́ılu µ1 − µ2,
neznáme-li rozptyl σ2.

Statistika K = (m + n − 2)S2
∗/σ

2 slouž́ı k odhadu společného
rozptylu σ2.

Statistika F =
S2

1/S
2
2

σ2
1/σ

2
2

slouž́ı k odhadu pod́ılu rozptyl̊u σ2
1/σ

2
2.



Př́ıklad

Mějme dva nezávislé náhodné výběry; prvńı rozsahu 10 z rozděleńı
N(2; 1, 5) a druhý rozsahu 5 z rozděleńı N(3, 4). Určete
pravděpodobnost, že výběrový pr̊uměr prvńıho výběru bude menš́ı
než výběrový pr̊uměr druhého výběru.

Řešeńı

P(M1 < M2) = P(M1 −M2 < 0) =

= P

(M1 −M2)− (µ1 − µ2)√
σ2

1
m +

σ2
2
n

<
0− (µ1 − µ2)√

σ2
1

m +
σ2

2
n

 =

P

U <
−2 + 3√

1,5
10 + 4

5

 = P(U < 1, 05) =

= Φ(1, 05) = 0, 853.



Náhodný výběr je n-tice nezávislých náhodných veličin se stejným
rozděleńım, které zálež́ı na jednom nebo v́ıce parametrech.
Obvykle p̌ritom hodnotu těchto parametr̊u neznáme, ale můžeme
tuto hodnotu nebo hodnotu nějaké jeho funkce (tzv. parametrické
funkce) z náhodného výběru odhadnout.

Definice

Mějme náhodný výběr X1, . . . ,Xn, které záviśı na (obecně
vektorovém) parametru θ. Bodovým odhadem parametru θ
rozuḿıme statistiku T ((X1, . . . ,Xn), která je v nějakém smyslu
bĺızko parametru θ. Rozd́ıl (p̌ŕıp. vektorový) E (T )− θ nazveme
vychýleńı, je-li E (T ) = θ, pak odhad T nazveme nestranným.
Intervalovým odhadem parametru θ rozuḿıme (obecně
v́ıcerozměrný) interval (TL,TU), kde TL(X1, . . . ,Xn) a
TU(X1, . . . ,Xn) jsou statistiky výběru (X1, . . . ,Xn). Plat́ı-li

P(TL ≤ θ ≤ TU) = 1− α,

ř́ıkáme, že (TL,TU) je interval spolehlivosti 1− α pro parametr θ .



Definice

Jsou-li T1,T2 nestranné odhady parametru θ, ř́ıkáme, že odhad T1

je lepš́ı než odhad T2, pokud D(T1) < D(T2), p̌ŕıp.
var T1 < var T2 (tj. matice var T2 − var T1 je pozitivně definitivńı).
O posloupnosti Tn odhadů θ ř́ıkáme, že je asymptoticky
nestranná , pokud limn→∞ E (Tn) = θ.
O posloupnosti Tn odhadů θ ř́ıkáme, že je konzistentńı, pokud
limn→∞ P(|Tn − θ| < ε) = 1.



Věta

Je-li posloupnost Tn odhad̊u parametru θ asymptoticky nestranná
a plat́ı-li limn→∞D(Tn) = 0, pak Tn je konzistentńım odhadem θ.

Důkaz.

Bud’ ε > 0 libovolné. Z Čebyševovy nerovnosti máme
P(|Tn − E (Tn)| < ε/2) ≥ 1− D(Tn)/(ε/2)2. Zároveň pro
dostatečně velké n máme |E (Tn)− θ| < ε/2. Proto

P(|Tn − θ| < ε) ≥ P(|Tn − E (Tn)| < ε/2, |E (Tn)− θ| < ε/2) =

= P(|Tn − E (Tn)| < ε/2),

která konverguje k 1, což znamená, že Tn konverguje podle
pravděpodobnosti k θ .



Př́ıklad

Uvažujme opakovaná nezávislá mě̌reńı určité konstanty µ, popsaná
náhodným výběrem X1, . . . ,Xn z rozděleńı se sťredńı hodnotou
E (Xi ) = µ a rozptylem D(Xi ) = σ2. Dokažte, že statistiky
M = 1

n

∑
Xi a L = 1

2(X1 + Xn) jsou nestrannými odhady µ a
rozhodněte, který z odhadů je lepš́ı.

Řešeńı

E (M) =
1

n

∑
E (Xi ) =

1

n
nµ = µ

E (L) =
X1 + Xn

2
=

1

2
E (X1 + Xn) =

1

2
(µ+ µ) = µ

D(M) =
1

n2

∑
D(Xi ) =

1

n2
nσ2 =

σ2

n
D(L) = D(1/2(X1 + Xn)) = 1/4D(X1 + Xn) =

=
1

4
(D(X1) + D(Xn)) =

σ2

2
.



Poznámka

Odpověd’ na otázku z minulé p̌rednášky je, že výběrová
směrodatná odchylka S neńı nestranným odhadem směrodatné
odchylky σ. Kdyby totiž E (S) = σ, pak by
D(S) = E (S2)− E (S)2 = σ2 − σ2 = 0, což by znamenalo, že S je
konstanta, a to je spor, protože rozptyl S je nenulový.

Poznámka

Jak jsme viděli ďŕıve, neńı statistika s2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi −M)2

náhodného výběru z normálńıho rozděleńı nestranným odhadem
rozptylu σ2 – je totiž E (s2

n) = E (n−1
n S2) = n−1

n σ2. Zřejmě je ale
limn→∞ E (s2

n) = σ2 a protože

D(S2) =
2σ2

n − 1
,

je i limn→∞D(s2
n) = limn→∞D((n − 1)S2/n) = 0, a je tedy

posloupnost s2
n konzistentńım odhadem rozptylu σ2.



Intervaly spolehlivosti (confidence intervals)

Připomeňme, že pro náhodný výběr X1, . . . ,Xn závislý na
parametru θ jsme definovali intervalový odhad parametru θ pomoćı
statistik TL,TU výběru tak, že P(TL ≤ θ ≤ TU) = 1− α. Jde o
tzv. oboustranný interval spolehlivosti pro θ . Podobně
definujeme levostranný interval spolehlivosti (TL,∞) pomoćı
P(TL < θ) = 1− α, analogicky pravostranný interval
spolehlivosti. Č́ıslo α se nazývá riziko (obvykle se použ́ıvá
α = 0, 05), č́ıslo 1− α spolehlivost.



Algoritmus konstrukce intervalu spolehlivosti

1 Zvoĺıme statistiku V , která je nestranným bodovým odhadem
parametru θ.

2 Najdeme tzv. pivotovou statistiku, která je transformaćı V se
známým rozděleńım, nezáviśıćı na neznámé hodnotě θ (nap̌r.
M,K ,T ,F ).

3 Najdeme p̌ŕıslušné kvantily rozděleńı statistiky W tak, že

P(wα/2 ≤W ≤ w1−α/2) = 1− α.

4 Nerovnost wα/2 ≤W ≤ w1−α/2 p̌revedeme ekvivalentńımi
úpravami na nerovnost TL ≤ θ ≤ TU .

5 Z daného výběru zjist́ıme konkrétńı č́ıselné realizace statistik
TL,TU a dostaneme tak intervalový odhad požadované
spolehlivosti 1− α.



Intervaly spolehlivosti pro parametry normálńıho rozděleńı

µ (známe σ2) (M − σ√
n

u1−α/2,M + σ√
n

u1−α/2)

µ (neznáme σ2) (M − S√
n

t1−α/2,M + S√
n

t1−α/2)

σ2 (neznáme µ)

(
(n−1)S2

χ2
1−α/2(n−1)

, (n−1)S2

χ2
α/2

(n−1)

)
σ2 (známe µ)

(P
(Xi−µ)2

χ2
1−α/2(n)

,
P

(Xi−µ)2

χ2
α/2

(n)

)



Př́ıklad

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z rozděleńı N(µ; 0, 1). Jaký
muśı být minimálńı rozsah výběru, aby velikost 95% intervalu
spolehlivosti pro µ nep̌resáhla č́ıslo 0,03?

Řešeńı

Podle p̌redchoźı tabulky dostáváme (pro α = 0, 05)

0, 03 ≥ M +
σ√
n

u1−α/2 − (M − σ√
n

u1−α/2) =

= 2
σ√
n

u1−α/2.

Proto

n ≥
4σ2u2

1−α/2

0, 032
= 170, 7

a rozsah výběru tedy muśı splňovat n ≥ 171.



Intervaly spolehlivosti pro parametry 2 normálńıch rozděleńı

µ1 − µ2 (známe σ2
1, σ

2
2) M1 −M2 ±

√
σ2

1
m +

σ2
2
n u1−α/2

µ1 − µ2 (neznámé σ2
1 = σ2

2) M1 −M2 ± S∗

√
1
m + 1

n t1−α/2

společný rozptyl σ2

(
(m+n−2)S2

∗
χ2

1−α/2(m+n−2)
, (m+n−2)S2

∗
χ2
α/2

(m+n−2)

)
pod́ıl rozptyl̊u σ2

1/σ
2
2

(
S2

1/S
2
2

F1−α/2(m−1,n−1) ,
S2

1/S
2
2

Fα/2(m−1,n−1)

)
Poznámka

Pokud a priori nev́ıme, jestli jsou rozptyly shodné, můžeme to
ově̌rit tak, že nejprve sestroj́ıme interval spolehlivosti pro σ2

1/σ
2
2.

Obsahuje-li 1, lze (s pravděpodobnost́ı 1− α) považovat rozptyly
za shodné a tento rozptyl odhadovat pomoćı statistiky K jak je
uvedeno v tabulce.



Inteval spolehlivosti pro výběr z dvourozměrného rozděleńı

Necht’ (X1,Y1), . . . , (Xn,Yn) je výběr z rozděleńı

N2

((
µ1

µ2

)
,

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

))
.

Označ́ıme µ = µ1 − µ2 a zavedeme rozd́ılový výběr Zi = Xi − Yi .
Pak statistika T = M−µ

S/
√

n
výběru Z má t-rozděleńı s n − 1 stupni

volnosti, proto jsou hranice intervalu spolehlivosti 1−α pro µ rovny

M ± S√
n

t1−α/2(n − 1).



Př́ıklad

U šesti nových automobil̊u bylo testováno, nakolik se sj́ıžděj́ı
pneumatiky na p̌redńıch kolech. Byly namě̌reny tyto hodnoty
(v mm):

č́ıslo auta 1 2 3 4 5 6

sjet́ı pravé pneu 1,8 1,0 2,2 0,9 1,5 1,6

sjet́ı levé pneu 1,5 1,1 2,0 1,1 1,4 1,4

Předpokládejte, že jde o realizaci náhodného výběru
z dvourozměrného normálńıho rozděleńı a rozhodněte, jestli
nedocháźı k výrazněǰśımu nesymetrickému sj́ıžděńı pneumatik (tj.
sestrojte 95% interval spolehlivosti pro µ = µ1 − µ2).



Řešeńı

Postupně vypočteme: Z = (0, 3;−0, 1; 0, 2;−0, 2; 0, 1; 0, 2),
M = 0, 0833, S = 0, 1941. Pak jsou krajńımi body hledaného 95%
intervalu spolehlivosti
M ± S√

n
t1−α/2(n − 1) = 0, 0833± 0, 1941 · 2, 5706/

√
6, tj.

(−0, 12; 0, 29).
Poznamenejme, že snadno odvod́ıme i ḿıru rizika, se kterou
bychom mohli tvrdit, že je µ1 > µ2, tj. že pravé pneumatiky se
sj́ıžděj́ı v́ıce než levé. Je to takové č́ıslo α, aby p̌ŕıslušný interval
spolehlivosti neobsahoval č́ıslo 0 – v našem p̌ŕıpadě je α = 0, 34,
což je riziko p̌ŕılǐs vysoké.


