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Nahodny vektor

Je-li (Q2, A, P) pravdépodobnostni prostr a Xi, ..., X, na ném
definované nahodné veli¢iny s distribuénimi funkcemi F1,..., Fy,
pak nahodnym vektorem je n-tice X = (Xi,...,X,) s distribu&ni
funkci definovanou vztahem

Fx(xi,...,xn) = P(X1 < x1,..., X5 < Xp).

V tomto kontextu nazyvame F simultanni distribu¢ni funkci
ndhodného vektoru X a F; margindlni distribu¢ni funkci ndhodné
veli¢iny X;.



O0e0000000000
Podobné jako v pfipadé diskrétni nahodné veliiny oznaluje

p(xi,...,xn) pravdépodobnostni funkci diskrétniho nahodného
vektoru X, je-li

Flxa, o) = > - > pltr,. ., tn).

t1<x1 th<Xn

1Obvykle zapisujeme ve statistice vektory do sloupcii, proto bychom spi¥e
méli psat (X, Y)".



O0e0000000000
Podobné jako v pfipadé diskrétni nahodné veliiny oznaluje

p(xi,...,xn) pravdépodobnostni funkci diskrétniho nahodného
vektoru X, je-li

Flxa, o) = > - > pltr,. ., tn).

t1<x1 th<Xn

Funkci fx nazveme hustotou normalniho vektoru X, pokud pro
libovolnou n-tici (xi,...,x,) plati

X1 Xn
Fx(Xl,...,Xn):/ / fx(l’l,...,tn)dtl...dtn.

1Obvykle zapisujeme ve statistice vektory do sloupcii, proto bychom spi¥e
méli psat (X, Y)".



O0e0000000000
Podobné jako v pfipadé diskrétni nahodné veliiny oznaluje

p(xi,...,xn) pravdépodobnostni funkci diskrétniho nahodného
vektoru X, je-li

Flxa, o) = > - > pltr,. ., tn).
t1<x1 th<Xn

Funkci fx nazveme hustotou normalniho vektoru X, pokud pro
libovolnou n-tici (xi,...,x,) plati

X1 Xn
Fx(Xl,...,Xn):/ / fx(l’l,...,tn)dtl...dtn.

Uvéazime-li diskrétni ndhodny vektor (X, Y)!, pak je vztah mezi
sdruZzenym rozd&lenim vektoru (X, Y) a margindlnim rozd&lenim
promenné X ur&en rovnosti P(X = x;) =372 P(X = x;, Y = y;),
kde y1,... tvofi Uplny systém jevi.

1Obvykle zapisujeme ve statistice vektory do sloupcii, proto bychom spi¥e
méli psat (X, Y)".



O0e0000000000
Podobné jako v pfipadé diskrétni nahodné veliiny oznaluje

p(xi,...,xn) pravdépodobnostni funkci diskrétniho nahodného
vektoru X, je-li

Flxa, o) = > - > pltr,. ., tn).

t1<x1 th<Xn

Funkci fx nazveme hustotou normalniho vektoru X, pokud pro
libovolnou n-tici (xi,...,x,) plati

X1 Xn
Fx(Xl,...,Xn):/ / fx(l’l,...,tn)dtl...dtn.

Uvazime-li diskrétni ndhodny vektor (X, Y)!, pak je vztah mezi
sdruZzenym rozd&lenim vektoru (X, Y) a margindlnim rozd&lenim

promenné X ur&en rovnosti P(X = x;) =372 P(X = x;, Y = y;),
kde y1,... tvofi Uplny systém jev(. Vztah pro spojité rozdéleny

1Obvykle zapisujeme ve statistice vektory do sloupcii, proto bychom spi¥e
méli psat (X, Y)T.



Nahodny vektor
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(stochasticka) Nezavislost ndhodnych veli¢in

D¥ive uvedenou definici nezavislosti nahodnych veli¢in Xy, ..., X,
pomoci vztahu

P(X1i=x1,...,Xn =xn) = P(X1 = x1) - P(Xy = xn)
pro libovolné x1, ..., x,, tak miZeme nyni pfepsat pomoci vztahem
mezi sdruzenou distribuéni funkci ndhodného vektoru
X = (Xi,...,X,) a margindlnich distribu€nich funkci ndhodnych
veli¢in Xq,..., Xy

Fx(Xl, . ,Xn) = FXI(XI) cee FX,,(Xn)'



Nahodny vektor
[e]e] Yololelelelelolote}

(stochasticka) Nezavislost ndhodnych veli¢in

D¥ive uvedenou definici nezavislosti nahodnych veli¢in Xy, ..., X,
pomoci vztahu

P(X1i=x1,...,Xn =xn) = P(X1 = x1) - P(Xy = xn)

pro libovolné x1, ..., x,, tak miZeme nyni pfepsat pomoci vztahem
mezi sdruzenou distribuéni funkci ndhodného vektoru

X = (Xi,...,X,) a margindlnich distribu€nich funkci ndhodnych
veli¢in Xq,..., Xy

Fx(Xl, . ,Xn) = FXI(XI) cee FX,,(Xn)'

Hazime dvéma bé&Zznymi kostkami, jako nahodnou veli¢inu X
oznacme soucet bodli na obou kostkach, jako ndahodnou veli¢inu Y
absolutni hodnotu rozdilu. Uréete sdruzené rozdéleni ndhodného
vektoru (X, Y), ob& margindIni rozd&leni a odvod'te, jsou-li X a Y
nezavislé.
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Ciselné charakteristiky ndhodnych vektort

E(X) = (E(X1),...,E(Xy)) se nazyva vektor stfednich hodnot,
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Ciselné charakteristiky ndhodnych vektort

CXnm X1) C(Xm X)) - D(Xn)

varian¢ni (rozptylovd) matice a
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Ciselné charakteristiky ndhodnych vektort

CXnm X1) C(Xm X)) - D(Xn)

varian¢ni (rozptylovd) matice a

je korela&ni matice.



Nahodny vektor
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Ciselné charakteristiky ndhodnych vektort

CXnm X1) C(Xm X)) - D(Xn)

varian¢ni (rozptylovd) matice a

je korela&ni matice.
Snadno je po rozepsani po jednotlivych slozkach vidét, Ze
var(X) = E((X — E(X)) - (X — E(X))")
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UkaZeme na prikladech, Ze pravdépodobnostni struktura
nahodného vektoru (X, Y) neni ur€ena pouze marginalnimi
rozdélenimi veli¢in X a Y. Podstatny je rovnéz pravdépodobnostni
vztah mezi X a Y, ktery je ¢aste¢né popsan nap¥. prostfednictvim
korela&niho koeficientu.



Nahodny vektor
0000®0000000

UkaZeme na prikladech, Ze pravdépodobnostni struktura
nahodného vektoru (X, Y) neni ur€ena pouze marginalnimi
rozdélenimi veli¢in X a Y. Podstatny je rovnéz pravdépodobnostni
vztah mezi X a Y, ktery je ¢aste¢né popsan nap¥. prostfednictvim
korela&niho koeficientu.

P¥iklad
Jsou-li X a Y ndhodné veli¢iny, nabyvajici hodnot 0 a 1, pak

P(X=1,Y =1)— P(X = 1)P(Y = 1) = E(XY) — E(X)E(Y) =
= cov(X, Y).




Nahodny vektor
0000®0000000

UkaZeme na prikladech, Ze pravdépodobnostni struktura
nahodného vektoru (X, Y) neni ur€ena pouze marginalnimi
rozdélenimi veli¢in X a Y. Podstatny je rovnéz pravdépodobnostni
vztah mezi X a Y, ktery je ¢aste¢né popsan nap¥. prostfednictvim
korela&niho koeficientu.

P¥iklad
Jsou-li X a Y ndhodné veli¢iny, nabyvajici hodnot 0 a 1, pak

P(X=1,Y =1)— P(X = 1)P(Y = 1) = E(XY) — E(X)E(Y) =
= cov(X, Y).

Odtud je snadno vidét, Ze pokud jsou X a Y nekorelované, jsou i
nezavislé (coZ obecn& neplati).
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Uved me je$t& priklad, ilustrujici, e nekorelovanost nemusi
implikovat nezavislost:



Nahodny vektor
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Uved me je$t& priklad, ilustrujici, e nekorelovanost nemusi
implikovat nezavislost:

Priklad
Bud'te A a X nezdvislé ndhodné veli¢iny, spliujici X ~ N(0,1) a
P(A=1) = P(A= —1) = 1/2. Polozime-li Y = AX, pak

|
N

P(Y <y) = 5P(X < y)+ 5 P(-X < y) = O(»),

proto ma rovn&z Y rozdéleni N(0,1).




Nahodny vektor
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Uved me je$t& priklad, ilustrujici, e nekorelovanost nemusi
implikovat nezavislost:

Priklad
Bud'te A a X nezdvislé ndhodné veli¢iny, spliujici X ~ N(0,1) a
P(A=1) = P(A= —1) = 1/2. Polozime-li Y = AX, pak

|
N

P(Y <y) = 5P(X < y)+ 5 P(-X < y) = O(»),

proto ma rovn&z Y rozdéleni N(0,1).

Déle cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(AX?) =
E(A)E(X?)=0-1=0, pfitom P(X =Y)=P(X =-Y)=1/2a
X, Y zfejmé nejsou nezavislé.
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P¥iklad

Necht (X, Y) je ndhodny vektor, ktery m3 rovnom&rné rozd&leni
na jednotkovém kruhu K = {(x,y) : x> + y? < 1}. Z¥ejmé je
hustota tohoto rozd&leni rovna 1/7 pro (x,y) € K a 0 jinde a je
rovnéz vidét, Zze X, Y nejsou nezavislé.




Nahodny vektor
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P¥iklad

Necht (X, Y) je ndhodny vektor, ktery m3 rovnom&rné rozd&leni
na jednotkovém kruhu K = {(x,y) : x> + y? < 1}. Z¥ejmé je
hustota tohoto rozd&leni rovna 1/7 pro (x,y) € K a 0 jinde a je
rovn&z vidét, Ze X, Y nejsou nezdvislé. Ozname

R = R(X, Y)a® = &(X, Y) polarni soutadnice ndhodného vektoru
(X, Y) a ur&ime rozd&leni vektoru (R, ®).




Nahodny vektor
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Priklad

Necht (X, Y) je ndhodny vektor, ktery m3 rovnom&rné rozd&leni
na jednotkovém kruhu K = {(x,y) : x> + y? < 1}. Z¥ejmé je
hustota tohoto rozd&leni rovna 1/7 pro (x,y) € K a 0 jinde a je
rovn&z vidét, Ze X, Y nejsou nezdvislé. Ozname

R = R(X, Y)a® = &(X, Y) polarni soutadnice ndhodného vektoru
(X, Y) a ur&ime rozd&leni vektoru (R, ®).
Pro0<nrn<1lal0<y; <27 je

|
N

1
P(R<n,®<g)=—n 3;01 -

P1
= / / —2rdgpdr

Hustota je tedy rovna f(r,p) = Zpro0<r<1,0<¢p<27ma
rovna 0 vsude jinde.
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P¥iklad (pokr.)

Margindlni hustoty g(r) a h(p) veli¢in R a ® se nyni snadno
dopoctou:

0 27 r
g(r)Z/ f(mp)dsoz/ —dp=2r
0 T

—0o0

h()—/oof(r )dr—/lrdr—l
p) = p)dr= | Tdr=or

—00
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P¥iklad (pokr.)
Margindlni hustoty g(r) a h(p) veli¢in R a ® se nyni snadno

dopoctou:
o) 27 r
g(r)Z/ f(mp)dsoz/ —dp =2r
0 T

—0o0

h()—/oof(r )dr—/lrdr—l
p)= | flre)dr= | —dr=7"

Velitina @ ma rovnomérné rozdéleni (0, 27), odkud E(®) =7 a
D(®) = 72 /3, snadno rovn&? odvodime E(R) = 2/3,
D(R) =1/18.
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P¥iklad (pokr.)

Margindlni hustoty g(r) a h(p) veli¢in R a ® se nyni snadno
dopoctou:

0 27 r
g(r)Z/ f(mp)dsoz/ —dp=2r
0 T

—0o0

h()—/oof(r )dr—/lrdr—l
p)= | flre)dr= | —dr=7"

Velitina @ ma rovnomérné rozdéleni (0, 27), odkud E(®) =7 a
D(®) = 72 /3, snadno rovn&? odvodime E(R) = 2/3,

D(R) =1/18.

V&imn&me si ale zejména, Ze f(r,p) = g(r)h(p), coz znamend
nezdvislost veli¢in R a &.
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Vlastnosti charakteristik nahodného vektoru

Pro nahodné vektory X, Y stejné dimenze, konstantni matici B a

konstantni vektor a (odpovidajicich dimenzi) plati
o E(X+Y)=EX)+E(Y),




Nahodny vektor
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Vlastnosti charakteristik nahodného vektoru

Pro nahodné vektory X, Y stejné dimenze, konstantni matici B a
konstantni vektor a (odpovidajicich dimenzi) plati

o E(X+Y)=EX)+E(Y),
e E(a+ BX)=a+ B E(X),




Nahodny vektor
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Vlastnosti charakteristik nahodného vektoru

Pro nahodné vektory X, Y stejné dimenze, konstantni matici B a
konstantni vektor a (odpovidajicich dimenzi) plati

o E(X+Y)=E(X)+E(Y),
e E(a+ BX)=a+ B E(X),
e var(a+ B - X) = Bvar(X)BT .
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Vlastnosti charakteristik nahodného vektoru

Pro nahodné vektory X, Y stejné dimenze, konstantni matici B a
konstantni vektor a (odpovidajicich dimenzi) plati

o E(X+Y)=E(X)+E(Y),
e E(a+ BX)=a+ B E(X),
e var(a+ B - X) = Bvar(X)BT .
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Vlastnosti charakteristik nahodného vektoru

Pro nahodné vektory X, Y stejné dimenze, konstantni matici B a
konstantni vektor a (odpovidajicich dimenzi) plati

o E(X+Y)=E(X)+E(Y),
e E(a+ BX)=a+ B E(X),
e var(a+ B - X) = Bvar(X)BT .

Diikaz.

Diikaz vyplyva z vlastnosti ndhodnych veli¢in a ze vztahu
var(X) = E((X — E(X))(X — E(X))T). Ol

| \




Nahodny vektor
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Mnohorozmé&rné normalni rozdéleni

Necht jsou slozky ndhodného vektoru Z = (Zy, ..., Z,) nezavislé a
mayji rozdéleni Z; ~ N(0,1), ddle necht Q je ortonormdini matice
¥adu n. Pak jsou rovn&? sloZky ndhodného vektoru U = QT Z
nezavislé a kaZdd ma rozdé&leni N(0, 1).

M3 tedy U (stejn& jako Z) nulovou st¥edni hodnotu a jednotkovou
varianéni matici a oba vektory jsou zobecnénim normovaného
normalniho rozdéleni. V nasledujici definice zavedeme zobecnéni
normalniho rozdéleni s obecnymi parametry:



Nahodny vektor
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Mnohorozmé&rné normalni rozdéleni

Necht jsou slozky ndhodného vektoru Z = (Zy, ..., Z,) nezavislé a
mayji rozdéleni Z; ~ N(0,1), ddle necht Q je ortonormdini matice
¥adu n. Pak jsou rovn&? sloZky ndhodného vektoru U = QT Z
nezavislé a kaZdd ma rozdé&leni N(0, 1).

M3 tedy U (stejn& jako Z) nulovou st¥edni hodnotu a jednotkovou
varianéni matici a oba vektory jsou zobecnénim normovaného
normalniho rozdéleni. V nasledujici definice zavedeme zobecnéni
normalniho rozdéleni s obecnymi parametry:

Necht jsou slozky ndhodného vektoru Z = (Zi, ..., Z,) nezdvislé a
maji rozd&leni Z; ~ N(0,1) a necht a € R™ je vektor konstant a B
konstantni matice typu m x n. Ozna¢me déle V = V - BT. Pak
fekneme, Ze ndhodny vektor U = a+ B - Z ma m-rozmérné
normalni rozdéleni N,,(a, V).



Pomoci vlastnosti charakteristik snadno spo&itame, Ze
E(U) = a,var(U) = V = BB . Pokud je matice V regularni, pak
existuje hustota nahodného vektoru a je tvaru

Flu, ... um)=(r)" ™2V Y2 exp (—;(u —a) v iu-— a)) .
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000000000080

Pomoci vlastnosti charakteristik snadno spo&itame, Ze
E(U) = a,var(U) = V = BBT. Pokud je matice V regularni, pak
existuje hustota nahodného vektoru a je tvaru

Flu, ... um)=(r)" ™2V Y2 exp <—;(u —a) v iu-— a)) .

Pro dvahy ve statistice je dllezitd nasledujici véta.

Necht ma vektor U rozdé&leni Ny,(a, V), necht ¢ € R¥ a matice D
typu k X m jsou konstanty. Pak ma ¢ + D - U k-rozmérné normdini
rozdé&leni Ny (c + Da, DVDT).
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Pomoci vlastnosti charakteristik snadno spo&itame, Ze
E(U) = a,var(U) = V = BBT. Pokud je matice V regularni, pak
existuje hustota nahodného vektoru a je tvaru

Flu, ... um)=(r)" ™2V Y2 exp <—;(u —a) v iu-— a)) .

Pro dvahy ve statistice je dllezitd nasledujici véta.
Véta
Necht ma vektor U rozdé&leni Ny,(a, V), necht ¢ € R¥ a matice D

typu k X m jsou konstanty. Pak ma ¢ + D - U k-rozmérné normdini
rozdé&leni Ny (c + Da, DVDT).

Diikaz.

Vyjad¥ime-li matici V = BB, dostidvame

c+DU=c+ D(a+ BZ) =(c+ Da)+ (DB)Z =
~ Ni(c+ Da,DBB"DT).
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Specialn& je tedy margindlni rozd&leni podvektoru vektoru

s mnohorozmérnym normdlnim rozdélenim opét mnohorozmérné
normalni a je-li navic D jednofadkovd matice, dostdvame, Ze
libovolna linedrni funkce takového vektoru ma normalni rozdéleni.
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Specialn& je tedy margindlni rozd&leni podvektoru vektoru

s mnohorozmérnym normdlnim rozdélenim opét mnohorozmérné
normalni a je-li navic D jednofadkovd matice, dostdvame, Ze
libovolna linedrni funkce takového vektoru ma normalni rozdéleni

P¥ipomeiime jesté jednou rozdéleni odvozena od normalniho:

rozdéleni | transformace | stfedni hodnota rozptyl
N(p,0?) p+oZ 1 o’
(k) | XE=Y0, 72 k 2k
t(k) Ik 0 k/(k —2)
x2 /k 2m?(k+m—2
F(k, m) — m/(m—2) | g2,
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Plan prednéasky

© Nahodny vybér



N&dhodny vybé&r
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Nahodnym vybé&rem rozsahu n rozumime n-tici nezavislych a
stejné rozdélenych nihodnych veli¢in X, ..., X, ~ Fx(x).




N&dhodny vybé&r
©00000000

Nahodnym vybé&rem rozsahu n rozumime n-tici nezavislych a
stejné rozdélenych nihodnych veli¢in X, ..., X, ~ Fx(x).
Nahodnym vybérem rozsahu n s p-rozmérného rozdéleni
rozumime n-tici nezavislych a stejné rozdélenych p-rozmérnych
ndhodnych vektord.




N&dhodny vybé&r
©00000000

Nahodnym vybé&rem rozsahu n rozumime n-tici nezavislych a
stejné rozdélenych nihodnych veli¢in X, ..., X, ~ Fx(x).
Nahodnym vybérem rozsahu n s p-rozmérného rozdéleni
rozumime n-tici nezavislych a stejné rozdélenych p-rozmérnych
ndhodnych vektord.

V matematické statistice ¢asto pracujeme s transformacemi
nahodného vyb&ru, takovym ndhodnym veli¢indm (p¥ip. vektortim)
fikdme statistiky. V ndsledujicim zavedem nékolik dilezitych
statistik a ukaZeme jejich souvislost s &iselnymi charakteristikami
ndhodnych veliin.
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Zakladni statistiky

Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r. Statistiku

1 n
M:ni;x,-

nazyvame vybérovy pramér, statistiku

L Zn:(x,-—M)2

 n—1+¢
i=1

vyb&rovy rozptyl a statistiku S = V' S? vyb&rova smérodatna
odchylka. Analogicky se definuji i vybérova kovariance, p¥ip.
vybérovy korelaéni koeficient pro dvourozmérny nahodny vybér.




N&dhodny vybé&r
00®000000

Vlastnosti statistik

ProtoZe jsou uvedené statistiky ndhodnymi veli¢inami, Ize se
pFirozené ptat po jejich &iselnych charakteristikach.

Necht X1, ..., X, je ndhodny vyb&r rozsahu n z rozdéleni se stFedni

hodnotou i a rozptylem o . Pak plati:
o E(M) =y,
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Vlastnosti statistik

ProtoZe jsou uvedené statistiky ndhodnymi veli¢inami, Ize se
pFirozené ptat po jejich &iselnych charakteristikach.

Necht X1, ..., X, je ndhodny vyb&r rozsahu n z rozdéleni se stFedni
hodnotou i a rozptylem o . Pak plati:
o E(M) =y,

e D(M) = var(M) = o?/n,
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Vlastnosti statistik

ProtoZe jsou uvedené statistiky ndhodnymi veli¢inami, Ize se
pFirozené ptat po jejich &iselnych charakteristikach.

Necht X1, ..., X, je ndhodny vyb&r rozsahu n z rozdéleni se stFedni
hodnotou i a rozptylem o . Pak plati:
o E(M) =y,

e D(M) = var(M) = o?/n,
o E(S?) =02
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o
Diikaz.

Ukazeme jen (nejsloZit&jsi) 3. tvrzeni.
Snadno se odvodi, Ze plati

DX — )P = (Xi = M)* + n(M — ).
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Dikaz
Ukazeme jen (nejsloZit&jsi) 3. tvrzeni.
Snadno se odvodi, Ze plati

DX — )P = (Xi = M)* + n(M — ).

|

Proto je
E(S?) = == E(3 (X — p)? = ——E(M — )* =
1 n
=71 Zvar(X,-) ) var(M) =
w2 1 5 2

O]
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V predchozi vété jsme ukazali, Ze vyb&rovy primér M spliiuje
E(M) = p, jehostfedni hodnota tedy rovna odhadovanému
parametru . V takovém pFipad€ fikdme, Ze statistika M je
nestrannym odhadem parametru pu.
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V predchozi vété jsme ukazali, Ze vyb&rovy primér M spliiuje
E(M) = p, jehostfedni hodnota tedy rovna odhadovanému
parametru . V takovém pFipad€ fikdme, Ze statistika M je
nestrannym odhadem parametru pu.

Podobn& jsme vid&li, e S? je nestrannym odhadem parametru o2
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V predchozi vété jsme ukazali, Ze vyb&rovy primér M spliiuje
E(M) = p, jehostfedni hodnota tedy rovna odhadovanému
parametru . V takovém pFipad€ fikdme, Ze statistika M je
nestrannym odhadem parametru pu.

Podobn& jsme vid&li, e S? je nestrannym odhadem parametru o2.
Vsimnéme si rovnéz, Ze ,,pfirozenéji” definovana statistika

IS (X — M) neni nestrannym odhadem o2, jeji stfedni hodnota
je totiz == 1
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V predchozi vété jsme ukazali, Ze vyb&rovy primér M spliiuje
E(M) = p, jehostfedni hodnota tedy rovna odhadovanému
parametru . V takovém pFipad€ fikdme, Ze statistika M je
nestrannym odhadem parametru pu.

Podobn& jsme vid&li, e S? je nestrannym odhadem parametru o2.
Vsimnéme si rovnéz, Ze ,,pfirozenéji” definovana statistika

157 (Xi — M)? nenf nestrannym odhadem o2, jejf sttedni hodnota

je totiz = 10 Rozmyslete si, je-li S nestrannym odhadem

smerodatne odchylky o.
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
o M~ N(u,0%/n), a tedy U= (M — p)/(c//n) ~ N(O,1).
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.

© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o K= (n-1)5%/0% ~ x*(n—1).
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.

© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o K= (n-1)5%/0% ~ x*(n—1).

o (X — p)2/0? ~ x3(n).
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).
o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o K= (n-1)5%/0% ~ x*(n—1).
o Y (Xi —u)?/a® ~x*(n).
T=(M—p)/(S/Vn) ~t(n—1).
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).
o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o K= (n-1)5%/0% ~ x*(n—1).
o Y (Xi —u)?/a® ~x*(n).
T=(M—p)/(S/Vn) ~t(n—1).
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).
o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o K= (n-1)5%/0% ~ x*(n—1).
o Y (Xi —u)?/a® ~x*(n).
T=(M—p)/(S/Vn) ~t(n—1).

Poznamka

K odhadu p, zndme-li 0, sloui U, v opaéném p¥ipadé T.

N
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

UvaZme nyni specidlni p¥ipad, kdy je Xi, ..., X, ndhodny vybér z
normalniho rozd&leni N(u,o?).

o M a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
© M~ N(u,0?/n), atedy U= (M —pu)/(c/+/n) ~ N(0,1).
o K= (n-1)5%/0% ~ x*(n—1).
o S(Xi — 1)2/0? ~ x(n).
T=(M—p)/(S/Vn) ~t(n—1).

Poznamka

K odhadu p, zndme-li 0, sloui U, v opaéném p¥ipadé T.

K odhadu o2, nezndme-li u, slou#i K, v opa&ném pFipad&
nasledujici (bezejmennd?) statistika, kterd je vlastné statistikou K,
v niz misto odhadu M pouZijeme p¥imo u.

N
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Diikaz.

PoloZme Z; = (X; — u)/o, coZ jsou zfejmé& nezavislé ndhodné
veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim. Zrejmé je

X =a+ oE,Z, kde a je vektor samych p, a proto ma podle
predchoziho X mnohorozmérné normalini rozdéleni a je-li ddle d
vektor ze samych 1/n, pak ma nahodna velitina M = d7 X
(jednorozmé&rné) normdlini rozd&leni se sttedni hodnotou d"a =
a rozptylem d7o?E,d = 0% /n.
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Diikaz.

PoloZme Z; = (X; — u)/o, coZ jsou zfejmé& nezavislé ndhodné
veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim. Zrejmé je

X =a+ oE,Z, kde a je vektor samych p, a proto ma podle
predchoziho X mnohorozmérné normalini rozdéleni a je-li ddle d
vektor ze samych 1/n, pak ma nahodna velitina M = d7 X
(jednorozmé&rné) normdlini rozd&leni se sttedni hodnotou d"a =
a rozptylem d7o?E,d = 0% /n.

Ostatni tvrzeni se dokaZou obdobné. Ol
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Ptiklad

V roce 1951 bylo rozsahlym statistickym prizkumem zjisténo, ze
stfedni hodnota vysky desetiletych chlapci je 136,1 cm se
smérodatnou odchylkou o = 6,4 cm.
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000000080

Ptiklad

V roce 1951 bylo rozsahlym statistickym prizkumem zjisténo, ze
stfedni hodnota vysky desetiletych chlapci je 136,1 cm se
smérodatnou odchylkou o = 6,4 cm.

V roce 1961 byla zjisténa vyska pouze u 15 ndhodné vybranych
chlapct:

130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Otazkou je, zda se v porovnani s rokem 1951 zménila st¥edni vyska
chlapcli, pokud ptedpokladame, Ze variabilita vySek se v rliznych
generacich pFili§ neméni.
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Regeni

Vzhledem k tomu, Ze zakladni soubor vSech desetiletych chlapci je
rozsahly, Ize zminéna data povaZovat za ndhodny vybér?. Zjistime,
ze M = 139,133, n = 15 a s vyuzitim statitstiky U dostdvame, Ze s
95% pravdépodobnosti leZi hodnota p v intervalu

(M —1,960/+/n; M 41,965 /+/n) = (135,9; 142, 4).

Protoze i stfedni hodnota vySek z roku 1951 leZi v tomto intervalu,
nema vazny divod tvrdit, Ze se stfedni vyska zménila.
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Regeni

Vzhledem k tomu, Ze zakladni soubor vSech desetiletych chlapci je
rozsahly, Ize zminéna data povaZovat za ndhodny vybér?. Zjistime,
ze M = 139,133, n = 15 a s vyuzitim statitstiky U dostdvame, Ze s
95% pravdépodobnosti leZi hodnota p v intervalu

(M —1,960/+/n; M 41,965 /+/n) = (135,9; 142, 4).

Protoze i stfedni hodnota vySek z roku 1951 leZi v tomto intervalu,
nema vazny divod tvrdit, Ze se stfedni vyska zménila. Pokud
bychom ovSem pfFipustili vy$8i moznost omylu a stanovili interval se
spolehlivosti pouze 90%, pak bychom na této hladiné hypotézu, Ze
stfedni vyska se zménila, pfijali — interval je nyni (136,41;141,85).
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Regeni

Vzhledem k tomu, Ze zakladni soubor vSech desetiletych chlapci je
rozsahly, Ize zminéna data povaZovat za ndhodny vybér?. Zjistime,
ze M = 139,133, n = 15 a s vyuzitim statitstiky U dostdvame, Ze s
95% pravdépodobnosti leZi hodnota p v intervalu

(M —1,960/+/n; M 41,965 /+/n) = (135,9; 142, 4).

Protoze i stfedni hodnota vySek z roku 1951 leZi v tomto intervalu,
nema vazny divod tvrdit, Ze se stfedni vyska zménila. Pokud
bychom ovSem pfFipustili vy$8i moznost omylu a stanovili interval se
spolehlivosti pouze 90%, pak bychom na této hladiné hypotézu, Ze
stfedni vySka se zménila, p¥ijali — interval je nyni (136,41;141,85).
Podobné, pokud nas zajima pouze dolni odhad stfedni hodnoty
vy%ek chlapct (a vibec tedy nep¥ipoustime moZnost, Ze by se
stfedni vyska sniZila), pak s 95% pravd&podobnosti je stfedni vyska
vétsi neZ 136,41, a tedy nyni opét pfijimame hypotézu, Ze se
stredni vyska zvysila.
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