
Testováńı hypotéz
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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák, Drsná matematika, e-text.
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Testováńı hypotéz

Motivačńı úvod

Testováńı hypotéz umožňuje na základě náhodného výběru s danou
pravděpodobnost́ı ově̌rovat domněnky o rozděleńı, z něhož pocháźı
daný náhodný výběr.

Hypotézou budeme rozumět nějaké tvrzeńı o
parametrech tohoto rozděleńı.

Definice

H0 . . . nulová hypotéza (nap̌r. θ = c , kde c vyjaďruje naši
domněnku o hodně parametru θ)
H1 . . . (oboustranná) alternativńı hypotéza (obvykle negace nulové)
Testováńım H0 oproti alternativńı hypotéze rozuḿıme postup
založený na náhodném výběru, s jehož pomoćı platnost H0

zaḿıtneme nebo nezaḿıtneme (= p̌ripoušt́ıme).
Chyba 1. druhu . . . H0 plat́ı a my ji zaḿıtneme (závažněǰśı)
Chyba 2. druhu . . . H0 neplat́ı a my ji nezaḿıtneme
Pravděpodobnost chyby 1. druhu se nazývá hladina významnosti
(α, obvykle α = 0, 05), pravděpodobnost chyby 2. druhu se znač́ı β
a č́ıslo 1− β se nazývá śıla testu.
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domněnku o hodně parametru θ)
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Chyba 1. druhu . . . H0 plat́ı a my ji zaḿıtneme (závažněǰśı)
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Pravděpodobnost chyby 1. druhu se nazývá hladina významnosti
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Definice
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Chyba 2. druhu . . . H0 neplat́ı a my ji nezaḿıtneme
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Testováńı hypotéz

Způsoby testováńı nulové hypotézy

1 pomoćı intervalu spolehlivosti

2 pomoćı kritického oboru
3 pomoćı tzv. p−hodnoty (p-value)

Interval spolehlivosti Na základě realizace náhodného výběru
sestroj́ıme 100(1− α)% interval spolehlivosti pro
neznámý parametr θ a zjist́ıme, zda c paťŕı do tohoto
intervalu. Pokud ano, hypotézu H0 nezaḿıtáme
(v opačném p̌ŕıpadě zaḿıtáme) na hladině
významnosti α.

Kritický obor Stanoveńı kritického oboru je postup do jisté ḿıry
obrácený. Nejprve (i bez náhodného výběru) zvoĺıme
vhodnou statistiku T a množinu hodnot, jichž může
T nabývat, rozděĺıme na dvě disjunknt́ı podmnožiny:
obor nezaḿıtnut́ı H0 (znač́ıme V ) a kritický obor
W (obor zaḿıtnut́ı H0). Pokud realizace T padne do
W , pak H0 zaḿıtneme, jinak nezaḿıtáme.
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3 pomoćı tzv. p−hodnoty (p-value)

Interval spolehlivosti Na základě realizace náhodného výběru
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významnosti α.
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3 pomoćı tzv. p−hodnoty (p-value)

Interval spolehlivosti Na základě realizace náhodného výběru
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Testováńı hypotéz

Stanoveńı kritického oboru na hladině α

Pro statistiku T (testové kritérium) stanov́ıme obor nezaḿıtnut́ı V
jako interval, jehož hraničńı body tvǒŕı kvantil α/2 a 1− α/2,
odtud je

W = (−∞,F−1(α/2)) ∪ (F−1(1− α/2),∞).
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Způsoby testováńı nulové hypotézy

p-hodnota Testováńı pomoćı p-hodnoty se jednoduchý test,
umožněný rozš́ı̌reńım statistických baĺık̊u. p-hodnota
udává nejnižš́ı možnou hladinu významnosti, p̌ri ńıž
H0 zaḿıtáme. Je-li p-hodnota > α, hypotézu H0

nezaḿıtáme, pro p-hodnotu menš́ı než α, hypotézu
zaḿıtneme.

p-hodnota se stanov́ı rovněž se znalost́ı konkrétńı
realizace t0 statistiky T náhodného výběru jako

p = 2 min{P(T ≤ t0),P(T ≥ t0)}.
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realizace t0 statistiky T náhodného výběru jako
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Testováńı hypotézy proti jednostranné alternativě

Je-li H0 hypotéza θ = c, pak levostranná alternativńı hypotéza je
tvrzeńı θ < c , pravostranná alternativńı hypotéza je tvrzeńı θ > c .

Volba typu alternativńı hypotézy vyplývá z konkretńı situace.

Př́ıklad

V p̌redmětu Matematika 3 psali studenti ṕısemku rozděleńı na
2 skupiny. Hypotéza H0 : obě zadáńı maj́ı stejnou pr̊uměrnou
obt́ıžnost je testována oproti oboustranné alternativńı
hypotéze zadáńı nejsou stejně obt́ıžná.

V p̌redmětu Matematika 3 se ďŕıve po studentech
nevyžadovalo řešeńı domáćıch úloh. Toto bylo nyńı nově
zavedeno s ćılem dosažeńı lepš́ıch výsledk̊u student̊u u
závěrečné zkoušky.
V tomto p̌ŕıpadě žrejmě použijeme nulovou hypotézu H0 :
výsledné bodové hodnoceńı se nezlepšilo oproti pravostranné
alternativńı hypotéze H1 : bodový výsledek student̊u se zlepšil
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obt́ıžnost je testována oproti oboustranné alternativńı
hypotéze zadáńı nejsou stejně obt́ıžná.

V p̌redmětu Matematika 3 se ďŕıve po studentech
nevyžadovalo řešeńı domáćıch úloh. Toto bylo nyńı nově
zavedeno s ćılem dosažeńı lepš́ıch výsledk̊u student̊u u
závěrečné zkoušky.
V tomto p̌ŕıpadě žrejmě použijeme nulovou hypotézu H0 :
výsledné bodové hodnoceńı se nezlepšilo oproti pravostranné
alternativńı hypotéze H1 : bodový výsledek student̊u se zlepšil



Testováńı hypotéz

Jednoduchý p̌ŕıklad

Př́ıklad

Náš protivńık hodil 60x kostkou a padla mu 16x šestka. Testujme
na hladině významnosti α = 0, 05 nulovou hypotézu H0 : kostka
neńı upravená oproti jednostranné alternativńı hypotézeH1 : kostka
je upravená tak, aby padalo v́ıce šestek.

Řešeńı

Statistika T (počet šestek) ma rozděleńı T ∼ Bi(60, 1/6). Kritický
obor je dán 95. percentilem tohoto rozděleńı. Snadno vypočteme,
že P(T > 14) = 0, 065 a P(T > 15) = 0, 034, proto p−hodnota
rovna 0,034 (nebo jinými slovy: kritickým oborem na hladině 0,05
je interval 〈16,∞). Hypotézu H0 tedy zaḿıtáme – na hladině 0, 05
můžeme tvrdit, že kostka je upravená.
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Testováńı hypotéz

Jednoduchý p̌ŕıklad – pokr.

Řešeńı (pomoćı aproximace)

Porovnejme p̌redchoźı řešeńı p̌ŕıkladu s řešeńım, p̌ri kterém
využijeme aproximaci pomoćı de Moive-Laplaceovy věty. Náhodnou
veličinu

X =
T − 10√

50/6

lze považovat za veličinu maj́ıćı normálńı rozděleńı N(µ, σ2) s
jednotkovým rozptylem σ2 = 1, testovat budeme hypotézu µ = 0.

Kritickým oborem N(0, 1) je interval (1, 65,∞) (stále uvažujeme
pravostranou alternativu). Přitom pro realizaci statistiky X plat́ı
x = (16− 10)/

√
50/6 ≈ 2, 08 a hypotézu tedy opět zaḿıtáme.

Jednostranným intervalem spolehlivosti pro X je
((2, 08− 1, 65)/

√
60,∞) a protože do něj nepaťŕı hodnota 0

zaḿıtáme nulovou hypotézu (všimněte si, že v obou p̌ŕıpadech
rozhodlo porovnáńı 1, 65 < 2, 08).
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Testováńı hypotéz

Jednoduchý p̌ŕıklad – pokr.

Řešeńı (pomoćı aproximace a p-hodnoty )

Určeme nejmenš́ı pravděpodobnost p, p̌ri ńıž stále ještě zaḿıtáme
nulovou hypotézu µ = 0 oproti pravostranné hypotéze µ > 0 (tj.
p-hodnotu). Má-li X rozděleńı N(0, 1), pak
p = P(X ≥ 2, 08) = 1− 0, 981 = 0, 019.

Protože je α = 0, 05 > 0, 019, opět hypotézu zaḿıtáme.
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Testováńı hypotéz

Základńı testy hypotéz o parametrech normálńıho rozděleńı

Podobně jako statistiky p̌ri konstrukci interval̊u spolehlivosti jsou i
základńı testy standardizované (neńı divu, jak jsme viděli, jde o
úzce propojené pojmy).

z-test Necht’ je X1, . . . ,Xn náhodný výběr z rozděleńı
N(µ, σ2) se známým σ2 a n ≥ 2. Test H0 : µ = c
proti alternativńı hypotéze µ 6= c se nazývá z-test.

jednovýběrový t-test Necht’ je X1, . . . ,Xn náhodný výběr z
rozděleńı N(µ, σ2) s neznámým σ2 a n ≥ 2. Test
H0 : µ = c proti alternativńı hypotéze µ 6= c se
nazývá jednovýběrový t-test.

dvouvýběrový t-test Necht’ je X11, . . . ,Xm1 náhodný výběr z
rozděleńı N(µ1, σ

2) a X12, . . . ,Xn2 na něm nezávislý
náhodný výběr z rozděleńı N(µ2, σ

2) s m, n ≥ 2 a
neznámým σ2. Test H0 : µ1 − µ2 = c proti
H1 : µ1 − µ2 6= c se nazývá dvouvýběrový t-test.
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úzce propojené pojmy).
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jednovýběrový t-test Necht’ je X1, . . . ,Xn náhodný výběr z
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Testováńı hypotéz

Základńı testy hypotéz o parametrech normálńım rozděleńı

párový t-test Necht’ je (X1,Y1)T , . . . , (Xn,Yn) výběr z rozděleńı

N

(
µ1

µ2
,
σ2

1 σ12

σ2
12 σ2

2

)
s n ≥ 2 a neznámými parametry. Test
H0 : µ1 − µ2 = c oproti H1 : µ1 − µ2 6= c se nazývá
párový t-test.

F-test Necht’ je X11, . . . ,Xm1 náhodný výběr z rozděleńı
N(µ1, σ

2
1) a X12, . . . ,Xn2 na něm nezávislý náhodný

výběr z rozděleńı N(µ2, σ
2
2) s m, n ≥ 2. Test

H0 : σ2
1/σ

2
2 = 1 proti H1 : σ2

1/σ
2
2 6= 1 se nazývá

F-test.

test rozptylu Necht’ je X1, . . . ,Xn náhodný výběr z N(µ, σ2)
s neznámým µ a n ≥ 2. Test H0 : σ2 = c proti
H1 : σ2 6= c se nazývá test o rozptylu.
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Testováńı hypotéz

Kritický obor test̊u normálńıho rozděleńı

z-test |(M − c)/(σ/
√

n)| ≥ u1−α/2

jednovýběrový t-test |(M − c)/(S/
√

n)| ≥ t1−α/2(n − 1)

dvouvýběrový t-test ∣∣∣∣∣∣M1 −M2 − c

S∗

√
1
m + 1

n

∣∣∣∣∣∣ ≥ t1−α/2(m + n − 2)

párový t-test sestrojeńım rozd́ılu Zi = Xi − Yi a µ = µ1 − µ2

úlohu p̌redvedeme na jednovýběrový t− test

F-test S2
1/S2

2 ≤ Fα/2(m − 1, n − 1) nebo
S2

1/S2
2 ≥ F1−α/2(m − 1, n − 1)

test rozptylu (n − 1)S2/c ≤ χ2
α/2(n − 1) nebo

(n − 1)S2/c ≥ χ2
1−α/2(n − 1)
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dvouvýběrový t-test ∣∣∣∣∣∣M1 −M2 − c

S∗

√
1
m + 1

n

∣∣∣∣∣∣ ≥ t1−α/2(m + n − 2)
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jednovýběrový t-test |(M − c)/(S/
√

n)| ≥ t1−α/2(n − 1)

dvouvýběrový t-test ∣∣∣∣∣∣M1 −M2 − c

S∗

√
1
m + 1

n

∣∣∣∣∣∣ ≥ t1−α/2(m + n − 2)
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Testováńı hypotéz

Komplexńı p̌ŕıklad na dvouvýběrový t-test

Př́ıklad

Uvažme bodové výsledky student̊u z 2. terḿınu zkoušky p̌redmětu
MB103, p̌ričemž výsledky test̊u skupiny A a skupiny B považujme
za dva nezávislé výběry z normálńıho rozděleńı. Úkolem je zjistit,
jestli výsledky některé ze skupin byly statisticky významně hořśı.
Testujme nulovou hypotézu H0 : µ1 − µ2 = 0 oproti alternativńı
hypotéze H1 : µ1 6= µ2.

Řešeńı

Nejprve pomoćı F-testu otestujeme hypotézu o stejných
rozptylech, v p̌ŕıpadě úspěchu poté použijeme dvouvýběrový t-test.
Vypočteme základńı statistiky:

rozsah výb. pr̊uměr výb. rozptyl

A 65 10,48 22,49
B 64 7,21 29,75
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Testováńı hypotéz
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Testováńı hypotéz

Řešeńı (Komplexńı p̌ŕıklad na dvouvýběrový t-test (pokr.))

Dostáváme S2
1/S2

2 = 0, 76 a protože F (0, 025; 64; 63) = 0, 61,
nezaḿıtáme hypotézu o rovnosti rozptyl̊u.

O tomtéž se
p̌resvědč́ıme i vypočteńım intervalu spolehlivosti(

S2
1/S2

2

F1−α/2(m − 1, n − 1)
,

S2
1/S2

2

Fα/2(m − 1, n − 1)

)
≈ (0, 46; 1, 24),

v němž lež́ı testovaný pod́ıl rozptyl̊u 1.
Budeme tedy dále s výběry pracovat s p̌redpokladem, že maj́ı
stejný rozptyl a použijeme dvouvýběrový t-test.
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Řešeńı (Komplexńı p̌ŕıklad na dvouvýběrový t-test (pokr.))

Vypočteme vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u

S2
∗ =

(m − 1)S2
1 + (n − 1)S2

2

m + n − 2
≈ 5, 112,

dále M1 −M2 = 3, 27.

V tabulkách najdeme hodnotu
t0,975(65 + 64− 2) = 1, 98, a protože

T =
M1 −M2

S∗

√
1

65 + 1
64

≈ 3, 64,

docháźıme k závěru, že můžeme hypotézu o stejné sťredńı hodnotě
obou rozděleńı (tj. hypotézu µ1 = µ2) zaḿıtnout (nebot’

3, 64 > 1, 98).Toto opět ově̌ŕıme výpočtem intervalu spolehlivosti,
který má sťred v M1 −M2 a velikost rovnou dvojnásobku

S∗

√
1
m + 1

n t1−α/2(m + n − 2) ≈ 1, 78, proto je interval

spolehlivosti (1, 49; 5, 05).



Testováńı hypotéz
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t0,975(65 + 64− 2) = 1, 98, a protože

T =
M1 −M2

S∗

√
1

65 + 1
64

≈ 3, 64,
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S∗

√
1
m + 1

n t1−α/2(m + n − 2) ≈ 1, 78, proto je interval

spolehlivosti (1, 49; 5, 05).


	Testování hypotéz

