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Opakovani minulé prednasky

e grupoid (G, ) je mnoZina G s bindrni operaci -

e pologrupa (G, ) je mnoZina G s asociativni bindrni operaci -

e monoid (G, ) je pologrupa (G, -) s jednotkovym (neutrdlnim)
prvkem!?

e grupa (G, -) je monoid, ve kterém m3 kazdy prvek inverzi

e komutativni grupa (grupoid, pologrupa, monoid apod.), je
takovéa grupa (grupoid, ...), Ze operace - je komutativni. Casto
se v pFipadé komutativnich grup setkate rovnéZ s pojmem
abelovska grupa.

Poznamka k nejednoznacnosti terminologie.

'Radgji ne¥ jednotka pouZivejme jednotkovy prvek — dévod uvidime

pozd&ji. N&kdy se tomuto prvku rovn&z ¥ika jedniZka.
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PFilis stru¢na exkurze do univerzalni algebry

Bystii studenti algebry si brzy povSimnou, Ze se mnohé pojmy a
dlkazy opakuji pro riizné situace. Skutetn& se ukazuje, Ze zakladni
pojmy a tvrzeni je mozné zavést a dokdzat obecn& pomoci
univerzalni algebry (pFip. jest& obecngji v tzv. teorii kategorii).
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Podpologrupy a podgrupy

Je-li (A, ) grupa (pfipadné& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavfena vi(ci ziZeni operace - a zaroveii je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A, ) grupa (pfipadng& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavfena v(¢i ziZeni operace - a zaroveii je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).

Definice

Zobrazeni f : (G,-) — (H, o) mezi dv&mi grupami (G,-) a (H,o)
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje nasobeni, tj.
pro vdechny prvky a, b € G plati

f(a-b)="f(a)of(b).

Pov&imn&me si, Ze nasobeni vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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P¥imo z definice se snadno ov&F nasledujici vlastnosti
homomorfism:

Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati
@ obraz jednotky ec € G je jednotka v H
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P¥imo z definice se snadno ov&F nasledujici vlastnosti
homomorfism:

Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati
@ obraz jednotky ec € G je jednotka v H
@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
Q@ vzorem f~1(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.

Q jeli f zdroven bijekci, pak i inverzni zobrazeni =1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé tehdy, kdyZ f=(ey) = {ec}.
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Definice

Podgrupa, ktera je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu 7 a znacime ji ker f. Bijektivni
homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znalime

G = H).

Poznamka

Podobng jako v teorii grafii jsou i v algeb¥e izomorfni objekty
nerozliSitelné.
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Definice

Podgrupa, ktera je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu 7 a znacime ji ker f. Bijektivni
homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znalime

G = H).

Poznamka

Podobng jako v teorii grafii jsou i v algeb¥e izomorfni objekty
nerozliSitelné.

Z ptedchozich tvrzeni okamZité vyplyva, Ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jaddrem je izomorfismem G na obraz (G).
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P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = X, jsme definovali zobrazeni
sgn: (X,,0) — (Zy,+) pfifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zo, +) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.
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(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = X, jsme definovali zobrazeni
sgn: (X,,0) — (Zy,+) pfifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zo, +) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥i prvk( pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pfifadime permutace téchto vrcholi, které
vyvolaji.
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Priklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = X, jsme definovali zobrazeni
sgn: (X,,0) — (Zy,+) pfifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zo, +) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥i prvk( pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pfifadime permutace téchto vrcholi, které
vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — Ry (nebo C — C\ 0), je homomorfismus
aditivni grupy redlnych nebo komplexnich &isel na multiplikativni
grupu kladnych redlnych &isel, resp. na multiplikativni grupu vSech
nenulovych komplexnich &isel. V p¥ipadé redlnych &isel jde o
izomorfismus (co je jeho inverzi?). Pro komplexni &isla dostavame
netrividlni jadro {2k7i; k € Z}.
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P¥iklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7,Q,R,C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soucinu &tvercovych matic

det(A - B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n, K) invertibilnich matic je det : G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.
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P¥iklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7,Q,R,C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soucinu &tvercovych matic

det(A - B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n, K) invertibilnich matic je det : G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.

(5) Grupy zbytkovych t¥id (Zx, +) jsou izomorfni grupam
komplexnich k—tych odmocnin z jedni¢ky, coZ jsou zaroveii
izomorfni obrazy konetnych grup otofeni v rovin& o celé nasobky
Ghlu 27”

(6) Multiplikativni grupa invertibilnich zbytkovych t¥id (Z}, ) je
izomorfni aditivni grup& (Z,—1,+) (plyne z cykli¢nosti grupy —
pozdé&ji snad dokdzeme).
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(P¥imy) soutin grup

Definice

Pro kazdé dv& grupy (G, ), (H, o) definujeme soutin grup

(G x H,x) takto: Jako mnoZina je G x H skute&n& (kartézsky)
soutin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.
(a,x) % (b,y) =(a-b,xoy).

Poznamka

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soucin komutativnich grup je
zase komutativni!
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(P¥imy) soutin grup

Definice

Pro kazdé dv& grupy (G, ), (H, o) definujeme soutin grup

(G x H,x) takto: Jako mnoZina je G x H skute&n& (kartézsky)
soutin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.
(a,x) * (b,_)/) = (a’ b,XOy).

Poznamka
Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soucin komutativnich grup je
zase komutativni!

Zobrazeni
pc:GxH>(ax)—aeG, py:GxH>(a,x)—xeH
jsou surjektivni homomorfismy (tzv. projekce) s jadry

ker pc = {(eg,x); x e H} kerpy ={(a,ey);a € G}.
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Priklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soutinu Zy X Zs.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou tvahou (prostfednictvim
grup symetrii v roving) nebo pfimou konstrukci izomorfismu.
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Priklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soutinu Zy X Zs.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou tvahou (prostfednictvim
grup symetrii v roving) nebo pfimou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2,[0]3), [te — ([1]2, [2]3)

[2]6 — ([0]2, [1]3), [3]6 — ([1]2, [0]3)
[4]6 — ([02,[2]3), [B]6 — ([1]2, [1]3)
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Priklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soutinu Zy X Zs.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou tvahou (prostfednictvim
grup symetrii v roving) nebo pfimou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2,[0]3), [te — ([1]2, [2]3)
[2]6 — ([0]2, [1]3), [3]6 — ([1]2, [0]3)
[4]6 — ([02,[2]3), [B]6 — ([1]2, [1]3)

(8) DihedralIni grupa Dg (tj. grupa symetrii Ctverce,
(r,s|r* =1,s%> =1,srs = r~) ) neni izomorfni soutinu Zy x Zg,
prestoze maji stejny polet prvka (Ds neni komutativni).
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Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

Predchozi priklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélnd, pak

(Zim, +) 2 (Zk, +) X (Zm, +).
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Cinskd zbytkova vé&ta (Chinese remainder theorem)

Predchozi priklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélnd, pak

(Zim, +) 2 (Zi, +) X (Zm, +).

a obecné;ji

, My po dvou nesoudélnd, pak

Jsou-li my, my, - - -

(ZHmi7+) = (Zm17 +) X (Zmzv +) XX (ka7+)'

Tento izomorfismus se Casto s vyhodou vyuZiva k reprezentaci
velkych Cisel pFi distribuovanych vypoctech pracujicich
s délitelnosti, kdy na kazdém pocitaci stali pracovat s jednim

(relativn& malym) modulem.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznalme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]m) = ([a]my, - - -, [8] mi)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jadrem?).

2A nedlo by to jedtd Sikovnd|i? Pokud nim sta&f existence izomorfismu, tak

et A&l vundit taha Ya iniaktivnt zobrazeni mazi miadinami o ctaindm nodtin
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznalme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]m) = ([a]my, - - -, [8] mi)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jadrem?).
Zbyva dokazat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

(laxlmy, - - - [akdme) € (Zmy, +) X -+ X (Zimy; +)
je obrazem ng&jakého a € Z,. To je ale totéZ jako najit a € Z
takové, Ze a = a; (mod m),...a = ax (mod my), coZ se ud&ld
malym (ale Sikovnym) trikem:?

2A nedlo by to jedtd Sikovnd|i? Pokud nim sta&f existence izomorfismu, tak

et A&l vundit taha Ya iniaktivnt zobrazeni mazi miadinami o ctaindm nodtin
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pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]m) = ([a]my, - - -, [8] mi)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jadrem?).
Zbyva dokazat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

([al]mw g [ak]mk) € (Zm1v+) X X (kav +)

je obrazem ng&jakého a € Z,. To je ale totéZ jako najit a € Z
takové, Ze a = a; (mod m),...a = ax (mod my), coZ se ud&ld
malym (ale Sikovnym) trikem:?

Pro libovolné 1 < j < k poloZme nj = m/m; a protoze (mj, n;) =1
(zde jsme vyufZili nesoud&lnost po dvou), najdeme podle Bezoutovy
véty u; a v; tak, Ze uim;j+ vini = 1, tj. vin; =1 (mod m;).

2A nedlo by to jedtd Sikovnd|i? Pokud nim sta&f existence izomorfismu, tak
et A&l vundit taha Ya iniaktivnt zobrazeni mazi miadinami o ctaindm nodtin
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Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznalme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]m) = ([a]my, - - -, [8] mi)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jadrem?).
Zbyva dokazat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

([al]mw g [ak]mk) € (Zm1v+) X X (kav +)

je obrazem ng&jakého a € Z,. To je ale totéZ jako najit a € Z
takové, Ze a = a; (mod m),...a = ax (mod my), coZ se ud&ld
malym (ale Sikovnym) trikem:?

Pro libovolné 1 < j < k poloZme nj = m/m; a protoze (mj, n;) =1
(zde jsme vyufZili nesoud&lnost po dvou), najdeme podle Bezoutovy
véty u; a v; tak, Ze uim;j+ vini = 1, tj. vin; =1 (mod m;).
Hledané a pak najdeme jako

a = E ajvin;.
i

2A nedlo by to jedtd Sikovnd|i? Pokud nim sta&f existence izomorfismu, tak
et A&l vundit taha Ya iniaktivnt zobrazeni mazi miadinami o ctaindm nodtin
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Cyklické grupy

Libovolny prvek a v grupé G je obsaZen v minimalni podgrup&
{e=2a%a=al 2% a° ...}, kterd jej obsahuje®.
Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa

G konetnd, nutn& musi jednou nastat pfipad a* = e.

3Co znamenaji ty mocniny?



Grupy — homomorfismy a soudiny
0000000000 0e

Cyklické grupy

Libovolny prvek a v grupé G je obsaZen v minimalni podgrupé
{e=2a%a=al 2% a° ...}, kterd jej obsahuje®.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat pfipad a* = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované n&jakym svym prvkem a
vy$e uvedenym zplisobem.

3Co znamenaji ty mocniny?
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Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
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Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované n&jakym svym prvkem a
vySe uvedenym zplsobem. Zjistit pro konkrétni cyklickou grupu
generator je obecné obtiZny problém. | pfi znalosti generatoru

g € G je ale obecné velkym problémem zjistit pro dané a € G ¢&islo
k, pro které gk = a (tzv. problém diskrétniho logaritmu je
zakladem mnoha kryptografickych protokolti — ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA).

3Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy

Libovolny prvek a v grupé G je obsaZen v minimalni podgrupé
{e=2a%a=al 2% a° ...}, kterd jej obsahuje®.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat pfipad a* = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované n&jakym svym prvkem a
vySe uvedenym zplsobem. Zjistit pro konkrétni cyklickou grupu
generator je obecné obtiZny problém. | pfi znalosti generatoru

g € G je ale obecné velkym problémem zjistit pro dané a € G ¢&islo
k, pro které gk = a (tzv. problém diskrétniho logaritmu je
zakladem mnoha kryptografickych protokolti — ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA). Z definice p¥imo vyplyvd, Ze kazda cyklicka
grupa je izomorfni bud grupg celych &isel Z (pokud je nekonetna)
nebo n&které grupé zbytkovych tfid Z (kdyz je konetnd).

3Co znamenaji ty mocniny?



