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Opakovani minulé prednasky

e grupoid (G, -) je mnoZina G s bindrni operaci -

@ pologrupa (G, ) je mnoZina G s asociativni binarni operaci -

e monoid (G, ) je pologrupa (G,-) s jednotkovym (neutrdlnim)
prvkem?!

e grupa (G, ) je monoid, ve kterém ma kazdy prvek inverzi

e komutativni grupa (grupoid, pologrupa, monoid apod.),vje
takova grupa (grupoid, ...), Ze operace - je komutativni. Casto
se v pfipadé komutativnich grup setkate rovnéz s pojmem
abelovska grupa.

Poznamka k nejednoznacnosti terminologie.

'Radgji ne? jednotka pouZivejme jednotkovy prvek — diivod uvidime

pozd&ji. Né&kdy se tomuto prvku rovnéz ¥ika jednicka.
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PFili$ stru¢nd exkurze do univerzalni algebry

Byst#i studenti algebry si brzy poviimnou, Ze se mnohé pojmy a
dikazy opakuji pro riizné situace. Skute¢né& se ukazuje, Ze zakladni
pojmy a tvrzeni je moZné zavést a dokdzat obecné pomoci
univerzalni algebry (p¥ip. je¥t& obecnéji v tzv. teorii kategorii).
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Podpologrupy a podgrupy

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnozinu

B C A, kterd je uzavfena vidi zlzeni operace - a zdrovefli je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, ).




Grupy — homomorfismy a souciny
00®000000000

Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnozinu

B C A, ktera je uzavfena vidi ziZeni operace - a zaroveri je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, ).

| A

Definice

Zobrazeni f : (G,-) — (H, o) mezi dv&mi grupami (G,-) a (H,0)
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje ndsobeni, tj.
pro vdechny prvky a, b € G plati

f(a- b) = £(a) o f(b).

Poviimn&me si, Ze ndsobeni vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o ndsobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati
Q obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
Q vzorem f~1(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.

@ je-li f zaroveri bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé tehdy, kdyZ f~*(ey) = {ec}.
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Definice

Podgrupa, ktera je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu f a znacime ji ker f. Bijektivni
homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znatime

G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.
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Definice

Podgrupa, ktera je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu f a znacime ji ker f. Bijektivni
homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znatime

G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.

Z predchozich tvrzeni okamZzité vyplyva, Ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jddrem je izomorfismem G na obraz f(G).
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P¥iklad

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : (X,,0) — (Zy,+) pf¥ifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zp,+) . Jadrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.
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tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojdhelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvkl pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.




Grupy — homomorfismy a souciny
00000e000000

P¥iklad

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : (X,,0) — (Zy,+) pf¥ifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zp,+) . Jadrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojdhelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvkl pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — R4 (nebo C — C\ 0), je homomorfismus
aditivni grupy redlnych nebo komplexnich &isel na multiplikativni
grupu kladnych realnych ¢&isel, resp. na multiplikativni grupu vsech
nenulovych komplexnich &isel. V p¥ipadé& redlnych Cisel jde o
izomorfismus (co je jeho inverzi?). Pro komplexni &isla dostavdme
netrividlni jadro {2kwi; k € Z}.
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Priklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu &tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.
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P¥iklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu &tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.

(5) Grupy zbytkovych t¥id (Zg, +) jsou izomorfni grupdm
komplexnich k—tych odmocnin z jedni¢ky, coZ jsou zaroven
izomorfni obrazy koneénych grup otodeni v roviné o celé nasobky
thlu 2.

(6) Multiplikativni grupa invertibilnich zbytkovych t¥id (Z}, ) je
izomorfni aditivni grup& (Z,—_1,+) (plyne z cykli¢nosti grupy —
pozd&ji snad dokdzeme).
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(P¥imy) sou&in grup

Definice

Pro kazdé dvé grupy (G, ), (H, o) definujeme soutin grup

(G x H,x) takto: Jako mnoZina je G x H skute¢n& (kartézsky)
soudin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.

(a,x)* (b,y) =(a-b,xoy).

Poznamka

| A\

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soudin komutativnich grup je
zase komutativni!

A\
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(P¥imy) sou&in grup

Definice

Pro kazdé dvé grupy (G, ), (H, o) definujeme soutin grup
(G x H,x) takto: Jako mnoZina je G x H skute¢n& (kartézsky)
soudin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.

(a,x)* (b,y) =(a-b,xoy).

| A\

Poznamka

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soudin komutativnich grup je
zase komutativni!

A\

Zobrazeni
pc:GxH>(a,x)—aeG, py:GxH>(a,x)—xeH
jsou surjektivni homomorfismy (tzv. projekce) s jadry

ker pc = {(ec,x); x € H} kerpy = {(a,en); a € G}.
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Priklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

|
N
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P¥iklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2, [0]3), [tl6 — ([1]2;[2]3)
[2l6 — ([0]2; [1]3), [3l6 — ([1]2; [0]3)
[4]6 — ([02, [2]3), [5]6 — ([1]2,[1]3)
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P¥iklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2, [0]3), [1]s — ([1]2,[2]3)
[2]6 — ([0]2, [1]3), [3]6 — ([1]2,[0]3)
[4]6e — ([0]2,[2]3), [5]6 — ([1]2,[1]3)
(8) Dihedralni grupa Dg (tj. grupa symetrii &tverce,

(r,s|r* =1,s% = 1,srs = r~1) ) neni izomorfni soutinu Zy x Za,
prestoZe maji stejny polet prvki (Dg neni komutativni).
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Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

PY¥edchozi pfiklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélna, pak

(Zkms +) = (Zi, +) X (Zim, +)-
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Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

PY¥edchozi pfiklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélna, pak

(Zkms +) = (Zi, +) X (Zim, +)-

a obecnéji

, Mg po dvou nesoudélnd, pak

Jsou-li my, my, - -

(ZHm;a+) = (Zm17+) x (Zm2?+) XX (kav+)'

Tento izomorfismus se &asto s vyhodou vyuZivd k reprezentaci
velkych C&isel pFi distribuovanych vypocltech pracujicich
s délitelnosti, kdy na kaZdém pocitaci stali pracovat s jednim

(relativné malym) modulem.
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Dukaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m = [[; m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]lm) = ([a]my, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).

2A nedlo by to jeté ¥ikovn&ji? Pokud ndm sta&i existence izomorfismu, tak

Akl windit +toha Ye iniektivni 2ohrazeni me7i mnoayinam: A <feinédm nostn
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Dukaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m = [[; m; a
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Cyklické grupy

Libovolny prvek a v grupé G je obsaZen v minimalni podgrup&
{e=2aa=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje3.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G kone&nd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

3Co znamenaji ty mocniny?
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