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definujeme relaci a ~y b jestlize b1 -ac H, tj. al-be H.
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UvaZzme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoZiné prvki grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b1 -ac H, tj. al-be H.
Je to relace ekvivalence:

eala=ecH,
o jelibl-a=hecH potomal-b=(b1l-a)t=htlcH,

o je-lic™!-b e H aziroveii je b1 -a e H, potom
clia=ctl-b-bl.aeH.
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Celad grupa G se tedy rozpadd na tzv. levé t¥idy rozkladu podle
podgrupy H vzdjemné& ekvivalentnich prvki.

T¥du pFisludejici prvku a znatime a- H (zfejmé& a€ a- H) a
skute¢né plati, Ze

a-H=1{a-h, he H},

nebot prvek b je ve stejné t¥idé s a, pravé kdy? jde takovymto
zplisobem vyjadfit.

Mnozinu vSech levych t¥id rozkladu podle podgrupy H oznalujeme
G/H.

Obdobné definujeme pravé t¥idy rozkladu H - a. P¥islugna
ekvivalence je: a ~ b, jestlize a- b~! € H. Proto

H\G ={H-a; ac G}.



Rozklady podle podgrup
00®00

Pro t¥idy rozkladu grupy plati:




Rozklady podle podgrup
00®00

Pro t¥idy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tFidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé tehdy, kdyZ pro kazdé a€ G, h€ H platia-h-a=! € H.
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Pro tFidy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tFidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé tehdy, kdyZ pro kazdé a€ G, h€ H platia-h-a=! € H.
@ VSechny tfidy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost jako
podgrupa H.
© Zobrazenia-H — H-a~! zaddvd bijekci mezi levymi a
pravymi tfidami rozkladu G podle H.

Poznamka

Rozmyslete si, pro¢ je v poslednim tvrzeni a~! a nikoliv a.
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Necht G je kone&nad grupa s n prvky (tj. G je ¥adu n), H jeji
podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je sou¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, t.
|G| = |G/H| - |H]|

@ P¥irozené &islo |H| je délitelem ¢&isla n.

© Je-lia e G prvek Fadu k, pak k déli n.

Q pro kazdé a € G je 3" = e.

© je-li mohutnost grupy G prvocislo p, pak je G izomorfni
cyklické grupé Zp.

Druhému tvrzeni se ¥ikava Lagrangeova véta, predposlednimu mald
Fermatova véta (Last&ji ovéem ve specidlnim p¥ipadé grupy (Z,,))



Rozklady podle podgrup
ooooe

Snadnymi disledky p¥edchoziho jsou nasledujici véty:

Véta (Mald Fermatova)

Pro libovolné prvocislo p a ¢&islo a € Z nedélitelné p plati

a”1=1 (mod p).
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Snadnymi dasledky p¥edchoziho jsou nasledujici véty:

Véta (Mald Fermatova)

Pro libovolné prvocislo p a ¢&islo a € Z nedélitelné p plati

a”1=1 (mod p).

Véta (Eulerova)

Pro libovolné m € N a kazdé a € Z spliiujici (a, m) = 1 plati

a?(M =1 (mod m).
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Normdlni podgrupy

Podgrupy H, pro které plati, e a- h-a~! € H pro viechna a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy (znatime H < G) . Snadno
se nahlédne platnost néasledujiciho

Tvrzeni

Podgrupa H je normdini pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé a € G plati
a-H = H - a (jinymi slovy: levy rozklad G podle podgrupy H je
shodny s pravym rozkladem).

Dusledek

011G, GG
e V komutativni grupé je kaZda podgrupa normalni.

e Je-li H podgrupa kone¢né grupy G, kde |H| = |G|/2, pak je H
normdini.

4
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@ Dihedralni grupa D,, ma vzdy normalni podgrupu izomorfni
Z,. Levy (i pravy) rozklad podle této podgrupy je dvojprvkova
mnoZina

{Zn,s-Zn}.

o (r?) = {id, r?} je normalIni podgrupa v Dg. Levy rozklad podle
této podgrupy je &tyFprvkovd mnoZzina

{{id, r2}, {r, r3}, {s, srz}, {sr, sr3}}.
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Pro normalni podgrupy je dob¥e definovdno nasobeni na G/H

vztahem
(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.

Skute&ng, volbou jinych reprezentantl a- h, b- h’ dostaneme opét
stejny vysledek

(a-h-b-H)-H=((a-b)- (b~ -h-b)-H)-H.

Je-li H normalni podgrupou G, tvofi rozklad G/H s ndsobenim
definovanym prostfednictvim reprezentanti grupu. Je-li G
komutativni, je i G/H komutativni.

nZ={na; acZ} CZ

zadava pro libovolné n € N podgrupu Z a jeji faktorgrupou (aZ na
izomorfismus) je aditivni grupa zbytkovych t¥id Z, (pfitom pro
n =1 jde o trividlni grupu) .
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitd, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazda konecnd grupa.

1255 stran “tvrdé’ matematiky
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitd, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazda konecnd grupa.

Mezi koneénymi komutativnimi grupami je situace skute¢né
jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
— diikaz tohoto faktu je ale zna&n& netrividlnil).

V nekomutativnim pt¥ipadé je situace vyrazné sloZitéj$i — aZ v roce
1982 (samozfejmé s pomoci potitali) se podafilo zavrsit Usili o
Gplnou klasifikaci jednoduchych grup.

Napfiklad alternujici grupa A, (tj. podgrupa sudych permutaci
grupy X,) je jednoduchd pro n > 5, z &ehoZ (s pomoci tzv.
Galoisovy teorie) plyne nemoznost existence obecnych vzorci pro
kofeny polynom{ stupné 5 a vyssiho.
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Vztah normalni podgrup a homomorfismi

V8echna jaddra homomorfismi jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestliZze je podgrupa H C G normdlni, pak zobrazeni (projekce na
faktorgrupu)

p:G—G/H, ar—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skute¢ng, p je
dob¥e definované, p¥imo z definice ndsobeni na G/H je vidét, Ze to
musi byt homomorfismus, ktery je zjevné na. Je tedy vidét, Ze
normalni podgrupy jsou pravé vSechna jadra homomorfismii.



Normdlni podgrupy
000008000

Véty o izomorfismu

V&ta (prvni, zdkladni)

Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobFe definovan
také homomorfismus

f:G/kerf — K, f(a-H) = f(a),

ktery je injektivni.
Zejména dostdvame G/ ker f = f(G).
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Normalizdtorem podgrupy B v G rozumime mnoZinu

Ng(B) = {g € G; gB = Bg} (tj. mnoZinu téch prvki G, pro n&z
splyvaji pFislusné levé a pravé t¥idy rozkladu; B je tedy normaln{
podgrupou G, pravé kdyz Ng(B) = G).
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Normalizdtorem podgrupy B v G rozumime mnoZinu

Ng(B) = {g € G; gB = Bg} (tj. mnoZinu téch prvki G, pro n&z
splyvaji pFislusné levé a pravé t¥idy rozkladu; B je tedy normaln{
podgrupou G, pravé kdyz Ng(B) = G).

Véta (druhd, diamantova)

Necht A, B < G jsou podgrupy spliiujici A < Ng(B). Pak
(AN B) < A a plati

AB/B = A/(AN B).
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Véta (t¥eti)

Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy spliiujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.
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Véta (t¥eti)

Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy spliiujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.

Véta (&tvrta, svazovy izomorfismus)

Necht je N <1 G. Pak existuje bijekce mezi mnoZinou podgrup A
obsahujicich N a mnoZinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Navic
normalnim podgrupam odpovidaji normalni podgrupy.
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Véta (t¥eti)
Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy spliiujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.

Véta (&tvrta, svazovy izomorfismus)

Necht je N <1 G. Pak existuje bijekce mezi mnoZinou podgrup A
obsahujicich N a mnoZinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Navic
normalnim podgrupam odpovidaji normalni podgrupy.

P¥iklad
Urlete svaz podgrup Dg grupy symetrii ¢tverce a odvodte z néj
svaz podgrup Dg/ < r? >.
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Priklad

Zdanlivé paradoxni je pfiklad homomorfismu C* — C* definovany
na nenulovych komplexnich &islech vztahem z — z* s p¥irozenym
k. Zjevné jde o surjektivni homomorfismus a jeho jadro je mnoZina
k-tych odmocnin z jednicky, tj. cyklickd podgrupa Zg. Prvni véta o
izomorfismu tedy dava pro v8echna pf¥irozena k izomorfismus

f:C*/Zy — C*.

Tento ptiklad ukazuje, Ze u nekoneénych grup nejsou pocty
s mohutnostmi tak ptehledné jako u kone&nych grup
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