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© Délitelnost a nerozloitelnost



Délitelnost a nerozloZitelnost

[ Jelele)

Smé&Fujeme nyni ke zobecnéni rozklad(i polynomi nad Ciselnymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v
zakladnim okruhu R samotném. UvaZujme proto néjaky pevné
zvoleny obor integrity R1, tfeba celd &isla Z nebo okruh Z, s
prvociselnym p. V R definujeme délitelnost analogicky jako to
zndme ze Z: bla < dceR:a=b-c.

1Obor integrity proto, aby bylo jednoznaéné d&lenl



Délitelnost a nerozloZitelnost

[ Jelele)

Smé&Fujeme nyni ke zobecnéni rozklad(i polynomi nad Ciselnymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v
zakladnim okruhu R samotném. UvaZujme proto néjaky pevné
zvoleny obor integrity R1, tfeba celd &isla Z nebo okruh Z, s
prvociselnym p. V R definujeme délitelnost analogicky jako to
zndme ze Z: bla < dceR:a=b-c.

Pak plati:
o je-li a|b a zdroveii b|c pak také a|c;
@ a|b a zdrovefi a|c pak také a|(ab+ (c¢) pro viechny a, 3 € R;
@ 2|0 pro vdechny a € R (je totiz a- 0 =0);

o kazdy prvek a € R je délitelny v8emi jednotkami e € R a jejich
nésobky a - e (jak pfimo plyne z existence e~ 1)

1Obor integrity proto, aby bylo jednoznaéné délenl



Délitelnost a nerozloZitelnost

[o] lele)

Rekneme, e prvek a € R je nerozloZitelny (ireducibilni), jestlize

@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
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[o] lele)

Rekneme, e prvek a € R je nerozloZitelny (ireducibilni), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
o je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b € R, Ze a|b a b|a).
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Rekneme, e prvek a € R je nerozloZitelny (ireducibilni), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
o je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b € R, Ze a|b a b|a).



Délitelnost a nerozloZitelnost

[o] lele)

Rekneme, e prvek a € R je nerozloZitelny (ireducibilni), jestlize

@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),

o je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b € R, Ze a|b a b|a).

Rekneme, ¥e okruh R je obor integrity s jednoznaénym
rozkladem, jestlize plati:

@ pro kazdy nenulovy prvek a € R, ktery neni jednotkou, existuji
nerozlozZitelné a1,...,a, € R takové, Ze a=a1-a>...a,

@ jsou-li prvky ai,...,a, a by, ..., bs nerozloZitelné, nejsou mezi
nimi Z2adné jednotky a aja>...a, = biby ... bs, pak je r=5sa
ve vhodném pFeusporadani plati a; = e;b; pro vhodné
jednotky e;.



Délitelnost a nerozloZitelnost

[e]e] o)

Ptiklad
@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvotisla a &isla k nim opa&nd).




Délitelnost a nerozloZitelnost

[e]e] o)

@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvotisla a &isla k nim opa&nd).

@ KazZdé téleso je obor integrity s jednoznadnym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).




Délitelnost a nerozloZitelnost

[e]e] o)

@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvotisla a &isla k nim opa&nd).

@ KazZdé téleso je obor integrity s jednoznadnym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).

@ Nap¥. v okruhu Z[/—5] = {a + by/—b; a, b € Z} existuji dva
riizné rozklady &isla 6 na nerozloZitelné prvky:

6=2.3=(1— vIB)(1 + v5).




Délitelnost a nerozloZitelnost

[ele]e] )

Zakladnim nastrojem pro diskusi délitelnosti, spole¢nych déliteli
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spole¢nych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.



Délitelnost a nerozloZitelnost

[ele]e] )

Zakladnim nastrojem pro diskusi délitelnosti, spole¢nych déliteli
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spole¢nych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (V&ta o d&leni se zbytkem)

Necht R je komutativni okruh bez dé&liteli nuly a f, g € R[X]
polynomy, g # 0. Pak existujea € R, a# 0, a polynomy q a r
splifujici af = qg + r, kde r =0 nebo str < stg. Je-li navic R
téleso nebo je aspori vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pFipadé
uréeny jednoznacné.




Délitelnost a nerozloZitelnost

[ele]e] )

Zakladnim nastrojem pro diskusi délitelnosti, spole¢nych déliteli
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spole¢nych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (V&ta o d&leni se zbytkem)

Necht R je komutativni okruh bez dé&liteli nuly a f, g € R[X]
polynomy, g # 0. Pak existujea € R, a# 0, a polynomy q a r
splifujici af = qg + r, kde r =0 nebo str < stg. Je-li navic R
téleso nebo je aspori vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pFipadé
uréeny jednoznacné.

Poznamka

Toto tvrzeni je mozné aplikovat i obecné&ji (viz Euklidovské
okruhy), je ale tfeba sprdvné& definovat, jak budeme porovnivat
prvky.
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Ko¥eny a rozklady polynomii

[ lelelelelelelelo}

Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuZit k diskusi
kofen(i polynomfi.



Ko¥eny a rozklady polynomii

[ lelelelelelelelo}

Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuZit k diskusi

kofen(i polynomfi.
UvaZme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a d&lme jej polynomem

x—b, beR.



Ko¥eny a rozklady polynomii

[ lelelelelelelelo}

Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuZit k diskusi
kofen(i polynomfi.

UvaZme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a d&lme jej polynomem
x—b, beR.

ProtoZe je vedouci koeficient jedni¢ka, algoritmus pro déleni dava
jednoznaény vysledek. Dostavame tedy jednoznacné zadané
polynomy q a r splitujici f = g(x — b) + r, kde r = 0 nebo

str =0, tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je rovna
pravé f(b) = r.



Ko¥eny a rozklady polynomii

[ lelelelelelelelo}

Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuZit k diskusi
kofen(i polynomii.

UvaZme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a d&lme jej polynomem
x—b, beR.

ProtoZe je vedouci koeficient jednicka, algoritmus pro déleni dava
jednoznaény vysledek. Dostavame tedy jednozna¢né zadané
polynomy q a r splitujici f = g(x — b) + r, kde r = 0 nebo
str=0, tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je rovna
pravé f(b) = r.

Proto je prvek b € R koFen polynomu f prave, kdyz (x — b)|f.
ProtoZe po vydéleni polynomem stupné jedna vzdy klesne stupeii
vysledku alespori o jedni¢ku, dokazali jsme nésledujici tvrzeni:

Disledek
KaZdy nenulovy polynom f nad t&lesem R ma nejvyse st f korendi. ’




> Ko¥eny a rozklady polynomii v v
©@0000000

Polynom x®> m4 nad Zg 4 koteny ([0]s, [2]s, [4]s; [6]s,)-




Ko¥eny a rozklady polynomii
©@0000000

Polynom x® m4 nad Zg 4 koteny ([0]s, [2]s, [4]s, [6]s,)-
Je to tim, Ze tento okruh neni oborem integrity (a tedy ani
t&lesem).

Disledkem ptedchoziho tvrzeni je nésledujici velmi dileZity fakt.

Dusledek

Libovolnd kone¢nd podgrupa multiplikativni grupy (K>, ) télesa
(K, +, ) je cyklicka. Specidiné& existuje prvek g € ] tak, Ze jeho
mocniny generuji celou grupu 7 .




Ko¥eny a rozklady polynomii

[ele] lelelelelelo}

Plati-li pro k > 1, 7e dokonce (x — b)¥|f, kde k je nejv&tsi moné,
fikdme, Ze kofen b je ndsobnosti k.

Dva polynomy nad nekoneZnym komutativnim okruhem, které
zadavaji stejné zobrazeni R — R, maji rozdil, jehoZ kofenem je
kaZdy prvek v R. ProtoZe rozdil polynomi{ ma jen konetny stupefi,
pokud neni nulovy, dokazali jsme tak jiz dfive uvedené tvrzeni:

JestliZe je R nekonetny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
R jsou stejné pravé, kdyZ jsou stejnd pFislusnd zobrazeni f a g.




Ko¥eny a rozklady polynomii

[elele] lelelelele}

Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomd a f a
g € R[x] jestlize:
e h|f a zarovefl h|g

o jestlize k|fa zdrovenl k|g pak také k|h.



Ko¥eny a rozklady polynomii

[elele] lelelelele}

Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomd a f a
g € R[x] jestlize:

e h|f a zarovefl h|g

o jestlize k|fa zdrovenl k|g pak také k|h.

Véta (Bezoutova rovnost)

Necht R je t&leso a necht f, g € R[x]. Pak existuje nejvétsi
spole¢ny délitel h polynomi f a g. Polynom h je uréeny
jednoznacné, aZ na ndsobek nenulovym skaldrem. PFitom existuji
polynomy A, B € R|x] takové, Ze h = Af + Bg.




Ko¥eny a rozklady polynomii

[elele] lelelelele}

Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomd a f a
g € R[x] jestlize:

e h|f a zarovefl h|g

o jestlize k|fa zdrovenl k|g pak také k|h.

Véta (Bezoutova rovnost)

Necht R je t&leso a necht f, g € R[x]. Pak existuje nejvétsi
spole¢ny délitel h polynomi f a g. Polynom h je uréeny
jednoznacné, aZ na ndsobek nenulovym skaldrem. PFitom existuji
polynomy A, B € R|x] takové, Ze h = Af + Bg.

Eukliddv algoritmus. 0




> Ko¥eny a rozklady polynomii v v
[efelele] Jelelelo]

Diikaz nasledujiciho tvrzeni je pomérné& technicky a nebudeme jej
prezentovat v detailech (i kdyZ jsme si v8e potfebné pro ngj jiz v
podstat& pFipravili).

Je-li R obor integrity s jednoznatnym rozkladem, pak také okruh
polynomi R|[x] je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.

y.

Z[x], Zs|x] jsou okruhy s jednoznatnym rozkladem.




Ko¥eny a rozklady polynomii

[elelelele] lelele}

Disledkem této véty je skutecnost, 7e kazdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednozna¢nym rozkladem miiZzeme
rozloZit tak, jak to zndme s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik kofen(, vEetné& nasobnosti,
jako je jeho stupeii st ¥ = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=b-(x—a1) (x—a2)...(x— ak).



Ko¥eny a rozklady polynomii

[elelelele] lelele}

Disledkem této véty je skutecnost, 7e kazdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednoznanym rozkladem miiZzeme
rozloZit tak, jak to zndme s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik kofen(, v€etn& nasobnosti,
jako je jeho stupeii st ¥ = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=b-(x—a1) (x—a2)...(x— ak).

Zatimco reédlné polynomy mohou byt i Gplné bez kofend, kazdy
komplexni polynom naopak takovyto rozklad p¥ipousti. To je
obsahem tzv. zdkladni véty algebry:

Veta (Zakladni véta algebry)
Pole C je algebraicky uzaviené, tj. kazdy polynom stupné alespori 1
md koren. ’




Ko¥eny a rozklady polynomii
[efelolelele] Telo]

Hledani kofent a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovné&z ireducibilni
jakoZto polynom nad Q.




Ko¥eny a rozklady polynomii
[efelolelele] Telo]

Hledani kofent a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovné&z ireducibilni
jakoZto polynom nad Q.

Dusledek

V2 nenf raciondini &islo.




Ko¥eny a rozklady polynomii
[efelolelele] Telo]

Hledani kofent a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovné&z ireducibilni
jakoZto polynom nad Q.

Dusledek

V2 nenf raciondini &islo.

Ma-Ii polynom f(x) = anx" + --- + ag € Z[x] raciondini koFen
r/s € Q v zdkladnim tvaru, pak r|ag a s|a,.




Ko¥eny a rozklady polynomii
[efelolelele] Telo]

Hledani kofent a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovné&z ireducibilni
jakoZto polynom nad Q.

Dusledek

V2 nenf raciondini &islo.

Véta
Ma-Ii polynom f(x) = anx" + --- + ag € Z[x] raciondini koFen
r/s € Q v zdkladnim tvaru, pak r|ag a s|a,.

Priklad

o DokaZte, 7e x> — 3x — 1 € Q[x] je ireducibilni.

L




Ko¥eny a rozklady polynomii
[efelolelele] Telo]

Hledani kofent a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovné&z ireducibilni
jakoZto polynom nad Q.

Dusledek

V2 nenf raciondini &islo.

Véta
Ma-Ii polynom f(x) = anx" + --- + ag € Z[x] raciondini koFen
r/s € Q v zdkladnim tvaru, pak r|ag a s|a,.

Priklad

o DokaZte, 7e x> — 3x — 1 € Q[x] je ireducibilni.

o DokaZte, 7e x®> — 3x — 1 € Z[x] je ireducibilni.

L




Ko¥eny a rozklady polynomii
000000080

Hledani kofenl a ireducibilita, pokr.

Véta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f(x) = apx" + -+ + a1x + ag € Z|[x], pFicemz:
® plao,...,pn—1,P1t an
e p?1{ao.

Pak je f ireducibilni nad 7. (a tedy i nad Q).

Dusledek

Nad okruhem Z existuji ireducibilni polynomy libovoilného stupné.




Ko¥eny a rozklady polynomii
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Hledani kofenl a ireducibilita, pokr.

Véta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f(x) = apx" + -+ + a1x + ag € Z|[x], pFicemz:
° plao,.--,Pn-1,P1an
e p?1{ao.

Pak je f ireducibilni nad 7. (a tedy i nad Q).

Dusledek

Nad okruhem Z existuji ireducibilni polynomy libovoilného stupné. J

Stadi uvézit f, = x" 4+ 2, ktery je podle Eisensteinova kritéria (s
p = 2) ireducibilni stupn& n. O




Ko¥eny a rozklady polynomii
0Q000000e

Poznamka

UZitetna je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficient(
modulo zvolené prvotislo p, pfip. posunuti proménné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 4+ 27x? 4 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci, ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP -1

x—1

:Xp_l_l__l_x_l_l

diky substituci x =y + 1.
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Poznamka

UZitetna je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficient(
modulo zvolené prvotislo p, pfip. posunuti proménné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 4+ 27x? 4 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci, ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP -1

x—1

:Xp_l_l__l_x_l_l

diky substituci x =y + 1.

Véta
Je-li o koFenem polynomu f nad té&lesem ndsobnosti k > 1, je «
ko¥enem f' ndsobnosti k — 1.




Ko¥eny a rozklady polynomii
0Q000000e

Poznamka

UZitetna je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficient(
modulo zvolené prvotislo p, pfip. posunuti proménné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 4+ 27x? 4 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci, ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP -1

:Xp_l_l__l_x_l_l
x—1

diky substituci x =y + 1.

Véta
Je-li o koFenem polynomu f nad té&lesem ndsobnosti k > 1, je «
ko¥enem f' ndsobnosti k — 1.

Disledek

Ndsobné koFeny polynomu f jsou pravé kofeny (f, f'). Vechny
koFeny polynomu f obdrZime jako (jednoduché) koFeny polynomu
FI(F,F').
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Polynomy vice prom&nnych

Polynomy vice proménnych

Okruhy polynomi v prom&nnych xi, .. ., x, definujeme induktivng
vztahem

R[x1, ..., %] := R[x1, ..., xr—1][x]-
Nap¥. R[x, y] = R[x]ly], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v prom&nné
y nad okruhem R[x]. Snadno se ové&fi, Ze polynomy v promé&nnych
X1,...,Xr lze chdpat jako vyrazy vzniklé z pismen xq,...,x, a
prvkid okruhu R kone€nym pottem (formélniho) séitani a ndsobeni
v komutativnim okruhu.



Polynomy vice prom&nnych

Polynomy vice proménnych

Okruhy polynomi v prom&nnych xi, .. ., x, definujeme induktivng
vztahem

R[x1, ..., %] := R[x1, ..., xr—1][x]-
Nap¥. R[x, y] = R[x]ly], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v prom&nné
y nad okruhem R[x]. Snadno se ové&fi, Ze polynomy v promé&nnych
X1,...,Xr lze chdpat jako vyrazy vzniklé z pismen xq,...,x, a
prvkid okruhu R kone€nym pottem (formélniho) séitani a ndsobeni
v komutativnim okruhu.
Napfiklad prvky v R[x, y] jsou tvaru

f= a,,(x)y” + an—1(X)y"_1 + 4 ao(X)
= (amnx™ + -+ aon)y" + -+ (bpox” + - - + boo)

= oo + C10X + Cory + Coox? + crixy + coay® + ...



Polynomy vice prom&nnych

Jako disledek nasi definice a predchozich vysledki pro polynomy
nad obecnymi komutativnimi okruhy dostavdme:

Dusledek

Q Jestlize v okruhu R nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu
polynomi R[xy, ..., x.] nejsou délitelé nuly.

@ Je-li R obor integrity s jednoznanym rozkladem, pak také
okruh polynomi R[xi, ..., x| je obor integrity s
Jjednoznacnym rozkladem.

Z[x, y] je okruh s jednozna&nym rozkladem.




Polynomy vice prom&nnych

Symetrické polynomy

Definice
Polynom f € R[x, ..., x|, ktery se nezmé&ni pfi libovolné
permutaci proménnych xi, ..., X,, se nazyva symetricky polynom.

Elementdrnimi symetrickymi polynomy rozumime polynomy

S1=X1+ X2+ X,

S = Xx1X0 +X1X3 + -+ - + Xp_1Xn,

Snle...xn




Polynomy vice prom&nnych

Symetrické polynomy

Definice
Polynom f € R[x, ..., x|, ktery se nezmé&ni pfi libovolné
permutaci proménnych xi, ..., X,, se nazyva symetricky polynom.

Elementdrnimi symetrickymi polynomy rozumime polynomy

S1=X1+ X2+ X,

S = Xx1X0 +X1X3 + -+ - + Xp_1Xn,

Sn X1 Xp

Libovolny symetricky polynom lze vyjddFit jako polynom
v proménnych si, ..., S,.
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Pér slov o %ifréch
[ Jelolele]

RSA

Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
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Fermatova, resp. Eulerova véta. [l
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Poznamka

@ Korektni naprogramovani bez postrannich kanall nenf trivialni
(viz napt. PKCS#1, RFC 3447).

@ Analogicky podepisovani (hash() zprav (viz napf. DSA)

@ Viz RSA factoring challenge (nap¥. rozklad 212 ciferného &isla
RSA-704 vynese 30 000 USD).
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Diffie-Hellman key exchange, EIGamal

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ -

1974)
Vymeéna kli¢h pro symetrickou kryptografii bez pfedchoziho

kontaktu (tj. ndhrada jednordzovych kli¢a, kuryru s kuffiky, .. .).

o Dohoda stran na cyklické grupé G a jejim generdtoru g
(vefejné)

o Alice vybere ndhodné a a posle g°

@ Bob vybere ndhodné b a podle g?

@ Spole¥nym klitem pro komunikaci je g°.

Pozndmka
e Problém diskrétniho logaritmu (DLP)

e Nezbytnd autentizace (man in the middle attack)
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Z protokolu DH na vyménu kli¢h odvozen Sifrovaci algoritmus
ElGamal:

@ Alice zvoli cyklickou grupu G spolu s generatorem g

o Alice zvoli tajny kli€¢ x, spolitd h = g* a zvefejni vefejny kli¢
(G, g, h)

e Sifrovani zprdvy M: Bob zvoli nahodné y a vypotte (1 = g¥ a
G =M-h aposle (G, )

e desifrovani zpravy: OT = G/ (Y
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Z protokolu DH na vyménu kli¢h odvozen Sifrovaci algoritmus
ElGamal:

@ Alice zvoli cyklickou grupu G spolu s generatorem g

o Alice zvoli tajny kli€¢ x, spolitd h = g* a zvefejni vefejny kli¢
(G, g, h)

e Sifrovani zprdvy M: Bob zvoli nahodné y a vypotte (1 = g¥ a
G =M-h aposle (G, )

e desifrovani zpravy: OT = G/ (Y

Poznamka
Opét lze odvodit podepisovani.

’
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Eliptické kfivky

Eliptické k¥ivky jsou rovinné k¥ivky o rovnici tvaru y? = x4 ax+ b
a zajimavé jsou tim, Ze jejich bodech Ize definovat operace tak, Ze
vyslednou strukturou bude komutativni grupa.

P¥itom uvedené operace Ize efektivné provadét a navic se ukazuje,
Ze maji (nejen) pro kryprografii zajimavé vlastnosti — srovnatelné
bezpetnosti jako RSA lIze dosdhnout jiZ s podstatn& krat¥imi klii.
Vyhodou je rovn&Z velké mnoZstvi pouZitelnych eliptickych kfivek
(a tedy grup rtzné struktury) podle volby parametru a, b .
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a zajimavé jsou tim, Ze jejich bodech Ize definovat operace tak, Ze
vyslednou strukturou bude komutativni grupa.
P¥itom uvedené operace Ize efektivné provadét a navic se ukazuje,
Ze maji (nejen) pro kryprografii zajimavé vlastnosti — srovnatelné
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Vyhodou je rovn&Z velké mnoZstvi pouZitelnych eliptickych kfivek
(a tedy grup rtzné struktury) podle volby parametru a, b .
Protokoly:

e ECDH - pfim3 varianta DH na eliptické kfivce (jen misto

generdtoru se vybere vhodny bod na kFivce)
o ECDSA - digitalni podpis pomoci eliptickych k¥ivek.

Poznamka

Problém diskrétniho logaritmu (ECDLP).
Navic se ukazuje, Ze eliptické kfivky jsou velmi dobfe pouZitelné pi
faktorizaci prvotisel.



