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Délitelnost a nerozloZitelnost

Plan prednéasky

@ Dzlitelnost a nerozlozitelnost



Délitelnost a nerozloZitelnost
©000

Smé&fujeme nyni ke zobecné&ni rozkladii polynomi nad &iselnymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v
zakladnim okruhu R samotném. UvaZujme proto n&jaky pevné
zvoleny obor integrity R, tfeba celd &isla Z nebo okruh Zp s
prvociselnym p. V R definujeme délitelnost analogicky jako to
zndme ze Z: bla <= Ic€R:a=b-c.

1Obor integrity proto, aby bylo jednozna&né d&leni!
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©000

Smé&fujeme nyni ke zobecné&ni rozkladii polynomi nad &iselnymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v
zakladnim okruhu R samotném. UvaZujme proto n&jaky pevné
zvoleny obor integrity R, tfeba celd &isla Z nebo okruh Zp s
prvociselnym p. V R definujeme délitelnost analogicky jako to
zndme ze Z: bla <= Ic€R:a=b-c.

Pak plati:
@ je-li a|b a zaroveil b|c pak také alc;
@ a|b a zaroveh a|c pak také a|(ab + (c) pro vdechny «, 5 € R;
@ 2|0 pro viechny a € R (je totiz a- 0 = 0);

o kazdy prvek a € R je délitelny v8emi jednotkami e € R a jejich
nasobky a- e (jak pfimo plyne z existence e™1)

1Obor integrity proto, aby bylo jednozna&né d&leni!



Délitelnost a nerozloZitelnost
0e00

Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize

@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
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Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
@ je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b € R, Ze a|b a bja).
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Délitelnost a nerozloZitelnost
0e00

Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize

@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),

@ je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b € R, Ze a|b a bja).

Rekneme, 7e okruh R je obor integrity s jednoznagnym
rozkladem, jestliZe plati:

@ pro kazdy nenulovy prvek a € R, ktery neni jednotkou, existuji
nerozloZitelné ay,...,a, € R takové, Ze a=a;-a>...a,

@ jsou-li prvky a1,...,a, a by, ..., bs nerozloZitelné, nejsou mezi
nimi Zadné jednotky a ajay...a, = biby... bs, pak je r =s a
ve vhodném preusporddani plati a; = e;b; pro vhodné
jednotky e;.



Délitelnost a nerozloZitelnost
coeo

P¥iklad
© Z,R[x] jsou obory integrity s jednoznatnym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvotisla a &isla k nim opa¢nad).
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© Z,R[x] jsou obory integrity s jednoznatnym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvotisla a &isla k nim opa¢nad).

@ Kazdé téleso je obor integrity s jednozna&nym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).




Délitelnost a nerozloZitelnost
coeo

© Z,R[x] jsou obory integrity s jednoznatnym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvotisla a &isla k nim opa¢nad).

@ Kazdé téleso je obor integrity s jednozna&nym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).

@ Nap¥. v okruhu Z[v/—5] = {a + b\/—5; a, b € Z} existuji dva
rtizné rozklady &isla 6 na nerozlozitelné prvky:

6=2-3=(1— v=5)(1+ V=5).




Délitelnost a nerozloZitelnost
oooe

Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteld
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.



Délitelnost a nerozloZitelnost
oooe

Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteld
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Vé&ta o d&leni se zbytkem)

Necht R je komutativni okruh bez dé&liteli nuly a f, g € R[x]
polynomy, g # 0. Pak existuje a € R, a # 0, a polynomy q a r
spliiujici af = qg + r, kde r = 0 nebo st r < stg. Je-li navic R
téleso nebo je aspori vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pFipadé
uréeny jednoznacné.




Délitelnost a nerozloZitelnost
oooe

Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteld
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Vé&ta o d&leni se zbytkem)

Necht R je komutativni okruh bez dé&liteli nuly a f, g € R[x]
polynomy, g # 0. Pak existuje a € R, a # 0, a polynomy q a r
spliiujici af = qg + r, kde r = 0 nebo st r < stg. Je-li navic R
téleso nebo je aspori vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pFipadé
uréeny jednoznacné.

Poznamka

Toto tvrzeni je mozné aplikovat i obecngji (viz Euklidovské
okruhy), je ale tfeba sprdvné& definovat, jak budeme porovndvat
prvky.
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Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuzit k diskusi
kofen( polynomi.
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Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuzit k diskusi
kofen( polynomi.

UvaZme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a dé&lme jej polynomem
x—b, beR.
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Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuzit k diskusi
kofen( polynomi.

UvaZme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a dé&lme jej polynomem
x—b, beR.

ProtoZe je vedouci koeficient jedni¢ka, algoritmus pro déleni dava
jednoznaény vysledek. Dostdvame tedy jednoznaéné zadané
polynomy g a r spliiujici f = g(x — b) + r, kde r = 0 nebo

str =0, tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je rovna
pravé f(b) =r.



KoFeny a rozklady polynomii
©00000000

Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamZité vyuzit k diskusi
kofen( polynomi.

UvaZme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a dé&lme jej polynomem
x—b, beR.

ProtoZe je vedouci koeficient jedni¢ka, algoritmus pro déleni dava
jednoznaény vysledek. Dostdvame tedy jednoznaéné zadané
polynomy g a r spliiujici f = g(x — b) + r, kde r = 0 nebo

str =0, tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je rovna
pravé f(b) =r.

Proto je prvek b € R koFen polynomu f pravé, kdyz (x — b)|f.
ProtoZe po vydéleni polynomem stupné jedna vZdy klesne stupeni
vysledku alespofi o jedni¢ku, dokazali jsme nasledujici tvrzeni:

Dusledek

KaZdy nenulovy polynom f nad télesesm R ma nejvyse st f koFend.




KoFeny a rozklady polynomii
0®0000000

Polynom x3 ma nad Zg 4 koveny ([0]s, [2]s, [4]s, [6]s.)-




KoFeny a rozklady polynomii
0®0000000

Polynom x3 ma nad Zg 4 koveny ([0]s, [2]s, [4]s, [6]s.)-
Je to tim, Ze tento okruh neni oborem integrity (a tedy ani
télesem).

Disledkem pfedchoziho tvrzeni je nasledujici velmi dilezity fakt.

Disledek

Libovolna kone¢nad podgrupa multiplikativni grupy (K>, -) télesa
(K, +,") je cyklickd. Specidlné existuje prvek g € Z, tak, Ze jeho
mocniny generuji celou grupu 7 .




KoFeny a rozklady polynomii
[eeX Yololelelele]

Plati-li pro k > 1, Ze dokonce (x — b)k|f, kde k je nejv&tsi mozné,
tikdme, Ze kofen b je nasobnosti k.

Dva polynomy nad nekone¢nym komutativnim okruhem, které
zadavaji stejné zobrazeni R — R, maji rozdil, jehoZ kofenem je
kazdy prvek v R. ProtoZe rozdil polynom{ ma jen konelny stupef,
pokud neni nulovy, dokazali jsme tak jiz d¥ive uvedené tvrzeni:

Jestlize je R nekone&ny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
R jsou stejné pravé, kdyZ jsou stejna pFislusna zobrazeni f a g.




KoFeny a rozklady polynomii
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Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomi a f a
g € R[x] jestlize:
e h|f a zdrovefi h|g

o jestlize k|fa zarovefi k|g pak také k|h.



KoFeny a rozklady polynomii
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Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomi a f a
g € R[x] jestlize:

e h|f a zdrovefi h|g

o jestlize k|fa zarovefi k|g pak také k|h.

Véta (Bezoutova rovnost)

Necht R je té&leso a necht f,g € R[x|. Pak existuje nejvétsi
spole¢ny délitel h polynomi f a g. Polynom h je uréeny
Jjednoznacné, aZ na nasobek nenulovym skalarem. PFitom existuji
polynomy A, B € R[x] takové, Ze h = Af + Bg.
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Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomi a f a
g € R[x] jestlize:

e h|f a zdrovefi h|g

o jestlize k|fa zarovefi k|g pak také k|h.

Véta (Bezoutova rovnost)

Necht R je té&leso a necht f,g € R[x|. Pak existuje nejvétsi
spole¢ny délitel h polynomi f a g. Polynom h je uréeny
Jjednoznacné, aZ na nasobek nenulovym skalarem. PFitom existuji
polynomy A, B € R[x] takové, Ze h = Af + Bg.

Eukliddv algoritmus. [




KoFeny a rozklady polynomii
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Dikaz nasledujiciho tvrzeni je pomé&rné technicky a nebudeme jej

prezentovat v detailech (i kdyZ jsme si v8e potfebné pro ngj jiz v
podstaté pFipravili).

Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh
polynomi R|[x| je obor integrity s jednozna&nym rozkladem.

Z|x], Zs|x] jsou okruhy s jednozna&nym rozkladem.




KoFeny a rozklady polynomii
00000®000

Disledkem této véty je skutecnost, Ze kaZzdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednoznaénym rozkladem miizeme
rozloZit tak, jak to zndme s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik kofen(, v&etné nasobnosti,
jako je jeho stupeii st f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=b-(x—a1) (x—a2)...(x— ax).



KoFeny a rozklady polynomii
00000®000

Disledkem této véty je skutecnost, Ze kaZzdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednoznaénym rozkladem miizeme
rozloZit tak, jak to zndme s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik kofen(, v&etné nasobnosti,
jako je jeho stupeii st f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=b-(x—a1) (x—a2)...(x— ax).

Zatimco redlné polynomy mohou byt i plné bez ko¥end, kazdy
komplexni polynom naopak takovyto rozklad p¥ipousti. To je
obsahem tzv. zdkladni véty algebry:

Véta (Zakladni véta algebry)

Pole C je algebraicky uzavfené, tj. kaZdy polynom stupné alespori 1
ma kofen.




KoFeny a rozklady polynomii
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € 7Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovnéz ireducibilni
JjakoZto polynom nad Q.
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € 7Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovnéz ireducibilni
JjakoZto polynom nad Q.

Disledek

V2 neni raciondlini &islo.
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € 7Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovnéz ireducibilni
JjakoZto polynom nad Q.

Disledek

V2 neni raciondlini &islo.

Ma-1li polynom f(x) = apx" + - - - 4 ag € Z[x] raciondIni koFen
r/s € Q v zakladnim tvaru, pak rlag a s|ap.
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)
Je-li polynom f € 7Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovnéz ireducibilni
JjakoZto polynom nad Q.

Disledek

V2 neni raciondlini &islo.

Véta
Ma-1li polynom f(x) = apx" + - - - 4 ag € Z[x] raciondIni koFen
r/s € Q v zakladnim tvaru, pak rlag a s|ap.

Priklad

o DokaZte, e x3 — 3x — 1 € Q[x] je ireducibilni.

A\
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)
Je-li polynom f € 7Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovnéz ireducibilni
JjakoZto polynom nad Q.

Disledek

V2 neni raciondlini &islo.

Véta
Ma-1li polynom f(x) = apx" + - - - 4 ag € Z[x] raciondIni koFen
r/s € Q v zakladnim tvaru, pak rlag a s|ap.

P¥iklad
o DokaZte, e x3 — 3x — 1 € Q[x] je ireducibilni.
o Dokazte, 7e x> — 3x — 1 € Z[x] je ireducibilni.

A\




KoFeny a rozklady polynomii
000000080

Hledani kofenli a ireducibilita, pokr.

Véta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f(x) = anx" + -+ + a1x + aop € Z[x]|, pFicemz:
° plaog,---,pn-1,P1an
° p?fap.

Pak je f ireducibilni nad Z (a tedy i nad Q).

Dusledek

Nad okruhem Z existuji ireducibilni polynomy libovolného stupné.
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Hledani kofenli a ireducibilita, pokr.

Véta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f(x) = anx" + -+ + a1x + aop € Z[x]|, pFicemz:
° plaog,---,pn-1,P1an
° p?fap.

Pak je f ireducibilni nad Z (a tedy i nad Q).

Dusledek

Nad okruhem Z existuji ireducibilni polynomy libovolného stupné.

Stadi uvazit f, = x" + 2, ktery je podle Eisensteinova kritéria (s
p = 2) ireducibilni stupng& n. O
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Poznamka

UZite¢na je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficientl
modulo zvolené prvoéislo p, pfip. posunuti prom&nné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 + 27x? + 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci, ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP -1

x—1

diky substituci x = y + 1.
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Poznamka

UZite¢na je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficientl
modulo zvolené prvoéislo p, pfip. posunuti prom&nné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 + 27x? + 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci, ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP -1

x—1

diky substituci x = y + 1.

Véta
Je-li o« kofenem polynomu f nad télesem nasobnosti k > 1, je o
koF¥enem f' ndsobnosti k — 1.
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Pozndmka

UZite¢na je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficientl
modulo zvolené prvoéislo p, pfip. posunuti prom&nné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 + 27x? + 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci, ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP -1

x—1

diky substituci x = y + 1.

Véta
Je-li o« kofenem polynomu f nad télesem nasobnosti k > 1, je o
koF¥enem f' ndsobnosti k — 1.

Disledek
Ndsobné kofeny polynomu f jsou pravé kofeny (f, f'). Vsechny

kofeny polynomu f obdrZime jako (jednoduché) koFeny polynomu
f/(f, ).
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Polynomy vice promé&nnych

Polynomy vice proménnych

Okruhy polynomi v proménnych xi, ..., x, definujeme induktivné
vztahem

Rx1, ...y xr] := R[x1, ..., xr—1][x]-

Nap¥. R[x, y] = R[x][y], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v promé&nné
y nad okruhem R[x]. Snadno se ové¥i, Ze polynomy v promé&nnych
X1,...,Xr |lze chapat jako vyrazy vzniklé z pismen xi,...,x, a
prvki okruhu R kone&nym po&tem (formdlniho) s¢itdni a ndsobeni
v komutativnim okruhu.



Polynomy vice promé&nnych

Polynomy vice proménnych

Okruhy polynomi v proménnych xi, ..., x, definujeme induktivné
vztahem
Rx1, ...y xr] := R[x1, ..., xr—1][x]-

Nap¥. R[x, y] = R[x][y], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v promé&nné
y nad okruhem R[x]. Snadno se ové¥i, Ze polynomy v promé&nnych
X1,...,Xr |lze chapat jako vyrazy vzniklé z pismen xi,...,x, a
prvki okruhu R kone&nym po&tem (formdlniho) s¢itdni a ndsobeni
v komutativnim okruhu.
Naptiklad prvky v R[x, y] jsou tvaru

f=an(x)y" +an1(x)y" '+ +a(x)
= (amnx™ + -+ aon)y” + -+ + (bpox” + -+ + boo)

= oo + C10X + o1y + c20x? + crixy + coay? + ...



Polynomy vice promé&nnych

Jako diisledek nasi definice a pfedchozich vysledkl pro polynomy
nad obecnymi komutativnimi okruhy dostavame:

Dusledek

Q Jestlize v okruhu R nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu
polynomi R[xi, ..., x| nejsou délitelé nuly.

@ Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také
okruh polynomii R[xi,...,x,| je obor integrity s
Jjednoznacnym rozkladem.

Z[x,y] je okruh s jednozna&nym rozkladem.




Polynomy vice promé&nnych

Symetrické polynomy

Definice
Polynom f € R[xi, ..., xn], ktery se nezméni p¥i libovolné
permutaci proménnych xi, ..., x,, se nazyva symetricky polynom.

Elementarnimi symetrickymi polynomy rozumime polynomy

S1=X1+X2+ X,

S = X1X2 + X1X3 + * - - + Xp—1Xp,




Polynomy vice promé&nnych

Symetrické polynomy

Definice
Polynom f € R[xi, ..., xn], ktery se nezméni p¥i libovolné
permutaci proménnych xi, ..., x,, se nazyva symetricky polynom.

Elementarnimi symetrickymi polynomy rozumime polynomy

St =X+ X2+ o+ X,

S = X1X2 + X1X3 + * - - + Xp—1Xp,

Libovolny symetricky polynom Ize vyjadFit jako polynom
v proménnych sy, ..., Sp.
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RSA

Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
- 1973)
@ kazdy ucastnik A potfebuje dvojici kli¢d — vefejny V4 a
soukromy Sp
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Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
- 1973)
@ kazdy ucastnik A potfebuje dvojici kli¢d — vefejny V4 a
soukromy Sp
@ generovani kli¢a: zvoli dvé velka prvotisla p, g, vypolte
n=pq, p(n) = (p—1)(g — 1) [n je vetejné, ale ¢(n) nelze
snadno spotitat |
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Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
- 1973)
@ kazdy ucastnik A potfebuje dvojici kli¢d — vefejny V4 a
soukromy Sp
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Fermatova, resp. Eulerova véta. O




Par slov o Zifrach
©0®000

Poznamka

@ Korektni naprogramovani bez postrannich kanald neni trividln{
(viz napt. PKCS#1, RFC 3447).

@ Analogicky podepisovani (hashil) zprav (viz napf. DSA)

@ Viz RSA factoring challenge (nap¥. rozklad 212 ciferného ¢&isla
RSA-704 vynese 30 000 USD).
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Diffie-Hellman key exchange, ElIGamal

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ -

1974)
Vyména kli¢a pro symetrickou kryptografii bez pfedchoziho

kontaktu (tj. ndhrada jednordzovych kli¢d, kuryru s kuf¥iky, ...).
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Diffie-Hellman key exchange, ElIGamal

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ -

1974)
Vyména kli¢a pro symetrickou kryptografii bez pfedchoziho

kontaktu (tj. ndhrada jednordzovych kli¢d, kuryru s kuf¥iky, ...).
@ Dohoda stran na cyklické grupé G a jejim generatoru g
(veFejné)
@ Alice vybere ndhodné a a posle g?
@ Bob vybere nihodné b a podle g?
@ Spoletnym klitem pro komunikaci je g?°.

Pozndmka
@ Problém diskrétniho logaritmu (DLP)
o Nezbytnd autentizace (man in the middle attack)
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Z protokolu DH na vyménu kli¢h odvozen Sifrovaci algoritmus
ElGamal:

@ Alice zvoli cyklickou grupu G spolu s generdtorem g

@ Alice zvoli tajny kli¢ x, spotitd h = g* a zvefejni verejny kli¢
(G.g,h)

@ Sifrovani zpravy M: Bob zvoli ndhodné y a vypotte (; = g a
G =M-h aposle (G, G)

e desifrovani zpravy: OT = G/ G
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Z protokolu DH na vyménu kli¢h odvozen Sifrovaci algoritmus
ElGamal:

@ Alice zvoli cyklickou grupu G spolu s generdtorem g

@ Alice zvoli tajny kli¢ x, spo&itd h = g* a zvefejni veFejny kli¢
(G.g,h)

@ Sifrovani zpravy M: Bob zvoli ndhodné y a vypotte (; = g a
G =M-h aposle (G, G)

e desifrovani zpravy: OT = G/ G

Poznamka

Opét Ize odvodit podepisovani.
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Eliptické k¥ivky

Eliptické k¥ivky jsou rovinné kivky o rovnici tvaru y? = x3+ax+ b
a zajimavé jsou tim, Ze jejich bodech lze definovat operace tak, Ze
vyslednou strukturou bude komutativni grupa.

P¥itom uvedené operace lze efektivné provadét a navic se ukazuje,
Ze maji (nejen) pro kryprografii zajimavé vlastnosti — srovnatelné
bezpetnosti jako RSA lze dosdhnout jiZz s podstatné krat$imi klici.
Vyhodou je rovnéz velké mnozstvi pouzitelnych eliptickych k¥ivek
(a tedy grup rizné struktury) podle volby parametru a, b .
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@ ECDH - pfima varianta DH na eliptické kfivce (jen misto

generatoru se vybere vhodny bod na kFivce)
o ECDSA - digitalni podpis pomoci eliptickych kFivek.

Poznamka

Problém diskrétniho logaritmu (ECDLP).
Navic se ukazuje, Ze eliptické kfivky jsou velmi dob¥e pouZitelné pf¥i
faktorizaci prvodisel.
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