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Posety a svazy

Z drivéjska vime, Ze uspofadani na mnoziné M je relace na M,
ktera je
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Uspo¥ddané mnoZiny
[ Jelslele]

Posety a svazy

Z drivéjska vime, Ze uspofadani na mnoziné M je relace na M,
ktera je

o reflexivni,

@ antisymetricka,

@ tranzitivni.

P¥itom obecn& nemusi byt tipIné, tj. nemusi pro libovolnou dvojici
x,y € M platit x < y ani y < x. Nékdy proto zdlraziiujeme, Ze
mluvime o ¢aste€ném uspofadani a o dvojici (M, <) jako o
posetu (z angl. partially ordered set).



Uspo¥ddané mnoZiny
o] Jslele]

Priklad
o Je-li ddna (konetnd & nekonetnd) mnoZina K, pak na
mnozing M = 2K viech podmnoZin K lze definovat takové
usporadani prostfednictvim inkluze (tj. pro A,B C K
definujeme A< B <— ACB).
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o Je-li ddna (konetnd & nekonetnd) mnoZina K, pak na
mnozing M = 2K viech podmnoZin K lze definovat takové
usporadani prostfednictvim inkluze (tj. pro A,B C K
definujeme A < B <= A C B). Obdobng ale uspofadanou
mnoZinu tvoti i (2K, D).

o Usporadanou mnoZinu tvofi napf. nase bézné &iselné obory
spolu s operaci uspofadani — nap¥. (Z, <), (N, <), (Q, <).
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o Je-li ddna (konetnd & nekonetnd) mnoZina K, pak na
mnozing M = 2K viech podmnoZin K lze definovat takové
usporadani prostfednictvim inkluze (tj. pro A,B C K
definujeme A < B <= A C B). Obdobng ale uspofadanou
mnoZinu tvoti i (2K, D).
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o Usporadanou mnoZinu tvofi napf. nase bézné &iselné obory
spolu s operaci uspofadani — nap¥. (Z, <), (N, <), (Q, <).
Uspofadani na N je navic tzv. dobré uspofadani, kdy kazda
neprazdnd podmnoZina ma nejmensi prvek (ikoliv nutng
nejv&tsi). To umoZni provddéni matematické indukce (tuto
vlastnost nema ani Z, ani Q).
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o Je-li ddna (konetnd & nekonetnd) mnoZina K, pak na
mnozing M = 2K viech podmnoZin K lze definovat takové
usporadani prostfednictvim inkluze (tj. pro A,B C K
definujeme A < B <= A C B). Obdobng ale uspofadanou
mnoZinu tvoti i (2K, D).

o Usporadanou mnoZinu tvofi napf. nase bézné &iselné obory
spolu s operaci uspofadani — nap¥. (Z, <), (N, <), (Q, <).
Uspofadani na N je navic tzv. dobré uspofadani, kdy kazda
neprazdnd podmnoZina ma nejmensi prvek (ikoliv nutng
nejv&tsi). To umoZni provddéni matematické indukce (tuto
vlastnost nema ani Z, ani Q).

@ Poznamenejme, e na € neni zadné uspofadani, které by
pFirozené vychazelo z usporadani redlnych Cisel.

e Usporadanou mnoZinu tvofi rovn&€Z mnozina viech kladnych
dé&liteli daného pFirozeného &isla n vzhledem k relaci
délitelnosti.
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o Je-li ddna (konetnd & nekonetnd) mnoZina K, pak na
mnozing M = 2K viech podmnoZin K lze definovat takové
usporadani prostfednictvim inkluze (tj. pro A,B C K
definujeme A < B <= A C B). Obdobng ale uspofadanou
mnoZinu tvoti i (2K, D).

o Usporadanou mnoZinu tvofi napf. nase bézné &iselné obory
spolu s operaci uspofadani — nap¥. (Z, <), (N, <), (Q, <).
Uspofadani na N je navic tzv. dobré uspofadani, kdy kazda
neprazdnd podmnoZina ma nejmensi prvek (ikoliv nutng
nejv&tsi). To umoZni provddéni matematické indukce (tuto
vlastnost nema ani Z, ani Q).

@ Poznamenejme, e na € neni zadné uspofadani, které by
pFirozené vychazelo z usporadani redlnych Cisel.

e Usporadanou mnoZinu tvofi rovn&€Z mnozina viech kladnych
dé&liteli daného pFirozeného &isla n vzhledem k relaci
délitelnosti.(UvaZte, pro¢ nevyhovuje mnoZina vSech dgliteld).
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Uspo¥ddané mnoZiny

[ele] lele]

K uspofadanym mnoZindm se vztahuji pojmy:
@ nejmensi a nejveétsi prvek
@ maximalni a minimalni prvek
@ horni (dolni) zdvora dané mnoZiny
°

supremum (infimum) dané mnoZiny



Uspo¥ddané mnoZiny

[ele] lele]

K uspofadanym mnoZindm se vztahuji pojmy:
@ nejmensi a nejveétsi prvek

@ maximalni a minimalni prvek

horni (dolni) zdvora dané mnoZiny

@ supremum (infimum) dané mnoZiny
Konetné posety se pfehledné zobrazuji pomoci orientovanych
grafi. Prvky K jsou pFedstavovany uzly a hranou jsou spojeny
pravé prvky v relaci s orientaci od vétsiho k mensimu .
Hasseovsky diagram posetu je zakresleni takového grafu v roving
tak, Ze V&SI prvky jsou zobrazeny vZdy vy neZ mensi (a orientace
hran je tedy dana takto implicitng&) — kvali pfehlednosti, pfitom
hrany kreslime pouze tehdy, pokud v&tsi prvek pokryvd mensi.



Uspo¥ddané mnoZiny
[ele]s] le

Svazy

Svaz (angl. lattice) je poset (K, <), ve kterém ma kazda
dvouprvkovd mnozina {A, B} supremum AV B a infimum AA B v
K.

Uplny svaz je pak takovy poset, kdy ma infimum a supremum
kazda podmnoZina.
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Svazy

Definice

Svaz (angl. lattice) je poset (K, <), ve kterém ma kazda
dvouprvkovd mnozina {A, B} supremum AV B a infimum AA B v
K.

Uplny svaz je pak takovy poset, kdy ma infimum a supremum
kazda podmnoZina.

Pfiklad
o Libovolnd Gpln& uspofaddand mnoZina tvofi svaz — (R, <)
apod.
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Svazy

Definice

Svaz (angl. lattice) je poset (K, <), ve kterém ma kazda
dvouprvkovd mnozina {A, B} supremum AV B a infimum AA B v
K.

Uplny svaz je pak takovy poset, kdy ma infimum a supremum
kazda podmnoZina.

Pfiklad
o Libovolnd Gpln& uspofaddand mnoZina tvofi svaz — (R, <)
apod.

@ Poset D, kladnych dé&litelti pFirozeného ¢&isla n tvofi svaz.
@ Poset (N, |) neni je svaz, ktery neni Gplny (ale pfiddnim 0 jej
mazeme zdplnit).

e MnoZina v8ech (normaélnich) podgrup dané grupy tvofi Gplny
svaz.




Uspo¥ddané mnoZiny
[elefsle] J

Nedistributivni svazy

Na svazu (K, <) tedy mdme definovany bindrni operace A a V a
pfimo z definice je zjevna asociativita a komutativita t&chto
operaci. Casto se na svaz divdme jako na algebraickou strukturu
(K, A, V), pfitom Ize snadno ukdzat, Ze pavodni uspofadani Ize
znovuobjevit predpisem A< B «<— AVB =8B < AAB=A



Uspo¥ddané mnoZiny
[elefsle] J

Nedistributivni svazy

Na svazu (K, <) tedy mdme definovany bindrni operace A a V a
pfimo z definice je zjevna asociativita a komutativita t&chto
operaci. Casto se na svaz divdme jako na algebraickou strukturu
(K, A, V), pfitom Ize snadno ukdzat, Ze pavodni uspofadani Ize
znovuobjevit predpisem A< B «<— AVB =8B < AAB=A
Snadno lIze ale nakreslit Hasseho diagram svazu, ktery nenf
distributivni, tj. operace A a V nedistribuuji (viz definice okruhu).
Lze ukazat, Ze kaZdy nedistributivni svaz ma podsvaz izomorfni's
jednim z nasledujicich svazii:

svaz Ms svaz Njs
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© Mnozinovd a booleovskd (Booleova) algebra



Booleovy algebry

9000000

S ka¥dou mnoZinou M méme také mnozinu K = 2M vEech jejich
podmnoZin a na ni operace V : K x K — K sjednoceni mnoZin a
A K x K — K praniku mnoZin.

To jsou dvé binarni operace, které se ¢astéji zna&i U a N.
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9000000

S ka¥dou mnoZinou M méme také mnozinu K = 2M vEech jejich
podmnoZin a na ni operace V : K x K — K sjednoceni mnoZin a
A K x K — K praniku mnoZin.

To jsou dvé binarni operace, které se ¢astéji zna&i U a N.

Déle mame ke kazdé mnoZing A € K také jeji mnozinu doplitkovou
A, co? je daldi unarni operace. Konetn& mame nejvétsi objekt, tj.
celou mnoZinu M, ktery je neutrdlni vii&i operaci A a ktery proto
budeme v této souvislosti oznafovat jako 1, a obdobng se chova
prazdnd mnozina () € K v(i&i operaci A. Tu budeme v této
souvislosti znafit jako 0.



Booleovy algebry

o] lelelelolo]

Na mnoZing K vSech podmnoZin v M pFfitom plati pro vechny
prvky A, B, C nasledujici vlastnosti:

ANBAC)=(AABYAC, AV(BVC)=(AVB)VC (1)

ANB=BANA AVB=BVA (2)
ANBVC)=(AAB)V(AAC),

AV(BANC)=(AVB)A(AV () (3)
existuje 0 tak, Ze AV0O=A (4)
existuje 1 tak, Ze AAN1=A (5)

ANA =0, AVA =1. (6)



Booleovy algebry

o] lelelelolo]

Na mnoZing K vSech podmnoZin v M pFfitom plati pro vechny
prvky A, B, C nasledujici vlastnosti:

ANBAC)=(AABYAC, AV(BVC)=(AVB)VC (1)

ANB=BANA AVB=BVA (2)
ANBVC)=(AAB)V(ANCQ),

AV(BAC)=(AVB)A(AV () (3)
existuje 0 tak, Ze AV0O=A (4)
existuje 1 tak, Ze AN1=A (5)
ANA =0, AVA =1. (6)

Vlastnost (1) je asociativni zdkon pro ob& operace, (2) je
komutativita, (3) je distributivita obou operaci. Posledni vlastnost
(6) vystihuje vlastnosti komplementu.



Booleovy algebry
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Definice

MnoZing K spolu se dvéma binarnimi operacemi A a V a jednou
unarni operaci ’ spliiujici vlastnosti (1)—(7) ¥ikime booleovska
(Booleova) algebra. Operaci A budeme Fikat infimum (p¥ipadn&
prunik, anglicky Casto také meet), operaci VV budeme Fikat
supremum (p¥ipadn& sjednoceni, anglicky také join). Prvku A’ se
fikd komplement (doplnék) k prvku A.
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Definice

MnoZing K spolu se dvéma binarnimi operacemi A a V a jednou
unarni operaci ’ spliiujici vlastnosti (1)—(7) ¥ikime booleovska
(Booleova) algebra. Operaci A budeme Fikat infimum (p¥ipadn&
prunik, anglicky Casto také meet), operaci VV budeme Fikat
supremum (p¥ipadn& sjednoceni, anglicky také join). Prvku A’ se
fikd komplement (doplnék) k prvku A.

Vsimnéme si, Ze axiomy booleovské algebry jsou zcela symetrické
viéi zaméné operaci A a V, spoletné se zaménou prvkia 0 a 1.
Disledkem tohoto faktu je, Ze jakékoliv tvrzeni, které odvodime z
axioml, ma také platné dudlni tvrzeni, které vznikne z prvého
pravé zaménou vsech vyskytl A za Vv a naopak a stejné& tak viech
vyskytli 0 a 1. Hovofime o principu duality.



Booleovy algebry

0008000

Stejn& jako u specialniho pfipadu booleovské algebry vEech
podmnoZin v dané mnoZiné M je komplement k A € K urlen
jednoznaZné (tj. mame-li déno (K, A, V), mlZe existovat nejvyse
jedna undrni operace, se kterou dostaneme booleovskou algebru).
Skutetng, pokud B a C € K spliiuji vlastnosti A, plati

B=BVv0=BV(AAC)=(BVAA(BVC) =1A(BVC) = BVC

a podobné& také C = C Vv B. Je tedy nutné¢ B = C.

Poznamka

Pokud ve svazu K existuje ke kaZzdému prvku komplement, Fikame,
Ze svaz je komplementarni. Takovymi jsou napf. svazy Ms i Ns, u
nich ov&em neni komplement uréen jednozna¢ng (jednozna&nost
vynuti aZ distributivni zdkony).




Booleovy algebry

[olelele] Tolo]

V nésledujicim vy&tu se vlastnostem (2) ¥ikd absorpéni zakony,
vlastnosti (3) popisuji idempotentnost operaci a (4) jsou tzv. De
Morganova pravidla.

V kaZdé booleovské algebFe (K, A, V,") plati pro vsechny prvky v
K

Q@ ANDO=0, Avl=1

@ AN(AVB)=A, AV(AAB)=A
Q@ ANA=A AVA=A

QO (ANBY=A VB, (AvBY =AAF
Q0 (A)Y =A




Booleovy algebry
[elefelele] lo]

Alternativni definice booleovské algebry

Booleovska algebra je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a
nejmensim prvkem O takovy, Ze v ném existuji ke vsem prvkim
komplementy.

Ovéili jsme jiz, Ze v takovém pFipad& komplementy jsou
definovany jednoznadng, takZe je nase alternativni definice
booleovské algebry korektni.



Booleovy algebry
[elefelele] lo]

Alternativni definice booleovské algebry

Booleovska algebra je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a
nejmensim prvkem O takovy, Ze v ném existuji ke vsem prvkim
komplementy.

Ovéili jsme jiz, Ze v takovém pFipad& komplementy jsou
definovany jednoznadng, takZe je nase alternativni definice
booleovské algebry korektni.

ProtoZe svaz podgrup dané grupy mize mit podsvaz typu Ms, neni
obecné distributivni a nejde tedy obecn& o booleovskou algebru.




Booleovy algebry
[elefelelelo] ]

Od booleovské algebry zpét k posetu

Libovolnd booleovska algebra je posetem ve smyslu uspofadani
definovaného A < B pravé tehdy, kdyZ A A B = A (coz je totéz
jako AV B = B).

Pak navic plati:

Lemma

QO ANB<A

Q@ A<AVB

Q jestlize A< C a zdroveit B < C, pak také Av B < C
Q@ A< B privé kdy? ANB' =0

Q@ 0<AaAL1 provsechny A € K.
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[elefelelelo] ]

Od booleovské algebry zpét k posetu

Libovolnd booleovska algebra je posetem ve smyslu uspofadani
definovaného A < B pravé tehdy, kdyZ A A B = A (coz je totéz
jako AV B = B).

Pak navic plati:

Lemma

QO ANB<A

Q@ A<AVB

Q jestlize A< C a zdroveit B < C, pak také Av B < C
Q@ A< B privé kdy? ANB' =0

Q@ 0<AaAL1 provsechny A € K.

Vsimnéme si, Ze stejné jako v pfipadé algebry podmnoZin je v
Booleovskych algebrach A A B = A pravé, kdyz je AV B = B.
Skuteng, je-li AN B = A, pak z absorp&nich zdkoni plyne
AV B =(AAB)V B =B, anaopak.
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© Vyrokova logika



Vyrokova logika

[ lelele]

Nasi symboliku interpretujeme tak, 7?e z prvkil A, B, --- € K
tvo¥ime slova pomoci operaci V, A, ' a zdvorek vyjasfiujicich v
jakém pofadi a na jaké argumenty jsou operace aplikovany.
Samotné axiomy a jejich disledky pak ¥ikaji, Ze velice ¥asto rizna
slova davaji stejnou hodnotu vysledku v K.



Vyrokova logika

[ lelele]

Nasi symboliku interpretujeme tak, 7?e z prvkil A, B, --- € K
tvo¥ime slova pomoci operaci V, A, ' a zdvorek vyjasfiujicich v
jakém pofadi a na jaké argumenty jsou operace aplikovany.
Samotné axiomy a jejich disledky pak ¥ikaji, Ze velice ¥asto rizna
slova davaji stejnou hodnotu vysledku v K.

V p¥ipad& mnoziny véech podmnozin K = 2M je to zfejmé — prost&
jde o rovnost podmnozin.



Vyrokova logika

[o] lele]

Nyni budeme pracovat opét se slovy jako vy3e, interpretujeme je
ale jako tvrzeni sloZené z elementarnich vyrokii A, B, ... a
logickych operaci AND (bindrni operace A), OR (bindrni operace
V) a negace NOT (undrni operace ). Takové slova nazyvdme
vyroky a pfifazujeme jim pravdivostni hodnotu v zavislosti na
pravdivostni hodnoté jednotlivych elementérnich argumentd.



Vyrokova logika

[o] lele]

Nyni budeme pracovat opét se slovy jako vy3e, interpretujeme je
ale jako tvrzeni sloZené z elementarnich vyrokii A, B, ... a
logickych operaci AND (bindrni operace A), OR (bindrni operace
V) a negace NOT (undrni operace ). Takové slova nazyvdme
vyroky a pfifazujeme jim pravdivostni hodnotu v zavislosti na
pravdivostni hodnoté jednotlivych elementérnich argumentd.
Pravdivostni hodnotu pfitom bereme jako prvek z trividlni
Booleovy algebry Z,, tedy bud 0 nebo 1.

Pravdivostni hodnota vyroku je pIné urena pfifazenim hodnot pro
nejjednodudi vyroky AA B, AV B a A, tj. AA B je pravdivé pouze,
kdyZ jsou oba vyroky A a B pravdivé, AV B je nepravdivé pouze,
kdy? jsou oba vyroky nepravdivé a A’ m4 opa&nou hodnotu nez A.



Vyrokova logika

[oe] o)

Vyrok obsahujici k elementarnich vyroki tedy pfedstavuje funkci
(Z2)* — Z5 a dva vyroky nazyvame logicky ekvivalentni, jestlize
zadévaji stejnou funkci. Snadno se nyni pfimo ové&Fi, Ze na mnoZing
t¥id logicky ekvivalentnich vyrokil jsme takto zadefinovali strukturu
Booleovy algebry (je pouze tfeba projit na%e axiomy a ovéfit je).
Nutné tedy pro vyrokovou logiku bude v tomto smyslu platné v3e,
co dokdZeme pro obecné Booleovy algebry.



Vyrokova logika

[olele] ]

Stru¢né si proberme, jak vypadaji obvyklé daldi jednoduché vyroky

ve vyrokové logice jakoZto prvky Booleovy algebry (t;j.

reprezentujeme vzdy nasim vyrazem tfidu vyroki ekvivalentnich):
e Implikaci A = B dostaneme jako A’ Vv B,
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Stru¢né si proberme, jak vypadaji obvyklé daldi jednoduché vyroky

ve vyrokové logice jakoZto prvky Booleovy algebry (t;j.

reprezentujeme vzdy nasim vyrazem tfidu vyroki ekvivalentnich):
e Implikaci A = B dostaneme jako A’ Vv B,

o ekvivalenci A < B odpovidd (AN B) V(A A B'),



Vyrokova logika

[olele] ]
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Stru¢né si proberme, jak vypadaji obvyklé daldi jednoduché vyroky
ve vyrokové logice jakoZto prvky Booleovy algebry (t;j.
reprezentujeme vzdy nasim vyrazem tfidu vyroki ekvivalentnich):
e Implikaci A = B dostaneme jako A’ Vv B,
o ekvivalenci A < B odpovidd (AN B) V(A A B'),
e vylu€ovaci OR, neboli XOR, je déno jako (A A B') Vv (A" A B),
e negace NOR operace OR je vyjid¥ena jako A’ A B’ a
e negace NAND operace AND je déna jako A’ v B'.

Poznamka

VEimn&me si, ¢ XOR odpovida v mnoZinové algeb¥e symetrickému
rozdilu mnoZin.

Podobné je moZné veskeré zakladni vyrokové spojky realizovat
pouze pomoci NAND (pfip. NOR) — viz NAND flash pamé&ti (nap¥.
USB disky).
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P¥epinade a dé¥litelé
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P¥epinat je pro nds ternd sk¥itika, kterd ma jen dva stavy, bud je
zapnut (a signdl prochdzi) nebo naopak vypnut (a signal
neprochazi).

Jeden nebo vice prepinalt zapojujeme do sité€ sériové nebo
paraleln&. Sériové zapojeni je popsdno pomoci bindrni operace A,
paralelni je naopak V. Undrni operace A’ zadavé prepinal, ktery je
vzdy v opatné poloze nez A.

A
o A B o o— —o0
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Kazdé konetné slovo vytvorené pomoci prepinaci A, B, ... a
operaci A, V a’ umime prevést na obrdzek, ktery bude
pFedstavovat systém prFepinall propojenych draty a zcela obdobn&
jako v minulém odstavci nam kaZda volba poloh jednotlivych
prepinaci zadad hodnotu zapnuto/vypnuto pro cely systém.
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[o] lele}

Kazdé konetné slovo vytvorené pomoci prepinaci A, B, ... a
operaci A, V a’ umime prevést na obrdzek, ktery bude
pFedstavovat systém prFepinall propojenych draty a zcela obdobn&
jako v minulém odstavci nam kaZda volba poloh jednotlivych
prepinaci zadad hodnotu zapnuto/vypnuto pro cely systém.

Opét se snadno krok po kroku ové&fi platnost zdkladnich axiomil
Booleovych algeber pro nas systém. Na obrazku je ilustrovan jeden
z axiom{ distributivity. Propojeni bez pfepinae odpovida prvku 1,
koncové body bez propojeni (nebo sériové zapojeni A a A') davd
prvek 0.

B— JA 4B
o—A —oO0 = O— ]—o
JA 4C

c—
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[ele] le}

Délitelé

Dal$im pfirozenym p¥ikladem Booleovské algebry je systém
kladnych délitelli pfirozeného &isla.

Zvolme pevné takové &islo n € N. Za nosnou mnoZinu D, bereme
mnoZinu viech kladnych déliteli d naseho n. Pro dva takové
délitele definujeme d A e jako nejv&tsi spolecny délitel prvkd d a e,
d V e je nejmensi spole¢ny nasobek. Nejv&tsim prvkem je n € D,
(zépis 1 = n je v tomto p¥ipad& pon&kud schizofrenni) a
neutrdInim prvkem vii&i supremu je jednitka v N. Undrni operaci /
dostavame pomoci déleni: d’ = n/d.



P¥epinade a dé¥litelé
[elefe] }

MnoZina D,, spolu s vyse uvedenymi operacemi A, V a' je
Booleova algebra pravé, kdyZ rozklad n neobsahuje kvadrdty (tj. v
jednoznacném rozkladu n = q ... q, na prvocisla jsou vsechna g;

po dvou riznd).
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P¥i diskusi vyrokové logiky jsme se potykali s problémem, co
vlastné jsou prvky pfislusné Booleovy algebry. Formaln& vzato jsme
je definovali jako t¥idy ekvivalentnich vyroki. Jinak ¥e€eno,
pracovali jsme s hodnotovymi funkcemi pro vyroky s danym
poctem argumentd. Vibec jsme pfitom nefesili obtizny problém
(tzv. equivalence checking je NP t&Zky), jak rozpoznat stejné
vyroky v tomto smyslu. Také jsme nefesili, jestli viechny formaln&
mozné hodnotové funkce (Z,)" — Z, lze zadat pomoci zakladnich
logickych operaci.
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P¥i diskusi vyrokové logiky jsme se potykali s problémem, co
vlastné jsou prvky pfislusné Booleovy algebry. Formaln& vzato jsme
je definovali jako t¥idy ekvivalentnich vyroki. Jinak ¥e€eno,
pracovali jsme s hodnotovymi funkcemi pro vyroky s danym
poctem argumentd. Vibec jsme pfitom nefesili obtizny problém
(tzv. equivalence checking je NP t&Zky), jak rozpoznat stejné
vyroky v tomto smyslu. Také jsme nefesili, jestli viechny formaln&
mozné hodnotové funkce (Z,)" — Z, lze zadat pomoci zakladnich
logickych operaci.

Zcela obdobn& se miZeme tazat, jak poznat, zda dva systémy
pfepinalli maji stejnou funkci. Obdobng jako u vyroki zde pro
systém s n pfepinadi pracujeme s funkcemi (Z,)" — Z, a zjevné
existuje pravé 22" riznych takovych p¥epinacich funkci. Na t&chto
funkcich umime p¥irozenym zplsobem zadat strukturu Booleovy
algebry (vyuZivdame, Ze hodnoty, tj. Z, jsou Booleovou algebrou).
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Odpovime nyni na vy%e uvedené otazky tak, Ze pro libovolny prvek
obecné Booleovy algebry sestrojime jeho tzv. normalni
disjunktivni tvar, tj. napiSeme jej pomoci vybrané skupiny
nejjednodussich prvk( a operace V.

Definice

Prvek A € K nazveme atom v Booleové algebfe K, jestlize pro
vdechny B € K platit AAB =A (tj. A< B) nebo AAB =0.

Jinak ¥eeno, A je atom, kdyZ pro v8echny ostatni prvky B < A
implikuje B =0 nebo B = A.

Booleova algebra funkci pFepinacového systému s n prepinaci
Ai,..., A, m3 2" atomd, které jsou tvaru AT* A - -+ AN A%, kde bud
A? = A;j nebo A7 = AL
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KaZdy prvek B v kone¢né Booleové algebFe (K, A, V,") Ize zapsat
jako supremum atomii

B=A1 V- VA

Tato formule je navic jednoznaénd aZ na po¥adi atomi.

Tato vé&ta se dokazuje s pomoci tfi jednoduchych tvrzeni:

Q Jestlize jsou Y, X1,...,Xp atomy v K, pakY < XiV---VXp
tehdy a jen tehdy, kdyZ? Y = X; pro néjaké i =1,... /.

@ Pro kaZdy prvek Y # 0 v K existuje atom X, pro ktery je
oy

@ Jestlize jsou Xi,..., X, vSechny atomy v K, pak Y = 0 pravg,
kdyz Y AN X; =0 pro vSechny i =1,... r.
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[ le]

Jak jsme jiZ vidéli u mnoha matematickych struktur, o objektech
se dozviddme informace pomoci tzv. homomorfismi, tj. zobrazeni,
které zachovavaji p¥islusné operace. V pfipadé Booleovskych
algeber definujeme podobné jako u okruhti:

Definition

Zobrazeni f : (K, A, V") — (L, A, V,") se nazyvd homomorfismus
Booleovskych algeber, jestlize pro viechny A, B € K plati

Q@ f(ANB)=Ff(A)ANf(B)

Q@ f(AvB)=1F(A) V(B

Q f(A) =f(A).
Homomorfismus 7 je izomorfismem booleovskych algeber, jestlize
je f navic bijektivni.
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Snadno se ov&Fi, Ye bijektivnost f ji¥ zarudi, Ye 1 je op&t
homomorfismem.

Z definice usporadani na Booleovych algebrach je zfejmé, Ze kaZzdy
homomorfismus f : K — L bude také spliiovat f(A) < f(B) pro
viechny prvky A < B v K. To je defini¢ni vlastnost pro tzv.
izotonni zobrazeni neboli homomorfismy poseti.

Jakkoliv umime rekonstruovat operace suprema a infima z
usporadani, pokud toto vzniklo z Booleovy algebry, neni pravda, Ze
by kaZdy homomorfismus poseti byl automaticky homomorfismem
pFisludnych algeber. Zkuste si najit p¥iklad (sta&i vkladat algebru se
dv&ma atomy do algebry s alespofi ¢ty¥mi atomy)!
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Snadno se ov&Fi, Ye bijektivnost f ji¥ zarudi, Ye =1 je op&t
homomorfismem.

Z definice usporadani na Booleovych algebrich je zfejmé, Ze kaZzdy
homomorfismus f : K — L bude také spliiovat f(A) < f(B) pro
v8echny prvky A < B v K. To je defini¢ni vlastnost pro tzv.
izotonni zobrazeni neboli homomorfismy poseti.

Jakkoliv umime rekonstruovat operace suprema a infima z
usporadani, pokud toto vzniklo z Booleovy algebry, neni pravda, Ze
by kaZdy homomorfismus posetii byl automaticky homomorfismem
pFisludnych algeber. Zkuste si najit p¥iklad (sta&i vkladat algebru se
dv&ma atomy do algebry s alespofi ¢ty¥mi atomy)!

To, Ze struktura Booleovych algeber je v podstaté velmi
jednoducha, ukazuje naseldujici véta.

KaZd3 konecnd Booleova algebra je izomorfni BooleovE algebre
M = 2K kde K je mnoZina atomii v M.



