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42,35 procenta vsech statistik je nesmysinych.
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Statistika v $ir§im slova smyslu je jakékoliv zpracovani &iselnych
dat o néjakém souboru objekti a jejich vice & méné prehledna
prezentace.
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jaké vlastnosti maji objekty, které jsou daty popisovany. Zpravidla
jde o sbé&r dat o Zasti souboru objektl, jejich naslednou analyzu a
konetné& o vysloveni disledkl pozorovani pro cely soubor.
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vybrané) &asti z nich, spoletné s kvalitativhim odhadem
vérohodnosti vysledného sdéleni.

Teorie pravdépodobnosti studuje modely popisujici chovani
abstraktnich souborii (pravdépodobnost jevii z jevového pole),
statistika studuje skute¢né ndhodné vybéry z n&jakého zakladniho
souboru a zd(vodriuje vybér teoretického pravdépodobnostniho
modelu, resp. kvalitativni informace o jeho parametrech.
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© primérné bodové hodnoceni studenta u zkousky,

a mnoho dalsich daji.
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Zastavme se u prvniho udaje. Samotny aritmeticky pramé&r bodi
nam mnoho nefekne nejen o kvalité prednasky a o kvalité
pfednasejiciho, ale ani 0 samotném hodnoceni. Zajima nés také
hodnota, kterd bude ,,uprostfed souboru”, tj. pofet bodi, pro
které je stejn& studentld pod ni a nad ni.

Obdobng& prvni a posledni &tvrtina, desetina apod. Viem takovym
tdajim ¥ikame statistiky posuzované veli¢iny. V uvedenych
pfikladech se jim ¥ika median, kvartil, decil apod.
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pfikladech se jim ¥ika median, kvartil, decil apod.

Z obecné zkusenosti nebo jako vysledek tvah mimo matematiku
vime, Ze rozumné hodnoceni by na mélo mit tzv. normdlni
rozdéleni (odpovida tzv. Gaussové& kFivce). Tento pojem patfi do
teorie pravdépodobnosti a k jeho zavedeni potfebujeme pomérng
dost matematiky.

Porovnanim vysledku t¥eba i docela malého nahodného vybéru
student( s teoretickym modelem miiZzeme zjistit odhad parametr(
takového rozdé&leni a Cinit zav&ry, zda je hodnoceni ,,rozumné”.
Zaroveil Ize popsat vérohodnost naSich zavéra.
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Daleko zajimavéjsi vyvody ovem muiizeme ¢init, kdyZ porovnanim
statistik pro riazné veli¥iny budeme moci dovozovat informace o
souvislostech. Pokud nap¥. neexistuje Zddna doloZitelna souvislost
mezi historii pfedchoziho studia a vysledky v dané pfednasce, je
jednim z moZnych vysvétleni vyvod, Ze je pfednaska (nebo jeji
hodnoceni) prost& $patn4.



Pravdépodobnost nebo statistika?

[ele]ele] ]

Daleko zajimavéjsi vyvody ovem muiizeme ¢init, kdyZ porovnanim
statistik pro rizné veliiny budeme moci dovozovat informace o
souvislostech. Pokud nap¥. neexistuje Zaddna doloZitelna souvislost
mezi historii pfedchoziho studia a vysledky v dané pfednasce, je
jednim z moZnych vysvétleni vyvod, Ze je pfednaska (nebo jeji
hodnoceni) prost& $patnd.

Zavér tvodnich dvah:

@ V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym
popisem pravdépodobnosti.

e Vyvody pro konktrétni soubory dat, pro které je zvoleny model
relevantni davd matematicka statistika.

e To, zda je takovy popis adekvatni pro konkrétni vybér dat, je
také mozné podpofit nebo zavrhnout pomoci metod
matematické statistiky.
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P¥ipomeneme (a trochu zobecnime) pojmy a vysledky z prvniho
semestru.

Definice (Ndhodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevn& zvolenou mnoZinou € vSech
moznych vysledkd, kterou nazyvame zakladni prostor.
Prvky w € 2 prfedstavuji jednotlivé mozné vysledky.
Systém podmnoZin A zdkladniho prostoru se nazyva jevové pole a
jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize
o Qe A, tj. zdkladni prostor, je jevem,
o je-li A,B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem
i jejich mnoZinovy rozdil,
o je-li A; € A, i €/ nejvySe spoletny systém jevl, pak také
jejich sjednoceni je jevem, tj. UjcjAi € A.



Pravdépodobnost

0®00000000000000

Dusledek

o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opatny jev k jevu A.

1Srovnej s pojmem mnoZinovs algebra v ¥3sti o Booleovskych algebrich, o
zde znamen3d spocetnost.
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Dusledek

o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opatny jev k jevu A.

@ Priinik dvou jevii opét jevem, protoZe pro kaZdé dvé
podmnoZiny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnNB.

Takovy systém mnoZin A se pak nazyvé o-algebra !

Jevové pole je tedy systém podmnoZin zdkladniho prostoru
uzavieny na konecné priniky, spofetna sjednoceni a mnoZinové
rozdily. Jednotlivé mnoZiny A € A nazyvame nahodné jevy
(vzhledem k A).

1Srovnej s pojmem mnoZinovs algebra v ¥3sti o Booleovskych algebrich, o
zde znamen3d spocetnost.



Pravdépodobnost

0080000000 000000

Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skutenych jevl a
jejich statistickym popisem:
o cely zakladni prostor Q2 se nazyva jisty jev, prazdna
podmnoZina () € A se nazyvd nemozny jev,
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jejich statistickym popisem:

o cely zakladni prostor Q2 se nazyva jisty jev, prazdna
podmnoZina () € A se nazyvd nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

o spoletné nastoupeni jevil A;, i € I, odpovida jevu N;c/A;,
nastoupeni alespoii jednoho z jevil A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

e A B < A jsou neslutitelné jevy, je-li An B = (),

@ jev A ma za dusledek jev B, kdyz A C B,

o je-li A€ A, pak se jev B =\ A nazyvéd opatny jev k jevu
A, piSeme B = A°.
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Definice (Kolmogorovova definice pravdépodobnosti)

Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnoZin
(konegného) zdkladniho prostoru Q, na kterém je definovdna
funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezdpornd, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(Uie/A;) = > ;s P(Ai), pro kazdy nejvye
spocetny systém po dvou neslutitelnych jev(,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (2, A).
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Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnoZin
(konegného) zdkladniho prostoru Q, na kterém je definovdna
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Pro vechny jevy A, B € A plati
o P() =0, 0< P(A) <1,
e P(A°) =1- P(A),
o ACB = P(A) < P(B), P(B\ A) = P(B) — P(A),




Pravdépodobnost
[elefe] lelolelelelolelolelelo]e]

Definice (Kolmogorovova definice pravdépodobnosti)

Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnoZin
(konegného) zdkladniho prostoru Q, na kterém je definovdna
funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezdpornd, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Uie/A;) = > i/ P(Ai), pro kazdy nejvye
spocetny systém po dvou neslutitelnych jev(,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (€, A).

Disledek
Pro vechny jevy A, B € A plati
o P() =0, 0< P(A) <1,
e P(A°) =1- P(A),
o ACB = P(A) < P(B), P(B\ A) = P(B) — P(A),
o P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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Podobna tvrzeni plati i pro nekonetné posloupnosti jevi:
Pro libovolnou nejvyse spoletnou mnoZinu jevii (A;)32, plati:
o Je-liAi C A C -+, pak

P4 = lim P(4),
i=1
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Podobna tvrzeni plati i pro nekonetné posloupnosti jevi:

Tvrzeni

Pro libovolnou nejvyse spoletnou mnoZinu jevii (A;)32, plati:
o Je-liAi C A C -+, pak

P4 = lim P(4),
i=1

o Je-liAiL D Ay D -+, pak

P A) = lim P(4),
i=1
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Podobna tvrzeni plati i pro nekonetné posloupnosti jevi:

Tvrzeni

Pro libovolnou nejvyse spoletnou mnoZinu jevii (A;)32, plati:
o Je-liAi C A C -+, pak

P(l IA,) = .Iim P(A,’),
I:1 — o0
o Je-liAiL D Ay D -+, pak

P A) = lim P(4),
i=1

o P(UZ, A) < X272, P(AY),
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Podobna tvrzeni plati i pro nekonetné posloupnosti jevi:

Tvrzeni

Pro libovolnou nejvyse spoletnou mnoZinu jevii (A;)32, plati:
o Je-liAi C A C -+, pak

P4 = lim P(4),
i=1

o Je-liAiL D Ay D -+, pak
P(l |A,) = .Iim P(A,’),
I:1 —Cc0

o P(UZ,A) < X272, P(A),
o P(NZ1A) 21 -3 24(1 = P(A)).
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Klasickd pravdépodobnost

P¥ipomerime si klasickou koneénou pravdépodobnost.
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Klasickd pravdépodobnost

P¥ipomerime si klasickou koneénou pravdépodobnost.

Necht Q je koneny zikladni prostor a necht jevové pole A je
pravé systém vSech podmnoZin v . Klasicka pravdépodobnost

je pravd&podobnostni prostor (2, A, P) s pravdépodobnostni funkci
P: A—R,

Al

P(4) = 151

Zjevn& takto zadand funkce skutetn& definuje pravdépodobnost,
kdy v8em elementarnim jeviim pfifazujeme stejnou
pravdépodobnost.
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Ze s klasickou pravd&podobnosti nevystatime, ukazuji nasledujici
pfiklady:
Priklad

o Cestou z Kotlafské na Botanickou jsem ztratil zadani pisemky.

Urcete pravdépodobnost jevu wx slovné vyjadreného: ztracend
pisemka se nachdzi nejblize k zastdvce trolejbusu X.
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Ze s klasickou pravd&podobnosti nevystatime, ukazuji nasledujici
pfiklady:

Ptiklad
o Cestou z Kotlafské na Botanickou jsem ztratil zadani pisemky.
Urcete pravdépodobnost jevu wx slovné vyjadreného: ztracend
pisemka se nachdzi nejblize k zastdvce trolejbusu X.
o Urlete pravdépodobnost, jevu wy: pFfi opakovaném hodu minci
padne hlava poprvé pFi k-tém pokusu.
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Ze s klasickou pravd&podobnosti nevystatime, ukazuji nasledujici
pfiklady:

Ptiklad
o Cestou z Kotlafské na Botanickou jsem ztratil zadani pisemky.
Urcete pravdépodobnost jevu wx slovné vyjadreného: ztracend
pisemka se nachdzi nejblize k zastdvce trolejbusu X.
o Urlete pravdépodobnost, jevu wy: pFfi opakovaném hodu minci
padne hlava poprvé pFi k-tém pokusu.
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Ze s klasickou pravd&podobnosti nevystatime, ukazuji nasledujici
pfiklady:
Priklad

o Cestou z Kotlafské na Botanickou jsem ztratil zadani pisemky.

Urcete pravdépodobnost jevu wx slovné vyjadreného: ztracend
pisemka se nachdzi nejblize k zastdvce trolejbusu X.

o Urlete pravdépodobnost, jevu wy: pFfi opakovaném hodu minci
padne hlava poprvé pFi k-tém pokusu.

V prvnim ptipadé je tfeba pracovat s nekonetné mnoha stejné
pravdépodobnymi elementarnimi jevy: pisemku jsem ztratil v bod&
(x,y) , ve druhém pak musime pFipustit teoretickou moZnost, Ze
hlava nepadne nikdy, a prostorem jevi tedy bude N U {o0}.
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Petersburgsky ,,paradox” (Bernoulli, 1738)

Typicky ptiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici
s hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
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Petersburgsky ,,paradox” (Bernoulli, 1738)

Typicky ptiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici
s hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:

Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. V banku je na
zalatku dolar a pfi kazdém hodu se bank zdvojnasobi. Padne-li
hlava, hra¢ ziska obsah banku. Je-li tedy T pocet hod( potfebnych
k prvni hlav&, hra¢ obdr#i vyhru 27. Jakd je ,,fér hodnota” pro
vklad C?
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Petersburgsky ,,paradox” (Bernoulli, 1738)

Typicky ptiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici
s hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:

Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. V banku je na
zalatku dolar a pfi kazdém hodu se bank zdvojnasobi. Padne-li
hlava, hra¢ ziska obsah banku. Je-li tedy T pocet hod( potfebnych
k prvni hlav&, hra¢ obdr#i vyhru 27. Jakd je ,,fér hodnota” pro
vklad C?

A co vy? Zaplatili byste za moZnost zahréat si tuto hru tfeba 20$7?



Pravdépodobnost N&hodné veliginy
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Pr podobnost nebo statistika?

00000

Pravd&podobnost, Ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 2=k Setteme-li véechny pravd&podobnosti vysledkii
vynasobenych vyhrami 2%, dostaneme otekavanou vyhru

o
o .224_...:21:00.
1

B =

1
2

Zda se proto, Ze se vyplati vloZit i velky vklad, protoZe libovolny
vklad C se nam ,,&asem” vrati.
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Pravd&podobnost, Ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 2=k Setteme-li véechny pravd&podobnosti vysledkii
vynasobenych vyhrami 2%, dostaneme otekavanou vyhru

oo
P4 =) 1=
1l

Zda se proto, Ze se vyplati vloZit i velky vklad, protoZe libovolny
vklad C se ndm ,,asem” vrati.

Ve skute€nosti simulaci hry zjistime, Ze nezavisle na poctu pokust
se prakticky vechny vyhry budou pohybovat v rozmezi malych
hodnot. Divodem je, Ze vysoké vyhry jsou velice nepravdépodobné
a proto je pfi redlnych tvahach nelze brat vazné.

D

B =

1
2
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Pravd&podobnost, Ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 2=k Setteme-li véechny pravd&podobnosti vysledkii
vynasobenych vyhrami 2%, dostaneme otekavanou vyhru

oo
P4 =) 1=
1l

Zda se proto, Ze se vyplati vloZit i velky vklad, protoZe libovolny
vklad C se ndm ,,asem” vrati.

Ve skute€nosti simulaci hry zjistime, Ze nezavisle na poctu pokust
se prakticky vechny vyhry budou pohybovat v rozmezi malych
hodnot. Divodem je, Ze vysoké vyhry jsou velice nepravdépodobné
a proto je pfi redlnych tvahach nelze brat vazné.

Tento paradox je vysv&tlovan nelinearitou funkce uZite¢nosti penéz
(utility function), pFipadn& nezbytnosti diskontovéni jejich hodnoty.

B =

1
)
5 +
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Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

Je dokdzdno, Ze slaveni narozenin je zdravi prosp&sné. Statistika
ukazuje, Ze lidé, ktefi oslavili nejvice narozenin, se doZivaji
nejvyssiho véku.
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Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

Je dokdzdno, Ze slaveni narozenin je zdravi prosp&sné. Statistika
ukazuje, Ze lidé, ktefi oslavili nejvice narozenin, se doZivaji
nejvyssiho véku.

Obvyklé je také klast dotazy s dodatenou podminkou. Nap¥.

o Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padly
dve pétky, je-li soutet hodnot deset?
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Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

Motto:

Je dokdzdno, Ze slaveni narozenin je zdravi prosp&sné. Statistika
ukazuje, Ze lidé, ktefi oslavili nejvice narozenin, se doZivaji
nejvyssiho véku.

Obvyklé je také klast dotazy s dodatenou podminkou. Nap¥.

o Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padly
dve pétky, je-li soutet hodnot deset?

@ Mé&jme urnu s 10 koulemi. Desetkrat jsem vytahl kouli,
zkontroloval jeji barvu a vratil do urny. Jestlize byla vZdy bilé
barvy, s jakou pravdépodobnosti jsou v8echny koule v urng
bilé?
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Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

Motto:

Je dokdzdno, Ze slaveni narozenin je zdravi prosp&sné. Statistika
ukazuje, Ze lidé, ktefi oslavili nejvice narozenin, se doZivaji
nejvyssiho véku.

Obvyklé je také klast dotazy s dodatenou podminkou. Nap¥.

o Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padly
dve pétky, je-li soutet hodnot deset?

@ Mé&jme urnu s 10 koulemi. Desetkrat jsem vytahl kouli,
zkontroloval jeji barvu a vratil do urny. Jestlize byla vZdy bilé
barvy, s jakou pravdépodobnosti jsou v8echny koule v urng
bilé?

o Na dostizich jsou znamy pravdépodobnosti vitézstvi
jednotlivych koni. Jak se tyto pravdépodobnosti zméni, pokud
uprost¥ed zdvodu spadne jezdec jednoho z koni ze sedla?
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P¥ipomeneme, Ze formalizovat takové vahy umime nédsledovn&.

Definice

Necht H je jev s nenulovou pravd&podobnosti v jevovém poli A v
pravd&podobnostnim prostoru (9, .4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k jevu H je
definovana vztahem

P(AN H)

PAIH) =~ 5o
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P¥ipomeneme, Ze formalizovat takové vahy umime nédsledovn&.

Definice

Necht H je jev s nenulovou pravd&podobnosti v jevovém poli A v
pravd&podobnostnim prostoru (9, .4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k jevu H je
definovana vztahem

P(AN H)

PAIH) =~ 5o

Pt¥irozena definice nezavislosti je, Ze hypotéza H a jev A jsou
nezavislé tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Z vySe uvedeného snadno vyplyva symetrictéjsi definice:
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P¥ipomeneme, Ze formalizovat takové vahy umime nédsledovn&.

Definice

Necht H je jev s nenulovou pravd&podobnosti v jevovém poli A v
pravd&podobnostnim prostoru (9, .4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k jevu H je
definovana vztahem

P(AN H)

PAIH) =~ 5o

Pt¥irozena definice nezavislosti je, Ze hypotéza H a jev A jsou
nezavislé tehdy, je-li P(A) = P(A|H).

vvvvvv

Definice

N

Rikdme, Ze jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize

P(AnN B) = P(A)P(B).
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Definice

Rikdme, Ze jevy A1, Ay, ... jsou nezavislé, jestlize pro kaZdou k-tici
A, -+, Aj, z nich plati

k k
PLN A | =]]PA).
j 1

Jj=1 Jj=
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Definice

N

Rikdme, Ze jevy A1, Ay, ... jsou nezavislé, jestlize pro kaZdou k-tici
A, -+, Aj, z nich plati

V urné jsou 4 listky oznacené 000, 110, 101, 011. UvaZujme pro
i =1,2,3 nahodné jevy
A; = {ndhodné& vytaZeny listek ma na /-tém mist& 1}.
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Definice

Rikdme, Ze jevy A1, Ay, ... jsou nezavislé, jestlize pro kaZdou k-tici
A, -+, Aj, z nich plati

V urné jsou 4 listky oznacené 000, 110, 101, 011. UvaZujme pro
i =1,2,3 nahodné jevy

A; = {ndhodné& vytaZeny listek ma na /-tém mist& 1}.

Snadno se vidi, Ze P(A1) = P(A2) = P(A3) = % déle, Ze
P(A1NAy) = P(ALNAs) = P(AyNA3) =7 aZe

P(A1 NAN A3) =0.




Pravdépodobnost

0000000000 0Ce0000

Definice

N

Rikdme, Ze jevy A1, Ay, ... jsou nezavislé, jestlize pro kaZdou k-tici
A, -+, Aj, z nich plati

P¥iklad

V urné jsou 4 listky oznacené 000, 110, 101, 011. UvaZujme pro

i =1,2,3 nahodné jevy

A; = {ndhodné& vytaZeny listek ma na /-tém mist& 1}.

Snadno se vidi, Ze P(A1) = P(A2) = P(A3) = % déle, Ze
P(A1NAy) = P(ALNAs) = P(AyNA3) =7 aZe

P(A1 N Ay N Az) =0. Jevy A1, A, As jsou tedy po dvou nezdvislé,
ale nejsou nezavislé.
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Bayesovy véty

P¥epsanim formule pro podmin&nou pravd&podobnost dostavame

P(ANnB) = P(BN A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Veta (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(A|B) = EAFEA.

P(A)P(B|A
@ P(AB) = P(A)P(Blf“))-i-F(’(/"\c))P(BlAc)'
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Bayesovy véty

P¥epsanim formule pro podmin&nou pravd&podobnost dostavame

P(ANnB) = P(BN A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Veta (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(A|B) = EAFEA.

P(A)P(B|A
@ P(AB) = P(A)P(Blf“))-i-F(’(/"\c))P(BlAc)'

Prvni tvrzeni je pfepsanim pt¥edchozi formule, druhé z prvého plyne
doszenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°). O
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P¥iklad — preventivni screening

P¥edpokladejme, Ze krevni test na HIV pozitivni osoby ma 99%
sprévnost v p¥ipad€ osoby skutetn& HIV pozitivni (vysokd citilivost
— sensitivity). Zaroveh predpoklddejme, Ze u HIV negativni osoby
dopadné test pozitivng v 0,2% pFipadid (relativn& vysokd
specifi¢nost — specificity).
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P¥iklad — preventivni screening

P¥edpokladejme, Ze krevni test na HIV pozitivni osoby ma 99%
sprévnost v p¥ipad€ osoby skutetn& HIV pozitivni (vysokd citilivost
— sensitivity). Zaroveh predpoklddejme, Ze u HIV negativni osoby
dopadné test pozitivng v 0,2% pFipadid (relativn& vysokd
specifi¢nost — specificity).

Ndhodné& z populace vyberem osobu a otestujeme pozitivné.

S jakou pravd&podobnosti je skutetn& HIV pozitvni, jestliZze Cetnost
vyskytu HIV v populaci je p promile (tj. p osob z tisice je skutetn&
HIV pozitivni).
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P¥iklad — preventivni screening

P¥edpokladejme, Ze krevni test na HIV pozitivni osoby ma 99%
sprévnost v p¥ipad€ osoby skutetn& HIV pozitivni (vysokd citilivost
— sensitivity). Zaroveh predpoklddejme, Ze u HIV negativni osoby
dopadné test pozitivng v 0,2% pFipadid (relativn& vysokd
specifi¢nost — specificity).

Ndhodné& z populace vyberem osobu a otestujeme pozitivné.

S jakou pravd&podobnosti je skutetn& HIV pozitvni, jestliZze Cetnost
vyskytu HIV v populaci je p promile (tj. p osob z tisice je skutetn&
HIV pozitivni).

Oznaéme A jev, Ze je dand osoba HIV pozitivni, a B jev, Ze dana
osoba ma pozitivni test. Dle druhé Bayesovy véty je hledana
pravd€podobnost

p/1000 - 99,/100
p/1000 - 99/100 + (1000 — p)/1000 - 2/1000

P(AB) =
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P¥iklad — preventivni screening, pokr.

Jestlize zvolime za p n&jaké konkrétni ¢etnosti, dostaneme
pFislusné otekavatelné spolehlivosti testu. V nasledujici tabulce je
spocten vysledek pro nékolik p:

p | 100 10 1 0,1
P(A|B) | 0,982 10,8333 0,3313 10,0471

Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miiZze se zdat Sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testl.
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P¥iklad — preventivni screening, pokr.

Jestlize zvolime za p n&jaké konkrétni ¢etnosti, dostaneme
pFislusné otekavatelné spolehlivosti testu. V nasledujici tabulce je
spocten vysledek pro nékolik p:

p | 100 10 1 0,1
P(A|B) | 0,982 10,8333 0,3313 10,0471

Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miiZze se zdat Sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testl.

Poznamka

Sami si miZete podobny vypotet udélat pro tzv. triple test na
Down(iv syndrom, provddény ve 2. trimestru t&hotenstvi s 90%
citlivosti a 5% ,,false-positive rate” &i pro statistiky svého
oblibeného spamfilteru (nap¥. SpamAssassin s né&kde uddvanou
citlivosti 99,64% a specifitnosti 98.23%).
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Evidentn& prosty vyb& ndhodné osoby a pouZiti jediného testu, byt
velmi citlivého a specifického, nejsou vhodné ani na otestovani
skutetného stavu populace, ani na preventivni vySetfeni jednotlivcd,
pokud nemdme dal3i podpirné informace a lep$i nastroje.
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Evidentn& prosty vyb& ndhodné osoby a pouZiti jediného testu, byt
velmi citlivého a specifického, nejsou vhodné ani na otestovani
skutetného stavu populace, ani na preventivni vySetfeni jednotlivcd,
pokud nemdme dal3i podpirné informace a lep$i nastroje.

Pravé matematicka statistika dava nastroje na kvalifikovang;si
postupy v medicinské i primyslové diagnostice, ekonomickych
modelech, vyhodnocovani experimentalnich dat atd.



Nahodné veliginy

Plan prednasky

© Nahodné velitiny



Vratme se k jednoduchému a ndzornému p¥ikladu statistik kolem
vysledki studentd v daném predmétu, ktery je a neni podobny
klasické pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice p¥i hazeni
kostkou.



Vratme se k jednoduchému a ndzornému p¥ikladu statistik kolem
vysledki studentd v daném predmétu, ktery je a neni podobny
klasické pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice p¥i hazeni
kostkou.

Na jedné strané jsme pfipustili pouze kone¢ny pocet moznych
bodovych hodnoceni (celd &isla od 0 do 30), zaroveii ale neni
patrné vhodné predstavovat si vysledky jednotlivych studenti jako
analogii nezivislého hazeni kostkou (to by byla skutetn& divng&
vedend prednaska).



Vratme se k jednoduchému a ndzornému p¥ikladu statistik kolem
vysledki studentd v daném predmétu, ktery je a neni podobny
klasické pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice p¥i hazeni
kostkou.

Na jedné strané jsme pfipustili pouze kone¢ny pocet moznych
bodovych hodnoceni (celd &isla od 0 do 30), zaroveii ale neni
patrné vhodné predstavovat si vysledky jednotlivych studenti jako
analogii nezivislého hazeni kostkou (to by byla skutetn& divng&
vedend prednaska).

Misto toho mame na zikladnim prostoru €2 vSech studentil
definovanu funkci bodového ohodnoceni X : Q — R. Je to typicky
pfiklad ndhodné veliginy.

U kaZdé nihodné veli¢iny potfebujeme umét pracovat s vhodnou
mnozinou jevl. Zpravidla poZzadujeme, abychom mohli pracovat s
pravdépodobnostmi pfislusnosti hodnoty X do pfedem zadaného
intervalu.
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Pt¥irozen&jsi interpretaci vysledku pokusu je totiz ¢asto spiSe nez?
zji$téni, zda ndhodny jev nastal & nenastal, néjaka hodnota:

@ soulet bodi na dvou kostkach,
@ pocet bakterii v daném mnoZstvi roztoku nebo

@ podet student(, ktefi uspéli u zkousky.

Od pravdépodobnostniho prostoru (€2, .4, P) tedy potfebujeme
prejit k obdobné dvojici (R, B) tak, abychom podmnoZindm R,
leZicim v o-algebfe B byli schopni pfifadit pravdépodobnost
odvozenou z (£, A, P).



Na prostoru R¥ uvaZujme nejmensi jevové pole B obsahujici
v8echny k—rozmérné intervaly. MnoZinam v B fikdme borelovské
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Na prostoru R¥ uvaZujme nejmensi jevové pole B obsahujici
v8echny k—rozmérné intervaly. MnoZinam v B fikdme borelovské
mnoZiny (nebo také m&Fitelné mno¥iny) na RX,

Specidln& pro k = 1 jde o mnoZiny, které obdrZime z intervalii
kone&nymi priiniky a nejvySe spoéetnymi sjednocenimi.



Nahodné veliginy
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Na prostoru RX uvaZujme nejmensi jevové pole B obsahujici
v8echny k—rozmérné intervaly. MnoZinam v B fikdme borelovské
mnoZiny (nebo také m&Fitelné mno¥iny) na RX,

Specidln& pro k = 1 jde o mnoZiny, které obdrZime z intervalii
kone&nymi priiniky a nejvySe spoéetnymi sjednocenimi.

Definice

Nahodna velitina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P)
je takova funkce X : Q — R, %e vzor X~1(B) pat¥i do A pro
kazdou Borelovskou mnoZinu B € Bna R (tj. X : Q — R je tav.
borelovsky mé&Fitelnd).

MnoZinova funkce

Px(B) = P(X7(B))

se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.
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Na prostoru RX uvaZujme nejmensi jevové pole B obsahujici
v8echny k—rozmérné intervaly. MnoZinam v B fikdme borelovské
mnoZiny (nebo také m&Fitelné mno¥iny) na RX,

Specidln& pro k = 1 jde o mnoZiny, které obdrZime z intervalii
kone&nymi priiniky a nejvySe spoéetnymi sjednocenimi.

Definice

Nahodna velitina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P)
je takova funkce X : Q — R, %e vzor X~1(B) pat¥i do A pro
kazdou Borelovskou mnoZinu B € Bna R (tj. X : Q — R je tav.
borelovsky mé&Fitelnd).

MnoZinova funkce

Px(B) = P(X~(B))
se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.

Ndhodny vektor (Xi,..., Xk) na (2, A, P) je k—tice ndhodnych
velicin.
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Definice ndhodné veli¢iny zajistuje, Ze pro véechny
—o0 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouZivdme strutné znaleni pro jev A = (w € ; a < X(w) < b)).

Definice
Distribuéni funkci (distribution, cumulative density function)
nahodné veli¢iny X je funkce F : R — R definovana pro vSechny

x € R vztahem
F(x) = P(X < x).
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Definice ndhodné veli¢iny zajistuje, Ze pro véechny
—o0 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouZivdme strutné znaleni pro jev A = (w € ; a < X(w) < b)).

Definice

Distribuéni funkci (distribution, cumulative density function)
nahodné veli¢iny X je funkce F : R — R definovana pro vSechny
x € R vztahem

F(x) = P(X < x).

Distribu&ni funkci ndhodného vektoru (X, ..., Xk) je funkce
F : R — R definovand pro véechny (x1,...,xx) € R¥ vztahem

F(x)=P(X1 <x3 A A Xk < xk).
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Diskrétni ndhodné veliciny

Predpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim
prostoru (9, A, P) nabyva jen konetng mnoha hodnot

X1, X0, ..., xp € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni funkce
f(x) takova, Ze

F(x) = {P(X = Xj) ?ro ® =X
0 jinak.

Evidentn& }°7 f(x;) = 1.
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Diskrétni ndhodné veliciny

Predpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim
prostoru (9, A, P) nabyva jen konetng mnoha hodnot

X1, X0, ..., xp € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni funkce
f(x) takova, Ze

F(x) = {P(X = Xj) ?ro ® =X
0 jinak.

Evidentn& }°7 f(x;) = 1.

Takové nahodné veli¢ing se ¥ika diskrétni.

Kazda ndhodna veli¢ina definovana pro klasickou pravdépodobnost
je diskrétni. Obdobn& lze definici pravdépodobnostni funkce rozsifit
na veli€iny se spotetn& mnoha hodnotami (pracujeme pak

s nekonetnymi Yadami)
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Spojité nahodné veli¢iny

| kdyZ hodnoty ndhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, miZeme
postupovat podobn& s uZitim idei diferencidlniho a integrédlniho
poltu. Intuitivng lze uvaZovat takto: hustotu f(x)
pravdépodobnosti pro X si predstavime jako

P(x < X < x + dx) = f(x)dx.
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Spojité nahodné veli¢iny

| kdyZ hodnoty ndhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, miZeme
postupovat podobn& s uZitim idei diferencidlniho a integrédlniho
poltu. Intuitivng lze uvaZovat takto: hustotu f(x)
pravdépodobnosti pro X si predstavime jako

P(x < X < x + dx) = f(x)dx.

To znamend, Ze chceme pro —oco < a < b <

Pla< X <b)= / ) )

Ndhodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdépodobnosti spliiujici (%), se nazyvd spojita.
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Vlastnosti distribu¢ni funkce

Necht X je ndhodnd velitina, F(x) je jeji distribuéni funkce.

Q F je neklesajici.

@ F je zprava spojitd, limy—_o =0 a limy_,oc = 1.

@ Je-li X diskrétni s hodnotami xi, ..., xn, pak je F(x) po
&astech konstantni, F(x) =3, ., P(X =x;) a F(x) =1
kdykoliv x > xp,.

Q Je-li X spojitd, pak je F(x) diferencovatelnd a jeji derivace se
rovnd hustoté X, tj. plati F'(x) = f(x).




Ndhodné veli¢iny
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Distribu¢ni funkce




