Predikatova logika 1.radu



Teorie logického programovani
® PROLOG: PROgramming in LOGic, €ast predikatové logiky 1.fadu

® fakta: rodic(petr,petrik), 8Xa(X)

® klauzule: 8X8Y rodic(X,Y) ) predek(X,Y)
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Teorie logického programovani

® PROLOG: PROgramming in LOGic, €ast predikatové logiky 1.fadu

® fakta: rodic(petr,petrik), 8Xa(X)
® klauzule: 8X8Y rodic(X,Y) ) predek(X,Y)

® Predikatova logika I. Tadu (PL1)

® soubory objektl: lidé, Tisla, body prostoru, ...

$ syntaxe PL1, sémantika PL1, pravdivost a dokazatelnost
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Teorie logického programovani

» PROLOG: PROgramming in LOGic, €ast predikatové logiky 1.fadu

® fakta: rodic(petr,petrik), 8Xa(X)
® klauzule: 8X8Y rodic(X,Y) ) predek(X,Y)

® Predikatova logika I. Yadu (PL1)

® soubory objektl: lidé, Tisla, body prostoru, ...

® syntaxe PL1, sémantika PL1, pravdivost a dokazatelnost

® Rezoluce ve vyrokové logice, v PL1

®» dokazovaci metoda

® Rezoluce v logickém programovani

® Backtracking, fez, negace vs. rezoluce
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Teorie logického programovani



Predikatova logika I. radu (PL1)

Abeceda A jazyka L PL1 se sklada ze symboli:

® proménné X, Y, ...oznacuji libovolny objekt z daného oboru
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Predikatova logika I. radu (PL1)

Abeceda A jazyka L PL1 se sklada ze symboli:

® proménné X, Y, ...oznacuji libovolny objekt z daného oboru
® funkcni symboly f, g, ...oznacuji operace (priklad: +, )

® arita = pocet argumentl, n-arni symbol, znacime f/n

® nularni funkcni symboly — konstanty: oznacuji vyznacné objekty (priklad: O, 1, ...)
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Predikatova logika I. radu (PL1)

Abeceda A jazyka L PL1 se sklada ze symboli:
® proménné X, Y, ...oznacuji libovolny objekt z daného oboru

® funkcni symboly f, g, ...oznacuji operace (priklad: +, )

® arita = pocet argumenttll, n-arni symbol, znacime f/n

® nularni funkcni symboly - konstanty: oznacuji vyznacné objekty (priklad: O, 1, ...)

® predikatové symboly p,q, ... pro vyjadreni vlastnosti a vztahli mezi objekty
® arita = pocet argumenttli, n-arni symbol, znacime p/n priklad: <, 2
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Predikatova logika I. radu (PL1)

Abeceda A jazyka L PL1 se sklada ze symboli:

® proménné X, Y, ...oznacuji libovolny objekt z daného oboru
® funkcni symboly f, g, ...oznacuji operace (priklad: +, )

® arita = pocet argumenttll, n-arni symbol, znacime f/n

® nularni funkcni symboly - konstanty: oznacuji vyznacné objekty (priklad: O, 1, ...)

® predikatové symboly p,q, ... pro vyjadreni vlastnosti a vztahli mezi objekty
® arita = pocet argumenttli, n-arni symbol, znacime p/n priklad: <, 2
® logické spojky ™, _, z,)D,
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Predikatova logika I. radu (PL1)

Abeceda A jazyka L PL1 se sklada ze symboli:

® proménné X, Y, ...oznacuji libovolny objekt z daného oboru
® funkcni symboly f, g, ...oznacuji operace (priklad: +, )

® arita = pocet argumentl, n-arni symbol, znacime f/n

® nularni funkcni symboly — konstanty: oznacuji vyznacné objekty (priklad: O, 1, ...)

® predikatové symboly p,q, ... pro vyjadreni vlastnosti a vztahli mezi objekty
® arita = pocet argumentl, n-arni symbol, znatime p/n priklad: <, 2
® logické spojky ™, _, z,)D,

® kvantifikatory 8, 9

® logika I. TAdu pouziva kvantifikaci pouze pro individua (odliSnost od logik vy$siho rfadu)

® viogice 1.Tddunelze:vR:8A R;8F:R T R
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Predikatova logika I. radu (PL1)

Abeceda A jazyka L PL1 se sklada ze symboli:

® proménné X, Y, ...oznacuji libovolny objekt z daného oboru
® funkcni symboly f, g, ...oznacuji operace (priklad: +, )

® arita = pocet argumentl, n-arni symbol, znacime f/n

® nularni funkcni symboly — konstanty: oznacuji vyznacné objekty (priklad: O, 1, ...)

® predikatové symboly p,q, ... pro vyjadreni vlastnosti a vztahli mezi objekty
® arita = pocet argumentl, n-arni symbol, znatime p/n priklad: <, 2
® logické spojky ™, _, z,)D,

® kvantifikatory 8, 9
® logika I. TAdu pouziva kvantifikaci pouze pro individua (odliSnost od logik vy$siho rfadu)

® viogice 1.Tddunelze:vR:8A R;8F:R T R

® zavorky: ),(
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Jazyky PL1

® Specifikace jazyka L je definovana funkénimi a predikatovymi symboly

symboly tedy urCuji oblast, kterou jazyk popisuje

® Jazyky s rovnosti: obsahuji predikatovy symbol pro rovnost ,="
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Jazyky PL1

® Specifikace jazyka L je definovana funkénimi a predikatovymi symboly

symboly tedy urCuji oblast, kterou jazyk popisuje
® Jazyky s rovnosti: obsahuji predikatovy symbol pro rovnost ,="
Priklady
® jazyk teorie usporadani

$ jazyk s =, binarni prediatovy symbol <
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Jazyky PL1

® Specifikace jazyka L je definovana funkénimi a predikatovymi symboly

symboly tedy urCuji oblast, kterou jazyk popisuje
® Jazyky s rovnosti: obsahuji predikatovy symbol pro rovnost ,="
Priklady
® jazyk teorie usporadani
® jazyk s =, binarni prediatovy symbol <
® jazyk teorie mnozin

® jazyk s =, binarni predikatovy symbol 2
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Jazyky PL1

® Specifikace jazyka L je definovana funkénimi a predikatovymi symboly

symboly tedy urCuji oblast, kterou jazyk popisuje
® Jazyky s rovnosti: obsahuji predikatovy symbol pro rovnost ,="
Priklady
® jazyk teorie usporadani
® jazyk s =, binarni prediatovy symbol <
® jazyk teorie mnozin
® jazyk s =, binarni predikatovy symbol 2
® jazyk elementarni aritmetiky

® jazyk s =, nularni funkcni symbol O pro nulu,
unarni funkCni symbol s pro operaci naslednika,

binarni funkcni symboly pro scCitani + a nasobeni
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Term, atomicka formule, formule

® Term nad abecedou A

® kazda proménna z A je term

® kazdy term vznikne konetnym poctem uziti prechozich krok{ f( X, g(X,0))
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Term, atomicka formule, formule

® Term nad abecedou A

® kazda proménna z A je term

® kazdy term vznikne konetnym poctem uziti prechozich kroki f( X, g(X,0))

® Atomicka formule (atom) nad abecedou A

® jellip=nz Aaty:::;thjsou termy, pak p t1;:::;th je atomicka formule f(X) < g(X,0)

Hana Rudovd, Logické programovani |, 19. brezna 2009 5 Predikatova logika



Term, atomicka formule, formule

®» Term nad abecedou A

® kazda proménna z A je term

® kazdy term vznikne konetnym poctem uziti prechozich krok f( X, g(X,0))

® Atomicka formule (atom) nad abecedou A

® jellip=nz Aaty;:::;t,jsou termy, pak p ty;:::;t, je atomicka formule f(X) < g(X,0)

® Formule nad abecedou A

$ kazda atomicka formule je formule
® jsou-li F aG formule, paktaké -F ; FAG; F_G; F)G; F G jsouformule
® je-li X proménnéd a F formule, pak také 8XF a 9X F jsou formule

® kazda formule vznikne konetnym poctem uziti prechozich krokt (9X ((f(X) = 0) ™ p(0))
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Interpretace

® Interpretace | jazyka L nad abecedou A je dana

® neprazdnou mnozinou D (také znaCime jlj, nazyva se univerzum) a
® zobrazenim, ktere

& kazdé konstanté c 2 A priradi ngjaky prvek D
& kazdému funkCnimu symbolu f=n 2 A priradi n-arni operaci nad D

& kazdému predikatovému symbolu p=n 2 A\ priradi n-arni relaci nad D
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Interpretace

® Interpretace | jazyka L nad abecedou A je dana

® neprazdnou mnozinou D (také znaCime jlj, nazyva se univerzum) a
® zobrazenim, které
& kazdé konstanté c 2 A priradi ngjaky prvek D
& kazdému funkCnimu symbolu f=n 2 A priradi n-arni operaci nad D
& kazdému predikatovému symbolu p=n 2 A\ priradi n-arni relaci nad D
® Priklad: usporadani na R
$ jazyk: predikatovy symbol mensi=2

® interpretace: univerzum R; zobrazeni: mensi X))y | X<y

Hana Rudovd, Logické programovani |, 19. brezna 2009 6 Predikatova logika



Interpretace

® Interpretace | jazyka L nad abecedou A je dana

® neprazdnou mnozinou D (také znaCime jlj, nazyva se univerzum) a
® zobrazenim, které
& kazdé konstanté c 2 A priradi ngjaky prvek D
& kazdému funkCnimu symbolu f=n 2 A priradi n-arni operaci nad D
& kazdému predikatovému symbolu p=n 2 A\ priradi n-arni relaci nad D
® Priklad: usporadani na R
$ jazyk: predikatovy symbol mensi=2
® interpretace: univerzum R; zobrazeni: mensi X;y : X<y
® Priklad: elementarni aritmetika nad mnozinou N (v€etng 0)

® jazyk: konstanta zero, funcni symboly s=1, plus=2
® interpretace:

£ univerzum N; zobrazeni: zero: 0, sx : 1 X, plus Xy : X vy
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Sémantika formuli

® Ohodnoceni proménné ~ X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj

® Hodnota termu ~ t : kazdému termu je pfitazen prvek univerza

$® priklad: necht = X : 0

plus s zero ; X
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Sémantika formuli

® Ohodnoceni proménné ~ X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj

® Hodnota termu ~ t : kazdému termu je pfitazen prvek univerza

$® priklad: necht = X : 0

plus s zero ; X S zero 7 X
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Sémantika formuli

® Ohodnoceni proménné ~ X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj

® Hodnota termu ~ t : kazdému termu je pfitazen prvek univerza

$® priklad: necht = X : 0

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0]
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Sémantika formuli

® Ohodnoceni proménné ~ X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj

® Hodnota termu ~ t : kazdému termu je pfitazen prvek univerza

$® priklad: necht = X : 0

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1
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Sémantika formuli

® Ohodnoceni proménné ~ X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj

® Hodnota termu ~ t : kazdému termu je pfitazen prvek univerza

® priklad: necht = X : O

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1

® Kazda dobre utvorena formule oznacuje pravdivostni hodnotu

(PRAVDA, NEPRAVDA) V zavislosti na své strukture a interpretaci

Pravdiva formule | F- Q: formule Q oznaCena PRAVDA

Neravdiva formule | B- Q: formule Q oznaCena NEPRAVDA
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Sémantika formuli
® Ohodnoceni proménné = X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj
® Hodnota termu * t : kazdému termu je prirazen prvek univerza

® priklad: necht = X : O

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1

® Kazda dobre utvorena formule oznacuje pravdivostni hodnotu

(PRAVDA, NEPRAVDA) V zavislosti na své strukture a interpretaci

Pravdiva formule | F- Q: formule Q oznaCena PRAVDA

Neravdiva formule | B- Q: formule Q oznaCena NEPRAVDA

® priklad: p=1 predikatovy symbol, tj. p  jlj p: Thli;h3i;h51;:::0

|l EFp zero "p s zero
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Sémantika formuli
® Ohodnoceni proménné = X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj
® Hodnota termu * t : kazdému termu je prirazen prvek univerza

® priklad: necht = X : O

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1

® Kazda dobre utvorena formule oznacuje pravdivostni hodnotu

(PRAVDA, NEPRAVDA) V zavislosti na své strukture a interpretaci

Pravdiva formule | F- Q: formule Q oznaCena PRAVDA

Neravdiva formule | B- Q: formule Q oznaCena NEPRAVDA

® priklad: p=1 predikatovy symbol, tj. p  jlj p: Thli;h3i;h51;:::0

IFp zero "pszero iLC_N1FEpzero alkFp s zero
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Sémantika formuli
® Ohodnoceni proménné = X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj
® Hodnota termu * t : kazdému termu je prirazen prvek univerza

® priklad: necht = X : O

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1

® Kazda dobre utvorena formule oznacuje pravdivostni hodnotu

(PRAVDA, NEPRAVDA) V zavislosti na své strukture a interpretaci
Pravdiva formule | F- Q: formule Q oznaCena PRAVDA

Neravdiva formule | B- Q: formule Q oznaCena NEPRAVDA

® priklad: p=1 predikatovy symbol, tj. p  jlj p: Thli;h3i;h51;:::0
IFp zero "pszero iLC_N1FEpzero alkFp s zero

iLC_h” zeroi12pah” s zero 12p
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Sémantika formuli
® Ohodnoceni proménné = X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj
® Hodnota termu * t : kazdému termu je prirazen prvek univerza

® priklad: necht = X : O

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1

® Kazda dobre utvorena formule oznacuje pravdivostni hodnotu

(PRAVDA, NEPRAVDA) V zavislosti na své strukture a interpretaci

Pravdiva formule | F- Q: formule Q oznaCena PRAVDA
Neravdiva formule | B- Q: formule Q oznaCena NEPRAVDA
® priklad: p=1 predikatovy symbol, tj. p  jlj p: Thli;h3i;h51;:::0
IFp zero "pszero iLC_N1FEpzero alkFp s zero
iLC_h” zeroi12pah” s zero 12p
iIL_h* zeroi12pahl ~ zeroi12p
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Sémantika formuli
® Ohodnoceni proménné = X : kazdé proménné X je prirazen prvek jlj
® Hodnota termu * t : kazdému termu je prirazen prvek univerza

® priklad: necht = X : O

plus s zero ; X S zero 7 X 1 ~* zero 0] 1 0 0 1

® Kazda dobre utvorena formule oznacuje pravdivostni hodnotu

(PRAVDA, NEPRAVDA) V zavislosti na své strukture a interpretaci

Pravdiva formule | F- Q: formule Q oznaCena PRAVDA

Neravdiva formule | B- Q: formule Q oznaCena NEPRAVDA

® priklad: p=1 predikatovy symbol, tj. p  jlj p: Thli;h3i;h51;:::0
IFp zero "pszero iLC_N1FEpzero alkFp s zero
iLC_h” zeroi12pah” s zero 12p
iIL_h* zeroi12pahl ~ zeroi12p
IC_hOi2pahli2p
hli 2 p ale hOi 2 p, tedy formule je nepravdiva v |
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Model

® Interpretace se nazyva modelem formule, je-li v ni tato formule pravdiva

® interpretace mnoziny N s obvyklymi operacemi je modelem formule ( 1 + s(0) = s(s(0)) )

® interpretace, ktera se lisi prirazenim s/1: s(x):=x neni modelem této formule
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Model

® Interpretace se nazyva modelem formule, je-li v ni tato formule pravdiva

® interpretace mnoziny N s obvyklymi operacemi je modelem formule ( 1 + s(0) = s(s(0)) )

® interpretace, ktera se lisi prirazenim s/1: s(x):=x neni modelem této formule

® Teorie T jazyka L je mnozina formuli jazyka L, tzv. axiomuU

® :- s(X) =0 je jeden z axioml teorie elementarni aritmetiky
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Model

® Interpretace se nazyva modelem formule, je-li v ni tato formule pravdiva

® interpretace mnoziny N s obvyklymi operacemi je modelem formule ( 1 + s(0) = s(s(0)) )

® interpretace, ktera se lisi prirazenim s/1: s(x):=x neni modelem této formule

® Teorie T jazyka L je mnozina formuli jazyka L, tzv. axiomuU

® :- s(X) =0 je jeden z axioml teorie elementarni aritmetiky

» Model teorie: libovolna interpretace, ktera je modelem vsech jejich axiomt

$ vSechny axiomy teorie musi byt v této interpretaci pravdivé
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Model

® Interpretace se nazyva modelem formule, je-li v ni tato formule pravdiva

® interpretace mnoziny N s obvyklymi operacemi je modelem formule ( 1 + s(0) = s(s(0)) )

® interpretace, ktera se lisi prirazenim s/1: s(x):=x neni modelem této formule

® Teorie T jazyka L je mnozina formuli jazyka L, tzv. axiomuU

® :- s(X) =0 je jeden z axioml teorie elementarni aritmetiky

» Model teorie: libovolna interpretace, ktera je modelem vsech jejich axiomt

$ vSechny axiomy teorie musi byt v této interpretaci pravdivé

® Pravdiva formule v teorii T  F: pravdiva v kazdém z modell teorie T

® Tikdme také formule plati v teorii nebo je splnéna v teorii

$ formule 1 + s(0) = s(s(0)) je pravdiva v teorii elementarnich Cisel
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Model

® Interpretace se nazyva modelem formule, je-li v ni tato formule pravdiva

® interpretace mnoziny N s obvyklymi operacemi je modelem formule ( 1 + s(0) = s(s(0)) )

® interpretace, ktera se lisi prirazenim s/1: s(x):=x neni modelem této formule

® Teorie T jazyka L je mnozina formuli jazyka L, tzv. axiomuU
® :- s(X) =0 je jeden z axioml teorie elementarni aritmetiky

» Model teorie: libovolna interpretace, ktera je modelem vsech jejich axiomt

$ vSechny axiomy teorie musi byt v této interpretaci pravdivé

® Pravdiva formule v teorii T  F: pravdiva v kazdém z modell teorie T
® Tikdme také formule plati v teorii nebo je splnéna v teorii
®» formule 1 + s(0) = s(s(0)) je pravdiva v teorii elementéarnich Cisel

® |ogicky pravdiva formule F: libovolna interpretace je jejim modelem

® nebo-li F je pravdiva v kazdém modelu libovolné teorie

® formule G _ - G je logicky pravdiva, formule 1 + s(0) = s(s(0)) neni logicky pravdiva
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Zkoumani pravdivosti formuli

® 7Zjisteni pravdivosti provadime diikazem

Dtkaz: libovolna posloupnost F4,. .., F, formuli jazyka L, v niz kazdé F; je
bud’ axiom teorie jazyka L nebo Ize F; odvodit z predchozich F; (j <)

pouzitim urcCitych odvozovacich pravidel
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Zkoumani pravdivosti formuli

® 7Zjisteni pravdivosti provadime diikazem

Dtkaz: libovolna posloupnost F4,. .., F, formuli jazyka L, v niz kazdé F; je
bud’ axiom teorie jazyka L nebo Ize F; odvodit z predchozich F; (j <)

pouzitim urcCitych odvozovacich pravidel
® Odvozovaci pravidla — priklady

® pravidlo modus ponens: z formuli F a F ) G lze odvodit G
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Zkoumani pravdivosti formuli

® 7Zjisteni pravdivosti provadime diikazem

Dtkaz: libovolna posloupnost F4,. .., F, formuli jazyka L, v niz kazdé F; je
bud’ axiom teorie jazyka L nebo Ize F; odvodit z predchozich F; (j <)

pouzitim urcCitych odvozovacich pravidel
® Odvozovaci pravidla — priklady

® pravidlo modus ponens: z formuli F a F ) G lIze odvodit G

® rezolucni princip: z formuliF _ A, G_ -AodvoditF G
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Dtkaz: libovolna posloupnost F4,. .., F, formuli jazyka L, v niz kazdé F; je
bud’ axiom teorie jazyka L nebo Ize F; odvodit z predchozich F; (j <)

pouzitim urcCitych odvozovacich pravidel
® Odvozovaci pravidla - priklady
® pravidlo modus ponens: z formuli F a F ) G Ize odvodit G

® rezolucni princip: z formuliF _ A, G_ -AodvoditF G

® r je dokazatelna z formuli Ag; ; An A1; An “ F

existuje-li diikaz F z Aq;  An

Hana Rudovd, Logické programovani |, 19. brezna 2009 9 Predikatova logika



Zkoumani pravdivosti formuli

® 7Zjisteni pravdivosti provadime dtikazem

Dtkaz: libovolna posloupnost Fq,.. ., F, formuli jazyka L, v niz kazdé F; je
bud’ axiom teorie jazyka L nebo Ize F; odvodit z predchozich F; (j <)

pouzitim urcCitych odvozovacich pravidel
® Odvozovaci pravidla - priklady

® pravidlo modus ponens: z formuli F a F ) G lze odvodit G

® rezolucni princip: z formuliF _ A, G_ -AodvoditF G

® r je dokazatelna z formuli Ag; ; An A1; An “ F

existuje-li diikaz F z Aq;  An

® Dokazatelné formule v teorii T nazyvame teorémy teorie T
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Korektnost a uplnost

® Uzavrena formule: neobsahuje volnou promé&nnou (bez kvantifikace)

HBY((O<Y)N(9X (X <Y))) je uzavrena formule

H (9X (X <Y)) neni uzavrena formule
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Korektnost a uplnost

® Uzavrena formule: neobsahuje volnou proménnou (bez kvantifikace)

H BY((O<Y)N(9X(X<Y))) je uzavrena formule

$ (19X (X <Y)) neni uzavrena formule

» Mnozina odvozovacich pravidel se nazyva korektni, jestlize pro kazdou

mnozinu uzavrenych formuli P a kazdou uzavrenou formuli F plati:

jestlize P “ Fpak PEF (jestlize je néco dokazatelné, pak to plati)
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Odvozovaci pravidla jsou uplna, jestlize

jestlize PFF pak P “ F (jestlize néco plati, pak je to dokazatelné)
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Korektnost a uplnost

® Uzavrena formule: neobsahuje volnou proménnou (bez kvantifikace)

H BY((O<Y)N(9X(X<Y))) je uzavrena formule

$ (19X (X <Y)) neni uzavrena formule

» Mnozina odvozovacich pravidel se nazyva korektni, jestlize pro kazdou

mnozinu uzavrenych formuli P a kazdou uzavrenou formuli F plati:

jestlize P “ Fpak PEF (jestlize je néco dokazatelné, pak to plati)

Odvozovaci pravidla jsou uplna, jestlize

jestlize PFF pak P “ F (jestlize néco plati, pak je to dokazatelné)

® PL1: Gplna a korektni dokazatelnost, tj.

pro teorii T s mnozinou axiomt A plati: T F prave kdyz A © F
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