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Definice
Necht’ K je pole. Množinu V s polu s operacemi + : V × V → V
a · : K× V → V nazveme vektorovým prostorem nad K, pokud
platı́:
i) (V ,+) je komutativnı́ grupa
ii) ∀r , s ∈ K,∀v ∈ V : (r + s) · v = r · v + s · v
iii) ∀r ∈ K,∀u, v ∈ V : r · (u + v) = r · u + r · v
iv) ∀r , s ∈ K,∀v ∈ V : r · (s · v) = (r · s) · v
v) ∀v ∈ V : 1 · v = v .
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Přı́klad 1
Dokažte:
a) a · u = 0, právě když a = 0 nebo u = 0
b) (−1) · u = −u
c) a · (u − v) = a · u − a · v
d) (a− b) · u = a · u − b · u
e) (

∑n
i=1 ai) · (

∑m
j=1 vj) =

∑n
i=1

∑m
j=1 ai · vj

Přı́klad 2
Dokažte, že následujı́cı́ množiny tvořı́ vektorové prostory nad
R :

a) množina všech polynomů nad R,
b) množina všech polynomů nad R stupně nejvýše 3,
c) množina všech spojitých funkcı́ R → R,
d) množina všech funkcı́ R → R, které majı́ v 0 honotu 0,
e) množina všech nekonečných posloupnostı́ s členy z R.
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Závislost a nezávislost vektorů

Přı́klad 3
Rozhodněte o lineárnı́ (ne)závislosti vektorů
a) (1, 5, 7), (0, 4,-1), (0, 2, 1),
b) (1, 0, 3), (0, 2, 1), (1, 2,-2),
c) (2, 2, 3), (4,-1, 3), (5, 2,-1), (-1, 6,-1).

Přı́klad 4
Pro jaká čı́sla a ∈ R jsou polynomy
ax2 + x + 2;−2x2 + ax + 3; x2 + 2x + a lineárně závislé ve
vektorovém prostoru P2 polynomů stupně nejvýše 2?
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Rozhodněte o lineárnı́ (ne)závislosti vektorů
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Přı́klad 5
Stanovte lineárnı́ obal vektorů u1 = (−1;3;−2;1), u2 =

(2;−1;−1;2), u3 = (−4;7;−3;0), u4 = (1;5;−5;4) vybránı́m
nějaké maximálnı́ množiny lineárně nezávislých vektorů ui .
Poté zjistěte, které z vektorů
u5 = (0;5;−5;4);u6 = (0;−3;2;−1);u7 = (0;0;0;1) patřı́ do
tohoto lineárnı́ho obalu.

Přı́klad 6

Ukažte, že polynomy 1, x, x2, . . . , xn tvořı́ bázi vektorového
prostoru Pn polynomů stupně nejvýše n.
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Přı́klad 7

Necht’ U, V jsou podprostory R4 s bázemi
u1 = (1, 2,−1, 0), u2 = (2,−1, 0, 1), resp.
v1 = (1, 1, 0, 1), v2 = (1,−1,−1,−1). Určete bázi a dimenzi
podprostorů U ∩ V a U + V .

Přı́klad 8 (**)
Dokažte, že množina posloupnostı́ reálných čı́sel, které pro
každé n ∈ N vyhovujı́ rekurenci an+2 = ran+1 + san tvořı́
vektorový podprostor prostoru všech reálných posloupnostı́
dimenze 2.
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Vektorové prostory
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