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1. DEMONSTRATIVNI CVICEN{
17.9.2008

Piiklad 1. Kolik rtiznych ndhrdelnika lze ziskat navléknutim (préaveé) 7 navzajem odliSitelnych ko-
ralkt na tzky feminek? (Konce feminku svéazeme tak, aby bylo mozné pres vznikly uzel koralky
pfesouvat.)

[Vysledek je 360]
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Priklad 2. K vytrvalostnimu zavodu, v némz bézci vybihaji jeden po druhém s danymi ¢asovymi
odstupy, se pfihlasilo n zavodnikid; mezi nimi také tii kamaradi. Stanovte pocet startovnich listin,
v ramci kterych zadni dva z trojice kamaradi nestartuji tésné po sobé. (Uvazujeme n > 5.)

Reseni. Ostatnich n — 3 zévodnikii miizeme sefadit (n — 3)! zptisoby. Pro uvazované tii kamarady
pak mame n — 2 mist (zacatek, konec a n —4 mezer), na které je mizZeme rozmistit (n — 2), zptisoby.
Podle kombinatorického pravidla soucinu je tak vysledek

(n=3)!n—-2)(n—-3)(n—4) =(n—2)!(n—3)(n—4).
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Priklad 3. Kolika zptisoby lze umistit & riznych vlajek na n stozara v fadé? (Ziejmé jsou tedy také

stozary rozlisitelné. Na jednom stozaru miize byt vice vlajek, pficemz rtiizna poradi vlajek na jednom
stozaru predstavuji rtizné moznosti.)

n-(n+1)---(n+k—1)]
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Priklad 4. Pada pfi hazeni dvéma kostkami castéji soucet 6, nebo 77

Vv
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Priklad 5. Umistujeme n rozlisitelnych kouli do n rozligitelnych piihradek. Urcete pravdépodobnost,
ze kazda prihradka bude obsahovat pravé jednu kouli.

[n!/n"]
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Piiklad 6. Stanovte pravdépodobnost, Ze mezi ndhodné vybranymi & (k < 365) osobami, z nichz
zadna nema narozeniny 29. iinora, se nachazeji alespon dva lidé, ktefi maji narozeniny ve stejny den.
Provedte diskusi vzhledem k hodnoté poctu osob k.

v(365,k) (365)
L- V(365,k) L - 365kk]

Diskuse vzhledem ke k. Jestlize A bude oznacovat jev ,vSechny jejich narozeniny jsou v rtznych
dnech“, miizeme napft. uvést:

k P(A) P(A°)
20 0.589 0.411
22 0.524 0.476
23 0.493 0.507
24 0.462 0.538
30 0.294 0.706
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Piiklad 7. Pfi pokeru se rozdava 5 karet z celkového poctu 52 (4 barvy, 13 hodnot). Vy¢islete
pravdépodobnost, Ze pii rozdavani dostanete 5 karet riznych hodnot. (Uvazte, Ze nezalezi na poradi
karet.)

[0,5070828331 .. . ]
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Priklad 8. Umistujeme k rozligitelnych kouli do n rozliSitelnych ptihradek. Jaka je pravdépodobnost,
ze ur¢itd (pevné zvolend) prihradka bude obsahovat pravé i € {0,1,..., k} kouli?

() = 1) /n']



Priklad 9. Hazime 12 kostkami. S jakou pravdépodobnosti padne kazdé ¢islo pravé dvakrat?

[ 12!

26612
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Piiklad 10. Necht maji zarovky 80% spolehlivost (af uZ to znamend cokoliv). Urcete spolehlivost
systému dvou Zzarovek zapojenych (a) sériové; (b) paralelné.

[Spolehlivost je (a) 64%; (b) 96%)]

Urcete spolehlivost systému tii paralelné zapojenych zarovek.

[Spolehlivost ¢ini 99,2 %]
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Priklad 11. V mistnosti je n muzi a n Zen. Z této skupiny postupné (zcela ndhodné) vybereme
vzdy dvé osoby, které spoleéné mistnost opusti, coz opakujeme, dokud vSichni neodejdou. Spocitejte
pravdépodobnost, ze vSechny vybrané dvojice budou tvofeny muzem a zenou.

(n1)227
(2n)!
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Priklad 12. Dva hraci stfidavé hazeji minci. Vyhrava ten, komu padne dfiv lic. Naleznéte pravdé-
podobnost vyhry hrace, ktery zacina.

2/3]
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Priklad 13. Otec chce podpotit synovu zalibu hrat tenis, a proto mu ptislibi hodnotny dar v pripadé,
ze syn zvitézi alespon ve dvou po sobé jdoucich tenisovych utkanich (to je v jeho silach, ale nemusi
se mu to podafit). Navic si mize vybrat z jedné ze dvou moznosti: Muze hrat postupné

(a) s panem Novdkem, s otcem, s panem Novakem;
nebo
(b) s otcem, s panem Novakem, s otcem.
Kterou strategii si chytry syn zvoli, kdyz vi, ze pan Novak hraje tenis mnohem lépe nez otec?

Reseni. Necht A oznacuje jev, ze syn zvoli variantu (a) a vyhraje dvakrat po sobé, a necht B
oznacuje jev, ze vyhraje dvakrat po sobé pfi zvoleni varianty (b). Ozna¢me jako p, a py po fadé
pravdépodobnosti vyhry syna nad otcem a nad panem Novakem. Vime, ze py < p,. VycCtem 8
moznych vysledkt v ramci kazdé série lze (za predpokladu nezévislosti vysledki jednotlivych utkani)
obdrzet

P(A) = pnpopn + papo(l = px) + (1 = pr)PobN = 2PoP — Poby
a analogicky
P(B) = popnDo + PPN (1 = po) + (1 = Po)pNPo = 2PoPN — PoDN-
Nebot
P(A) = P(B) = 2popn — Poby — 2PoPN + P5PN = PoPN(Po — PN) > 0,
vybere si chytry syn poradi (a). 0
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2. DEMONSTRATIVNI CVICENT
24.9.2008

Priklad 14. V klobouku mame 5 bilych a 5 ¢ernych kulicek. Namatkou postupné vytdhneme tii
kulicky. Stanovte pravdépodobnost, ze jedna je bila a dvé cerné, kdyz

(a) kazdou kulicku vratime po vytazeni zase do klobouku;

(b) vytaZzené kulicky nevracime.

[(a) 3/8; (b) 5/12]
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Priklad 15. Populace 1000 lidi, slozena ze 400 Zen a 600 muz, obsahuje 50 barvoslepych osob, a to
40 Zen a 10 muzt. Necht

A oznacuje jev ,ndhodné vybrand osoba je barvoslepa“,

H oznacuje jev ,nadhodné vybrana osoba je zena“.

Dopliite (vydcislete)
P(ANH)=... a P(A/H)=...

[P(ANH) =0,04; P(A/H) = 0,1]
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Priklad 16. Uvazujme rodiny se dvéma détmi a predpokladejme, Ze vSechny moznosti v mnoziné
Q = {kk, kh,hk,hh},

kde k znaci ,kluk“ a h znamenda ,holka“ pfi zohlednéni staii déti, jsou stejné pravdépodobné. Za-
vedme nédhodné jevy

H — rodina ma kluka“, A —  rodina ma 2 kluky*“.
Vypoététe P(A/H).

[1/3]
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Priklad 17. V osudi je 9 ¢ervenych a 7 bilych kouli. Postupné vytdhneme 3 koule (bez vraceni).
Urcete pravdépodobnost, Ze prvni dvé budou cervené a treti bila.

[0, 15]
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Priklad 18. V kazdém pytli s 1000 zlatdky z mincovny v Kutné Hofe jsou 2 falesné a z mincovny
v Praze 3 falesné. V pokladné je 50 pytld z Kutné Hory a 10 z Prahy. Nahodné vybereme pytel
a z ného zlatédk. Jaka je pravdépodobnost, ze zlatak je z Kutné Hory, jestlize je pravy?

[4990/5987]
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Priklad 19. V zalafi je vézen odsouzeny k trestu smrti. Vystiedni zalainik mu vsak da sanci. P¥inese
mu 12 cernych a 12 bilych kulicek a dvé urny, do kterych musi téchto 24 kulicek néjak rozdélit.
Sdéli mu, ze zitra prijde kat, ndhodné si vybere jednu urnu a z ni ndhodné vybere jednu kulicku
(Zddna urna nesmi byt prazdnd). Bude-li vytazend kulicka bila, dostane vézen milost. V opa¢ném
pripadé bude ortel neprodlené vykonan. Jak mé vézen rozdélit kulicky do uren, aby maximalizoval
pravdépodobnost svého osvobozeni?

[Do jedné z uren vloZi pouze 1 bilou kulicku]
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Priklad 20. Podobné jako v Pfikladu 16 uvazujme rodiny se 3 détmi. Nyni je tedy
Q = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.

Jestlize
H — rodina ma kluka i holku“, A — ,rodina méa nejvyse jednu holku*,

rozhodnéte o (ne)zavislosti ndhodnych jevi A a H.

[Jevy jsou nezdvislé]

Pozndmka. Pro rodiny se 2 nebo 4 détmi je P(AN H) # P(A) - P(H).
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Piiklad 21. Kolik nezavislych pokusti s pravdépodobnosti tspéchu p = 0,01 (a netispéchu ¢ = 0, 99)
musime uskute¢nit, aby pravdépodobnost, Ze alespoii jeden pokus skon¢i tispéchem, prevysila 50 %7

[Alespori 69]
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Priklad 22. Buffonova aloha o jehle. Na rovinu rozdélenou linkami (rovnobézkami) o konstantni
vzdalenosti d hodime ,,jehlu® délky [ < d. Jaka je pravdépodobnost, ze jehla protne nékterou linku?

[21/md]
Poznamka. Tento vypocet lze testovat empiricky za pomoci aproximace
m(A)
P(A) =
( ) N ?
kde
m(A) udava pocet priznivych pokusi (jehla protne nékterou linku),
N udava celkovy pocet pokust.
Pro N >>1 je
m(A) 21 ted 2IN
— e TR .
N 7d’ Y dm(A)

(Napf. Volf v roce 1850 obdrzel m ~ 3,1596 pii N = 5068; Smith 7 ~ 3,1553 pii N = 3204; Fuchs
7~ 3,1419 pfi N = 1120; Lazanne m ~ 3, 1415829 pii N = 3408.)
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Priklad 23. Ty¢ dlouhé 3 metry se ndhodné rozlomi na t¥i ¢asti. Urcete pravdépodobnost, Ze z takto
vzniklych tii kusii lze sestrojit trojuhelnik. (Soucdet délek dvou libovolnych ¢asti musi byt vétsi nez
délka zbyvajici ¢asti.)

[1/4]
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3. DEMONSTRATIVNI CVICENT
1.10. 2008

Priklad 24. Za pomoci uréeni determinantu dvojrozmérné matice spoctéte obsah ¢tyithelniku vy-
mezeného jeho vrcholy [0, —2], [1, —1], [-1,1] a [1,5].
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Piiklad 25. Najdéte konvexni obal bodi [0,0], [—2, —2], [1,3], [3,3], [0,2], [1,4] a [2,1]. Poté na-
leznéte strany obdrzeného mnohothelniku, které jsou viditelné z pozice bodu [3, 7 — 2].

[Vidét jsou dvé strany vysledného cétyiihelniku uréené vrcholy [—2,—2],(2,1] a [2,1],[3, 3]]
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Priklad 26. Dokazte, ze maximalni pocet ¢asti, na které n > 2 primek déli rovinu, je

()= ()+(5)

[Dikaz lze provést indukci]



Piiklad 27. Stanovte pocet vSech podmnozin mnoziny A = {1,2,... n}.

Stanovte pocet vSech relaci na A.

27
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Piiklad 28. Kolik existuje injektivnich zobrazeni mnoziny X = {1,2,3} do mnoziny Y = {a, b, c,d}?

[24]

Kolik existuje surjektivnich zobrazeni mnoziny Y na mnozinu X7
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Piiklad 29. Urcete pocet B, relaci ekvivalence na mnoziné {1,...,n} pron =1,2,3,4.

[1,2,5,15]

Pozndmka. VSimnéte si, Ze ¢islo B,, (tzv. Bellovo ¢islo) udava pravé pocet moznosti, jak lze umistit
n rozlisitelnych kouli do n nerozlisitelnych piihradek. Dopliime, ze Bellova ¢isla 1ze vypocitat uzitim

rekurentni formule .
n
Bn+1 = E (k‘) Bk7 BO =1. (*)

k=0

Ze vzorce (x) ,bezprostiedné* dostavame

BO - 1, t B5 - 52, Bﬁ — 203, B7 — 877, Bg — 4140,
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Piiklad 30. Necht je na mnoziné {a, b, ¢, d} dana relace R. Rozhodnéte, zda je R relaci usporadani
(pfip. zda se jedné o uplné uspofadani) nebo relaci ekvivalence, je-li

() R = {{a,a, [0.8]. e, ], [d.d]. [b.a], [, ] [b.d]}.
(b) R = {[a,al,[b,0],[c,c],[d,d],[d, a],[a d]};

(C) R = {[aaaL[b7b]7[cac]7[d>d]}

(d) R={[a,a],[b,0],[c.c],[d.d],[b,a], [a,b], [b,c], [c,b]};

(e) R={[a,al,[b0],[c,c],[b al,la,b],[bc,c,b],[a,cl [c,al};

(f) R = {[a,a],[b,0],[c, ], [d,d],[a,0],[a,c],|a,dl,[b,cl [b,d], [c,d]}.

[(a) uspordddant; (b) ekvivalence; (c) uspordddni i ekvivalence;
(d) nend tranzitivnt; (e) nent reflexivnd; (f) uplné uspordddani]
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Priklad 31. Nakreslete hasseovsky diagram usporadané mnoziny (2A, Q) (graf usporddani C na
systému P(A) vSech podmnozZin dané mnoziny A) pro

A={1=0, A={1}, A={1,2}, A={1,2,3),

[Diagram vytvari n-dimenziondlni krychli pro n-prvkovou mnoZinu A
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Priklad 32. Necht je libovolné dédno prvocislo p. Sestrojte nenulovy mnohoclen (polynom) s koefi-
cienty v Z,, tj. vyraz

akxk + ak_lx’“_l + -4 a1 + agp,
kde a; € Z, (i € {0,...,k}), ar # 0, ktery na mnoziné Z, nabyva pouze nulovych hodnot.



Priklad 33. Vypoctéte

4. DEMONSTRATIVNI CVICENT

8.10. 2008
T + 29 + 3£L'3 = 2,
2£L'1 — 3ZE2 — r3 = —3,
—3ZL'1 + ) + 21’3 = —3

33

[171 :1, 1'2:2, ZL’3:—1]



34

Priklad 34. Pomoci Gaussovy (pfipadné ,Gauss-Jordanovy“) elimina¢ni metody vyfeste systém
linearnich rovnic

21’1 + x5 — r3 — Ty = —3,
1 — X9 + r3 — Ty = —2,
3.1'1 + 31’3 — 51‘4 = —8,
—251)1 — T2 + 41’3 — 21‘4 = 0.

[ty = —5/3 4 2t/3, 20 = —2/3+2t/3, w23 = —1 +t, 2, =t, t € R]

Poznamka. Mnozinu teseni budeme zapisovat ve tvaru

5 2
2— - -2 3t—1,3t], teRY.



Piiklad 35. Uzitim Gaussovy (,,Gauss-Jordanovy“) metody urcete FeSeni soustavy

21’1 + x5 — r3 — Ty = —3,
ry — Ty + xy — T4 = —2,
31’1 + 31’3 — 51’4 = 8,
—21'1 — To + 41’3 - 2!['4 = 0.

[Soustava uvedengch rovnic nemd reseni]

35
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Piiklad 36. Uvedte (vSechna) feseni homogenniho systému
r+y=2z+v, z4+4u+v=0 —-3u=0, z=-—v

4 linedrnich rovnic 5 (redlnych) proménnych x,y, z, u, v.

(z,y,z,u,v) = (=t — s,t,—s,0,8), t,s € R]



Priklad 37. Pro jaké hodnoty parametri a,b € R ma linearni systém
Ty - ary — 2x3 = b,
1 + (1—a)zy b— 3,
r1 + (I—a)za + azxs = 20—1

(a) pravé 1 feSeni;
(b) zadné fesent;
(c) alespori 2 FeSeni?

[(a) a #0; (b)a=0,b# =2 (c)a
Poznamka. Doplnme, Ze pro a = 0, b = —2 dostavame mnozinu feseni
{(—2+2t, =3 —2t, 1), t € R}
a pro a # 0 lze dostat
{ <—3a2 —ab—4a+20+4 20+3a+4 b+2) }

I )

a a a

37
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Priklad 38. Zjistéte pocet TfeSeni soustav

(a)

1227 + Vbxy + 1llzs = -9,
T — 51‘3 = —9,
1 + 21‘3 = —7,
(b)
4£L‘1 2!['2 - 121’3 = O,
21’2 - r3 = O,
—21’1 To + 61’3 = 4;
(c)
41’1 21,'2 — 121’3 = O,
2.1'2 — T3 = 1,
—21’1 To + 61’3 = 0.

[Sprdvnd odpovéd je (a) 1; (b) 0; (c) nekonecné mnoho]
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Piiklad 39. Naleznéte (libovolny) linearni homogenni systém, kterému vyhovuje uspofadané ¢tve-
Tice
(xla T2, T3, 33'4) = (27 27 37 4)

[Napft. z1 = ]

Najdéte (libovolny) linearni systém, jehoz mnozina feSeni je
{(t+1,2t,3t,4t), t € R}.

[Na’p/rv' 2',]/‘1 = T2 + 2, 21’2 = T4, 41‘3 = 31'4]
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Priklad 40. Vyreste maticovou rovnici

1 3
3 8

Vyfeste maticovou rovnici

X

1 3
3 8

)

)<

(

1 2
3 4

1 2
3 4

)

)

o

-2 1
—-12 5

)



Priklad 41. Urcete vsechny mocniny matice

) = (

tj. vypoctéte A"(p) := (A(p))™ pro n € N.

cos
sin ¢

—sing
CoS

)

41

[A™(¢) = A(np), n € N(n € Z)]
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Priklad 42. Napiste matice tii linedrnich zobrazeni — rotaci o thel ¢ v kladném smyslu kolem
jednotlivych os x, y a z v R3.

Reseni. Pii rotaci libovolného bodu kolem dané osy se piislusna (odpovidajici té ose) soufadnice
daného bodu neméni. V roviné vymezené dvéma zbylymi osami je pak jiz rotace ddna matici z Pii-
kladu 42.

Rotace kolem osy z je proto urc¢ena matici

cosp —singp 0
sinp cosp 0],
0 0 1

rotace kolem osy x matici
1 0 0
0 cosp —singp
0 sinyp cosy

a rotace kolem osy y potom matici
cosp 0 sine
0 1 0
—singp 0 cos¢

U matice rotace kolem osy y musime davat pozor na znaménka. Rotace kolem uvazované osy je
v kladném smyslu: otaceni probiha proti sméru pohybu hodinovych rucicek pti pohledu proti sméru
kladné poloosy. O
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Priklad 43. Stanovte matici rotace v kladném smyslu o thel 7/3 kolem pfimky prochazejici poc¢at-
kem s orientovanym smérovym vektorem (1,1,0).

Reseni. Uvedené otoceni lze ziskat slozenim po fadé téchto 3 zobrazeni:
e rotace o
e rotace o
e rotace o

v zéporném smyslu podle osy z (osa rotace prejde na osu z);
v kladném smyslu podle osy x;
v kladném smyslu podle osy z (osa = pfejde na osu rotace).

eI ERNE]

Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvedenym tirem zobrazenim, pricemz
poradi matic je dano poradim provadéni jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobrazeni odpovida v sou-
¢inu matice nejvice napravo.

Takto obdrzime hledanou matici

31V V2o V2o 1 0 0 VZooV2o
e R - I E U N
2 2 2 2
V6 V61 V3 1
SV 0 0 1/ \o % | 0 0 1

Uvédomme si, ze vyslednou rotaci bylo mozné ziskat napt. také slozenim néasledujicich 3 zobrazeni:
e rotace o
e rotace o
e rotace o

v kladném smyslu podle osy z (osa rotace piejde na osu y);
v kladném smyslu podle osy vy;
v zéporném smyslu podle osy z (osa y prejde na osu rotace).

N HERNE]

Analogicky tak dostavame

3 1 v V2 V2 1 9 ¥ V2 V2

1 1 2 2 2 2 2 2

1 3 Vel = | _v2 2 0 0O 1 0 V22

I S 2 2 3 ) 2 2
V6 V6 0 0 1) \-£ 0 ! 0 0 1
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5. DEMONSTRATIVNI CVICENT
15.10.2008

Priklad 44. Firma zabyvajici se velkoplosnymi natéry si objednala 810 litri barvy, kterd ma obsa-
hovat stejné mnozstvi ¢ervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrti ¢erné barvy). Obchod miize splnit
tuto zakdzku smichdnim bézné prodavanych barev (mé skladem jejich dostateéné zasoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % cervené, 25 % zelené a 25 % modré barvy;
e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené a 12,5 % modré barvy:;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % cervené, 20 % zelené a 60 % modré barvy.

Kolik litri od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly splnény pozadavky zakaznika?

[Je potieba smisit po Tadé 400 [, 160 1,250 | uvedenyjch barev]
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Piiklad 45. Rozhodnéte o linedrni (ne)zéavislosti vektort

(a) (1,5,7), (0,4,-1), (0,2,1);
(b) (1,0,3), (0,2,1), (1,2, —2);
(c) (2,2,3), (4,-1,3), (5,2, 1), (1,6, —1).

[ Vektory jsou (a) linedrné nezdvislé; (b) linedrné nezdvislé; (c) linedrné zdvislé|
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Priklad 46. Stanovte linearni obal vektort
Uy = (_1737_271)7 Uy = (27_17_172)7 Uz = (_47 77 _37 0)7 Uy = (1757_574)

vybranim néjaké maximalni mnoziny linearné nezavislych vektort u;. Poté zjistéte, zda néktery z ve-
ktort

us = (0,5,-5,4), wug=1(0,-3,2,—-1), wu;=(0,0,0,1)
(ne)patii do tohoto linedrniho obalu.

[Span (uq, ug, uz, ug) = Span (u1, g, Ug), Us = 2uy + Us, Ug = Uy + Uy — Uy, Uy & Span (uy, Us, Uy)]
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Priklad 47. Vycislete u(aA(B — C)T) (418 + D)u” (kde jsme vynechévali symbol -), jestlize

uw=(1 1), a=723, A=<O 5)7 BZ(O O)’

-2 2 -1 1

(W -0 ()

[(—5v/23)]
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Priklad 48. Pomoci elementarnich fadkovych tprav prevedte matici

3 -1 3 2
5 -3 2 3
A=11 3 590
7 -5 1 4

na néjakou matici C' ve schodovitém tvaru a naleznéte takovou matici B, aby platilo BA = C.

Reseni. Budeme-li postupné matici A nésobit zleva elementarnimi maticemi

0010 1 000 1 000
0100 -5 100 0 100
E1_1000’E2_0010’E3_—3010’
0001 0 0 0 1 0 00 1
1 000 1 0 00 1 0 00
1o 100 o 1/3 00 o 1 00
E‘*‘0010’E5—0010’E6—0—210’
-7 0 0 1 0 0 01 0 0 01
1 0 00 1 0 00
0 1 00 g 0 1/4 0 0
0 0 1o ® o 0o 10}
0 -4 0 1 0 0 01
obdrZime
1 -3 -5 0 0 1 0
1o 1 9/4 1/4 B |0 1/12 —5/12 0
C = 0 0 B = ByEr B Bs BBy By By = | T3 13 0
0 0 0 —4/3 -1/3 1



Priklad 49. Urdete inverzni matici k matici

A:

Necht je soucasné ddna matice

urcete (ATB)fl.

W Ut~

o Oy W

N W DN

(A"B)

3 -4 3
Atlt=|(1 -2 2
-7 11 -9
. —14 -9 42
=|-10 =5 27
17 10 —49

49
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Piiklad 50. Napiste inverzni matici k n X n matici (n > 1)

2—-n 1 1 1
1 2—-n " . 1
A= : :
1 2—n 1
1 1 1 2—n
Napovézme, ze
c c
b ¢ c

Alt=1|c ¢ b

pro jista cisla b, c € R.
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Priklad 51. Dvoudenniho autobusového zajezdu se zucastnilo 45 lidi. Prvni den se platilo vstupné
na rozhlednu 30 K¢ za dospélého, 16 K¢ za dité a 24 K¢ za dtchodce, celkem 1116 K¢. Druhy den
se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K¢ za dospélého, 24 K¢ za dité a 34 K¢ za dichodce,
celkem 1542 K¢é. Kolik bylo mezi vyletniky dospélych, déti a dichodci?

Napovézme, ze
1

11 1\ (16 5 —4
30 16 24| —=-(3 3 -3
40 24 34 6\_10 —8 7

[Zdjezdu se zicastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 dichodci
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6. DEMONSTRATIVNI CVICENT
22.10.2008

Priklad 52. Uzitim Sarrusova pravidla urcete determinanty matic

2 1 -1 3 -1 4
A=13 -3 1|, B=|-1 3 =2
-1 4 2 2 4 1
[|A]=-36,|B| = —4]
Spoctéte determinant matice
(A-B)".B.

Poznamka. Dopliime, Ze

. —181 —747 115
(A-B?) -B=—|-257 —1071 167
174 690 —98



Priklad 53. Alespon dvéma raznymi zpusoby stanovte

1

1
-1

2

-3 0
-2 2
1 0
1 -1

1
—4

2

53
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Priklad 54. Uvedte, zda existuje inverzni matice k matici

1 -3 0 1
411 =2 2 -4
A= 5l-1 1 0 -—-1]°

2 1 -1 2

tj. feknéte, zda je matice A (fddkové) ekvivalentni se ¢tyfrozmérnou jednotkovou matici I, tedy
odpovézte, zda existuji elementarni matice Ey, Es, ..., Ey,_1, By, (m € N) takové, ze

E, Enq1---FEy-FE-A=1.

[Matice A7 existuje]
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Priklad 55. Vypoctem determinantu vhodné matice zjistéte, jestli jsou vektory

1 2 1 1
-2 1 -3 -1
2 |’ -1’ 0|’ 0
—4 2 1 1

linedrné nezavislé.

[Jsou linedrné nezdvislé]
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Priklad 56. Urcéete hodnost matice

-4 4 0 -4

1 -2 2 -4
A= 1 -3 0 1

2 1 -1 2



Priiklad 57. Kolik ma soustava linedrnich rovnic

T
—31'1

X1

feseni?

_|_

_|_

o)
21‘2
21‘2
41'2

+

+

€3
x3

x3

21’4
Ty
Ty

21’4

W Ot

57

[Pravé 1]
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Piiklad 58. Napiste (vSechna) feSeni homogenniho systému

r1 + To + X3 — 21’4
—3ZL'1 - 2[[’2 — X3 — Ty
+ 2[[’2 + Ty

r1 — 4y 4+ 13 — 214

cooo

[$1:0,$2:0,$3:O,ZL’4:0]



Priklad 59. Je podle Frobeniovy véty systém

konzistentni?

T
T
—1
2.1'1

_|_
_|_

3ZE2
2[[’2
T
T

+ 21’3

59

[Je nekonzistentni — nemd Zdadné tesen)
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Priklad 60. Vycislete

5 3 6 0 2
14329

9 2 0 0 0].
36 000
41000

(b)

6 6 5
0 3 2

1

2

2
1

1

2

0 0 O

[Dany determinant je roven (a)24; (b)O0]



Priklad 61. Spoctéte determinanty

1 2

3 4 d3:

d2:’

~ &~ =

co Ut N

Nol e V]

d4:

61

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12}’
13 14 15 16

[dy = —2,d, =0pron >3, neN]
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Priklad 62. Je-li n > 2, stanovte

0 0

0 0

0 0

n—2 0
—(n—1) n—1

1 1
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Piiklad 63. Vandermonduv determinant. Pro n > 2 (n € N) vypoditejte

1 o 22 ... a7t

1 xy 22 ... 2yt _
Vn(xlax%"'axn): . . . . . 5 l'ZER,ZG{l,,TL}

1 z, 22 ... z!

Resend. Odecétenim prvniho fadku od vsech ostatnich fadkt a naslednym rozvojem podle prvniho
sloupce obdrzime

2 n—1
1 i ik ipl X
0 29—y 23—22 ... oy ' —2a]”
Vn(l'l,l'g, e ,l’n) =
0 z,—ay 22—a22 ... ant—ap!
2 2 n—1 n—1
Xo —T1 Ty — T ... Ty — X
2 2 n—1 n—1
Ty —X1 XTp—X] ... X —a]
Vytkneme-li z i-tého tadku x;,1 — 21 proi € {1,2,...,n — 1}, dostaneme
n—2 n—j—2_j
L mota ... D gmy 0w
Vo(x1, @y o xn) = (29 — 1) - -+ (T, — 1) : , :
n—=2 _n—j-2,7J
1 zptor ... D pay T

Odectenim od kazdého sloupce (pocinaje poslednim a konce druhym) x;-nésobku predchazejiciho lze
docilit upravy

1 To+2T1 ... Z;L:_OQ .T;ijigfjll 1 Ty ... fL'gLiZ
1 z,+x ... Z?:_OQ Iy 1z, ... a2
Proto
Valxy, @oy .o xy) = (e — 1) -+ (2 — 1) Vi1 (22, ..., ).

Nebof je ziejmé
‘/2(1,”_17 xn) =Tp — Tp-1,
plati (uvazme matematickou indukci)

Valxy, g, .. xp) = H (x; — ;).

ij=1,..,n
i>j

OJ

Poznamka. Vsimnéme si, ze tento determinant je rtizny od nuly, prave kdyz jsou cisla xq, ..., x,

navzajem ruzna.



64

Priklad 64. Naleznéte matici adjungovanou a matici inverzni k matici

1020
030 4
A=15 056 0
070 8

-24 0 8 0

0 =32 0 16

20 0o -4 0 |
0 28 0 —12

A* =

NI\ N



Priklad 65. Pomoci Cramerova pravidla vyfeste
I —f- 21’3
3£L'2
5.1'1 + 61’3
71’2

+ 4dxy

+ 81'4

65

o OO

[ZL‘1:2,ZE2:0,1’3:—1,ZE4:0]
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7. DEMONSTRATIVN{ CVICENI
29.10.2008

Priklad 66. Nejprve pfipomenme, ze mnozina V s vyznaénym prvkem 0 a se dvéma binadrnimi
operacemi, a to s¢itdnim + : V' x V' — V' a nasobenim redlnym cislem - : R x V' — V| tj.

(Ul) u+ v € V pro vSechny prvky u,v € V;
(U2) a-ueVoproueV,a€eR,
se nazyva vektorovy prostor (nad R), jestlize pro vSechna u,v,w € V a a,b € R plati

Al) u+ v = v + u (komutativnost operace +);

A2) (u+v)4+w=u+ (v+ w) (asociativita operace +);
A3) 0+ u = u (existence nulového vektoru 0 € V);
A5) a-(u+v)=a-u+a-v (1. distributivni zakon);
A6
A7
A8

(A1)
(A2)
(A3) 0
(A4) u+ (—u) = 0 pro n&jaké —u € V (existence opac¢ného vektoru);
(A5)
(A6) (a+b)-u=a-u+b-u (2. distributivni zakon);

(A7) (ab)-u=a-(b-u) (asociativita operace -);

(A8) 1-u = u (normovanost operace -).

Dokazte, Ze je mnozina V = R vsech kladnych redlnych ¢isel se

s¢itdnim @ definovanym jako x @y := xy pro z,y € RT

ndsobenim skaldrem © zavedenym vztahem a ® x := 2% proz € Rt aa € R

vektorovym prostorem, tj. zZe jsou pfi vyse uvedenych polozenich splnény podminky Ul, U2 a axio-
my A1-AS8.

[Usporadand trojice (RY, &, ®) je vektorovym prostorem s nulovgm vektorem 1 € R7]



Priklad 67. Je mnozina R x R s operacemi
(21, 2] © [y1, 4] == [0 + Y1, 72 + 2],

(21, 22, [y1,¥2) € R X R;

a® [x1,x9] :=[ax1,0], a €R, [r1, 23] ERXR

vektorovym prostorem?

67

[Neni: wvazme axiom AS§]
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Priklad 68. Je-li dano realné cislo =y a oznacuje-li F, mnozinu realnych funkci f : R — R takovych,
ze f(xo) = ¢, naleznéte vSechna ¢ € R, pro kterd je F. s ,,obvyklymi“ operacemi

s¢itanim funkci +, tj. pro f,g € F. klademe (f + g)(z) := f(z) + g(z), z € R;
nasobenim funkce redlnym éislem -, tj. (a- f)(z) :=a- f(x), x € Rpro f € F,, a € R,

vektorovym prostorem.

[Jednd se o vektorovy prostor, pravé kdyz ¢ = 0]
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Priklad 69. Necht C C Matsys je mnozina realnych matic tvaru

6

Zjistéte, jestli je C podprostorem vektorového prostoru Mats,, prip. stanovte dimenzi a bazi C.

Splnéni podminek U1, U2 jiz davd dimC = 2, C = Span < ((1) 2) ’ (? _()1) >]

Pozndmka. Vektorovy prostor C lze brat jako model pro mnozinu komplexnich ¢isel C, tedy cisel
tvaru a + bi, kde a,b € R a i = —1.
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Piiklad 70. Rozhodnéte o linedrni (ne)zéavislosti vektort

(a)

10 0
A=11 0], B=|1
01 1
(b)
1 2 0
A=13 4|, B=|2
5 6 4
ve vektorovém prostoru Matsyo.

o O O

Ut W =

0 0 0 0
., Cc=|-58], D=7 2]:;

31 3 4

~1 0 2 -1

Q
I
—
[\]
>
I
o

[ Vektory jsou (a) linedrné nezdvislé; (b) linedrné zdvislé]



Priklad 71. Pro jaka cisla a € R jsou polynomy
ar® + 1 + 2, —22% 4+ ax + 3, 2 +2x+a

linedrné zavislé ve vektorovém prostoru P, polynomt stupné nejvyse 27

71
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Priklad 72. Ukazte, Ze polynomy
1, = 2% ..., a"

tvorii bazi vektorového prostoru P,, polynomt stupné nejvyse n.

[ZFejmé postacuje dokdzat linedrni nezdvislost, kterd vyplyva mj. z teSeni Prikladu 63]
Pozndmka. Skutecnost, Ze polynomy 1, z, 2%, ..., 2" jsou linedrné nezavislé, implikuje znamou jed-
noznacnost urceni koeficientt, tj. z rovnosti dvou polynomi
ag+arr+agr? +--da, " =bg+bix+bya’+ - +b, " v P, (tj. prox € R)
plyne rovnost jejich koeficientti
ag=by, a1 =b, ay=0by, ..., a,=b,.

Typickou aplikaci tohoto je tzv. rozklad na parcidlni zlomky, ktery ilustrujeme Ptikladem 100.
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Pfiklad 73. Ve vektorovém prostoru Maty,; = R* jsou dany t¥idimenzionalni (trojrozmérné) pod-

prostory
U = Span (u, ug, us), V' = Span (vy, vg, v3),

pricemz
1 1 1 1 1 1
11 |1 10 11 11 11
Uy = 1 ) Ug = 0 ) Uz = 1 ) U1 = -1 ) Vg = 1 ) U3 = -1
0 1 1 -1 -1 1
Urcete dimenzi a libovolnou bézi podprostoru U N V.
0 0
) -1 -1
dimUNV =2, UNV = Span 1101 o
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Priklad 74. Uvedte né&jakou béazi podprostoru
1 2 01 -1 0
U = Span < 341,12 3,11 2|,
5 6 4 5 3 4

vektorového prostoru Mats,o. Tuto bazi doplitte na bazi Matsyo.

Napr. doplnime o vektory

ot W =
=N
N O
ot W =
o = O

o O O

-2
0
2

-1
1
3

o O O
[l ]

;

_ o O

o O O

o O O

— o O



8. DEMONSTRATIVNI CVICENT
5.11.2008

Priklad 75. Necht jsou v prostoru polynomt P; dany béaze
e=(1,z,2% 2%, u=(1+z,1—22*+2° 2% —2%).

Naleznéte matice prechodu od baze u k bazi e a od baze e k bazi u.

1 1 0
1 -1 0
Tew = 0 0 1
0 0 1

_ o O

75
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Piiklad 76. Napiste soutadnice vektoru 523 + 322 — z + 3 v bézi u prostoru Ps z Ptikladu 75.

N =



Priklad 77. Ktera ze zobrazeni

7

F . Matgys — Matgys; G : Matgys — R H:P—-R

urcenych ptredpisy

(39 a-a (30

0
G(A) = |tr A s Ae Matgxg;
Al

jsou linearni?

) s A € Matgxg;

H(p) :=p(0), peP

[Linedrni jsou zobrazeni F a H]
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Piiklad 78. Stanovte Ker L a Im L linedrniho zobrazeni R3 do R? zadaného vztahem

L ((xl, To, xg)T) = (321 + 2o + 223, 411 + 229 + 323, 211 + 13)7 (z1, T2, 23)" € R3.

[Ker L={a-(1,1,-2)";a € R}, Im L = {b- (1,2,0)" + ¢~ (3,4,2)"; b,c € R}]
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Priklad 79. Jakd linedrni zobrazeni R? do R? (tj. transformace R?) jsou reprezentovdna maticemi

=) m=(@ D) e=(3) p=(a)
e=(09) =) e=( %) =)

ve standardni bazi prostoru R2?

[Matice A uddvd projekci na osu x; B projekci na osu y;
C' otocent kolem pocdtku o thel w/2 (v kladném sméru);
D otoceni kolem poédtku o — w/2 po projekci na osu y;
E kompozici projekce na 2. osu po zaméne os x a y;

F zrcadleni vzhledem k primce x = y;

G zrcadleni vzhledem k ose x;

H zrcadlent vzhledem k ose y]
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Priklad 80. Je-li definovano linearni zobrazeni Matgyyo do P, prifazenim
a b

a b 3 2
(C d>r—>(a+2b)a: + 6¢cx” 4+ ar — b — 3¢+ 8d, <C d>€Mat2x2,

uvedte matici tohoto zobrazeni v bazich tvofenych po fadé vektory

1 0\ (-1 0\ [0 1\ /(1 1\ W 3 o
(1 1)7(_1 1)7(0 0)7(0 0)7 x7x7x7x71'

[ =)
|
>

S OO

_— o W o
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Priklad 81. O linearnim zobrazeni derivace D : P3 — P, vime, Ze
D(1)=0, D(z)=1, D(2*) =2z, D(z*)=32"
Urcete matici zobrazeni D
(a) ve standardnich bazich prostori Ps a Ps, tj. v bazich

Qz(l,l',il')Z,l'B), §:(1,l’,3§'2);
(b) v béazich (viz také Ptiklad 75)
u=(1+z,1—x22*+2° 2% — 2°) prostoru Ps, v=(1+2,1~—x 2+ 2?) prostoru P,.

0100 1 -1 -1 5
(a0 0 20);Mmif1 -1 1 -5
000 3 0 0 6 —6
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Priklad 82. Uvazujme linearni zobrazeni D z Piikladu 81 jako linedrni transformaci prostoru Ps,
tj. necht D : P3 — P3. Napiste matici tohoto zobrazeni ve standardni bazi ¢ a poté v bazi wu.
Zopakujme, zZe
e=(1,z,2% 2%, u=(1+z,1—22*+2° 2% —2%).

0100 1 -1 2 2
0020 1 -1 -2 -2
0003’1/2'003—3
0000 0 0 3 -3



Priklad 83. Zjistéte, zda jsou matice
1 1 1
-1 1 -1
-1 -1 -1
1 -1 1

podobné.

1
1
—1
-1

?

-1
1
-1

1
-1

1
-1

-1
1
-1

83

[Nejsoul
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9. DEMONSTRATIVNI CVICENT
12.11.2008

Priklad 84. Necht je dana krychle ABCDEFGH (pfi obvyklém vyznamu zéapisu, tedy vektory
E—-A F—-B,G—-C, H— D jsou kolmé na rovinu uréenou vrcholy A, B, C, D) v euklidovském
prostoru R3. Vypoctéte tihel mezi vektory F' — A a H — A.
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Priklad 85. Dokazte, ze pro kazdé n € N a pro libovolna kladna ¢isla x1, s, ..., x, € R plati

, (1 1 1
< | —+—+F— | (m1ta2+-+z,).
rr 22 Tn

Poté uvedte, kdy nastéava rovnost.

Reseni. Postacuje uvazit Cauchyovu nerovnost
Ju-o| < |[ull-|[v]]
v euklidovském prostoru R" pro vektory

v (\/135—1\/195—2\/135—”)T 0 = (VE /T - /E0)

Tim dostaneme

1 1 1
n<y/—+—+-+— -Vri+a+ -+, (*)
I ) Tn
Dokazovanou nerovnost potom obdrzime umocnénim (x). Dale vime, Ze Cauchyova nerovnost prejde

v rovnost, pravé kdyz bude vektor u nasobkem vektoru v, coz jiz implikuje x1 =29 =---=x,. U
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Priklad 86. Zjistéte, zda jsou podprostory

2 -1 -1 0

1 0 0 0
U:Span< 9 >, V:Span< R >

2 2 0 -1

euklidovského prostoru R* (na sebe) kolmé. Pokud ano, je R* = U @&V, tj. je UL = V?

ULV, V#£UY



Priklad 87. Stanovte jadro Ker A a obraz Im A matice

1
2
A=1]-1
0
2
Ker A = Span <

2
-3
1
-1
-3

3
-2

0

1

3
-1
0
-1
-1

1
—12
)
-2
—12

87
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Priklad 88. Urcete jadro Ker AT, obraz Im AT a fadkovy prostor R(AT) pro matici A z Piikladu 87.

1 2 0 1 9
s| [-1] [-1 o) [ 5
Span < 7{,101],]0 >, Span < N > , R(AT) zaddvd Tm A
0 r 0 1] \-12
0 0 1



89

Priklad 89. Napiste n&jakou bazi ortogonélniho komplementu Wi podprostoru
W, = Span ((1,2,-1,0,2)", (2,-3,1, -1, —-3)7)

v prostoru R® a libovolnou bézi ortogonalniho doplitku W5t podprostoru

1 2 0 -1
2 -3 1 1

W2 - Spa’n < 31 -1 ) 1 ) 0 >
1 —12 2 5

v prostoru R*.

(Wit = Ker AT, W3- = Ker A pro matici A z Prikladu 87 (viz také Priklad 88)]
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P¥iklad 90. Najdéte ortogonalni doplnék U+ podprostoru

U= {(1'1, 95271537334)T; Ty = T3,To = T3 + 6£B4} C R%.

(U4 ={a-(1,0,—1,0)7 +b- (0,1, —1,—6)T; a,b € R}]
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Priklad 91. Kazdym dvéma maticim

(Y a1

z vektorového prostoru Mats o pritadime realné ¢islo 8 ag+bf + 3 ce+dh. Jedna se o skalarni soucéin?

[NVe]



92

Priklad 92. Je-li ve vektorovém prostoru P, pro libovolné dva polynomy stupné nejvyse 2
p=ax(p)-2* +ai(p) - w+ao(p),  q=axq) 2*+ai(g) x+aoq)
definovan jejich skalarni soucin vztahem

(P, q) = 3az(p)az(q) +4ai(p)ai(q) + 6 ao(p)ao(q),
jakou ma vektor 3z% + 2z + 1 délku?



Priklad 93. Uvazujme matice

i=oo) #=@1) =0 0) 2-(0)
=) r=() o= h) #=(0 )

z Prikladu 79 jako vektory vektorového prostoru Matsys se ,standardnim“ skalarnim soucinem
(X,Y) =211y + Troyi2 + To1Yor + Tooya, X = (245),Y = (y;;) € Matoys.
Spoctéte thly, které sviraji matice
(a) A, B; (b) A, G; (¢c) B,G; d) C, D;
(e) C, E; (f) D, H; (g) F, H,; (h) G, H.

—~

93

[(a)7/2; (b)7/4; (c)3m/4; (d)3m/4; (e)7/4; (f)7/2; (g) 7/2; (h)n]
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10. DEMONSTRATIVN{ CVICENTI — DOPLNUJiCI PRIKLADY
19.11.2008

Piiklad 94. Je-li na mnoziné X = {f1, fo,..., fe}, kde f; : R =R, i € {1,2,...,6} jsou zobrazeni
@) =lz]=4,  fole) =[z[=3,  fs(z)=|z|-2,

falx) =le+2],  file)=—lz|,  folx) =—]z|+3,
déna relace uspotadani R pro i,j € {1,2,...,6} takto:

([f’t)fj] € R) <~ (fl(l') < fj(l'), YIS [_272])7

pfi¢emz uspofadané dvojici [a,b] € R piislusi nerovnost a < b, uréete (v mnoziné X)

sup X; sup{fi, f3, fa}; sup{fe, fs};  infX; inf{fs, fs, fs}; inf{fs, fs}.

[sup { f1, fs, fa} = fa; inf X = inf{fs, f4, fs} = f1; sup X, sup { fo, f5}, inf { f4, fe} neexistuyi]
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Priklad 95. Pro libovolnou matici druhého fadu

A= (CCL Z), a,b,c,d € R

plati
A? = (a+d)A— (ad — bc) 1. (%)
Tato formule je zndma ve tvaru
A2=tr A-A—|A|-I,
kde tr A := a + d je stopa (,trace”) matice A, | A| jeji determinant a I dvojrozmérna jednotkova

matice.
Vyuzijte vzorce (x) k vypoctu matic A%, A3, A%, je-li

21
a= (1)
Dopliime, Ze vyndsobenim rovnice (*) matici A dostavame

A? = (a+d) A* — (ad — be) A.

Podobné (pomoci matematické indukce) lze ukézat, ze pro vSechna n € N U {0} a pro kazdou
2 x 2 matici A je
A" = (a+d) A" — (ad — bc) A™.

o (5 4\ 5 (14 13\ (41 40
{A_<45’A_1314’A_4041
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Piiklad 96. Orientovany graf je tvoren mnozinou vrcholi {1,2,...,n} (n € N) a mnoZinou hran
H C {[i,j];4,5 € {1,2,...,n}}. Lze jej zadat matici A = (a;;) typu n x n definovanou tak, ze
polozime a;; = 1, pokud [4, j] € H, a a;; = 0, jestlize [i, j] ¢ H. Cestou délky k se rozumi posloupnost
vrcholl 4q,1g, ..., 0k, i1 € {1,2,...,n}, pro které plati [i1,is], [i2,43], ..., [ik—1, k], [ik, k1] € H.
Oznacime-li pro libovolné k € N prvky matice A* jako a;;(k) (tj. A* = (a;;(k)), zv1asté a;; = a;;(1)),
bude pfirozené ¢islo a;;(k) udavat pocet cest z vrcholu i do vrcholu j délky k.

Ovérte tuto skutecnost pro nékteré prvky matic

736 5 4 18 10 15 12 13
1 2314 5 7 4 2 9
A3=1|4 43 2 5|, A*=|9 8 10 6 12/,
736 5 4 18 10 15 12 13
13104 2 5 4 1 8
pricemz
10110
00101
A=|1100 1
10110
01001

[Napt. pro as3(3) = 3 jsou témi 3 cestami 2,3,2,3; 2,3,1,3 a 2,5,2,3]
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Priklad 97. Jako A, B oznacujme ¢tvercové matice fadu n > 2.

i) (a) Udejte priklad matic A a B, pro které
(i) (a) Jve p p
(A+ B)-(A—B) # A*> - B

a1 -0 1)

(b) Dokazte, ze matice A a B komutuji (tj. AB = BA), pravé kdyz je
(A+B)-(A—B) =A% - B

[ Tvrzeni plyne z rovnosti (A+ B)(A — B) = A? — AB + BA — B?|

(ii) (a) Udejte piiklad matic A a B, pro které
(A+ B)* # A + 2AB + B*.

. . (10 (0 1
Kupr. opetA_<1 1),3_(1 1)]

(b) Dokazte, ze matice A a B komutuji tehdy a jenom tehdy, kdyz plati
(A+ B)> = A> + 2AB + B%

[To vyplyvd z identity (A + B)(A+ B) = A2+ AB + BA + B?]
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Priklad 98. Necht symboly A, B oznacuji ¢tvercové matice druhého fadu. Vyuzitim vzorce (x)
z Piikladu 95, tj.
A2=tr A-A—|A|-I,

najdéte

(a) vSechny matice A spliujici
A =T,

Y

(b1) vSechny matice A, které maji nuly na hlavni diagonéle a pro které je

A% =,

(b2) vSechny matice A, které maji nuly na hlavni diagonale a pro které je
A =1,

Y

(b3) alespon jednu dvojici matic A a B s nulami na hlavnich diagonélach takovou, aby platilo

A?2+40,B*#0, A*+B*=0;

(c) vSechny nenulové matice A # I s vlastnosti
A% = A

0 1 0 -1 c —/1— e c V1—"bc |
[(m) (? 8>,beR\{0}; (b2) (? _Ob>,beR\{0}; (b3) A = ((1’ (1)),3:(_01 (1))

b b

10 0 0 a b ]
[(C) (C 0>’(C 1)7(a(1b—a) 1_a), &,CGR,bER\{O}-

l(a) <1 0)’(—1 0>’<m b ><—m b )’b'0§17bjc€R‘
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Piiklad 99. Urcete objem rovnobéZnosténu v R? s podstavou v roviné z = 0 a s hranami zadanymi
dvojicemi vrcholi [0, 0, 0], [-2, 3,0]; [0,0,0], [4,1,0] a [0,0,0], [5,7,3].

[42]
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Priklad 100. Najdéte koeficienty A, B, C' € R tak, aby platilo
6x A B C

+ ,
@112 72-1 241 z+2

zeR~{1,-1,-2}.
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11. DEMONSTRATIVNI CVICENT
26.11.2008

Priklad 101. Ukazte, Ze soustava linearnich rovnic

1 + 22y + 23 = 0,

To — Tr3 = O,
ry + To + 21‘3 = 6,
T + 31'3 =0

nema feseni. Poté urcete feseni odpovidajiciho problému nejmensich ctverci.

[$1:2—3t,$2:I3:t,t€R]



102

Priklad 102. Spoctéte vzdalenost vektoru

0
0
6
0
od podprostoru
1 2 1
0 1 -1
Span< il e >
1 0 3

v euklidovském prostoru R*.

[2v/6]
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Priklad 103. Body

[_272]7 [_172]a [07 3]7 [174]7 [273]
prolozte regresni primku; poté naleznéte jejich nejlepsi kvadratickou aproximaci vzhledem k metodé
nejmensich ¢tverci (tzv. aproximaci parabolou, tj. prolozte jimi polynom nejvyse druhého stupné pii
minimalizovani hodnoty souctu obsahi ¢tvercii s délkami stran rovnymi velikostem rozdilti soutradnic
y pro jednotliva z).

22/5 + 14/5; —x2 )7 + 22/5 + 108/35]
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Priklad 104. Tvori vektory

V1 =

e e
<
(V)
Il
—_
4
w
|
—
4
o~
|
—

ortogonalni bazi v = (v1, va, v, v4) euklidovského prostoru R*?

[Ano]
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Priklad 105. Stanovte souradnice vektoru

W DN =

W

v ortonormalni bazi u = (uq, ug, us, uy) prislusné bazi v z Pikladu 104.
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Priklad 106. Je-li ve vektorovém prostoru Matsy,o zaveden skalarni soucin
(X,Y) =znyn + Tiovi2 + TaYor + Taoye, X = (245),Y = (y;5) € Matoyo,

ukazte, Ze matice (vektory)

11 1 1 1 -1 1 -1
() s (0 4) s 5) e (V)

zadéavaji ortogondlni bazi A = (Aj, As, A3, Ay) tohoto prostoru, a napiste soufadnice matice

(12

v ortonormélni bazi B = (B, B, Bs, B,) ptislusné bazi A.

[Postacuje wvazit reseni Prikladu 104 a Prikladu 105. Odtud plyne, Ze C = 5B; — B3 + 2By.]
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Priklad 107. Najdéte inverzni matici k matici

1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 1 1 1
1 -1 -1 1

A=

(A7 = AT /4]
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Priklad 108. Ve vektorovém prostoru Matsys se ,standardnim“ skalarnim soucinem z Prikladu 106
urcete projekci P; matice C' na podprostor Wi = Span (A;, Ay, A3), projekci P, matice C' na podpros-
tor Wy = Span (Ay), vzdalenost v(C, W;) matice C' a podprostoru Wi a odchylku ¢(C, W;) matice C'
od podprostoru Wj.

|:P1 = (; 2) ) P2 = <_11 _11) ) U(Ca Wl) = 27 @(07 Wl) = arccos }_g:|

Pozndmka. Protoze Wit = Wy, je
C — P1 + P2.
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12. DEMONSTRATIVNI CVICENT
3.12.2008

Priklad 109. Pomoci ,,Gram-Schmidtova“ ortogonaliza¢niho procesu stanovte ortogonalni bazi pod-
prostoru

W = {(21,22,23,24)" € RY; 1 + 22 + 23 + 24 = 0}
euklidovského prostoru R%.

1 1 1 1 —1 —1

., —1 0 0 —1 —1 —1

Ortogonalizact E 111 o lze dostat ol | 21 1=1
0 0 -1 0 0 3

Uvedte odlisnou ortogonalni bazi podprostoru W.

[Napf. ((1,—1,0,0)T, 0,0,1,-1)", (1,1,—1,—1)T)]
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Piiklad 110. Najdéte vSechny (i komplexni) kofeny (véetné nasobnosti) polynomii
ot 423 — 42 + 20— 12; ot 4 23 — 122 — 28z — 16;
zt — 122 + 542% — 108z + 81; zt +82% — 0.

[Pri zachovdnd pofadi polynomd — 3,2,+v/24; —2,—2,—1,4; 3,3,3,3; £1, £3 ]
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Priklad 111. Urcete charakteristicky polynom, vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

4 -1 6
2 1 6
2 -1 B8

1 -3 1
p(\) = —(A —2)*(\ — 9), Eigen (2) = Span < g , 10 > , Eigen (9) = Span < 1 >
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Priklad 112. Stanovte vlastni hodnoty matice

—-13 5 4 2

0 -100
=30 12 9 5
-12 6 4 1

[Dand matice ma pouze jedno vlastni ¢islo, a to — 1]

Poznamka. Dodejme, Ze

Eigen (—1) = Span <

— o O
S OO
\/

—2
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Priklad 113. Udejte priklad ¢tyfrozmérné matice s vlastnimi hodnotami A\; = 6 a Ay = 7 takové,
aby algebraicka nasobnost Ay byla 3 a aby

(a) geometrickd nasobnost Ay byla 3 (tj. dim Eigen (7) = 3);
(b) geometrickd nasobnost A2 byla 2 (tj. dim Eigen (7) = 2);
(c) geometrickd nasobnost Ay byla 1 (tj. dim Eigen (7) = 1).

6 0 0 0 6 0 0 0 6 0 0 0

y 070 0], 0710 0710

Kupr @) 19 g 7 07 ® o0 7 0] oo 71

0007 0 007 0007
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Priklad 114. Vite-li, Ze ¢isla 1, —1 jsou vlastni hodnoty matice

-11 5 4 1
-3 0 10
A=1_21 11 8 2|
-9 5 31
uvedte vSechna feSeni rovnice p(A) :=|A— A1 |=0.

Népovéda: Oznacime-li kofeny polynomu p(A) jako Aj, A, Az, Ay, je
|A|:)\1')\2'/\3'/\4, tIA:/\1+/\2+)\3+)\4.

[Koten — 1 polynomu p(X\) je trojndsobny]

Poznamka. Lze dopocitat

S WO
~o_—
S
[0)<]

[¢]
=
|
=
I
@]
i)

93
=
—
— |
~o_—

Eigen (1) = Span <



Priklad 115. Pro libovolnou matici A fadu n je jeji charakteristicky polynom p()) := |A —

stupné n, je tedy tvaru
PA) = A" F e N e Ay, ey 0,
pricemz navic plati
cn=(=1)" co1=(-1)"1tr A4, co=1Al
Jestlize je matice A trojrozmérna, obdrzime tak
p(A) = =N+ (tr AN+ A+ A

Volbou A = 1 dostévame
|A—T|=p(l)=—-1+tr A+ci+|A]
Odsud a z () ziskdvame vysledné vyjadieni

PN =N+ tr AN +(A-T|—[A|+1—tr A)N+]|A]

Vyuzijte ho k urceni charakteristického polynomu a vlastnich hodnot matice

32 —67 47
A= 7 -14 13
-7 15 —6

115

A

[P(A) = =A% + 1202 — 47X+ 60, A\ = 3,0y = 4, A3 = 5]

Pozndmka. Opét dopliime vlastni vektory

3 5 -1
Eigen (A1) = Span < 2 > ,  Eigen (\y) = Span < 7 > ,  Eigen (\3) = Span < 1
1 7 2

;
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Priklad 116. Které z matic

[A, C, D]

~
<t —~ ™ <
SN O M
—
o [ A
~  _
NN O < <+ — O
N~—}——
Il 480\_unﬁ
QO
S0 O O
_ 0 Mmoo
~ N SN——
a O W0 -
Il
<t O O <
Sy
51_*H6
o O A -
1031\'/
_ [ B I e I N
N~—}———
__ MmN <t MmO
B — - O O
0 O O O
- N~—}—
—
— — S
[
* AN AN
(
Il
<t

jsou diagonalizovatelné?
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Piiklad 117. Vypoditejte A% a A73, je-li

2 -1 1
A=1-1 2 -1
0 0 1

122 —-121 121 14 13 —13

A= —-121 122 —121|,A3=2L113 14 13

) 27
0 0 1 0 0 27
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13. DEMONSTRATIVNI CVICEN] — ITEROVANE PROCESY
10.12.2008

Priklad 118. Predpokladejte, ze v Brné zije 376 000 a v jeho okoli (tzv. okres Brno-venkov) 166 000
lidi a zZe se jejich celkovy pocet 542000 s casem neméni. V dlouhodobém horizontu vyjadiete zmény
ve velikosti této méstské a priméstské populace, pokud se kazdy rok prestéhuje 15 % obyvatel Brna
do jeho okoli a naopak 5 % obyvatel okolnich obci do Brna (ostatni zanedbejte).

[Vysledky budou uvedeny na demonstrativnim cvicend]
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Piiklad 119. Nechf je v popula¢nim modelu dravec-kotist (liska-kralik) urcen vztah mezi poc¢tem
lisek Lj a poctem kraliki K} v daném a nésledujicim mésici (k € NU {0}) linedrnim systémem

Lk+1 = 076Lk + 075Kl€7
Koy = —016L, + 12K,

Analyzujte limitni chovani tohoto modelu.
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Priklad 120. Analyzujte limitni chovani modelu z Prikladu 119, je-li zadan pozménénym systémem

Lk+1 = 076Lk + 075Kl€a
Koy = —0175L, + 1,2K;.
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Piiklad 121. Reste Piiklad 119, pokud je

Lii = 0,6L;, + 0,5K,,
Ky = —0,135L, + 1,2K,.
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Piiklad 122. Fibonacciho é€isla. Ve svém spise Liber abaci (Kniha o abaku) z roku 1202 si Fibo-
nacci (,,syn Bonacciho“, vl. jménem Leonardo Pisansky, asi 1170-1240) polozil nasledujici otézku:
,Kolik part kraliki vznikne z jediného dospélého paru za jeden rok, jestlize kazdy par zplodi kazdy
mésic jeden novy par, ktery je pak od druhého nasledujictho mésice schopny téhoz?“ Naleznéte
spravnou odpovéd.



123

14. DEMONSTRATIVNI CVICENT
17.12.2008

Priklad 123. Neznamy muz piisel hrat ruletu se 100 K¢ v kapse. Sazi vzdy vsechno, co zrovna ma,
a vzdy na Cernou (v ruleté je 37 ¢isel — 18 ¢ernych, 18 Cervenych a nula). Skonéi, pokud ziska 800 K¢
(nebo nebude nic mit). Uvazte jeho ,herni plan“ jako Markoviv proces.

[Reéem’ budou uwvedena na demonstrativnim cvz'cvem/}
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Priklad 124. Zjistéte, zda je matice

A:

=
O = O
=

pozitivné (semi)definitni, negativné (semi)definitni.

[Je pozitivné semidefinitni]
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Priklad 125. Na #ridé vSech mnozin definujeme relaci ~ tak, Ze mnoziny A a B jsou v relaci
(tj. A ~ B), pokud existuje bijekce (tj. injektivni a soucasné surjektivni zobrazeni) mnoziny A na
mnozinu B. Dokazte, Ze se jedna o relaci ekvivalence.

Na tfidach rozkladu podle této ekvivalence definujeme mohutnost card (pojem ,pocet prvku“),
kterd dané mnoziné A (tj. tiidé rozkladu [A] zadané mnoZinou A) ptifadi
— dislo 0, pokud je mnozina A prazdné, tedy card { } = 0;
— dislo n € N, pokud ma mnozina A pravé n prvku;
— symbol R, (¢ti ,alef nula“), pokud A = N;
— symbol ¢ (od slova ,continuous*), pokud A = R.

Cislo (symbol) card A tedy nazyvame mohutnost (nebo kardindlni &islo) mnoziny A.

Existuje-li bijekce mnoziny A na mnozinu B, znamena to, ze card A = card B (ob& mnoziny jsou
ve stejné tiidé rozkladu).

Mnozina A se nazyva spocetné, pokud A ~ N, tj. pokud card A = Xg. (Existuje bijekce mezi N
a A, a proto lze prvky mnoziny A uspofadat do posloupnosti {a1, as,as,...,a,,...}.)

Mnozina A se nazyva nespocetna, pokud je nekonecna a neni spocetna.

Mnozina A se nazyva nejvyse spocetna, pokud je kone¢nd, nebo spocetna, tj. jestlize

card A € NU{0, Ny}
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Lze dokézat nasledujici (viz teorie mnozin):

e Sjednoceni nejvyse spocetné mnoha nejvyse spocetnych mnozin je nejvyse spocetnd mnozina
(prvky tohoto sjednoceni lze uspofadat do posloupnosti).

e Jsou-li A, B spocetné, potom je také A x B spocetnd (prvky kartézského soucinu konecné
mnoha spoc¢etnych mnozin lze uspofadat do posloupnosti).

e Kazda nekonecna mnozina obsahuje spocetnou podmnozinu.

e Je-li A nespocetnd a B C A jeji spocetnd podmnozZina, potom je card (A \ B) = card A.
e Je-li A nekoneéné a B nejvyse spocetnd, potom je card (AU B) = card A.

e Mnozina je nekonec¢nd, praveé kdyz je ekvivalentni s néjakou vlastni podmnozinou.

e Na mnoziné (uvedenych) kardinélnich ¢isel 1ze jednoduse definovat relaci uspotadani. Je-li
a = card A a b = card B, klademe

a < b, pokud existuje injektivni zobrazeni A do B.
Navic piSeme a < b, pokud a < b (ve smyslu predchoziho uspofadani) a souc¢asné a # b. Nyni
muzeme (nékdy jednoduse, nékdy dosti slozité) dokdzat nésledujici vlastnosti kardinalnich
Cisel:

— Kardindlni ¢islo Ny je nejmensi nekonecné kardinalni ¢islo.

— Cantorova véta. Oznacime-li P(A) mnozinu vSech podmnozin libovolné mnoziny A,
potom plati nerovnost

card A < card P(A).
Jejim disledkem je fakt, ze existuje nekoneéné mnoho nekonec¢nych kardinéalnich ¢isel.

— Mnozina vSech podmnozin mnoziny N ma mohutnost ¢, tj.

card P(N) = c.

— Mohutnost mnoziny N je mensi nez mohutnost mnoziny R, tj.
NO <c.

(To zjevné vyplyva z predchozich dvou tvrzeni.)

— Nelze dokézat, zda je ,mezi“ kardindlnimi ¢isly Ny a ¢ jesté néjaké dalsi (nekonecéné)
kardinalni ¢islo, tj. nelze dokazat, jestli je ¢ = Ny, nebo jestli existuje (alespon jedno)
kardinélni ¢islo d, pro které Ry < d < ¢ (ve smyslu existence odpovidajici podmnoziny R
a prislusnych injektivnich zobrazeni).

— Lze prirozené definovat s¢itani, ndsobeni, mocniny kardinédlnich ¢isel (aritmetika neko-
necnych ¢isel) tak, aby byla splnéna intuitivni pravidla® — napf. Rg =n = Rg, c+n = ¢,
¢+ Vg = ¢ apod. (tzv. ,pohlcovaci zdkony*).



