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Ortogondlni matice

Ctvercovd matice Q ¥adu n je ortogonalni matice, pokud jeji
sloupce tvofi ortonormalni mnoZinu vektorti v R”, tj. pokud plati

RTQ=1, t. Q'=qQ .
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Ortogondlni matice

Ctvercovd matice Q ¥adu n je ortogonalni matice, pokud jeji
sloupce tvofi ortonormalni mnoZinu vektorti v R”, tj. pokud plati

RTQ=1, t. Q'=qQ .

Poznamka

Ze vztahu QT Q = / plyne, e kazda ortogonalni matice je
reguldrni a e determinant ka*dé ortogonalni matice je bud 1 nebo
—1, nebot

1=1=1Q7Q|=1Q7].1Q| = |Q]~
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P¥iklad
(a) Matice rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru
Q= cosp —sing
sinp  cosp
je ortogondlni matice a tedy plati

0l- QT = < cos sincp) ‘

—sing cos
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Priklad

(a) Matice rotace v R? o tihel ¢ v kladném sméru
Q= cosp —sing
~ \sinp cosgp
je ortogondlni matice a tedy plati

0l- QT = < cos sincp) ‘

—sing cos

(b) Tzv. permutaéni matice jsou ortogondlni, nap¥.

100 00 1
<(1)(1)>,001,010,
010 100

Permutaéni matice vzniknou z jednotkové matice / tak, Ze se

[ Z% 0 BB B E s (vl i nrsrsm)

O = O O
o O+~ O
= O O O
O O O
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Je-li Q ortogonalni matice Fadu n, potom plati

(@x, Qy) = (x,y) pro vSechny vektory x,y € R",
|Qx||2 = ||x||]2  pro vSechny vektory x € R".

Plyne snadno z ptedchozich tvrzeni. [
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[e1e] Yololele}

Je-li Q ortogonalni matice Fadu n, potom plati

(@x, Qy) = (x,y) pro vSechny vektory x,y € R",
|Qx||2 = ||x||]2  pro vSechny vektory x € R".

Plyne snadno z ptedchozich tvrzeni. [

Poznamka

Z predchoziho plyne jako velmi specidlni p¥ipad intuitivné zfejmé
tvrzeni, Ze rotaci v R? se nemé&ni délka vektord.
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Projekce vektoru na podprostor

Necht W je podprostor vektorového prostoru V' a necht je din

vektor v € V. Je-li u = (u1, ..., ux) ortonormdini baze podprostoru
W, potom ma vektor p € W, ktery je nejblize k vektoru v, tvar

p=ay-ui+---+ak-ux, kde ai={(v,up), i=1,... k.
Plati tedy, Ze
al <V7 U]_>
Plu=1:|=

ak (v, ug)
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Diikaz.

ProtoZe je V = W @ W, miZeme vektor v napsat jedinym
zplisobem jako soudet

v=p+w, kdepe W, we W

ProtoZe jsou bazové vektory u; € W, je u; L w, tj. (uj,w) =0
Vi=1,... k.
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Diikaz.

ProtoZe je V = W @ W, miZeme vektor v napsat jedinym
zplisobem jako soudet

v=p+w, kdepe W, we W

ProtoZe jsou bazové vektory u; € W, je u; L w, tj. (uj,w) =0

Vi=1,..., k.
Na druhou stranu, vektor p € W miiZzeme vyjadf¥it jako linedrni
kombinaci bazovych vektorl uy, ..., ug, tj.

p=ayuy+ -+ ag Uk,
odkud jiZ plyne vztah

(v, ui) = (p, uj) + (w, uj) = a1 (ur, uj) + - - - + ax (u, uj)
=0

:a,-(u,-,u,->:a,-Hu,-H2:a,- Vizl,...,k.
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Poznamka
Z dikazu plyne, Ze pokud by baze podprostoru W nebyla
ortonormalni, ale jen ortogonalni , potom pro koeficienty a; ve

vyjad¥eni projekce p plati

(v, uj) _ (v, uj)
(uiyui) o2

aj =

Tedy projekce p vektoru v na podprostor W je pak tvaru

R 7Y A U1 R
(U, ur) (U, Uk)
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Vzddlenost a odchylka vektoru od podprostoru

Definice

Cislo v(v, W) := ||v — p|| nazyvdme vzdélenost vektoru v od
podprostoru W. Odchylka vektoru v od podprostoru W je
definovana jako dhel, ktery svird vektor v se svou projekci p na
podprostor W, tj. je to dhel ¢ € [0, 5], pro ktery je

cosp = M
4
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Gram-Schmidtdv ortogonalizaéni proces

V predchozim jsme vidéli, Ze pro nalezeni projekce daného vektoru
v na podprostor W potfebujeme znat ortonormalni bazi
podprostoru W. V tomto odstavci si ukdZzeme, jak z libovolné
baze podprostoru W zkonstruovat bazi ortogondini (a poté bazi
ortonormalni). Tento proces se nazyvd Gram-Schmidtiv
ortogonaliza¢ni proces.

Pro popis tohoto ortogonalizaéniho procesu neni zfejmé potfeba se
omezovat na baze a podprostor W, ale miiZeme uvaZovat
libovolnou mnoZinu linedrné nezavislych vektorl v prostoru V.
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Gram-Schmidtdv ortogonalizaéni proces

V predchozim jsme vidéli, Ze pro nalezeni projekce daného vektoru
v na podprostor W potfebujeme znat ortonormalni bazi
podprostoru W. V tomto odstavci si ukdZzeme, jak z libovolné
baze podprostoru W zkonstruovat bazi ortogondini (a poté bazi
ortonormalni). Tento proces se nazyvd Gram-Schmidtiv
ortogonaliza¢ni proces.

Pro popis tohoto ortogonalizaéniho procesu neni zfejmé potfeba se
omezovat na baze a podprostor W, ale miiZeme uvaZovat
libovolnou mnoZinu linedrné nezavislych vektorl v prostoru V.

Necht jsou tedy dany linedrn& nezavislé vektory uq,...,u, € V.
V prvni fazi najdeme ortogondlni mnoZinu vektort vi,..., v,
takovou, Ze

(Viy...,vn) = (u1,...,Up),
tj. ortogonalni vektory vy, ..., v, generuji stejny podprostor jako

ptvodni vektory uy, ..., up.
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces
1. PoloZzme , tj. prvni vektor se nemé&ni.
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Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces
1. PoloZzme , tj. prvni vektor se nemé&ni.

2. Najd&me projekci p; vektoru up na podprostor W := (vy).
Podle predchoziho je

(w2, v1)
pL =t V.
(vi,v1)

Potom vektor

T . <IJ2, V1>
<V17 V1>

spliiuje podminky vo L vi a (vi,v) = (u1, u2).




lele] lo}
Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces

k. Pokud jiz mame zkonstruovany ortogonalni vektory vi, ..., vk
takové, Ze

<v1,...,vk>:<u1,...,uk>,

pak najdéme projekci py vektoru uiq na podprostor
W = (vi,..., ). Tou je

u v u v
pr = (Uky1, v1) ST (Ukt1, Vi) v

<V17 v1) (Vk, Vk)

Potom je vektor
(Uky1,v1) (U1, Vi)
Vk41 1= Ukl — Pk |= Uk1—— — ~V1—————— "V
ha a ‘ T (vw) (Vis Vi)

kolmy na v8echny predchozi vektory vi, ..., vk a spliiuje

podminku

(Viyoooy Vig1) = (U1, o5 Ukg1)-
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Priklad

Uréete ortonormalni bazi podprostoru W = (u1, un, uz) € R*,
pricemz
1 -1 4
u ! Uy = 4 uz = 2
1 — 1 9 2 — 4 b 3 — 2
1 1 0
a nasledné projekci vektoru
-1
L 2
| 3
4
na podprostor W, vzdalenost vektoru v od podprostoru W a
odchylku vektoru v od podprostoru W.
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Afinni geometrie

Vratime se ted k tlohdm elementdrni geometrie z podobného
pohledu, jako kdyZ jsme zkoumali polohy bodi v roviné.

Definice (Afinni prostor)

Standarni afinni prostor A, je mnoZina viech bodi v R” spolu s
operaci, kterou k bodu A = (ay,...,a,) € A, a vektoru
v=(v1,...,Vn) € R" pfitadime bod

A+v=(a1+w,...,an+ vy) € R". Tyto operace spliiuji
nasledujici tfi vlastnosti:

Q@ A+ 0= A pro viechny body A € P a nulovy vektor 0 € V

Q@ A+ (v+w)=(A+v)+ w pro vdechny vektory v,w € V,
Aec P

© pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor
v € P takovy, Ze A+ v = B. Znalime jej B — A, nékdy také
AB.

Vektorovy prostor R” nazyvame zamé¥reni afinniho prostoru A,,.
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Pro¢ vlastné chceme rozlisovat mnoZinu bodi prostoru A, od jeho
zaméFeni V/, kdyZ se jedna jakoby o stejné R"? Je to patrné
podstatny formalni krii¢ek pro pochopeni geometrie v R":
Geometrické objekty jako jsou p¥imky, body, roviny apod. nejsou
totiZ p¥imo zavislé na vektorové struktufe na mnoziné R” a uz
viilbec ne na tom, Ze pracujeme s n—ticemi skaldri. Musime ale mit
moznost Fici, co je to rovné v daném sméru. K tomu pravé
potfebujeme na jedné stran& vnimat tfeba rovinu jako
neohrani¢enou desku bez zvolenych sou¥adnic, ale s moZnosti
posunout se o zadany vektor. KdyZ pfejdeme navic k takovému
abstraktnimu pohledu, budeme umét diskutovat rovinnou geometrii
pro dvourozmérné podprostory, tj. roviny ve vicerozmérnych
prostorech, prostorovou pro tfirozmérné atd., aniz bychom museli
pfimo manipulovat k-ticemi soufadnic.
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Definice

Afinnim prostorem A se zamé&fenim V rozumime mnoZinu bodui P,
spolu se zobrazenim P x V — P, (A,v) — A+ v, spliiujici
vlastnosti (1)—(3). Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak
definovana translace 7, : A — A jako ziZené zobrazeni

TV:PEPX{V}—>P, A— A+ v.

Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zamé&¥eni.

VEimn&me si, Ze volba jednoho pevného bodu Ag € A ndm uréuje
bijekci mezi V a A. P¥i volbé pevné baze u ve V tak dostdvame
pro kazdy bod A € A jednozna¥&né vyjad¥eni

A=Ay +xiui + -+ Xpun.

Hovofime o afinni soustavé soufadnic (Ao; u1, ..., u,) zadané
pocatkem afinni soufadné soustavy Ay a bazi zamé¥eni u.
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Afinni podprostory

JestliZe si vybereme v A jen body, které budou mit n&které predem
vybrané sou¥adnice nulové (tfeba posledni jednu), dostaneme op&t
mnozinu, kterd se bude chovat jako afinni prostor. Takto budeme
skutetné parametricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu
nasledujici definice.

Neprazdna podmnozina @ C A afinniho prostoru A se zam&¥fenim
V se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnoZina

W ={B - A, A Bc Q} C V vektorovym podprostorem a pro
libovolné Ac Q, ve Wije A+ v e Q.
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Pro libovolnou mnoZinu bodi M C A v afinnim prostoru se
zamé¥enim V definujeme vektorovy podprostor

Z(M)=({B—A;B,Ac M}) C V.
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Pro libovolnou mnoZinu bodi M C A v afinnim prostoru se
zamé¥enim V definujeme vektorovy podprostor

Z(M)=({B—A;B,Ac M}) C V.

P¥imo z definic je zFejmé, Ze prinik libovolné mnoZiny afinnich
podprostorii je bud opét afinni podprostor nebo prazdnd mnoZina.
Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou podmnoZinou
M C A je priinikem v3ech afinnich podprostori, které obsahuji
vdechny body podmnoziny M.

P¥imo z definic plyne, Ze pro kterykoliv bod Ag € M je

(M) ={Ao+ v;veZ(M)C Z(A)}, tj. pro generovani afinniho
podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v zam&Feni
generovany viemi rozdily bodi z M a ten pak pFi¢teme k
libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoZiny bodi
Mv A.
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Parametrizace podprostort

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni Z(.A) a jeden
pevny bod A € A, pak podmnoZina A + U vznikla viemi moZnymi
soutty bodli A s vektory v U je afinni podprostor. Takovy postup
vede k pojmu parametrizace podprostor(:

Necht Q@ = A+ Z(Q) je afinni podprostor v A, a (u1,..., ux) je
bize Z(Q) C R". Pak vyjadfeni podprostoru

Q:{A+t1u1+-~-+tkuk;t1,...,tkE]R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q. Jeho zadanf{
systémem rovnic v danych soufadnicich je implicitni popis
podprostoru Q.
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P¥iklad

@ Jednorozmé&rny (standardni) afinni prostor je mnoZina viech
bodii redlné p¥imky A;. Jeji zamé&Feni je jednorozmérny
vektorovy prostor R (a nosnd mnozina také R). Afinni
soufadnice dostaneme volbou pocatku a méfitka (tj. baze ve
vektorovém prostoru R). VZechny vlastni afinni podprostory
jsou 0-rozmérné, jsou to pravé vSechny body redlné pfimky R.
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@ Jednorozmé&rny (standardni) afinni prostor je mnoZina viech
bodii redlné pf¥imky A;. Jeji zamé&feni je jednorozmé&rny
vektorovy prostor R (a nosnd mnozina také R). Afinni
soufadnice dostaneme volbou pocatku a méfitka (tj. baze ve
vektorovém prostoru R). VZechny vlastni afinni podprostory
jsou 0-rozmérné, jsou to pravé vSechny body redlné pfimky R.

@ Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina viech
bodii prostoru A3 se zam&fenim R3. Afinni soutadnice
dostaneme volbou po&atku a t¥i nezdvislych vektord (smérd a
mé&Fitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak viechny body,
primky a roviny (0-rozmé&rné, 1-rozmé&rné a 2-rozmérné).
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© Podprostor viech ¥eseni jedné linearni rovnice a- x = b pro
nezndmy bod (xi, ..., x,) € A,, zndmy nenulovy vektor
koeficientdl (a1, ..., a,) a skaldr b € R je afinni podprostor
dimenze n — 1, tj. tzv. nadrovina v A,,.
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© Podprostor viech ¥eseni jedné linearni rovnice a- x = b pro
nezndmy bod (xi, ..., x,) € A,, zndmy nenulovy vektor
koeficientdl (a1, ..., a,) a skaldr b € R je afinni podprostor
dimenze n — 1, tj. tzv. nadrovina v A,,.

Posledni pt¥iklad je zvlastnim p¥ipadem nasledujici obecné véty
popisujici geometrickou podstatu systémi linedrnich rovnic.

Necht (Ao; u) je afinni soufadny systém v n-rozmérném afinnim
prostoru A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjadrené v danych
souFadnicich, jsou pravé mnoZiny Feseni Fesitelnych systémi n — k
linedarné nezavislych linearnich rovnic v n proménnych.




Analyticka geometrie
00000000®00000

Transformace soufadnic

Dvé& libovolng& zvolené afinni soustavy soutadnic (Ao, u), (Bo, v) se
obecné li&i posunutim potatku o vektor (By — Ap) a jinou bazi
zamé¥eni. Transformadni rovnice tedy vyéteme ze vztahu pro
obecny bod X € A

X =By+xivi+ -+ x vy = By + (Ao — Bo) + x1u1 + - - + XnUp.

Oznatme y = (y1,...,yn)" sloupec soutadnic vektoru (Ag — Bp) v
bazi v a M = (a;) bud matice vyjad¥ujici bazi u prost¥ednictvim
baze v. Potom

/
X1 =y1+aiixy+ -+ ainXn

/
X, = Yn+ aniX1 + -+ + annXn

tj. maticové
X =y+M-x.
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Afinni kombinace bodu

Necht Ay, ..., A, jsou body v afinnim prostoru A. Jejich afinni
obal ({Ao...,Ax}) miZeme zapsat jako

{Ao + t1(Ar — Ag) + - + ti(Ak — Ao)i ta, ..., tk € R}

a v libovolnych afinnich sou¥adnicich (tj. A; je vyjadfen sloupcem
skaldrt) mdZeme tutéZ mnoZinu zapsat jako

k
<A0,...,Ak> = {tvo + t1A1 + -+ LA L € R,Zt,' = 1}.
i=0
Obecné& vyrazy tgAg + t1A1 + - - - + tAx s koeficienty spliiujicicmi
Zf'(:o ti = 1 rozumime body Ag + Zf-;l ti(Ai — Ao) a nazyvdme je
afinni kombinace bodii.
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Afinni kombinace bodu

Necht Ay, ..., A, jsou body v afinnim prostoru A. Jejich afinni
obal ({Ao...,Ax}) miZeme zapsat jako

{Ao + t1(Ar — Ag) + - + ti(Ak — Ao)i ta, ..., tk € R}

a v libovolnych afinnich sou¥adnicich (tj. A; je vyjadfen sloupcem
skaldrt) mdZeme tutéZ mnoZinu zapsat jako

k
(Ao, ..., Ak) = {toAo + t1A1 + - + tLAk i € R,Zt,' =1}
i=0
Obecné& vyrazy tgAg + t1A1 + - - - + tAx s koeficienty spliiujicicmi
Zf'(:o ti = 1 rozumime body Ag + Zf-;l ti(Ai — Ao) a nazyvdme je
afinni kombinace bodu.
Body Ag ..., Ak jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény
podprostor. Z nasich definic je vid&t, Ze to nastane pravé, kdyz pro
kterykoliv z nich plati, Ze vektory vzniklé pomoci rozdili tohoto
pevného s ostatnimi jsou linedrné nezavislé.
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Simplex

Necht Aq,...,Ax je k+ 1 bodl afinniho prostoru A v obecné
poloze. k—rozm&rny simplex A = A(Ao, ..., Ax) generovany
témito body je definovan jako mnoZina v3ech afinnich kombinacfi
bodid A; s pouze nezapornymi koeficienty, tzn.

k
A = {tgAg + t1A1 + - - - + t A t; € [0, 1] cR,Zt,-: 1}.
i=0

Jednorozmérny simplex je tise€ka, dvourozmérny trojuhelnik.
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Simplex

Necht Aq,...,Ax je k+ 1 bodl afinniho prostoru A v obecné
poloze. k—rozm&rny simplex A = A(Ao, ..., Ax) generovany
témito body je definovan jako mnoZina v3ech afinnich kombinacfi
bodid A; s pouze nezapornymi koeficienty, tzn.

k
A = {tgAg + t1A1 + - - - + t A t; € [0, 1] cR,Zt,-: 1}.
i=0

Jednorozmérny simplex je tise€ka, dvourozmérny trojuhelnik.
Zadani podprostoru jako mnoZiny afinnich kombinaci bodl v
obecné poloze je ekvivalentni parametrickému popisu. Obdobné&
pracujeme s parametrickymi popisy simplex.
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Konvexni mnoZziny

PodmnoZina M afinniho prostoru se nazyvd konvexni, jestlize s
kaZzdymi svymi dv€ma body A, B obsahuje i celou tse¢ku A(A, B).
P¥imo z definice je vidét, Ze kazda konvexni mnoZina obsahuje s
kazdymi k + 1 body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex.
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Konvexni mnoZziny

Definice

PodmnoZina M afinniho prostoru se nazyvd konvexni, jestlize s
kaZzdymi svymi dv€ma body A, B obsahuje i celou tse¢ku A(A, B).
P¥imo z definice je vidét, Ze kazda konvexni mnoZina obsahuje s
kazdymi k + 1 body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex.

P¥iklad

Konvexnimi mnoZinami jsou napt.

(1) préazdna podmnoZzina

(2) afinni podprostory

(3) usetky, poloptimky p = {P +t-v; t > 0}, obecn&ji k-
rozmérné poloprostory

a={P+t-vi+ -+ tk ik t1,...,tk € Rty >0}, dhly v
dvojrozmérnych podprostorech

ﬁ:{P+t1-V1+t2-V2; t120,t220}, atd.

A




Analyticka geometrie
0000000000008

P¥imo z definice také plyne, Ze prinik libovolného systému
konvexnich mnozin je opét konvexni. Priinik v8ech konvexnich
mnozin obsahujicich danou mnoZinu M nazyvame konvexni obal
(M) mnoZiny M.

Konvexni obal libovolné podmnoZiny M C A je

S
K(M) = {tA1+ -+ tAs Y =1, t; >0}
i=1




Analyticka geometrie
0000000000008

P¥imo z definice také plyne, Ze prinik libovolného systému
konvexnich mnozin je opét konvexni. Priinik v8ech konvexnich
mnozin obsahujicich danou mnoZinu M nazyvame konvexni obal
(M) mnoZiny M.

Konvexni obal libovolné podmnoZiny M C A je

S
M) = {4+ s > =1, 520)
i=1

Konvexni obaly kone¢nych mnoZin bodii se nazyvaji konvexni
mnohostény. Jsou-li definujici body Ay, ..., Ax konvexniho
mnohosténu v obecné poloze, dostdvame pravé k-rozmérny
simplex. V pfipadé simplexu je vyjad¥eni jeho bodl ve tvaru afinni
kombinace definujicich vrcholl jednoznaéné.



Analyticka geometrie
0000000000000e

Jinym ptikladem jsou konvexni podmnoZiny generované jednim

bodem a kone&n& mnoha vektory: Necht uy, ..., ug, jsou libovolné
vektory v zam&¥eni R", A € A, je libovolny bod. Rovnobé&Znostén
Pi(A; u1,. .., uc) C Ap je mnoZina

Pr(A v, ... u) = {Atcum+ - +eeur; 0< ¢ <1,i=1,... k}.

Jsou-li vektory uy, ..., ux nezavislé, hovofime o k-rozmé&rném
rovnob&znosténu Py (A; u1, ..., ux) C A,. Z definice je z¥ejmé, Ze
rovnobéZnostény jsou konvexni. Ve skute€nosti jde o konvexni
obaly jejich vrchold.



Analyticka geometri

K podprostoru zadanému implicitné nalézt parametricky popis

Nalezenim partikuldrniho ¥eSeni nehomogenniho systému a
fundamentalniho ¥eSeni zhomogenizovaného systému rovnic
ziskame (v soufadnicich, ve kterych byly rovnice zadany) pravé

hledany parametricky popis.




Analyticka geometri

K podprostoru zadanému implicitné nalézt parametricky popis
Nalezenim partikuldrniho ¥eSeni nehomogenniho systému a
fundamentalniho ¥eSeni zhomogenizovaného systému rovnic
ziskame (v soufadnicich, ve kterych byly rovnice zadany) pravé
hledany parametricky popis.

Z parametrického popisu ziskat popis implicitni

Zapiseme-li parametricky popis v soufadnicich, miZeme volné
parametry ti, ..., tx vyeliminovat a ziskdme prdvé rovnice
zaddvajici dany podprostor implicitné.




Analyticka geometrie

Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory
Vysledny podprostor Q je vzdy uréen jednim pevné zvolenym
bodem A; v kazdém z nich a sou¢tem vSech zamé&feni. Napf¥.

Q=A1+ (Z{A1, .-, A}) + Z(Q1) + - + Z(Qs))-

Pokud jsou podprostory zadany implicitné, je mozné je nejd¥ive
pfevést na parametricky tvar. V konkrétnich situacich byaji funkéni
i jiné postupy. VSimnéme si, Ze obecné je skutecné nutné vyuZzit
jednoho bodu z kazdého podprostoru. Nap¥. dvé paralelni pfimky v
roviné vygeneruji celou rovinu, ale sdili totéz jednorozmérné

zaméreni.

oe



Analyticka geometrie
00

Nalézt prinik podprostori Qj, ..., Qs

Pokud jsou zadany v implicitnim tvaru, sta&i sjednotit vSechny
rovnice do jednoho systému (a pfipadn& vynechat linedrn& zavislé).
Pokud je vznikly systém nefeSitelny, je prinik prazdny. V opa¢ném
pFipadé& ziskame implicitni popis afinniho podprostoru, ktery je
hledanym priinikem.

Pokud mdme dany parametrické tvary, miiZzeme také hledat p¥imo
spole¢né body jako FeSeni vhodnych rovnic, podobné jako pfi
hledani priinik(i vektorovych podprostorii. Ziskdame tak pfimo opét
parametricky popis. Pokud je podprostor( vice neZz dva, musime
prinik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni implicitné,
stadi dosadit parametrizované soufadnice a ¥fesit vysledny systém
rovnic.




Analyticka geometrie
00

Nalezeni p¥icky mimobézek p, g v A3 prochdzejici danym bodem

nebo majici pfedem dany smé&r (tj. zamé&¥enf)

P¥i¢kou rozumime pfimku, kterd ma neprazdny priinik s obéma
mimobézkami.




Analyticka geometrie
00

Nalezeni p¥icky mimobézek p, g v A3 prochdzejici danym bodem

nebo majici pfedem dany smé&r (tj. zamé&¥enf)

P¥i¢kou rozumime pfimku, kterd ma neprazdny priinik s obéma
mimobézkami.

Vysledna p¥icka r tedy bude jednorozmérnym afinnim
podprostorem. Pokud mame zadan jeho bod A € r, pak afinn{
podprostor generovany p a A je bud p¥imka (A € p) nebo rovina
(A ¢ p). V prvém pripadé mame nekone&n& mnoho ¥edeni, jedno
pro kazdy bod z g, v druhém stadi najit prinik B roviny (p U A) s
g ar= ({A,B}). Pokud je prinik prazdny, tloha nema ¥edeni, v
ptipadé Ze g C (p U A), mdme opé&t nekone&n& mnoho FeZeni, a
pokud je prinik jednoprvkovy, dostavame pravé jedno feseni.




Analyticka geometrie
00

Nalezeni p¥icky mimobézek p, g v A3 prochdzejici danym bodem

nebo majici pfedem dany smé&r (tj. zamé&¥enf)

P¥i¢kou rozumime pfimku, kterd ma neprazdny priinik s obéma
mimobézkami.

Vysledna p¥icka r tedy bude jednorozmérnym afinnim
podprostorem. Pokud mame zadan jeho bod A € r, pak afinn{
podprostor generovany p a A je bud p¥imka (A € p) nebo rovina
(A ¢ p). V prvém pripadé mame nekone&n& mnoho ¥edeni, jedno
pro kazdy bod z g, v druhém stadi najit prinik B roviny (p U A) s
g ar= ({A,B}). Pokud je prinik prazdny, tloha nema ¥edeni, v
ptipadé Ze g C (p U A), mdme opé&t nekone&n& mnoho FeZeni, a
pokud je prinik jednoprvkovy, dostavame pravé jedno feseni.
Mame-li misto bodu dan smér u € R", tj. zaméFeni r, pak
uvaZujeme opét podprostor Q generovany p a zaméfenim

Z(p) + (u) C R". Opét, pokud g C Q, mdme nekone&n& mnoho
feSeni, jinak uvazime prinik Q s g a dlohu dokonéime stejné jako v
predchozim p¥ipadé.




Analyticka geometrie

Euklidovskd geometrie

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,
jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R” se skaldrnim
soudinem

(x,y)=x"y.




Analyticka geometrie

Euklidovskd geometrie

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,

jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R” se skaldrnim
soucinem

(x,y)=x"y.

Kartézska soutadna soustava je afinni soufadna soustava (Ag; u)
s ortonormalni bazi u.




Analyticka geometrie

Euklidovskd geometrie

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,
jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R” se skaldrnim

souinem

(xy)y=x"-y.
Kartézska soutadna soustava je afinni soufadna soustava (Ag; u)
s ortonormalni bazi u.
Vzdalenost bodu A, B € &, definujeme jako velikost vektoru
|IB — Al|, budeme ji znatit p(A, B). Euklidovské podprostory v
&, jsou afinni podprostory jejichz zamé&Feni uvaZzujeme spolu se
zlZzenymi skalarnimi soudiny.




Analyticka geometrie

P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:

Véta
Pro kaZdé vektory u a v, které leZi v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati

Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.




P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:
Véta

Pro kaZdé vektory u a v, které leZi v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati

Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ |u-v| <|u||v| (Cauchyova nerovnost). PFitom rovnost
nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.




P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:
Véta

Pro kaZdé vektory u a v, které leZi v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati

Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ |u-v| <|u||v| (Cauchyova nerovnost). PFitom rovnost
nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ pro kaZdy ortonormdini systém vektori (e1, ..., ex) plati
|ul|> > |u-er|> +--- + |u- ex|> (Besselova nerovnost).




Analyticka geometrie

P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:

Véta
Pro kaZdé vektory u a v, které leZi v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati

Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ |u-v| <|u||v| (Cauchyova nerovnost). PFitom rovnost
nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ pro kaZdy ortonormdini systém vektori (e1, ..., ex) plati
|ul|> > |u-er|> +--- + |u- ex|> (Besselova nerovnost).

Q Pro ortonormalni systém vektori (e, . .., ex) je
u€e,...,ex) pravé kdy?
lul|>=|u-e1|> + -+ |u-e|?> (Parsevalova rovnost).




Analyticka geometrie

P¥ipomeiime nékolik tvrzeni o prostorech se skalarnim souéinem:

Véta
Pro kaZdé vektory u a v, které leZi v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim soucinem, plati

Q |lu+v| <|u|l+]v] (trojihelnikova nerovnost). PFitom
rovnost nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ |u-v| <|u||v| (Cauchyova nerovnost). PFitom rovnost
nastane pravé, kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.

@ pro kaZdy ortonormdini systém vektori (e1, ..., ex) plati
|ul|> > |u-er|> +--- + |u- ex|> (Besselova nerovnost).

Q Pro ortonormalni systém vektori (e, . .., ex) je
u€e,...,ex) pravé kdy?
lul|>=|u-e1|> + -+ |u-e|?> (Parsevalova rovnost).

@ Pro ortonormdini systém vektorii (ey,...,ex) au €V je
w=(u-e)er+ -+ (u-ex)ex jedinym vektorem, ktery
minimalizuje velikost ||u — v|| pro vSechny v € (e, ..., ek).




Analyticka geometrie

Odtud dostdvdme jednoduché geometrické diisledky:
Véta

O (A, B) = p(B, A)

@ p(A,B) =0 pravé, kdyZ? A= B

Q@ p(A,B)+p(B,C) = p(A, C)

Q V kaZdé kartézké soufadné soustavé (Ag; €) maji body
A=Ao+ae1+---+ane,, B=Ag+bier+ -+ bye,
vzddlenost \/ Y i_1(ai — bi)?.

Je—li dan bod A a podprostor Q v £, pak existuje bod P € Q

minimalizujici vzdalenosti bodi Q od A. Vzddlenost bodi A a

P je rovna velikosti kolmého priimétu vektoru A — B do

Z(Q)* pro libovolny B € Q.

Q@ Obecnéji, pro podprostory R a Q v &, existuji bod P € Q a
Q € R minimalizujici vzddlenosti bodii B € Q a A € R.

Vzddlenost bodii @ a P je rovna velikosti kolmého primétu
vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolné body B€ Q a A€ R.

©




Analyticka geometrie

Uréeni vzdalenosti podprostort

Urlete vzdalenost pFimek v R3.

p: [1? =1, 0] + t(_]-: 2, 3)7 a qg: [2a 5, _1] + t(_17 —2, 1)




Analyticka geometrie

Uréeni vzdalenosti podprostort

Priklad

Urlete vzdalenost pFimek v R3.

p: [17 _170] + t(_17273)7 a qg: [2757 _1] + t(_17 —2, 1)

|
K
N

Reseni

Vzdilenost je dana jako velikost kolmého primétu libovolné p¥icky
(spojnice) danych p¥imek do ortogonalniho doplitku vektorového
podprostoru generovaného jejich zamé¥fenimi. Tento ortogonalni
dopliiek zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:

(-1,2,3),(-1,-2, 1))J‘ =((-1,2,3)x(-1,-2,1)) = ((8,—2,4)).

Spojnici danych p¥imek je nap¥iklad dsetka [1,—1, ][2,5, 1],
promitneme tedy vektor [1,—1,0] — [2,5,—1] = (—1,-6,1). Pro

vzdélenost Fimek pak dostdvame:
—1,-6,1)-(4,-12)] _ 4

A= AN —




Analyticka geometrie
Odchylka podprostort

Definice

Necht U;, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V.
Odchylka podprostorti U;, Us je redlné &islo
a = ¢(Ur, Uz) € [0, 5] spliiujici:
1 Je-lidim Uy =dim U, =1, Uy = (u), Us = (v), pak
|u.v|

COS Q¥ = 7.
vl




Analyticka geometrie
Odchylka podprostort

Definice

Necht U;, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V.
Odchylka podprostorti U;, Us je redlné &islo
a = ¢(Ur, Uz) € [0, 5] spliiujici:
1 Je-lidim Uy =dim U, =1, Uy = (u), Uz = (v), pak
|u.v|
coso = ———.
[ullllv]l
2 Jsou-li dimenze U;, U, kladné a Uy N U, = {0}, pak je
odchylka minimem vSech odchylek jednorozmérnych
podprostort

a=min{e((u),(v));0# u e U1,0 # v € Up}.




Analyticka geometrie

Definice (pokr.)

3 Je-li Uy C Uz nebo U, C Uy (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je o = 0.

Odchylka podprostorii Q;, Q2 v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamé&feni Z(Q1), Z(Q2).




Analyticka geometrie

Definice (pokr.)

3 Je-li Uy C Uz nebo U, C Uy (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je o = 0.

4 Jeli UyNUs % {0} a Uy # Us N Us # Us, pak

a=p(UpN (U N U, U N (U0 Up)h).

Odchylka podprostorii Q;, Q2 v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamé&feni Z(Q1), Z(Q2).
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Definice (pokr.)

3 Je-li Uy C Uz nebo U, C Uy (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je o = 0.

4 Jeli UyNUs % {0} a Uy # Us N Us # Us, pak

a=p(UpN (U N U, U N (U0 Up)h).

Odchylka podprostorii Q;, Q2 v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamé&feni Z(Q1), Z(Q2).




Analyticka geometrie

Definice (pokr.)

3 Je-li Uy C Uz nebo U, C Uy (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je o = 0.

4 Jeli UyNUs % {0} a Uy # Us N Us # Us, pak

a=p(UpN (U N U, U N (U0 Up)h).

Odchylka podprostorii Q;, Q2 v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zamé&feni Z(Q1), Z(Q2).

V8imnéme si, Ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v
poslednim p¥ipadé je

(Ul N (Ul N UQ)J_) N (U2 N (Ul N U2)J') = {0}

miZeme tedy opravdu odchylku urtit podle bodu (2).
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