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Opakováńı z minula

Definice

Vlastńı hodnota (též vlastńı č́ıslo) matice A je č́ıslo λ ∈ C, pro
které existuje (alespoň jeden) nenulový vektor u ∈ Cn s vlastnost́ı

A · u = λ · u.

Vektor u se pak nazývá vlastńı vektor (eigenvector) matice A
p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě (eigenvalue) λ.
Množina všech vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušej́ıćıch téže vlastńı hodnotě
λ (společně s nulovým vektorem) se nazývá vlastńı prostor
p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ a znač́ıme ji Eigen(λ) (z angl./něm.
eigenspace).
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Opakováńı z minula

Definice

Algebraická násobnost vlastńı hodnoty λ je definována jako
násobnost č́ısla λ jakožto kǒrene charakteristického polynomu.
Geometrická násobnost vlastńı hodnoty λ je definována jako
dimenze p̌ŕıslušného vlastńıho prostoru Eigen(λ).

Věta

Jsou-li λ1, . . . , λk navzájem r̊uzné vlastńı hodnoty matice A, pak
jsou jejich p̌ŕıslušné vlastńı vektory u1, . . . , uk lineárně nezávislé.

Tvrzeńı

Má-li matice A n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u u1, . . . , un

a označ́ıme-li jako u := (u1, . . . , un) p̌ŕıslušnou bázi, potom má
lineárńı zobrazeńı LA v této bázi diagonálńı maticovou
reprezentaci. Nav́ıc, na hlavńı diagonále jsou právě vlastńı hodnoty
p̌ŕıslušné (postupně) vlastńım vektor̊um u1, . . . , un.
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Věta
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Připomenut́ı pojmů Diagonalizovatelné matice Symetrické matice
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Diagonalizovatelné matice

Je-li A čtvercová matice řádu n, potom nás zaj́ımá,

Kolik lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u matice A vlastně má?

Pokud má matice A plný počet (tj. n) lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u, potom lze tuto matici diagonalizovat. Označme
jako λ1, . . . , λn vlastńı hodnoty (nemuśı být nutně všechny
navzájem r̊uzné) a jako u1, . . . , un p̌ŕıslušné lineárně nezávislé
vlastńı vektory (jako sloupcové vektory!), a položme

P :=

 | |
u1 . . . un

| |

 , D :=

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 .

Matice P se nazývá matice vlastńıch vektor̊u a matice D se
nazývá matice vlastńıch hodnot.
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Definice

Čtvercová matice A řádu n se nazývá diagonalizovatelná, jestliže
je podobná diagonálńı matici, tj. jestliže existuje diagonálńı matice
D a regulárńı matice P takové, že plat́ı

A = PDP−1, neboli D = P−1AP.

Proces nalezeńı diagonálńı matice D a regulárńı matice P se
nazývá diagonalizace matice A

Důsledek

Každá matice A, která má n navzájem r̊uzných vlastńıch hodnot,
je diagonalizovatelná.

Poznámka

Snadno se ukáže opačné tvrzeńı, tj. každá diagonalizovatelná
matice má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u (což ale
neznamená, že muśı ḿıt n r̊uzných vlastńıch hodnot).
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Př́ıklad

Podle p̌redchoźıho tvrzeńı neńı matice

A =

(
2 3
0 2

)
z diagonalizovatelná, protože má (jak jsme ukázali minule) pouze
jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor

u1 =

(
1
0

)
.
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Důsledek

Čtvercová matice A řádu n je diagonalizovatelná ⇔ pro každou
vlastńı hodnotu λi matice A je jej́ı geometrická násobnost rovna
násobnosti algebraické.

Odtud plyne:

Algoritmus pro nalezeńı maximálńıho počtu lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u matice

1. Najdeme všechny navzájem r̊uzné vlastńı hodnoty matice A,
označme je jako λ1, . . . , λk .

2. Pro každý index i = 1, . . . , k (tj. pro každou vlastńı hodnotu
λi ), najdeme bázi p̌ŕıslušného podprostoru vlastńıch vektor̊u.

3. Sjednoceńı všech vektor̊u z takto nalezených báźı je
maximálńı množina lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u
matice A. Má-li tato množina n prvk̊u, potom je matice A
diagonalizovatelná. Má-li tato množina méně než n prvk̊u,
potom matice A diagonalizovatelná neńı.
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násobnosti algebraické.
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Mocniny diagonalizovatelných matic

Vzorec
A = PDP−1

lze dob̌re využ́ıt k výpočtu mocnin diagonalizovatelných matic.
Nap̌r. pro druhou mocninu matice A plat́ı

A2 = A · A = (PDP−1) · (PDP−1) = PD(P−1P)DP−1 = PD2P−1,

p̌ričemž druhá mocnina diagonálńı matice je opět diagonálńı
matice, jej́ıž diagonálńı prvky jsou druhými mocninami původńıch
prvk̊u, tj.

D2 =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 ·
λ1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . λn

 =

λ
2
1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λ2
n

 .

Podobně se ukáže pomoćı matematické indukce (a pro záporná k
pomoćı tvrzeńı o vlastńıch hodnotách inverzńı matice) , že

Ak = PDkP−1, kde Dk = diag(λk
1 , . . . , λ

k
n).
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Př́ıklad

Určete Ak , kde k ∈ Z pro matici

A =

2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2

 .

Řešeńı

Ukázali jsme, že A má vlastńı hodnoty λ1 = 0, λ2 = 1 a jim
p̌ŕıslušné
Eigen(0) = 〈(1, 1, 1)T 〉,Eigen(1) = 〈(−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T 〉.
Vlastńı vektor (1, 1, 1)T (či jeho libovolný nenulový násobek) je
lineárně nezávislý s každým z vektor̊u (−1, 0, 1)T , (3, 1, 0)T (či
jejich libovolnou nenulovou lineárńı kombinaćı). Samožrejmě plat́ı,
že posledńı 2 vektory jsou lineárně nezávislé, je tedy lineárně
nezávislá celá trojice těchto vektor̊u.
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Řešeńı (pokr.)

Odtud A = PDP−1, kde

P =

1 −1 3
1 0 1
1 1 0

 , P−1 =

−1 3 −1
1 −3 2
1 −2 1

 ,

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Matice A má vlastńı hodnotu 0, neńı proto regulárńı a Ak neńı pro
k < 0 definováno.

Pro k > 0 pak jde o tzv. idempotentńı matici (splňuj́ıćı A2 = A),
nebot’

Ak = PDkP−1 = P ·

0k 0 0
0 1k 0
0 0 1k

 · P−1 = A,
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Caley-Hamiltonova věta

Posledńı důležitý vztah, který lze bezprosťredně vyvodit z mocniny
diagonalizovatelné matice, je tzv. Cayley-Hamiltonova věta, která
ř́ıká, že každá (tzn. nejen diagonalizovatelná) matice A je kǒrenem
svého charakterictického polynomu.

Věta

Je-li A čtvercová matice řádu n a

p(λ) = (−1)n λn + cn−1 λ
n−1 + · · ·+ c1 λ+ c0

jej́ı charakteristický polynom, potom plat́ı identita

p(A) = (−1)n An + cn−1 An−1 + · · ·+ c1 A + c0 En = 0.

Důkaz.

Pro diagonalizovatelné matice je důkaz je p̌ŕımým důsledkem
p̌redchoźıho. Tvrzeńı plat́ı i pro obecné matice, kde je však ťreba
využ́ıtjejich Jordanova tvaru, čemuž se zde nevěnujeme.
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ř́ıká, že každá (tzn. nejen diagonalizovatelná) matice A je kǒrenem
svého charakterictického polynomu.

Věta

Je-li A čtvercová matice řádu n a

p(λ) = (−1)n λn + cn−1 λ
n−1 + · · ·+ c1 λ+ c0

jej́ı charakteristický polynom, potom plat́ı identita

p(A) = (−1)n An + cn−1 An−1 + · · ·+ c1 A + c0 En = 0.

Důkaz.

Pro diagonalizovatelné matice je důkaz je p̌ŕımým důsledkem
p̌redchoźıho. Tvrzeńı plat́ı i pro obecné matice, kde je však ťreba
využ́ıtjejich Jordanova tvaru, čemuž se zde nevěnujeme.
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Symetrické matice

Definice

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Matice A se nazývá
symetrická, pokud AT = A.

Př́ımo z definice a z vlastnost́ı transpozice se snadno dokáže

Věta

(i) Pro libovolnou (ťreba i obdélńıkovou) matici A typu m × n
jsou symetrické rovněž matice AT A řádu n a AAT .

(ii) Je-li A symetrická (tedy čtvercová) matice, potom jsou
následuj́ıćı symetrické také matice Ak , pro všechna k ∈ N.

(iii) Je-li A symetrická (tedy čtvercová) regulárńı matice, potom
jsou symetrické také matice A−1 a A−k , pro všechna k ∈ N.
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Př́ıklad

Jsou-li A i B symetrické matice, potom jejich součin AB nemuśı
být symetrická matice! Vskutku, pro

A =

(
1 2
2 3

)
, B =

(
−1 1
1 −2

)
, jsou symetrické,

AB =

(
1 2
2 3

)
·
(
−1 1
1 −2

)
=

(
1 −3
1 −4

)
neńı symetrická.

Tvrzeńı

Necht’ A a B jsou symetrické matice. Potom je AB symetrická
matice ⇔ matice A a B komutuj́ı.

Důkaz.

Snadný.
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Ukážeme, že symetrické matice maj́ı věťsinu těch dobrých
vlatnost́ı, které studujeme v souvislosti s vlastńımi hodnotami a
vlastńımi vektory.

Věta

Necht’ A je reálná symetrická matice řádu n. Potom vlastńı
hodnoty a vlastńı vektory matice A maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

(i) Všechny vlastńı hodnoty matice A jsou reálné.

(ii) Pro každou vlastńı hodnotu λi je jej́ı algebraická a
geometrická násobnost stejná.

(iii) Vlastńı vektory p̌ŕıslušné r̊uzným vlastńım hodnotám jsou
ortogonálńı, tj. Eigen(λi ) ⊥ Eigen(λj) pro λi 6= λj .

(iv) Matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u, které
tvǒŕı bázi prostoru Rn. Tuto bázi lze nav́ıc vybrat tak, aby
byla ortogonálńı (ortonormálńı). Tedy plat́ı p̌ŕımý součet
Rn = Eigen(λ1)⊕ · · · ⊕ Eigen(λk), kde λ1, . . . , λk jsou
všechny navzájem r̊uzné vlastńı hodnoty matice A.
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Rn = Eigen(λ1)⊕ · · · ⊕ Eigen(λk), kde λ1, . . . , λk jsou
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Poznámka

Pro vektory u, v ∈ Cn definujeme jejich skalárńı součin 〈u, v〉 jako
(obecně) komplexńı č́ıslo

〈u, v〉 := uT · v̄ = u1 v̄1 + · · ·+ un v̄n,

kde v̄j je č́ıslo komplexně sdružené s č́ıslem vj .
Takto je vlastnost pozitivńı definitnosti 〈u, u〉 ≥ 0 zachována,
symetrie se změńı na vlastnost 〈u, v〉 = 〈v , u〉, a linearita v prvńı i
ve druhé složce z̊ustane také zachována, zat́ımco vytýkáńı z druhé
složky zahrnuje komplexńı sdruženost,
tj.〈α u, v〉 = α 〈u, v〉, 〈u, α v〉 = ᾱ 〈u, v〉.

Potom pro symetrickou matici A žrejmě plat́ı

〈Au, v〉 = (Au)T · v̄ = uT ·AT · v̄ = uT ·A · v̄ = uT ·Av = 〈u,Av〉.
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〈Au, v〉 = (Au)T · v̄ = uT ·AT · v̄ = uT ·A · v̄ = uT ·Av = 〈u,Av〉.
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Poznámka

Všimněte si, že norma indukovaná t́ımto skalárńım součinem je

‖u‖2 =
√
〈u, u〉 =

√
uT · ū =

√
ūT · u

a splňuje vlastnosti normy, zejména je výraz u · ū reálné č́ıslo. Pro
reálné vektory se výše uvedený skalárńı součin a norma shoduj́ı se
skalárńım součinem a normou definovanými ďŕıve.

Tento komplexńı skalárńı součin budeme poťrebovat pouze pro
důkaz faktu, že vlastńı hodnoty symetrické matice A jsou reálné.
Odtud pak plyne, že i všechny vlastńı vektory jsou reálné a jsme
tedy pak již v p̌redchoźı situaci reálného skalárńıho součinu.
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Pozitivně a negativně definitńı matice

Ńıže uvedené symetrické matice hraj́ı důležitou roli v diferenciálńım
počtu v́ıce proměnných (viz později MB103) p̌ri určováńı extrémů
funkćı.

Definice

Symetrická matice A se nazývá

pozitivně definitńı, ṕı̌seme A > 0, jestliže 〈Au, u〉 > 0

pozitivně semidefinitńı, ṕı̌seme A ≥ 0, jestliže 〈Au, u〉 ≥ 0

negativně definitńı, ṕı̌seme A < 0, jestliže 〈Au, u〉 < 0

negativně semidefinitńı, ṕı̌seme A ≤ 0, jestliže 〈Au, u〉 ≤ 0

pro všechny vektory u 6= 0 ∈ Rn.
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Pozitivně či negativně (semi)definitńı matice poznáme snadněji než
z definice podle následuj́ıćıch kritéríı, využ́ıvaj́ıćıch vlastńı hodnoty
či tzv. hlavńı minory.

Definice

Vedoućı hlavńı minory čtvercové matice A jsou determinanty
podmatic, které vzniknou z matice A vynecháńım posledńıch
několika (postupně n − 1, n − 2, až 0) jej́ıch řádk̊u a sloupc̊u.
Hlavńı minory matice A jsou determinanty podmatic, které
vzniknou z matice A vynecháńım stejné skupiny řádk̊u a sloupc̊u.

Poznámka

Můžeme tedy nap̌ŕıklad vynechat prvńı a ťret́ı řádek a sloupec a
takto vytvǒrit hlavńı minor (takovýto hlavńı minor ale žrejmě neńı
vedoućı hlavńı minor).
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Věta

Necht’ A je symetrická matice řádu n.

(i) Matice A je pozitivně definitńı

⇔ všechny jej́ı vlastńı hodnoty jsou kladné, tj. λi > 0 ∀i ,
⇔ všechny jej́ı vedoućı hlavńı minory jsou kladné.

(ii) Matice A je pozitivně semidefinitńı

⇔ všechny jej́ı vlastńı hodnoty jsou nezáporné, tj. λi ≥ 0 ∀i ,
⇔ všechny jej́ı hlavńı minory jsou nezáporné.

(iii) Matice A je negativně definitńı

⇔ všechny jej́ı vlastńı hodnoty jsou záporné, tj. λi < 0 ∀i ,
⇔ všechny jej́ı vedoućı hlavńı minory sťŕıdaj́ı znaménka, poč́ınaje

záporným.

(iv) Matice A je negativně semidefinitńı

⇔ všechny jej́ı vlastńı hodnoty jsou nekladné, tj. λi ≤ 0 ∀i ,
⇔ všechny jej́ı hlavńı minory lichého stupně jsou nekladné a

všechny jej́ı hlavńı minory sudého stupně jsou nezáporné.
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(i) Matice A je pozitivně definitńı
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(iii) Matice A je negativně definitńı
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Věta
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(ii) Matice A je pozitivně semidefinitńı
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⇔ všechny jej́ı vlastńı hodnoty jsou nekladné, tj. λi ≤ 0 ∀i ,
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(ii) Matice A je pozitivně semidefinitńı
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⇔ všechny jej́ı vedoućı hlavńı minory jsou kladné.
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(iii) Matice A je negativně definitńı
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(iii) Matice A je negativně definitńı
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(iii) Matice A je negativně definitńı
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Připomenut́ı pojmů Diagonalizovatelné matice Symetrické matice

Př́ıklad

Symetrická matice řádu n = 2 má tvar

A =

(
a b
b d

)
.

Potom je matice A pozitivně definitńı, pokud
a > 0, |A| = ad − b2 > 0, zat́ımco matice A je negativně
definitńı, pokud a < 0, |A| = ad − b2 > 0 (vedoućı hlavńı minory
sťŕıdaj́ı znaménka, poč́ınaje záporným). .

Matice A je pozitivně semidefinitńı, pokud
a ≥ 0, d ≥ 0, |A| = ad − b2 ≥ 0 (všechny hlavńı minory jsou
nezáporné, zat́ımco matice A negativně semidefinitńı, pokud
a ≤ 0, d ≤ 0, (všechny hlavńı minory stupně 1 (lichý stupeň)
jsou nekladné), |A| = ad − b2 ≥ 0, (všechny hlavńı minory stupně
2 (sudý stupeň) jsou nezáporné).
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