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Lineárńı procesy

Jednoduché lineárńı procesy jsou dány lineárńımi zobrazeńımi
ϕ : V →W na vektorových prostorech. Pokud nám totiž vektor
v ∈ V p̌redstavuje stav nějakého námi sledovaného jevu (ťreba
počty občanů ťŕıděných dle nejvyš̌śı dosažené kvalifikace, stav
zásob jednotlivých d́ıl̊u a výrobk̊u atd.), pak ϕ(v) může
p̌redstavovat výsledek provedené operace (výsledek vzdělávaćı
činnosti školské soustavy nebo výroba a prodej za určité časové
obdob́ı apod.). Pokud chceme dosáhnout p̌redem daného výsledku
b ∈W takového jednorázového procesu, řeš́ıme problém

ϕ(x) = b

pro neznámý vektor x . V pevně zvolených soǔradnićıch pak máme
matici A zobrazeńı ϕ a soǔradné vyjáďreńı vektoru b. Jak jsme si
ukázali už ďŕıve, řešeńı tzv. homogenńı úlohy

A · x = 0

je vektorovým podprostorem.
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Iterované procesy

Pokud je dán nějaký proces prosťrednictv́ım lineárńı operace pro
jednotlivá časová obdob́ı, budeme cht́ıt umět studovat jeho
chováńı během deľśı doby. Uvedeme si alespoň ilustrativńı p̌ŕıklady.

Představme si, že zkoumáme nějaký systém jednotlivc̊u (pěstovaná
zv́ı̌rata, hmyz, buněčné kultury apod) rozdělený do m skupin
(ťreba podle stá̌ŕı, fáźı vývoje hmyzu apod.). Stav xn je tedy dán
vektorem (a1, . . . , am) závisej́ıćım na okamžiku tn, ve kterém
systém pozorujeme. Lineárńı model vývoje takového systému je
dán matićı A dimenze n, která zadává změnu vektoru xn na

xn+1 = A · xn

p̌ri p̌ŕır̊ustku času z tk na tk+1.
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Leslieho model r̊ustu

Dobrým p̌ŕıkladem lineárńıch proces̊u je tzv. Leslieho model
r̊ustu. V takových modelech vystupuje matice popisuj́ıćı vývoj
populace rozdělené na několik věkových skupin

A =


f1 f2 f3 f4 f5

τ1 0 0 0 0
0 τ2 0 0 0
0 0 τ3 0 0
0 0 0 τ4 0

 ,

kde fi označuje relativńı plodnost p̌ŕıslušné věkové skupiny (ve
sledovaném časovém skoku vznikne z N jedinc̊u v i–té skupině fiN
jedinc̊u nových, tj. ve skupině prvńı), zat́ımco τi je relativńı
úmrtnost i-té skupiny během jednoho obdob́ı.
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Leslieho model r̊ustu (2)

Všechny koeficienty jsou tedy kladná reálná č́ısla a τ jsou mezi
nulou a jedničkou. Př́ımým výpočtem (ťreba využit́ım Laplaceova
rozvoje) nyńı spočteme charakteristický polynom

p(λ) = det(A− λE ) = λ5 − aλ4 − bλ3 − cλ2 − dλ− e

s vesměs nezápornými koeficienty a, b, c , d , e, nap̌r. e = τ1τ2τ3τ4f5.
Je tedy

p(λ) = λ5(1− q(λ))

kde q je osťre klesaj́ıćı a nezáporná funkce pro λ > 0. Evidentně
bude proto existovat právě jedno kladné λ, pro které bude
q(λ) = 1 a tedy p(λ) = 0. Jinými slovy, pro každou Leslieho matici
existuje právě jedno kladné vlastńı č́ıslo.
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Leslieho model r̊ustu (3)

Pro konkrétńı koeficienty (nap̌r. když všechny fi jsou také mezi
nulou a jedničkou) můžeme doj́ıt k závěru, že absolutńı hodnoty
ostatńıch vlastńıch č́ısel jsou osťre menš́ı než jedna, zat́ımco
dominantńı vlastńı č́ıslo může být veťśı než jedna. V takovém
p̌ŕıpadě p̌ri iteraci krok̊u našeho procesu dojde p̌ri libovolné
počátečńı hodnotě x0 k postupnému p̌ribĺıžeńı rozložeńı populace
do věkových skupin k poměr̊um komponent vlastńıho vektoru
p̌ŕıslušného k dominantńımu vlastńımu č́ıslu.

Nap̌ŕıklad pro matici

A =


0 0.2 0.8 0.6 0

0.95 0 0 0 0
0 0.8 0 0 0
0 0 0.7 0 0
0 0 0 0.6 0


vyjdou vlastńı hodnoty p̌ribližně

1.03, 0, −0.5, −0, 27 + 0.74i , −0.27− 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78
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Nap̌ŕıklad pro matici

A =


0 0.2 0.8 0.6 0

0.95 0 0 0 0
0 0.8 0 0 0
0 0 0.7 0 0
0 0 0 0.6 0
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Leslieho model r̊ustu (4)

Vlastńım vektorem p̌ŕıslušným dominantńımu vlastńımu č́ıslu 1.03
je p̌ribližně

x = (30 27 21 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediný vlastńı vektor se součtem složek rovným
stu, zadává nám proto p̌ŕımo výsledné procentńı rozložeńı
populace.
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Př́ıklad

Uvažujme Leslieho model r̊ustu pro populaci krys, které máme
rozděleny do ťŕı věkových skupin: do jednoho roku, od jednoho do
dvou let a od dvou let do ťŕı. Předpokládáme, že se žádná krysa
nedož́ıvá v́ıce než ťŕı let. Pr̊uměrná porodnost v jednotlivých
věkových skupinách p̌ripadaj́ıćıch na jednu krysu je následuj́ıćı: v
1.skupině je to nula a ve druhé i ťret́ı 2 krysy. Krysy, které se dožij́ı
jednoho roku uḿıraj́ı až po druhém roce života (úmrtnost ve druhé
skupině je nulová). Určete úmrtnost v prvńı skupině v́ıte-li, že daná
populace krys stagnuje (počet jedinc̊u v ńı se neměńı).

Řešeńı

Matice 0 2 2
a 0 0
0 1 0


má ḿıt vlastńı hodnotu 1, odkud a = 1/4.
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Markovovy procesy a řetězce

Velice častý a zaj́ımavý p̌ŕıpad lineárńıch proces̊u je popis systému,
který se může nacházet v m r̊uzných stavech s r̊uznou
pravděpodobnost́ı. V jistém okamžiku je ve stavu s
pravděpodobnost́ı ai pro stav i a k p̌rechodu z možného stavu i do
stavu j dojde s pravděpodobnost́ı tij .
Můžeme tedy proces zapsat takto: V čase n je systém popsán
pravděpodobnostńım vektorem xn = (a1, . . . , am). To znamená, že
všechny komponenty vektoru x jsou reálná nezáporná č́ısla a jejich
součet je roven jedné. Komponenty udávaj́ı rozděleńı
pravděpodobnosti jednotlivých možnost́ı stav̊u systému. Rozděleńı
pravděpodobnost́ı pro čas n + 1 bude dáno vynásobeńım
pravděpodobnostńı matićı p̌rechodu T = (tij), tj.

xn+1 = T · xn.
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Protože p̌redpokládáme, že vektor x zachycuje všechny možné
stavy, budou všechny sloupce matice T tvǒreny také
pravděpodobnostńımi vektory. Takovému procesu ř́ıkáme
Markov̊uv proces. Všimněme si, že každý pravděpodobnostńı
vektor x je opět zobrazen na vektor se součtem soǔradnic jedna:∑

i ,j

tijxj =
∑

j

(
∑

i

tij)xj =
∑

j

xj = 1.

Protože je součet řádk̊u matice T vždy roven vektoru (1, . . . , 1),
bude jednička zaručeně vlastńım č́ıslem matice T a k ńı muśı
existovat vlastńı vektor x0. Abychom mohli podrobněji pochopit
chováńı Markovových proces̊u, uvedeme si docela snadno
pochopitelné obecné tvrzeńı o matićıch, tzv. Perronovu–Frobeniovu
větu.
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Věta (Perron-Frobenius)

Necht’ A je reálná čtvercová matice dimenze m s kladnými prvky.
Pak plat́ı

1 existuje reálné vlastńı č́ıslo λm matice A takové, že pro všchna
ostatńı vlastńı č́ısla λ plat́ı |λ| < λm ( dominantńı vl.č.),

2 vlastńı č́ıslo λm má algebraickou násobnost jedna,

3 vlastńı podprostor odpov́ıdaj́ıćı λm obsahuje vektor se všemi
soǔradnicemi kladnými

4 plat́ı odhad mini
∑

j aij ≤ λm ≤ maxi
∑

j aij .

Důsledkem této věty pro Markovovy procesy s matićı, která nemá
žádné nulové prvky (nebo jej́ıž některá mocnina má tuto
vlastnost), je

existence vlastńıho vektoru x∞ pro vlastńı č́ıslo 1, který je
pravděpodobnostńı

p̌ribližováńı hodnoty iteraćı T kx0 k vektoru x∞ pro jakýkoliv
pravděpodobnostńı vektor x0.
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ostatńı vlastńı č́ısla λ plat́ı |λ| < λm ( dominantńı vl.č.),
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Př́ıklady Markovových proces̊u

viz lecture13/iterovane_procesy.pdf (applet
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/
PredatorPrey/predatorprey.htm)

viz lecture13/google-PageRank.pdf (resp.
lecture13/SlideGooglePageRank.pdf)

Mlsný hazardér (viz prednasky_MB101_podzim2008.pdf)

lecture13/iterovane_procesy.pdf
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/PredatorPrey/predatorprey.htm
http://cauchy.math.colostate.edu/Applets/PredatorPrey/predatorprey.htm
lecture13/google-PageRank.pdf
lecture13/SlideGooglePageRank.pdf
prednasky_MB101_podzim2008.pdf
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Lineárńı diferenčńı rovnice

Viz roughmath.pdf, kapitola 1, nap̌r. Fibonacciho
posloupnost

Viz roughmath.pdf, kapitola 3, odst. 1.2. (p̌r. 3.8).

roughmath.pdf
roughmath.pdf
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