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Klasicka pravdépodobnost

Pripomeinme si stru¢né konec¢nou pravdépodobnost, kterou jsme si
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Definition

Necht Q je kone¢ny zakladni prostor a necht jevové pole A je
pravé systém vsech podmnozin v Q. Klasickd pravdépodobnost je
pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) s pravdépodobnostni funkci
P:A— R,

1Al

P(A) = ar

Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravdépodobnost,
kdy vSem elementarnim jeviim prifazujeme stejnou
pravdépodobnost.
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P¥iklad. Sest lidi vhodi svoje penéZenky do kloubouku a poté si
kazdy vylosuje jednu penéZenku zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze
si nikdo nevylosuje zpét svoji penézenku?



Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

Je dokdzano, Ze slaveni narozenin je zdravi prospésSné. Statistika
ukazuje, Ze lidé, ktefi oslavili nejvice narozenin, se doZivaji
nejvyssiho véku.
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zkontroloval jeji barvu a vratil do urny. Jestlize byla vzdy bilé
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@ Na dostizich jsou znamy pravdépodobnosti vitézstvi
jednotlivych koni. Jak se tyto pravdépodobnosti zméni, pokud
uprostred zavodu spadne jezdec jednoho z koni ze sedla?



PFfipomeneme, ze formalizovat takové (vahy umime nasledovné.

Definition

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k jevu H je
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V urné jsou 4 listky oznacené 000, 110, 101, 011. Uvazujme pro

i =1,2,3 ndhodné jevy

A; = {ndhodné vytazeny listek ma na i-tém misté 1}.

Snadno se vidi, 7e P(A1) = P(A2) = P(A3) = 3, dale, ze
P(A1NAy) =P(ALNA3)=P(ArNAs) =1 aze

P(A1 N A2 N A3) = 0. Jevy Aj, Az, A3z jsou tedy po dvou nezavislé,
ale nejsou nezavislé.




Bayesovy véty

Prepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Theorem (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati
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@ P(A|B) = ZAPEIA.

P(A)P(B|A
@ P(AB) = P(A)P(B|(A))+i£'(/LC))P(BIAC)'

Prvni tvrzeni je pfepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
doszenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°). O




Priklad — preventivni screening

Predpoklddejme, Ze krevni test na HIV pozitivni osoby ma 99%
spravnost v pfipadé osoby skute¢né HIV pozitivni (vysokd citilivost
— sensitivity). Zaroven predpokladejme, ze u HIV negativni osoby
dopadné test pozitivné v 0,2% pfipadl (relativné vysokd
specifi¢nost — specificity).
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S jakou pravdépodobnosti je skute¢né HIV pozitvni, jestlize Cetnost
vyskytu HIV v populaci je p promile (tj. p osob z tisice je skute¢né
HIV pozitivni).

Oznalme A jev, ze je dand osoba HIV pozitivni, a B jev, ze dand
osoba ma pozitivni test. Dle druhé Bayesovy véty je hledana
pravdépodobnost

p/1000 - 99,/100
p/1000 - 99,/100 + (1000 — p)/1000 - 2/1000

P(AB) =



Priklad — preventivni screening, pokr.

Jestlize zvolime za p néjaké konkrétni Cetnosti, dostaneme
prislusné ocekavatelné spolehlivosti testu. V nasledujici tabulce je
spoCten vysledek pro nékolik p:

p | 100 10 1 0,1
P(A[B) | 0,982 10,8333 10,3313 0,0471

Vysledek asi neodpovidad nasi intuici a mize se zdat Sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testd.



Geometricka pravdépodobnost

modely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnozinou. Nemame
momentalné k dispozici ani zakladni nastroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné mizeme uvést
alespon jednoduchou ilustraci.
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Uvazme rovinu R? dvojic redlnych &isel a v ni podmnoZinu Q se
zndmym obsahem vol Q (symbol ,vol" od anglického ,volume", tj.
obsah/objem). Pfikladem mize slouzit tfeba jednotkovy Ctverec.
Ndhodné jevy budou reprezentovany podmnozinami A C Q za
jevové pole A bereme systém podmnozin, u kterych umime uréit
jejich obsah. Treba vsechna konec¢na sjednoceni trojlhelnika.
Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je ddno vybérem bodu v €,
kterym se trefime nebo netrefime do mnoziny reprezentujici jev A.



Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme
pravdépodobnostni funkci P : A — R vztahem

vol A
(4) = vol 2




Uvazme jako priklad problém, kdy ndahodné vyberem dvé hodnoty
a < b v intervalu (0,1) C R. V8echny hodnoty a i b jsou stejné
pravdépodobné a otazka zni ,, jaka je pravdépodobnost, Ze interval
(a, b) bude mit velikost alespor jedna polovina?*.
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Odpovéd je docela jednoducha: volba ¢isel a, b je volbou
libovolného bodu (a, b) ve vnitfku trojahelniku Q s hraniénimi
vrcholy [0, 0], [0,1], [1,1] (nalrtnéte si obrazek!). Potfebujeme
znat plochu podmnoziny, kterd odpovida bodim s b > a+ % tj.
vnitiku trojihelniku A ohrani¢eného vrcholy [0, 3], [0,1], [3,1].
Evidentné dostadvame P(A) = 7. Zkuste si samostatn& odpovédét
na otdzku , pro jakou pozadovanou minimalni délku intervalu (a, b)
dostaneme pravdépodobnost jedna polovina?“.



Jednou z dcinnych vypocetnich metod pribliznych hodnot je
naopak simulace zndmé takovéto pravdépodobnosti pomoci
relativni ¢etnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu. Napf. zndm4d
formule pro obsah kruhu o daném poloméru fika, Ze obsah
jednotkového kruhu je roven pravé konstanté w = 3,1415.. .,
ktera vyjadfuje pomér obsahu a Ctverce poloméru. Pokud zvolime
za €2 jednotkovy Ctverec a za A prinik Q2 a jednotkového kruhu se
stfedem v pocatku, pak vol A = %ﬂ'. Mame-li tedy spolehlivy
generator ndhodnych &isel mezi nulou a jedni¢kou a pocitdame
relativni Cetnosti, jak Casto bude vzdalenost vygenerované dvojice
(a, b) mensi nez jedna, tj. Va2 + b? < 1, pak vysledek bude pfi
velkém poctu pokust s velikou jistotou dobre aproximovat Cislo %71.
Numerickym postupiim zalozenym na tomto principu se fika
metody Monte Carlo.



Priklad. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Do
menzy je mozné prijit kdykoliv mezi jedendctou a Ctrnactou
hodinou. Kazdy z nich stravi na obédé pil hodiny a dobu prichodu
(mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jakd je pravdépodobnost, ze
se na obédé v dany den potkaji, seddvaji-li oba u stejného stolu?



