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Afinn{ rovina a vektorovy prostor R?

Na konci minulé pfednasky jsme intuitivné pouzivali elementarni
pojmy z geometrie redlné roviny. Budeme ted podrobn&ji zkoumat
jak se vyporaddvat s potfebou popisovat polohu v rovinég, resp.
davat do souvislosti polohy riznych bodd roviny.
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Afinn{ rovina a vektorovy prostor R?

Na konci minulé pfednasky jsme intuitivné pouzivali elementarni
pojmy z geometrie redlné roviny. Budeme ted podrobn&ji zkoumat
jak se vyporaddvat s potfebou popisovat polohu v rovinég, resp.
davat do souvislosti polohy riznych bodd roviny.

Zkusme si mnoZinu A = R? predstavit z pohledu pozorovatele,
ktery sedi v n&kterém pevn& zvoleném mist& (miZzeme mu Fikat
tieba bod O = (xp, yo) € R?). Predpoklddejme, Ze ji vnima jako
nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych méFitek a popisii a vi,
co to znamend posunout se v libovolném nasobku né&jakého sméru.
Takové roviné budeme Fikat afinni rovina.



Afinni rovina
Aby pozorovatel mohl vidét kolem sebe dvojice realnych &isel, musi

si vybrat n&jaky bod Ej, kterému fekne bod [1,0] a jiny bod Ej,
kterému za&ne ¥ikat bod [0, 1].
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Aby pozorovatel mohl vidét kolem sebe dvojice realnych &isel, musi
si vybrat n&jaky bod Ej, kterému fekne bod [1,0] a jiny bod Ej,
kterému za&ne ¥ikat bod [0, 1].

Do v8ech ostatnich se pak dostane tak, Ze posko&i a—krat ve sméru
[1,0], pak b—krat ve smé&ru [0,1] a takovému bodu bude ¥ikat bod
[a, b]. Pokud to bude délat obvyklym zpisobem, nebude vysledek
zdviset na poradi, tzn. miZe také naped jit b—krat ve sméru [0, 1]
a pak teprve v tom druhém.



Aby pozorovatel mohl vidét kolem sebe dvojice realnych &isel, musi
si vybrat n&jaky bod Ej, kterému fekne bod [1,0] a jiny bod Ej,
kterému za&ne ¥ikat bod [0, 1].

Do v8ech ostatnich se pak dostane tak, Ze posko&i a—krat ve sméru
[1,0], pak b—krat ve smé&ru [0,1] a takovému bodu bude ¥ikat bod
[a, b]. Pokud to bude délat obvyklym zpisobem, nebude vysledek
zdviset na poradi, tzn. miZe také naped jit b—krat ve sméru [0, 1]
a pak teprve v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyvé volba (afinniho) soufadného
systému v roving, bod O je jeho po&atkem, posunuti £; — O
ztotoZijujeme s dvojici [1,0], podobn& u E; a obecné kazdy bod P
roviny je ztotoznén s dvojici &isel [a, b] = P — O.



Aby pozorovatel mohl vidét kolem sebe dvojice realnych &isel, musi
si vybrat n&jaky bod Ej, kterému fekne bod [1,0] a jiny bod Ej,
kterému za&ne ¥ikat bod [0, 1].

Do v8ech ostatnich se pak dostane tak, Ze posko&i a—krat ve sméru
[1,0], pak b—krat ve smé&ru [0,1] a takovému bodu bude ¥ikat bod
[a, b]. Pokud to bude délat obvyklym zpisobem, nebude vysledek
zdviset na poradi, tzn. miZe také naped jit b—krat ve sméru [0, 1]
a pak teprve v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyvé volba (afinniho) soufadného
systému v roving, bod O je jeho po&atkem, posunuti £; — O
ztotoZijujeme s dvojici [1,0], podobn& u E; a obecné kazdy bod P
roviny je ztotoznén s dvojici &isel [a, b] = P — O.

Vimnéme si, Ze volbou pevného po&atku O jsou zaroveii
ztotoznény jednotlivé body P roviny se sméry posuvu v =P — O a
Ze v8echny takové posuvy umime sklddat (budeme ¥ikat s&itat) a
také jednotlivé smé&ry ndsobit v poméru kaZzdého redlného &isla
(budeme F¥ikat nasobit skaldrem).
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P¥imky v roviné

Nase operace s¢itani bodii v roviné a jejich ndsobeni skaldry splfiuji
hodné& vlastnosti skalarii. Budeme misto o smérech posuvu mluvit o
vektorech a od bodi( je budeme rozliSovat tim, Ze budou dany
dvojicemi soufadnic v kulatych zdvorkdch misto hranatych.
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P¥imky v roviné

Nase operace s¢itani bodii v roviné a jejich ndsobeni skaldry splfiuji
hodné& vlastnosti skalarii. Budeme misto o smérech posuvu mluvit o
vektorech a od bodi( je budeme rozliSovat tim, Ze budou dany
dvojicemi soufadnic v kulatych zdvorkdch misto hranatych.

KdyZ se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny nasobek
pevného vektoru, pak také vi, co je to pfimka. Je to podmnoZina
p C A v roving takova, Ze existuji bod O a vektor v takové, Ze

p={PcA P—-0O0=t-v, teR}.
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P¥imky v roviné

Nase operace s¢itani bodii v roviné a jejich ndsobeni skaldry splfiuji
hodné& vlastnosti skalarii. Budeme misto o smérech posuvu mluvit o
vektorech a od bodi( je budeme rozliSovat tim, Ze budou dany
dvojicemi soufadnic v kulatych zdvorkdch misto hranatych.

KdyZ se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny nasobek
pevného vektoru, pak také vi, co je to pfimka. Je to podmnoZina
p C A v roving takova, Ze existuji bod O a vektor v takové, Ze

p={PcA P—-0O0=t-v, teR}.

Popidme si P = P(t) € p ve zvolenych soutadnicich s volbou

v =(a,0):

x(t)=xo+a-t, y(t)=y+0-t
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Jednoduchym vypottem dostaneme (vylou&ime t z parametrického
vyjad¥eni pro x a y, kdyz pro urlitost predpokldaddme, Ze tfeba

a #0)
B+ ay + (B — ayo) = 0.

To je obecna rovnice ptimky
ax + by = c,
se zndmym vztahem dvojice &isel (a, b) a vektoru v = («, 3)

acx + bs = 0.
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Jednoduchym vypottem dostaneme (vylou&ime t z parametrického
vyjad¥eni pro x a y, kdyz pro urlitost predpokldaddme, Ze tfeba
a #0)

—0Bx + ay + (Bxo — ay) = 0.

To je obecna rovnice ptimky
ax + by = c,

se zndmym vztahem dvojice &isel (a, b) a vektoru v = («, 3)
acx + bs = 0.

Vyraz nalevo v rovnici pfimky mizZeme vidét jako skalarni funkci F
zavislou na bodech v roviné€ a s hodnotami v R, samu rovnici pak
jako pozadavek na jeji hodnotu.
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Mé&jme dvé p¥imky p a g a ptejme se na jejich priinik pNg. Ten
bude popsan jako bod, splfiujici rovnice obou pFimek:

ax+ by =r
cx +dy =s.



Afinni rovina
ooooe

Mé&jme dvé p¥imky p a g a ptejme se na jejich priinik pNg. Ten
bude popsan jako bod, splfiujici rovnice obou pFimek:

ax+ by =r
cx +dy =s.
Opét mizeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé

dvojici soufadnic [x(P), y(P)] bodd v roving ptifadi vektor hodnot
dvou skaldrnich funkci F1 a F;.
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ooooe

Mé&jme dvé p¥imky p a g a ptejme se na jejich priinik pNg. Ten
bude popsan jako bod, splfiujici rovnice obou pFimek:

ax+ by =r
cx +dy =s.

Opét mizeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé
dvojici soufadnic [x(P), y(P)] bodd v roving ptifadi vektor hodnot
dvou skaldrnich funkci F1 a F;.

MUiZeme tedy nade rovnice napsat jako jediny vztah F(v) = w, kde
F je ptifazeni, které vektor v popisujici polohu obecného bodu v
roviné zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic, a
pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do pfedem zadaného
vektoru w = (r, s).
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© Linedrni zobrazeni a matice
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P¥ifazeni F, se kterym jsme pracovali p¥i popisu priniku p¥imek,
zjevné respektuje operace s¢itani a ndsobeni s vektory a skaldry:

F(r-v+s-w)=r-F(v)+s-F(w)

pro véechny r,s € R, v,w € R? Rikdme, %e F je linearni
zobrazeni z R? do R?, a piseme F : R2 — R2. Obdobng, v rovnici
pro pfimku 3lo o linearni zobrazeni F : R? — R a jeho pFedepsanou
hodnotu c.
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P¥ifazeni F, se kterym jsme pracovali p¥i popisu priniku p¥imek,
zjevné respektuje operace s¢itani a ndsobeni s vektory a skaldry:

F(r-v+s-w)=r-F(v)+s-F(w)

pro véechny r,s € R, v,w € R? Rikdme, %e F je linearni
zobrazeni z R? do R?, a piseme F : R2 — R2. Obdobng, v rovnici
pro pfimku 3lo o linearni zobrazeni F : R? — R a jeho pFedepsanou
hodnotu c.

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci matic a jejich
nasobeni, které definujeme takto:

A= (25 = ()
=2 0)(0)-(213)



Linearni zobrazeni a matice
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Podobn&, mizeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou matici B
stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme p¥edchozi formule
po jednotlivych sloupcich matice B a obrdrzime jako vysledek opét
matice.



Linearni zobrazeni a matice
oeo

Podobn&, mizeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou matici B
stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme p¥edchozi formule
po jednotlivych sloupcich matice B a obrdrzime jako vysledek opét
matice.

Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni:

(A-B)-v=A-(B-v).
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Podobn&, mizeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou matici B
stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme p¥edchozi formule
po jednotlivych sloupcich matice B a obrdrzime jako vysledek opét
matice.

Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni:

(A-B)-v=A-(B-v).

Stejn& snadno je vidét i distributivita A- (B+ C)=A-B+ A- C,
neplati v8ak komutativita a existuji dé&litelé nuly. Nap¥.

o) 6060 () a)-(a)
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Vyrazu ad — bc fikdime determinant matice A a znadime jej
det A = |A|, neboli

a b
det A = c d

‘:ad—bc.
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Vyrazu ad — bc fikdime determinant matice A a znadime jej
det A = |A|, neboli

a b
det A = c d

’:ad—bc.

Jestlize k vysledku linedrniho zobrazeni je$té dovolime pFi¢ist pevny
vektor T = (x(T),y(T)), tj. na%e zobrazeni bude

(x ~ (ax+by+x(T)
v-(y)»—>A V+T_<Cx+dy+y(7—) )

mdame popsana pravé viechna tzv. afinni zobrazeni roviny do
sebe. Znamymi p¥iklady jsou vSechny afinni podobnosti. Linedrni
zobrazeni pak odpovidaji t&€m afinnim zobrazenim, které
zachovdévaji pevny bod O.
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P¥idejme nyni schopnost naseho pozorovatele vidét vzdalenosti.
Pak Ize definovat pojmy jako jsou thel a otoéeni v roviné.
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P¥idejme nyni schopnost naseho pozorovatele vidét vzdalenosti.
Pak Ize definovat pojmy jako jsou thel a otoéeni v roviné.
Jednoduse si to miiZzeme pFedstavit takto: pozorovatel se rozhodne
o né&jakych referenénich bodech E; a E, Ze jsou od néj ve
vzdalenosti jedna, a zdroveii si fekne, Ze jsou na sebe kolmé.
Vzdalenosti ve smérech téchto bodi, tj. ve smérech soufadnych os
jsou dany pfislusnym pomérem, obecn& pouZivd Pythagorovu vétu.
Odtud vyjde zndmy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

v = Va2 + b2.
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P¥idejme nyni schopnost naseho pozorovatele vidét vzdalenosti.
Pak Ize definovat pojmy jako jsou thel a otoéeni v roviné.
Jednoduse si to miiZzeme pFedstavit takto: pozorovatel se rozhodne
o né&jakych referenénich bodech E; a E, Ze jsou od néj ve
vzdalenosti jedna, a zdroveii si fekne, Ze jsou na sebe kolmé.
Vzdalenosti ve smérech téchto bodi, tj. ve smérech soufadnych os
jsou dany pfislusnym pomérem, obecn& pouZivd Pythagorovu vétu.
Odtud vyjde zndmy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

v = Va2 + b2.

Jiny moZny postup by byl, kdyby pozorovatel vy%el z pojmu
vzdélenost (a v&dél, co znamena byt kolmy, tfeba diky
Pythagorov& v&t&), zvolil prvni z vektort velikosti jedna, zvolil si
orientaci (tfeba proti sm&ru hodinovych rutiek) a vybral
jednotkovy kolmy smér (jednoznacné uréi z pozadavku platnosti
Pythagorovy véty tfeba pomoci pravouhlého trojihelniku se
stranami o velikostech 3, 4 a 5).
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Uhel i dvou vektorl v, w vyjadfujeme pomoci goniometrické
funkce cos ¢, kterd je dana hodnotou prvni soufadnice
jednotkového vektoru, jehoZ thel s vektorem (1,0) je ¢. Zjevné je
pak druhd soufadnice takového vektoru dana redlnou hodnotou

0 <sinp < 1 spliujici

cos? p +sinp = 1.
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Uhel i dvou vektorl v, w vyjadfujeme pomoci goniometrické
funkce cos ¢, kterd je dana hodnotou prvni soufadnice
jednotkového vektoru, jehoZ thel s vektorem (1,0) je ¢. Zjevné je
pak druhd soufadnice takového vektoru dana redlnou hodnotou

0 <sinp < 1 spliujici

cos? p +sinp = 1.

Obecné& pak pro dva vektory v a w popisujeme jejich thel pomoci
soufadnic v = (x(v), y(v)), w = (x(w), y(w)) takto:

x(v) - x(w) + y(v) - y(w)
vl [fw

cosp =
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Ptiklady linedrnich zobrazeni

P¥ikladem linedrniho zobrazeni, které zachovava velikosti, je
rotace kolem poéatku O o p¥edem dany thel ¢. Je ddna formuli
s matici Ry:

(X __ [(cosY —siny X
V_(y)'_)Rd"v_(sinl/J cosw>'<y>‘
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[e]eX Yololelele]

Ptiklady linedrnich zobrazeni

P¥ikladem linedrniho zobrazeni, které zachovava velikosti, je
rotace kolem poéatku O o p¥edem dany thel ¢. Je ddna formuli
s matici Ry:

(X __ [(cosY —siny X
V= (y) = Ryv= (Sinl/} cos 1) > <y> '
Aplikaci na jednotkovy vektor (1,0) dostdvame skutetn& pravé
olekdvany vysledek (cos,sin)).
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Rotaci kolem jiného bodu P = O + w, snadno napiSeme formuli
s pomoci posunuti:

<§):vHv—WHRw-(V—W)

= Ry-(v—w)+w

_ (cos P(x = x(w)) —siny(y — y(w)) + X(W)>
sinY(x — x(w)) + cosP(y — y(w)) + y(w) )
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Daldim p¥ikladem je tzv. zrcadleni vzhledem k p¥imce. Op&t nam
bude stadit popsat zrcadleni vzhledem k pfimkam prochézejicim
potdtkem O a ostatni se z nich odvodi pomoci translaci. Hledame
matici Zy, zrcadleni vzhledem k pfimce s jednotkovym smérovym
vektorem v svirajicim dhel ¢ s vektorem (1,0). Nap¥.

1 0
%= 5)

a obecné& mizZeme psat (oto&ime do nulové polohy, odzrcadlime a
vratime zpét)
Zy =Ry -2y R_y.
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Diky asociativité ndsobeni matic spo¢teme:

7 _ cosy —siny 1 0 cosy  siny
v~ \singy  cosyp ) \0 —1) \—siny cose

cos 1) —sin@b) . ( cos 1) sinq/;)

siny  cos —sinYy cosy

(cos21/1—sin2w 2sin cosy )

2sintpcosyy  —(cos?1p — sin? )

cos2y)  sin2y
sin2y —cos2y /)’
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Povsimn&me si také, Ze
7 7 cos2¢p  sin2¢ \ (1 0 (cos2y —sin2¢
V0T \sin2¢p —cos2y) \0 —1) " \sin2p cos2y )

To Ize zformulovat jako

Otoceni o thel ¢ obdrZime ndslednym provedenim dvou zrcadleni
vzhledem ke smérim, které spolu sviraji tihel %1#.
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Povsimn&me si také, Ze

77— cos2y  sin2y 1 0\ [(cos2yp —sin2y
v T \sin2yp —cos2ep) \0 —1) = \sin2y cos2y /-

To Ize zformulovat jako

Otoceni o thel ¢ obdrZime ndslednym provedenim dvou zrcadleni
vzhledem ke smérim, které spolu sviraji tihel %1#.

Pokud umime odlivodnit ptedchozi tvrzeni ryze geometrickou
dvahou (zkuste), pak jsme takto dokazali standardni formule pro
goniometrické funkce dvojnasobného dhlu.
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PouZiti transformaci v praxi — Metapost

draw unitsquare scaled s;

draw unitsquare shifted (1,0) scaled s;
k1=fullcircle scaled (s*sqrt(2)) shifted (s/2,s/2);
k2=fullcircle scaled (s*sqrt(5)) shifted (s,s/2);
draw k1; draw k2;
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Obsah trojuhelnika

Zavérem dvodniho vyletu do geometrie se zamé&¥me na pojem
obsah.

Trojuhelnik je vymezen dvojici vektorl v a w, které ptiloZeny do
pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chté&li bychom tedy najit
formuli (skalarni funkci vol), kterd dv&ma vektoriim pfifadi &islo
rovné obsahu vol A(v, w) takto definovaného trojihelniku A(v, w).
Ze zadani je vidét, Ze by mélo platit

vol A(v + v/, w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w)
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Obsah trojuhelnika

Zavérem dvodniho vyletu do geometrie se zamé&¥me na pojem
obsah.

Trojuhelnik je vymezen dvojici vektorl v a w, které ptiloZeny do
pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chté&li bychom tedy najit
formuli (skalarni funkci vol), kterd dv&ma vektoriim pfifadi &islo
rovné obsahu vol A(v, w) takto definovaného trojihelniku A(v, w).
Ze zadani je vidét, Ze by mélo platit

vol A(v + v/, w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w)
a pridejme pozadavek
vol A(v, w) = —vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, Ze opatfime plochu znaménkem podle
toho, v jakém poradi bereme vektory.



Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcii matice A, pak
A= (v,w)— detA

spliiuje v8echny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
muZe byt?
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Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcii matice A, pak
A= (v,w)— detA

spliiuje v8echny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
muZe byt?

Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou soutadnych vektor(
v=(1,0) aw = (0,1) a evidentn& tedy kazdd moZnost pro vol A
je jednoznadné urcena uz vyc&islenim na této jediné dvojici
argumentd (v, w). Jsou si tedy viechny moznosti rovny aZ na
skalarni nasobek. Ten umime uréit pozadavkem

vol A((1,0), (1,0)) = %

tj. volime orientaci a mé¥itko.
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oceo

Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcii matice A, pak
A= (v,w)— detA

spliiuje v8echny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
muZe byt?

Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou soutadnych vektor(
v=(1,0) aw = (0,1) a evidentn& tedy kazdd moZnost pro vol A
je jednoznadné urcena uz vyc&islenim na této jediné dvojici
argumentd (v, w). Jsou si tedy viechny moznosti rovny aZ na
skalarni nasobek. Ten umime uréit pozadavkem

vol A((1,0), (1,0)) = %

tj. volime orientaci a mé¥itko.
Vidime tedy, Ze determinant zadava plochu rovnobé&znika uréeného
sloupci matice A (a plocha trojihelniku je tedy poloviéni).
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Obsah mnohouhelnika

Mnohothelnik rozdélime na trojihelniky, jejichZ obsahy se¢teme
(tzv. triangulace promyslete si, Ze je to vZdy — i u nekonvexnich —
moZné).

Poznamka

Uloha o hlidagich v galerii — je mozné obarvit vrcholy kazdé
triangulace n-dhelnika 3 barvami tak, Ze Zadné 2 sousedni nemaji
tutéz barvu (indukcf).
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P¥edchozi popis hodnot pro orientovany objem ndm dava do rukou
elegantni ndstroj pro uréovani viditelnosti orientovanych tselek.
Orientovanou tisetkou rozumime dva body v rovin& R? s uréenym
pofadim. M{iZeme si ji predstavovat jako Sipku od prvého k
druhému bodu. Takova orientovana tse¢ka nam rozdéluje rovinu
na dvé poloroviny, fikejme jim levou a pravou.
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P¥edchozi popis hodnot pro orientovany objem ndm dava do rukou
elegantni ndstroj pro uréovani viditelnosti orientovanych tselek.
Orientovanou tisetkou rozumime dva body v rovin& R? s uréenym
pofadim. M{iZeme si ji predstavovat jako Sipku od prvého k
druhému bodu. Takova orientovana tse¢ka nam rozdéluje rovinu
na dvé poloroviny, fikejme jim levou a pravou.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci

proti smé&ru hodinovych ruci¢ek pro hranici mnohouhelnika, pak
pozorovatel stojici vné takového mnohotihelnika né&které jeho hrany
vidi a nékteré nevidi. Pokud je dany mnohothelnik konvexni, tj.
jeho hrany zataleji pouze doleva, potom pozorovatel vidi pravé ty
hrany (orientované tsetky), od nichZ je napravo.
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Je-li AB vektor takové orientované usetky, potom pro bod C leZici
napravo od ni plati, Ze vektory CA=A—CaCB=B-C, které
smé&fuji z bodu C do bodil A a B, jsou vzajemné orientovany v
zaporném sméru, a proto je jejich jejich

vol A(CA, CB) < 0, tsetku AB z bodu C vidime.
Naopak, pro bod C lezici nalevo od AB plati, Ze
vol A(CA, CB) >0, dsetku AB z bodu C nevidime.

ProtoZe je funkce vol A pouze kladnym nasobkem funkce det A,
kde sloupce matice A jsou vektory CA, CB v tomto poradi, staci
pouze sledovat znaménka pf¥islusnych determinantl. Pro konvexni
mnohouhelnik nastanou zfejmé pravé 2 znaménkové zmény v
posloupnosti téchto determinantd.
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Je-li AB vektor takové orientované usetky, potom pro bod C leZici
napravo od ni plati, Ze vektory CA=A—CaCB=B-C, které
smé&fuji z bodu C do bodil A a B, jsou vzajemné orientovany v
zaporném sméru, a proto je jejich jejich

vol A(CA, CB) < 0, tsetku AB z bodu C vidime.
Naopak, pro bod C lezici nalevo od AB plati, Ze
vol A(CA, CB) >0, dsetku AB z bodu C nevidime.

ProtoZe je funkce vol A pouze kladnym ndsobkem funkce det A,
kde sloupce matice A jsou vektory CA, CB v tomto poradi, staci
pouze sledovat znaménka pf¥islusnych determinantl. Pro konvexni
mnohouhelnik nastanou zfejmé pravé 2 znaménkové zmény v
posloupnosti téchto determinantli. Uvedeny jednoduchy postup je
¢asto vyuZivan pro testovani polohy p¥i standardnich dlohach v 2D
(a podobn& pro pfislusnou funkci vol v 3D) grafice.
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Priklad

Ur&ete, které hrany jsou vidét z bodu C = [2,0] pro &tyFihelnik
dany vrcholy

A=1[0,0, B=[2,1, D=[3,3, E=][1,4]
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P¥iklad
Ur&ete, které hrany jsou vidét z bodu C = [2,0] pro &tyFihelnik
dany vrcholy

A=1[0,0, B=[2,1, D=[3,3, E=][1,4]

Body jsou jiz sefazeny v kladném sméru a tvofi konvexni
Etyfahelnik. Vypoditame pfislusné determinanty

2 0 01
m—as—q‘o J—zw—ao—qh J_L

1 -1 1 =2
|D—QE—Q—% 4‘_ZE—CA—Q_'4 0'_&

Pororovatel v bod& C tedy vidi pouze prvni dvé& hrany: AB a BD.
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Priklad

Na (nejvyse) kolik &asti d&li rovinu n kruznic?
Pro maximalni polet p, oblasti, na které déli rovinu kruZnice,
odvodime rekurentni vzorec

Pnt+1 = Pn+2n

(n+ 1). kruZnice totiz protind n pfedchozich maximaln& v 2n
prisecicich (a tato situace skuteZn& miZe nastat). Navic zfejm&
p1 = 2. Pro pocet p, tedy dostdvame

PnZPn—1+2(n—1):pn—2+2(n—2)+2(n—1):-~:p1+§ 2i

i

{5 K

-1
PPV G

5 =2+ n(n-1).

Tedy napf. 10 kruznic miZe rozdélit rovinu na nejvyse
p1o = 2 + 10.9 = 92 &asti.
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Plan predndsky

@ Relace a zobrazeni
@ Relace na mnoziné
@ Rozklad podle ekvivalence



Relace a zobrazeni
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V zavéretné Casti tvodni motivalni kapitoly se vratime k
formalnimu popisu matematickych struktur, budeme se je ale
pribézné snaZit ilustrovat na jiz znamych p¥ikladech. Zaroveri
miZeme tuto &ast brat jako cvieni ve formalnim pFistupu k
objektlim a konceptiim matematiky.



Relace a zobrazeni
[ JeleleTolo)

V zavéretné Casti tvodni motivalni kapitoly se vratime k
formalnimu popisu matematickych struktur, budeme se je ale
pribézné snaZit ilustrovat na jiz znamych p¥ikladech. Zaroveri
miZeme tuto &ast brat jako cvieni ve formalnim pFistupu k
objektlim a konceptiim matematiky.

Definice

Binarni relaci mezi mnoZinami A a B rozumime podmnoZinu R
kartézského soutinu A x B. Casto piéeme a ~g b pro vyjadieni
skutelnosti, Ze (a,b) € R, tj. Zze body a € A a b € B jsou v relaci
R. Defini¢nim oborem relace je podmnoZzina

DcA, D={aeA3dbeB,(a,b)e R}
Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

IcB, I={beB;3Jac A (ab)eER}.
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Specidlnim p¥ipadem relace mezi mnoZinami je zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny B. Je to pfipad, kdy pro kazdy prvek
defini¢niho oboru relace existuje pravé jeden prvek z oboru hodnot,
ktery je s nim v relaci. Ndm zndmym pFipadem zobrazeni jsou
vSechny skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnoZina
skalarli, tfeba celych nebo redlnych &isel. Pro zobrazeni zpravidla
pouzivame znaleni, které jsme také u skaldrnich funci zavedli.
Piseme

f:DCA—ICB,f(a)=0b

pro vyjadieni skute&nosti, Ze (a, b) pat¥i do relace, a ¥ikdme, Ze b
je hodnotou zobrazeni f v bodé a.
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Daéle ¥ikdme, Ze f je
@ zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,
@ zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B, jestlize je D = A a
| = B, Casto také surjektivni zobrazeni
o injektivni zobrazeni, jestlize je D = A a pro kazdé b € |
existuje pravé jeden vzor a € A, f(a) = b.
Vyjad¥eni zobrazeni f : A — B jakoZto relace
fCAxB, f=1{(af(a));ac A} zndme také pod nizvem graf
zobrazeni f.
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U zobrazeni je jasna koncepce, jak se skladaji. Mdme-li zobrazeni
f:A— Bag:B— C, pak jejich sloZeni g o f je definovano

(g o f)(a) = g(f(a))-
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U zobrazeni je jasna koncepce, jak se skladaji. Mdme-li zobrazeni
f:A— Bag:B— C, pak jejich sloZeni g o f je definovano

(g o f)(a) = g(f(a)).
Ve znadeni pouZivaném pro relace totéZ miZeme zapsat jako

fCAxB, f={(af(a));acA}
gCBxC, g={(bg(b));bec B}
gof CAxC, gof={(ag(f(a)));ac A}l
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Zcela obdobné definujeme skladani relaci, v pfedchozich vztazich
jen doplnime existen&ni kvantifikatory, tj. musime uvaZovat

v8echny vzory a v8echny obrazy.Uvazme relace R C A x B,
S C B x C. Potom

SoRCAXxC, SoR={(ac);3dbeB,(a,b) € R,(b,c) € S}.
Zvlastnim p¥ipadem relace je identické zobrazeni
ida ={(a,a) e Ax Aja € A}

na mnoZin& A. Je neutrdlni vzhledem ke skladani s kaZdou relaci s
defini€nim oborem nebo oborem hodnot A.
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Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R™' = {(b,a);(a, b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivan ve specifi¢téjsi situaci.
Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace, ta
v8ak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky proto hovofime o
existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek b € B je
obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém ptipadé je
samozfejmé inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.



Relace a zobrazeni
[elelelelel ]

Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R™' = {(b,a);(a, b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivan ve specifi¢téjsi situaci.
Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace, ta
v8ak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky proto hovofime o
existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek b € B je
obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém ptipadé je
samozfejmé inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.

Vsimnéme si, Ze slozenim zobrazeni a jeho inverzniho zobrazenfi
(pokud obg existuji) vZdy vznikne identické obrazeni, u obecnych
relaci tomu tak byt nemusi.
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Definice

V ptipadé A = B hovo¥ime o relaci na mnozin& A. Rikdme, %e R
Jje
o reflexivni, pokud ida C R (tj. (a,a) € R pro v3echny a € A),
o symetricka, pokud R~! = R (tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b7 a) e R)l
e antisymetrickd, pokud R~' N R Cidx (tj. pokud (a, b) € R
a zaroveii (b, a) € R, pak a = b),
e tranzitivni, pokud Ro R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € R vyplyva i (a,c) € R.
Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni,
symetrickd i tranzitivni. Relace se nazyva usporadani jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.
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Dobrym ptikladem uspofadani je inkluze. Uvazme mnoZinu 24
vdech podmnozin kone&né mnoZiny A (znaceni je specialnim
ptipadem obvyklé notace B# pro mnoZinu viech zobrazeni A — B)
a na ni relaci X C Z danou vlastnosti byt podmnoZinou. Evidentné
jsou splnény v8echny t¥i vlastnosti pro usporadani: skute¢né, je—li
X C Y aziroveli Y C X musi byt nutné mnoziny X a Y stejné.
Je-li X C Y C Z je také X C Z a také reflexivita je zfejma.
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Dobrym ptikladem uspofadani je inkluze. Uvazme mnoZinu 24
vdech podmnozin kone&né mnoZiny A (znaceni je specialnim
ptipadem obvyklé notace B# pro mnoZinu viech zobrazeni A — B)
a na ni relaci X C Z danou vlastnosti byt podmnoZinou. Evidentné
jsou splnény v8echny t¥i vlastnosti pro usporadani: skute¢nég, jeli
X C Y aziroveli Y C X musi byt nutné mnoziny X a Y stejné.
Je-li X C Y C Z je také X C Z a také reflexivita je zfejma.
Rikadme, Ye uspo¥adani je uplné, kdy# pro kazdé dva prvky plati e
jsou srovnatelné, tj. bud a < b nebo b < a. Véimnéme si, Ze ne
vdechny dvojice (X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto
smyslu. P¥esnéji, pokud je v A vice nez jeden prvek, existuji
podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y ani Y C X.
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P¥ipomefime rekurentni definici p¥irozenych &isel
N=1{0,1,2,3,...}, kde

0=0, n+1={0,1,2,...,n}.

Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o dplné
usporadani. Nap¥. 2 < 4, protoze

2= {@, {@}} - {@, {®}7 {@, {Q)}}, {®7 {@}7 {@, {@}}}} =4

Jinak ¥eteno, samotna rekurentni definice zadava vztah n < n+41
a tranzitivné pak n < k pro v8echna k, kterd jsou timto postupem
definovdna pozdéji.
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Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava zaroveri rozklad
mnoZziny A na podmnoZiny vzdjemné ekvivalentnich prvkd, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R, ={be€ A;(a,b) € A}.

Casto budeme psat pro R, prost& [a], je-li z kontextu zFejmé, o
kterou ekvivalenci jde.
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Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava zaroveri rozklad
mnoZziny A na podmnoZiny vzdjemné ekvivalentnich prvkd, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R,={be€ A;(a,b) € A}.

Casto budeme psat pro R, prost& [a], je-li z kontextu zFejmé, o
kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé, kdyz (a, b) € R a kazda takovd podmnoZina
je tedy reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv.
reprezentantem. Zirovel R, N Ry # () pravé, kdyz R, = Ry, tj.
t¥idy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Kone¢né, A = U,caR,,
tj. celd mnoZina A se suktecné rozloZi na jednotlivé t¥idy.

MiZeme také t¥iddm rozkladu rozumét tak, Ze t¥idu [a] vnimdme
jako prvek a aZ na ekvivalenci.
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P¥iklad — konstrukce celych ¢&isel

Na ptirozenych &islech umime sice s¢itat a vime, Ze pfi¢tenim nuly
se &islo nezméni. Umime i definovat odeditani, p¥i ném ale jen
nékdy existuje vysledek.
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P¥iklad — konstrukce celych ¢&isel

Na ptirozenych &islech umime sice s¢itat a vime, Ze pfi¢tenim nuly
se &islo nezméni. Umime i definovat odeditani, p¥i ném ale jen
nékdy existuje vysledek.

Zakladni ideou konstrukce celych &isel z p¥irozenych je tedy pfidat
k nim chybéjici rozdily. To miZeme udélat tak, Ze misto vysledku
odeditani budeme pracovat s uspofadanymi dvojicemi &isel, které
nam samoziejmé& vzdy vysledek dobfe reprezentuji. Zbyva jen dobfe
definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku ode&itani) takové dvojice
ekvivalentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (d,b) <= a—b=d-b <+ at+b =4a+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfirozenych
&islech neumime, vyrazy v pravo uZ ano. Snadno ovéfime, Ze
skutecné jde o ekvivalenci a jeji t¥idy ozna¢ime jako celd ¢isla Z.
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/.

Na t¥iddch ekvivalence definujeme operaci s¢itani (a s ni i
odetitani) pomoci reprezentanti. Nap¥.

[(a, D)] + [(c, )] = [(a + ¢, b+ d)],

coZ zjevné nezavisi na vybéru reprezentantil. Lze si pfitom vZdy
volit reprezentanty (a,0) pro kladn3 &isla a reprezentanty (0, a) pro
isla zaporna, se kterymi se ndm bude patrné poditat nejlépe.
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Na t¥iddch ekvivalence definujeme operaci s¢itani (a s ni i
odetitani) pomoci reprezentanti. Nap¥.

[(a, D)] + [(c, )] = [(a + ¢, b+ d)],

coZ zjevné nezavisi na vybéru reprezentantil. Lze si pfitom vZdy
volit reprezentanty (a,0) pro kladn3 &isla a reprezentanty (0, a) pro
isla zaporna, se kterymi se ndm bude patrné poditat nejlépe.
Tento jednoduchy ptklad ukazuje, jak dilezité je umé&t nahliZet na
t¥idy ekvivalence jako na celistvy objekt a soustFedit se na
vlastnosti téchto objekt(, nikoliv formalni popisy jejich konstrukci.
Ty jsou vsak dileZité k ovéFeni, Ze takové objekty viibec existuji.
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U celych &isel nam uz plati vSechny vlastnosti skalar(
(KG1)—(KG4) a (01)-(04), z popisu vlastnosti skalari. Pro
nasobeni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro v8echna &isla a
riizna od nuly a jednitky neumime najit &islo a=! s vlastnosti

a-a ! =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky. Zarovetfi si povimnéte,
Ze plati vlastnost oboru integrity (Ol), tzn. je-li soucin dvou &isel
nulovy, musi byt alespoii jedno z nich nula.
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U celych &isel nam uz plati vSechny vlastnosti skalar(
(KG1)—(KG4) a (01)-(04), z popisu vlastnosti skalari. Pro
nasobeni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro v8echna &isla a
riizna od nuly a jednitky neumime najit &islo a=! s vlastnosti

a-a ! =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky. Zarovetfi si povimnéte,
Ze plati vlastnost oboru integrity (Ol), tzn. je-li soucin dvou &isel
nulovy, musi byt alespoii jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti miZeme zkonstruovat
racionalni &isla Q p¥idanim vech chybéjicich inverzi zcela
obdobnym zplisobem, jak jsme konstruovali Z z N.
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P¥iklad — konstrukce racionalnich ¢&isel

Na mnozin& usporadanych dvojic (p, q), g # 0, celych &isel
definujeme relaci ~ tak, jak olekavdame, Ze se maji chovat podily
p/q:

/

(pa)~(p,d) <= pla=pr/d = p-d=p-q
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P¥iklad — konstrukce racionalnich ¢&isel

Na mnozin& usporadanych dvojic (p, q), g # 0, celych &isel
definujeme relaci ~ tak, jak olekavdame, Ze se maji chovat podily
p/q:

(p,a)~(p,d) <= pla=p/d <<= p-d=p-q
Opé&t neumime o&ekdvané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné
Z formulovat, nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde o
dobte definovanou relaci ekvivalence (ov&fte podrobnosti!) a
raciondlni &isla jsou pak jeji t¥idy ekvivalence. KdyZz budeme
formdln& psat p/q misto dvojic (p, g), budeme definovat operace
ndsobeni a s¢itani pravé pomoci formuli, které ndm jsou jisté dobfe
znamy.



Relace a zobrazeni
00000

P¥iklad — zbytkové tFidy

Jinym dobrym a jednoduchym ptikladem jsou tzv. zbytkové tfidy
celych &isel. Pro pevné zvolené ptirozené &islo k definujeme
equivalenci ~ tak, Ze dvé &isla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize
jejich zbytek po dé&leni &islem k je stejny. Vyslednou mnoZinu t¥id
ekvivalence oznadujeme Zy.
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P¥iklad — zbytkové tFidy

Jinym dobrym a jednoduchym ptikladem jsou tzv. zbytkové tfidy
celych &isel. Pro pevné zvolené ptirozené &islo k definujeme
equivalenci ~ tak, Ze dvé &isla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize
jejich zbytek po dé&leni &islem k je stejny. Vyslednou mnoZinu t¥id
ekvivalence oznadujeme Zy.

Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dostdvame

Zp = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda &isla, zatimco jednitka
&isla licha. Opét Ize snadno zjistit, Ze pomoci reprezentanti
muZeme definovat ndsobeni a s¢itani. Zkuste si ovéfit, Ze vysledna
mnoZzina skalard je komutativnim t&lesem (tj. spliiuje i vlastnost
(P) pole) pravé kdyz je k prvotislo.
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