
Lineárńı závislost Determinanty Věty Cauchyova a Laplaceova Determinant a inverzńı matice
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2 Determinanty
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Lineárńı závislost

V p̌redchoźıch úvahách a počtech s maticemi jsme stále pracovali
se sč́ıtáńım řádk̊u nebo sloupc̊u coby vektor̊u, spolu s jejich
násobeńım skaláry. Takové operaci ř́ıkáme lineárńı kombinace.
V abstraktńım pojet́ı se k operaćım s vektory vrát́ıme později, bude
ale užitečné pochopit podstatu už nyńı. Lineárńı kombinaćı řádk̊u
(nebo sloupc̊u) matice A = (aij) typu m/n rozuḿıme výraz
a1ui1 + · · ·+ akuik , kde ai jsou skaláry, uj = (aj1, . . . , ajn) jsou
řádky (nebo uj = (a1j , . . . , amj) jsou sloupce) matice A.

Jestliže existuje lineárńı kombinace daných řádk̊u s alespoň jedńım
nenulovým skalárńım koeficientem, jej́ımž výsledkem je nulový
řádek, ř́ıkáme, že jsou lineárně závislé. V opačném p̌ŕıpadě, tj.
když jedinou možnost jak źıskat nulový řádek je vynásobeńı
výhradně nulovými skaláry, jsou lineárně nezávislé. Obdobně
definujeme lineárně závislé a nezávislé sloupce matice.
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Předchoźı výsledky o Gausově eliminaci můžeme vńımat takovým
způsobem, že počet výsledných nenulových schodů v řádkově nebo
sloupcově schodovitém tvaru je vždy roven témuž p̌rirozenému
č́ıslu a to počtu lineárně nezávislých řádk̊u matice a témuž počtu
lineárně nezávislých sloupc̊u matice. Tomuto č́ıslu ř́ıkáme hodnost
matice, znač́ıme h(A). Zapamatujme si výsledné tvrzeńı:

Věta

Necht’ A je matice typu m/n nad polem skalár̊u K. Matice A má
stejný počet h(A) lineárně nezávislých řádk̊u a lineárně nezávislých
sloupc̊u. Zejména je hodnost vždy nejvýše rovna menš́ımu
z rozměr̊u matice A.

Algoritmus pro výpočet inverzńıch matic také ř́ıká, že čtvercová
matice A dimenze n má inverzi právě, když je jej́ı hodnost rovna
počtu řádk̊u n.



Lineárńı závislost Determinanty Věty Cauchyova a Laplaceova Determinant a inverzńı matice
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Soustavy lineárńıch rovnic

Pomoćı hodnosti matice systému h(A) a hodnosti rozš́ı̌rené matice
systému h(A|b) lze jednoduše testovat řešitelnost systému
lineárńıch rovnic s matićı A typu m × n a vektorem pravých stran
b ∈ Rm. Zřejmě je vždy h(A) ≤ h(A|b), protože p̌ridáńı sloupce b
může hodnost matice p̌ŕıpadně jenom zvýšit. Otázka je, kdy p̌ridáńı
sloupce b skutečně zvýš́ı hodnost matice systému a kdy nikoliv.

Věta (Frobeniova)

Systém lineárńıch rovnic má (alespoň jedno) řešeńı

⇔ h(A) = h(A|b).

Důkaz.

h(A) = h(A|b), právě když je vektor b lineárńı kombinaćı sloupc̊u
matice A. Neboli existuj́ı č́ısla x1, . . . , xn tak, že plat́ı
(a11, a21, . . . , am1)T · x1 + (a12, a22, . . . , am2)T · x2 + · · ·+
(a1n, a2n, . . . , amn)T xn = (b1, b2, . . . , bm)T .
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b ∈ Rm. Zřejmě je vždy h(A) ≤ h(A|b), protože p̌ridáńı sloupce b
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Lineárńı nezávislost sloupc̊u matice

Regulárńı a singulárńı matice umožňuj́ı jednoduše charakterizovat
lineárńı nezávislost a závislost n vektor̊u u1, . . . , un ∈ Rn. Maj́ı-li
být vektory u1, . . . , un lineárně nezávislé, muśı ḿıt lineárńı systém

a1 u1 + a2 u2 + · · ·+ an un = 0

pouze triviálńı řešeńı (a1, . . . , an) = (0, . . . , 0). To nastane právě
tehdy, když je čtvercová matice

U :=
(
uT

1 . . . uT
n

)
,

jej́ıž sloupce jsou právě vektory u1, . . . , un, regulárńı.
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Tvrzeńı

Necht’ jsou dány vektory u1, . . . , un ∈ Rn a necht’ U je matice, jej́ıž
sloupce jsou vektory u1, . . . , un. Potom

u1, . . . , un jsou lineárně nezávislé ⇔ matice U je regulárńı,

u1, . . . , un jsou lineárně závislé ⇔ matice U je singulárńı.

Př́ıklad

Rozhodněte o lineárńı (ne)závislosti vektor̊u
u1 = (1, 2, 1)T , u2 = (−2, 1, 1)T , u3 = (0, 5, 3)T .
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V rovině R2 jsme pracovali s maticemi lineárńıch zobrazeńı a
determinant matice A

det A =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc

prozrazoval, jestli uḿıme naj́ıt inverzi k A.

Determinant byl užitečný i jinak: obsah rovnoběžńıka by měl být
lineárně závislý na každém ze dvou vektor̊u definuj́ıćıch
rovnoběžńık a je užitečné zároveň požadovat změnu znaménka p̌ri
změně pǒrad́ı těchto vektor̊u. Protože tyto vlastnosti měl, až na
pevný skalárńı násobek, jedině determinant, odvodili jsme, že je
obsah dán právě takto.
Nyńı budeme takové č́ıslo det A ∈ R definovat pro libovolnou
čtvercovou matici řádu n a ukážeme, že má právě ty vlastnosti,
které jsme poťrebovali výše.
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Budeme pracovat s libovolnými skaláry K a maticemi nad těmito
skaláry (nap̌r. Z, R, C, Zk).

Připomeňme, že bijektivńı zobrazeńı množiny X na sebe se nazývá
permutace množiny X . Je-li X = {1, 2, . . . , n}, lze permutace
zapsat pomoćı výsledného pǒrad́ı ve formě tabulky:(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Prvek x ∈ X se nazývá samodružným (pevným) bodem
permutace σ, je-li σ(x) = x .
Permutace σ taková, že existuj́ı právě dva r̊uzné prvky x , y ∈ X
splňuj́ıćı σ(x) = y , σ(y) = x a σ(z) = z pro všechna ostatńı z ∈ X
se nazývá transpozice, znač́ıme ji (x , y).
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Lineárńı závislost Determinanty Věty Cauchyova a Laplaceova Determinant a inverzńı matice
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V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchý – vezmeme
všechny možné součiny dvou prvk̊u, po jednom z každého sloupce a
řádku matice, opaťŕıme je znaménkem tak, aby p̌ri p̌rehozeńı dvou
sloupc̊u došlo ke změně celkového znaménka a tyto výrazy sečteme:

A =

(
a b
c d

)
, det A = ad − bc.

Obecně, necht’ A = (aij) je čtvercová matice dimenze n nad K.
Determinant matice A je skalár det A = |A| definovaný vztahem

|A| =
∑
σ∈Σn

sgn(σ)a1σ(1) · a2σ(2) · · · anσ(n)

kde Σn je množina všech možných permutaćı na {1, . . . , n} a
znaménko sgn pro každou permutaci ještě muśıme popsat.
Každý z výraz̊u sgn(σ)a1σ(1) · a2σ(2) · · · anσ(n) nazýváme člen
determinantu |A|.
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Každý z výraz̊u sgn(σ)a1σ(1) · a2σ(2) · · · anσ(n) nazýváme člen
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V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchý – vezmeme
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Jednoduché p̌ŕıklady už uḿıme: je-li n = 1, pak |a11| = a11 ∈ K, a
pro n = 2 je ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = +a11a22 − a12a21.

Podobně pro n = 3 se dá uhodnout (chceme linearitu v každém
sloupci a antisymetrii)∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = + a11a22a33 − a13a22a31 + a13a21a32

− a11a23a32 + a12a23a31 − a12a21a33.

Tomuto vzorci se ř́ıká Sarrusovo pravidlo.
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Jak tedy naj́ıt správná znaménka? Ř́ıkáme, že dvojice prvk̊u
a, b ∈ X = {1, . . . , n} tvǒŕı inverzi v permutaci σ, je-li a < b a
σ(a) > σ(b). Permutace σ se nazývá sudá (resp. lichá),
obsahuje-li sudý (resp. lichý) počet inverźı.

Parita permutace σ je (−1)počet inverźı a znač́ıme ji právě sgn(σ).
Tolik definice, chceme ale vědět, jak s paritou poč́ıtat.
Z následuj́ıćıho tvrzeńı už je jasně vidět, že Sarrusovo pravidlo
skutečně poč́ıtá determinant v dimenzi 3.

Věta

Na množině X = {1, 2, . . . , n} je právě n! r̊uzných permutaćı. Tyto
lze sěradit do posloupnosti tak, že každé dvě po sobě jdoućı se lǐśı
právě jednou transpozićı. Lze p̌ri tom zač́ıt libovolnou permutaćı a
každá transpozice měńı paritu.
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Zjistili jsme, že provedeńı libovolné transpozice změńı paritu
permutace a že každé pǒrad́ı č́ısel {1, 2, . . . , n} lze źıskat
postupnými transpozicemi sousedńıch prvk̊u. Důsledkem tohoto
popisu je, že na každé množině X = {1, . . . , n}, n > 1, je právě
1
2 n! sudých a 1

2 n! lichých permutaćı.

Jestliže slož́ıme dvě permutace za sebou, znamená to provést
nap̌red všechny transpozice tvǒŕıćı prvńı a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace σ, η : X → X plat́ı

sgn(σ ◦ η) = sgn(σ) · sgn(η), sgn(σ−1) = sgn(σ).

Př́ıklad

Napǐste permutaci (
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
jako složeńı transpozic a určete jej́ı paritu.



Lineárńı závislost Determinanty Věty Cauchyova a Laplaceova Determinant a inverzńı matice
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permutace a že každé pǒrad́ı č́ısel {1, 2, . . . , n} lze źıskat
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Napǐste permutaci (
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
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Věta

Pro každou čtvercovou matici A plat́ı

1 |AT | = |A|,
2 Je-li jeden řádek v A tvǒren nulovými prvky z K, pak |A| = 0,

3 Jestliže matice B vznikla z A výměnou dvou řádk̊u, pak
|A| = −|B|,

4 Jestliže matice B vznikla z A vynásobeńım řádku skalárem
a ∈ K, pak |B| = a|A|,

5 Jsou-li prvky k-tého řádku v A tvaru akj = ckj + bkj a všechny
ostatńı řádky v matićıch A, B = (bij), C = (cij) jsou stejné,
pak |A| = |B|+ |C |,

6 Determinant |A| se nezměńı, p̌ričteme-li k libovolnému řádku
A lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u.
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Důsledkem prvńıho tvrzeńı p̌redchoźı věty o rovnosti determinant̊u
matice a matice transponované je, že kdykoliv se nám podǎŕı
dokázat nějaké tvrzeńı o determinantech formulované s využit́ım
řádk̊u p̌ŕıslušné matice, pak analogické tvrzeńı plat́ı i pro sloupce.
Nap̌r. tedy můžeme okamžitě všechna tvrzeńı (2)–(6) této věty
p̌reformulovat jako tvrzeńı o sloupćıch matice.

Vlastnosti (3)–(5) ř́ıkaj́ı, že determinant jako zobrazeńı, které n
vektor̊um dimenze n (̌rádk̊um nebo sloupc̊um matice) p̌rǐrad́ı skalár
je antisymetrické zobrazeńı lineárńı v každém svém argumentu,
p̌resně jak jsme podle analogie z dimenze 2 požadovali.
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Pro matici v řádkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je
jediným nenulovým členem determinantu ten, který odpov́ıdá
identické permutaci. Vid́ıme tedy, že determinant takové matice je
|A| = a11 · a22 · · · · ann. Předchoźı věta tedy poskytuje velice
efektivńı metodu výpočtu determinant̊u pomoćı Gaussovy
eliminačńı metody.
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Věta (Cauchyova)

Necht’ A = (aij), B = (bij) jsou čtvercové matice dimenze n nad
okruhem skalár̊u K. Pak |A · B| = |A| · |B|.

Časem uvid́ıme, že skutečně stejně jako v dimenzi dva je
determinant matice roven orientovanému objemu rovnoběžnostěnu
určeného jej́ımi sloupci. Uvid́ıme také, že když uváž́ıme zobrazeńı
x 7→ A · x zadané čtvercovou matićı A na Rn, pak můžeme
determinant této matice vidět jako vyjáďreńı poměru mezi
objemem rovnoběžnostěnů daných vektory x1, . . . xn a jejich obrazy
A · x1, . . . ,A · xn. Protože skládáńı zobrazeńı x 7→ A · x 7→ B · (A · x)
odpov́ıdá násobeńı matic, je Cauchyova věta docela pochopitelná.
My tuto větu odvod́ıme ryze algebraicky jako důsledek tzv.
Laplaceovy věty o rozvoji. Ta bude vyžadovat zavedeńı několika
nových pojmů.
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Lineárńı závislost Determinanty Věty Cauchyova a Laplaceova Determinant a inverzńı matice

Definice (Minory a algebraické doplňky matice)

Necht’ A = (aij) je matice typu m/n a 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m,
1 ≤ j1 < . . . < jl ≤ n jsou pevně zvolená p̌rirozená č́ısla. Pak matici

M =

ai1j1 ai1j2 . . . ai1j`
...

...
aik j1 aik j2 . . . aik j`


typu k/` nazýváme submatićı matice A určenou řádky i1, . . . , ik a
sloupci j1, . . . , j`.

Zbývaj́ıćımi (m − k) řádky a (n − l) sloupci je určena matice M∗

typu (m − k)/(n − `), která se nazývá doplňková submatice k M
v A. Při k = ` je definován |M|, který nazýváme subdeterminant
nebo minor řádu k matice A.
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Necht’ A = (aij) je matice typu m/n a 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m,
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Definice (Minory a algebraické doplňky matice - pokračováńı)

Je-li m = n, pak p̌ri k = ` je i M∗ čtvercová a |M∗| se nazývá
doplněk minoru |M|, nebo doplňkový minor k submatici M v matici
A. Skalár

(−1)i1+···+ik+j1+···+jl · |M∗|

se nazývá algebraický doplněk k minoru |M|. Submatice tvǒrené
prvńımi k řádky a sloupci se nazývaj́ı hlavńı submatice, jejich
determinanty hlavńı minory matice A.

Při speciálńı volbě k = ` = 1, m = n hovǒŕıme o algebraickém
doplňku Aij prvku aij matice A.
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A. Skalár

(−1)i1+···+ik+j1+···+jl · |M∗|

se nazývá algebraický doplněk k minoru |M|. Submatice tvǒrené
prvńımi k řádky a sloupci se nazývaj́ı hlavńı submatice, jejich
determinanty hlavńı minory matice A.
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Lemma

Necht’ A je čtvercová matice dimenze n a |M| je jej́ı minor řádu
k < n. Pak součin libovolného členu |M| s libovolným členem jeho
algebraického doplňku je členem |A|.

Toto tvrzeńı už p̌redj́ımá, že by se pomoćı takových součinů
menš́ıch determinant̊u skutečně mohl determinant matic
vyjaďrovat. V́ıme, že |A| obsahuje právě n! r̊uzných členů, právě
jeden pro každou permutaci.
Uvažované součiny |M| · |M∗| obsahuj́ı právě

(n
k

)
k!(n − k)! = n!

r̊uzných členů z |A|, p̌ritom pro r̊uzné výběry M dostáváme r̊uzné
členy, a proto takto muśı být vyjáďren právě det A.
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T́ım jsme naznačili důkaz věty:

Věta (Laplaceova)

Necht’ A = (aij) je čtvercová matice dimenze n nad libovolným
okruhem skalár̊u a necht’ je pevně zvoleno k jej́ıch řádk̊u. Pak |A|
je součet všech

(n
k

)
součin̊u (−1)i1+···+ik+j1+···+jl · |M| · |M∗|

minor̊u řádu k vybraných ze zvolených řádk̊u, s jejich algebraickými
doplňky.
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Laplace̊uv rozvoj determinantu

Laplaceova věta p̌revád́ı výpočet |A| na výpočet determinant̊u
nižš́ıho stupně. Této metodě výpočtu se ř́ıká Laplace̊uv rozvoj
podle zvolených řádk̊u či sloupc̊u. Nap̌r. rozvoj podle i-tého řádku
nebo i-tého sloupce:

|A| =
n∑

j=1

aijAij =
n∑

j=1

ajiAji

kde Aij označuje algebraický doplněk k prvku (minoru stupně 1)
aij . Při praktickém poč́ıtáńı determinant̊u bývá výhodné
kombinovat Laplace̊uv rozvoj s p̌ŕımou metodou p̌rič́ıtáńı lineárńıch
kombinaćı řádk̊u či sloupc̊u.
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Důkaz Cauchyovy věty |A · B | = |A| · |B |

Uvažme matici H dimenze 2n (použ́ıváme tzv. blokovou
symboliku, tj. ṕı̌seme matici jakoby složenou z matic)

H =

(
A 0
−E B

)
=

Laplaceovým rozvojem podle prvńıch n řádk̊u obdrž́ıme

|H| = |A| · |B|.
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Důkaz Cauchyovy věty |A · B | = |A| · |B |

Nyńı budeme k posledńım n sloupc̊um H postupně p̌rič́ıtat lineárńı
kombinace prvńıch n sloupc̊u tak, abychom obdrželi matici s
nulami v pravém dolńım rohu. Dostaneme

K =

(
A A · B
−E 0

)
.

Dostáváme tedy

|H| = |K | = (−1)n+1+···+2n|A ·B| = (−1)2n·(n+1) · |A ·B| = |A ·B|.
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Jiný výpočet inverzńı matice

Předpokládejme nejprve, že existuje matice inverzńı k matici A, tj.
A · A−1 = E . Protože pro jednotkovou matici plat́ı vždy |E | = 1, je
pro každou invertibilńı matici vždy |A| invertibilńı skalár a plat́ı
|A|−1 = |A−1|.

Pro libovolnou čtvercovou matici A = (aij) dimenze n definujeme
matici A∗ = (a∗ij), kde a∗ij = Aji jsou algebraické doplňky k prvk̊um
aji v A (všimněte si transponováńı!). Nazýváme ji adjungovaná
matice k matici A.

Věta

Pro každou čtvercovou matici A nad okruhem skalár̊u K plat́ı

AA∗ = A∗A = |A| · E .

Zejména tedy

1 A−1 existuje jako matice nad okruhem skalár̊u K právě, když
|A|−1 existuje v K.

2 Pokud existuje A−1, pak plat́ı A−1 = |A|−1 · A∗.
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|A|−1 = |A−1|.
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Důkaz.

Jak jsme již zḿınili, Cauchyova věta ukazuje, že z existence A−1

vyplývá invertibilita |A| ∈ K. Předpokládejme naopak, že |A| je
invertibilńı skalár. Spočteme p̌ŕımým výpočtem A · A∗ = (cij):

cij =
n∑

k=1

aika∗kj =
n∑

k=1

aikAjk .

Pokud i = j je to právě Laplace̊uv rozvoj |A| podle i-tého řádku.
Pokud i 6= j jde o rozvoj determinantu matice v ńıž je i-tý a j-tý
řádek stejný a proto je cij = 0. Odtud plyne A ·A∗ = |A| · E , a tedy
i A · A∗ = |A| · E .
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Př́ıklad

Vypočtěte inverzńı matici k1 −2 2
2 1 2
2 3 1



Řešeńı

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 2
2 1 2
2 3 1

∣∣∣∣∣∣ = −1,

a tedy

A−1 = −A∗ =

 5 −8 6
−2 3 −2
−4 7 −5

 .
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Důsledky p̌redchoźıch tvrzeńı

Důsledek

1 A je singulárńı ⇔ |A| = 0.

2 Necht’ U je matice, jej́ıž sloupce jsou vektory uT
1 , . . . , u

T
n . Pak

vektory u1, . . . , un jsou lineárně závislé ⇔ |U| = 0.

Věta (Kramerovo pravidlo)

Necht’ A je regulárńı matice řádu n a b ∈ Rn a uvažujme systém
lineárńıch rovnic Ax = b. Označme jako Ai matici, kterou źıskáme
z matice A záměnou jej́ıho i–tého sloupce za sloupec pravých stran
b. Potom (jediné) řešeńı x = (x1, . . . , xn) tohoto systému je dáno
vztahem

xi =
|Ai |
|A|

, i = 1, . . . , n.
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Důkaz.

Zřejmě je x = A−1b jediným řešeńım tohoto systému. Podle vzorce
pro výpočet inverzńı matice pomoćı matice adjungované je

x =
1

|A|
A∗ b,

neboli

xi =
1

|A|
· (i–tý prvek (sloupcového) vektoru A∗ b)

=
1

|A|
· (b1A1i + b2A2i + · · ·+ bnAni )

=
|Ai |
|A|

.
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Poznámka

Kramerovo pravidlo je výhodné použ́ıt pro systémy s malým n
(̌rekněme n ≤ 3) nebo pro systémy, kde je v matici systému hodně
nul.

Př́ıklad

Vy̌rešte následuj́ıćı systém Kramerovým pravidlem:

x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
2x1 − 3x2 − x3 = −3,
−3x1 + x2 + 2x3 = −3.
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Řešeńı

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 −3 −1
−3 1 2

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −28,

|A1| =

∣∣∣∣∣∣∣
2 2 3

−3 −3 −1

−3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = · · · = −28 ⇒ x1 =
|A1|
|A|

=
−28

−28
= 1,

|A2| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −3 −1

−3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = · · · = −56 ⇒ x2 =
|A2|
|A|

=
−56

−28
= 2,

|A3| =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2

2 −3 −3

−3 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = · · · = 28 ⇒ x3 =
|A3|
|A|

=
28

−28
= −1.
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