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4 Soǔradnice vektor̊u
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Uvažujme systém m lineárńıch rovnic pro n proměnných a
p̌redpokládejme, že jde o rovnice tvaru A · x = 0, tj.a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 .

x1
...

xn

 =

0
...
0

 .

D́ıky vlastnosti distributivity pro násobeńı matic je okamžitě
žrejmé, že součet dvou řešeńı x = (x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn)
splňuje

A · (x + y) = A · x + A · y = 0

a je tedy také řešeńım. Stejně tak z̊ustává řešeńım i skalárńı
násobek a · x .
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Množina všech řešeńı pevně zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzav̌rená na sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı
vektor̊u skaláry. To byly základńı vlastnosti vektor̊u dimenze n v
Kn.
Ted’ ale máme vektory v prostoru řešeńı s n soǔradnicemi a
dimenze tohoto prostoru určitě nebude n (pokud matice systému
neńı nulová).

Př́ıpad dvou rovnic pro dvě neznámé jsme potkali p̌ri řešeńı
geometrických problémů v rovině a pro dvě závislé rovnice byl
množinou všech řešeńı jednorozměrný prostor – p̌ŕımka. U dvou
nezávislých rovnic to byl pr̊useč́ık dvou p̌ŕımek, tj. nularozměrný
prostor.
Poťrebujeme proto obecněǰśı definici vektorového prostoru a jeho
dimenze.
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Definice

Vektorový prostor V nad polem skalár̊u K je množina s operaćı
sč́ıtáńı, pro kterou plat́ı axiomy komutativńı grupy, a násobeńı
skaláry takové, že plat́ı

a · (v + w) = a · v + a · w (V1)

(a + b) · v = a · v + b · v (V2)

a · (b · v) = (a · b) · v (V3)

1 · v = v (V4)

Př́ıklad

Množina
W :=

{
(2, x), x ∈ R

}
s obvyklými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı po složkách, tj.
(2, x1) + (2, x2) = ( 4, x1 + x2) 6∈W , a · (2, x) = ( 2a, ax) 6∈W
neńı vektorový prostor
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Př́ıklad

1 Množina Matm×n(R) všech matic typu m × n s operacemi
sč́ıtáńı matic a násobeńı matice reálným č́ıslem je vektorový
prostor nad R.

2 Množina F všech funkćı f : R→ R s operacemi

+ . . . sč́ıtáńı funkćı, tj. (f + g)(x) := f (x) + g(x), a
· . . . násobeńı funkce reálným č́ıslem, tj. (a · f )(x) := a · f (x),

je vektorový prostor.
3 Množina R+ všech kladných reálných č́ısel s operacemi

⊕ . . . sč́ıtáńı, pro x , y ∈ R+ definujme x ⊕ y := xy , a
� . . . násobeńı skalárem, pro x ∈ R+ a a ∈ R definujme

a� x := xa,

je vektorový prostor.

4 Množina C komplexńıch č́ısel s obvyklými operacemi sč́ıtáńı a
násobeńı je vektorový prostor nad R.
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⊕ . . . sč́ıtáńı, pro x , y ∈ R+ definujme x ⊕ y := xy , a
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Př́ıklad

1 Množina W všech polynomů sudého stupně s operacemi
sč́ıtáńı polynomů a násobeńı polynomu skalárem neńı
vektorový prostor. Neńı splněna podḿınka uzav̌renosti
množiny W na operaci + Nap̌r. pro polynomy
p(x) = x4 + x3 + x2 a q(x) = −x4 + 1, pro které je p, q ∈W ,
plat́ı (p + q)(x) = x3 + x2 + 1 6∈W (neńı sudého stupně).

2 Množina Gln všech (čtvercových) regulárńıch matic řádu n s
operacemi

⊕ . . . sč́ıtáńı, definované pro A, B ∈ GLn jako A⊕ B := AB, a
� . . . násobeńı matice skalárem, tj. pro A ∈ GLn a a ∈ R je

a� A := a · A,

neńı vektorový prostor. Neńı nap̌r. splněna podḿınka
komutativity operace ⊕. Prozkoumejte, které axiomy splněny
jsou! Zejména si všimněte, že pro A, B ∈ GLn je také
A⊕ B = AB ∈ GLn, oproti tomu pro A ∈ GLn a a ∈ R je
a · A ∈ GLn pouze pokud a 6= 0.
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⊕ . . . sč́ıtáńı, definované pro A, B ∈ GLn jako A⊕ B := AB, a
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komutativity operace ⊕. Prozkoumejte, které axiomy splněny
jsou! Zejména si všimněte, že pro A, B ∈ GLn je také
A⊕ B = AB ∈ GLn, oproti tomu pro A ∈ GLn a a ∈ R je
a · A ∈ GLn pouze pokud a 6= 0.
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Věta

Necht’ V je vektorový prostor nad polem skalár̊u K, dále uvažme
a, b, ai ∈ K, vektory u, v , uj ∈ V . Potom

1 a · u = 0 právě když a = 0 nebo u = 0

2 (−1) · u = −u

3 a · (u − v) = a · u − a · v
4 (a− b) · u = a · u − b · u
5
(∑n

i=1 ai

)
·
(∑m

j=1 uj

)
=
∑n

i=1

∑m
j=1 ai · uj .
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U matic jsme pracovali s tzv. lineárńımi kombinacemi řádk̊u
matice. S obecnými vektory budeme zacházet zcela analogicky:
Výrazy tvaru a1 · v1 + · · ·+ ak · vk nazýváme lineárńı kombinace
vektor̊u v1, . . . , vk ⊂ V .

Definice

Množina vektor̊u M ⊂ V ve vektorovém prostoru V nad K se
nazývá lineárně nezávislá jestliže pro každou k-tici vektor̊u
v1, . . . , vk ∈ M a každé skaláry a1, . . . , ak ∈ K plat́ı:

a1 · v1 + · · ·+ ak · vk = 0 =⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

Posloupnost vektor̊u v1, . . . , vk nazveme lineárně nezávislou jestliže
v1, . . . , vk jsou po dvou r̊uzné a {v1, . . . , vk} je lineárně nezávislá.
Množina M vektor̊u je lineárně závislá, jestliže neńı lineárně
nezávislá.
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Výrazy tvaru a1 · v1 + · · ·+ ak · vk nazýváme lineárńı kombinace
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Množina vektor̊u M ⊂ V ve vektorovém prostoru V nad K se
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Př́ımo z definice pak vyplývá, že neprázdná podmnožina M vektor̊u
ve vektorovém prostoru nad polem skalár̊u K je závislá právě, když
je jeden z jej́ıch vektor̊u vyjáďritelný jako lineárńı kombinace
ostatńıch.

Př́ımo z definic plyne, že každá podmnožina lineárně nezávislé
množiny M je lineárně nezávislá. Stejně snadno vid́ıme, že M ⊂ V
je lineárně nezávislá právě tehdy, když každá konečná podmnožina
v M je lineárně nezávislá.
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je jeden z jej́ıch vektor̊u vyjáďritelný jako lineárńı kombinace
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v M je lineárně nezávislá.
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Definice

Podmnožina M ⊂ V se nazývá vektorovým podprostorem
jestliže spolu se zúženými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skaláry je
sama vektorovým prostorem. Tzn. požadujeme

∀a, b ∈ K, ∀v , w ∈ M, a · v + b · w ∈ M.

Př́ıklad

1 Necht’ V = R2 a W :=
{

(x1, x2) ∈ R2, x1 + x2 = 0
}
.

Potom je W vektorový podprostor prostoru R2

2 Množina

W :=
{

A ∈ Matn×n, matice A má samé nuly na hlavńı diagonále
}

je vlastńı podprostor vektorového prostoru Matn×n.
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Př́ıklad

1 Necht’ V = R2 a W :=
{

(x1, x2) ∈ R2, x1 + x2 = 0
}
.
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Př́ıklad

Prostor n–tic skalár̊u Rm se sč́ıtáńım a násobeńım po složkách je
vektorový prostor nad R, ale také vektorový prostor nad Q. Nap̌r.
pro m = 2, jsou vektory (1, 0), (0, 1) ∈ R2 lineárně nezávislé,
protože z a · (1, 0) + b · (0, 1) = (0, 0) plyne a = b = 0.

Dále,
vektory (1, 0), (

√
2, 0) ∈ R2 jsou lineárně závislé nad R, protože√

2 · (1, 0) = (
√

2, 0), ovšem nad Q jsou lineárně nezávislé! Nad R
tedy tyto dva vektory generuj́ı jednorozměrný podprostor, zat́ımco
nad Q je dvourozměrný.
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Př́ıklad

Polynomy stupně nejvýše m tvǒŕı vektorový prostor Rm[x ].
Polynomy můžeme chápat jako zobrazeńı f : R→ R a sč́ıtáńı a
násobeńı skaláry definujeme takto: (f + g)(x) = f (x) + g(x),
(a · f )(x) = a · f (x). Polynomy všech stupňů také tvǒŕı vektorový
prostor R∞[x ] a Rm[x ] ⊂ Rn[x ] je vektorový podprostor pro
všechna m ≤ n ≤ ∞. Podprostory jsou nap̌r. všechny sudé
polynomy nebo liché polynomy (f (−x) = ±f (x)).

Př́ıklad

Úplně analogicky jako u polynomů můžeme definovat strukturu
vektorového prostoru na množině všech zobrazeńı R→ R nebo
všech zobrazeńı M → V libovolné pevně zvolené množiny M do
vektorového prostoru V .
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Protože podḿınka v definici podprostoru obsahuje pouze
univerzálńı kvantifikátory, je jistě pr̊unik podprostor̊u opět
podprostor. Snadno to ově̌ŕıme i p̌ŕımo: Necht’ Wi , i ∈ I , jsou
vektorové podprostory ve V , a, b ∈ K, u, v ∈ ∩i∈I Wi . Pak pro
všechny i ∈ I , a · u + b · v ∈Wi , to ale znamená, že
a · u + b · v ∈ ∩i∈I Wi .

Zejména je tedy podprostorem pr̊unik všech podprostor̊u W ⊂ V ,
které obsahuj́ı p̌redem danou množinu vektor̊u M ⊂ V .

Definice

Ř́ıkáme, že takto M generuje podprostor 〈M〉, nebo že prvky M
jsou generátory podprostoru 〈M〉.
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které obsahuj́ı p̌redem danou množinu vektor̊u M ⊂ V .
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Věta

Pro každou podmnožinu M ⊂ V plat́ı

1 〈M〉 = {a1 · u1 + · · ·+ ak · uk ; k ∈ N, ai ∈ K, uj ∈ M, j =
1, . . . , k}

2 M = 〈M〉 právě když M je vektorový podprostor

3 jestliže N ⊂ M pak 〈N〉 ⊂ 〈M〉 je vektorový podprostor

4 〈∅〉 = {0} ⊂ V , triviálńı podprostor.
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Definice

Necht’ Vi , i ∈ I , jsou podprostory ve V . Pak podprostor
generovaný jejich sjednoceńım, tj. 〈∪i∈I Vi 〉, nazýváme součtem
podprostor̊u Vi . Znač́ıme

∑
i∈I Vi . Zejména pro V1, . . . , Vk ⊂ V ,

V1 + · · ·+ Vk = 〈V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk〉.

Viděli jsme, že každý prvek v uvažovaném součtu podprostor̊u
můžeme vyjáďrit jako lineárńı kombinaci vektor̊u z podprostor̊u Vi .
Protože však je sč́ıtáńı vektor̊u komutativńı, lze k sobě poskládat
členy paťŕıćı do stejného podprostoru a pro konečný součet k
podprostor̊u tak dostáváme

V1 + V2 + · · ·+ Vk = {v1 + · · ·+ vk ; vi ∈ Vi , i = 1, . . . , k}.
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i∈I Vi . Zejména pro V1, . . . , Vk ⊂ V ,

V1 + · · ·+ Vk = 〈V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk〉.
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Definice

Součet W = V1 + · · ·+ Vk ⊂ V se nazývá p̌ŕımý součet
podprostor̊u, jsou-li pr̊uniky všech dvojic triviálńı, tj. Vi ∩ Vj = {0}
pro všechny i 6= j . V takovém p̌ŕıpadě lze každý vektor w ∈W
napsat právě jedńım způsobem jako součet

w = v1 + · · ·+ vk ,

kde vi ∈ Vi . Pro p̌ŕımé součty ṕı̌seme

W = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk = ⊕k
i=1Vi .
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Definice

Podmnožina M ⊂ V se nazývá báze vektorového prostoru V ,
jestliže 〈M〉 = V a M je lineárně nezávislá. Vektorový prostor,
který má konečnou bázi nazýváme konečněrozměrný, mohutnost
báze nazýváme dimenźı V a. Nemá-li V konečnou bázi, ř́ıkáme, že
V je nekonečněrozměrný. Ṕı̌seme dim V = k , k ∈ N, p̌ŕıpadně
k =∞.

aVšimněme si, že triviálńı podprostor je generován prázdnou množinou,
která je prázdnou baźı. Má tedy triviálńı podprostor dimenzi nulovou.

Bázi k-rozměrného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici
v = (v1 . . . , vk) bázových vektor̊u. Jde tu p̌redevš́ım o zavedeńı
konvence: U konečněrozměrných podprostor̊u budeme totiž vždy
uvažovat bázi včetně zadaného pǒrad́ı prvk̊u i když jsme to takto,
striktně vzato, nedefinovali.
Zjevně, je-li (v1, . . . , vn) baźı V , je celý prostor V p̌ŕımým součtem
jednorozměrných podprostor̊u

V = 〈v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vn〉.
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Definice
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báze nazýváme dimenźı V a. Nemá-li V konečnou bázi, ř́ıkáme, že
V je nekonečněrozměrný. Ṕı̌seme dim V = k , k ∈ N, p̌ŕıpadně
k =∞.
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Věta

Z libovolné konečné množiny generátor̊u vektorového prostoru V
lze vybrat bázi. Každá báze V má p̌ritom stejný počet prvk̊u.

Silněǰśı tvrzeńı je Steinitzova věta o výměně, která ř́ıká, že pro
každou konečnou bázi a každý systém lineárně nezávislých vektor̊u
ve V uḿıme naj́ıt podmnožinu bázových vektor̊u, které záměnou za
zadané nové vektory daj́ı opět bázi. Důsledky tohoto tvrzeńı jsou:

Důsledek

1 Každé dvě báze konečněrozměrného vektorového prostoru
maj́ı stejný počet vektor̊u.

2 Má-li V konečnou bázi, lze každou lineárně nezávislou
množinu doplnit do báze.

3 Báze konečněrozměrných vektorových prostor̊u jsou právě
maximálńı lineárně nezávislé množiny

4 Báze prostoru s konečnou dimenźı jsou právě minimálńı
množiny generátor̊u
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Věta

Necht’ W , W1, W2 ⊂ V jsou podprostory v prostoru konečné
dimenze. Pak plat́ı

1 dim W ≤ dim V

2 V = W právě když dim V = dim W

3 dim W1 + dim W2 = dim(W1 + W2) + dim(W1 ∩W2).

Důsledek

Je-li V prostor dimenze n, pak

každá n-prvková množina lineátńıch vektor̊u generuje V a

každá n-prvková množina generátor̊u V je lineárně nezávislá.

V obou p̌ŕıpadech jde tedy o bázi vektorového prostoru V .
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dimenze. Pak plat́ı

1 dim W ≤ dim V
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Když je množina {v1, . . . , vn} ⊂ V báze, můžeme každý vektor
v ∈ V vyjáďrit jako lineárńı kombinaci v = a1v1 + · · ·+ anvn.
Předpokládejme, že to uděláme dvěma způsoby:

v = a1v1 + · · ·+ anvn = b1v1 + · · ·+ bnvn.

Potom ale

0 = (a1 − b1) · v1 + · · ·+ (an − bn) · vn

a proto ai = bi pro všechna i = 1, . . . , n. Lze tedy každý vektor
zadat právě jediným způsobem jako lineárńı kombinaci bázových
vektor̊u.

Definice

Koeficienty této jediné lineárńı kombinace vyjaďruj́ıćı daný vektor
v ∈ V ve zvolené bázi (v1, . . . , vn) se nazývaj́ı soǔradnice vektoru
v v této bázi.
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Přǐrazeńı, které vektoru u = a1v1 + · · ·+ anvn p̌rǐrad́ı jeho
soǔradnice v bázi v , budeme značit stejným symbolem
v : V → Kn. Má tyto vlastnosti:

v(u + w) = v(u) + v(w); ∀u, w ∈ V

v(a · u) = a · v(u); ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .
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Př́ıklad

Vektor w = (3, 2, 1) má ve standardńı bázi e = (e1, e2, e3) prostoru
R3 soǔradnice

[w ]e =

3
2
1

 ,

zat́ımco v bázi u =
(
(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)

)
má w soǔradnice

[w ]u =

1
1
1

 , protože w = (3, 2, 1) = 1·(1, 1, 1)+1·(1, 1, 0)+1·(1, 0, 0).

Všimněte si, že když ř́ıkáme vektor w = (3, 2, 1), tak t́ım vlastně
automaticky mysĺıme tento vektor vztažený ke standardńı bázi e.
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Př́ıklad

Polynom p(x) = kx + q má ve standardńı bázi e = (x , 1) prostoru
lineárńıch polynomů soǔradnice

[p(x)]e =

(
k
q

)
,

zat́ımco v bázi u = (x − 1, x + 1) má polynom p(x) soǔradnice

[p(x)]u =

(
k−q

2
k+q

2

)
,

protože p(x) = kx + q = k−q
2 · (x − 1) + k+q

2 · (x + 1).
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