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Euklidovské prostory

Do vektorového prostoru (Rn,+, ·) nyńı doplńıme daľśı strukturu,
abychom dokázali odvodit v́ıce informaćı nap̌r. o vzájemné poloze
vektor̊u, podprostor̊u, délce, vzdálenosti, úhlech, atd. Budeme
zkoumat otázky typu

Jak daleko lež́ı nějaký bod od podprostoru?

Který bod v podprostoru je nejbĺıže k nějakému zvolenému
bodu (který lež́ı mimo tento podprostor)?
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Skalárńı součin

Již ďŕıve jsme definovali skalárńı součin dvou vektor̊u u, v ∈ Rn

jako č́ıslo
u · v = u1 v1 + · · ·+ un vn.

(To lze zapsat i pomoćı maticového násobeńı jako uT · v , pokud
chápeme vektory v Rn jako sloupcové vektory.) Evidentně plat́ı
vztah symetrie u · v = v · u.

Vektorový prostor Rn s výše uvedeným skalárńım součinem
nazýváme Euklidovský (vektorový) prostor.
Délka (též norma) vektoru u ∈ Rn je pak definována jako

‖u‖ :=
√

u · u =
√

u2
1 + · · ·+ u2

n.
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Úhel mezi dvěma nenulovými vektory u, v ∈ Rn je č́ıslo ϕ ∈ [0, π]
splňuj́ıćı

u · v = ‖u‖ ‖v‖ cosϕ, tj. cosϕ =
u · v
‖u‖ ‖v‖

.

To, že v̊ubec lze takto úhel dvou vektor̊u definovat (tj. že výraz
napravo je č́ıslo z intervalu [−1, 1]) plyne z následuj́ıćı Cauchyovy
(též Cauchy-Schwarzovy) nerovnosti.

Věta (Cauchy-Schwarzova)

Pro libovolné dva vektory u, v ∈ Rn plat́ı

|u · v | ≤ ‖u‖ ‖v‖,

p̌ričemž rovnost nastane právě když jsou vektory u a v lineárně
závislé (tj. jeden z nich je násobkem toho druhého).
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Cauchyovu nerovnost lze využ́ıt pro důkazy řady nerovnost́ı nebo
pro odhady tzv. vázaných extrémů – v́ıce viz MB103.

Př́ıklad

Určete minimálńı hodnotu, kterou nabývá funkce f (x , y) = x2 + y 2

na p̌ŕımce 2x + 4y = 1.

Řešeńı

Podle Cauchyovy nerovnosti aplikované na vektory
(2, 4), (x , y) ∈ R2 máme:

(2x + 4y)2 ≤ (22 + 42)(x2 + y 2),

odkud již snadno dostaneme x2 + y 2 ≥ 1
20 . Rovnost p̌ritom

nastává, jsou-li zḿıněné vektory lineárně závislé, tj. je-li
x = 2t, y = 4t, t ∈ R, odkud t = 1

20 a (x , y) = ( 1
10 ,

1
5 ).
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Kolmost vektor̊u

Definice

Řekneme, že vektory u a v jsou navzájem kolmé (též
ortogonálńı), pokud je jejich skalárńı součin roven nule, tj. pokud
u · v = 0. Ṕı̌seme u ⊥ v . To žrejmě nastane pokud je jeden z
těchto vektor̊u nulový vektor 0 ∈ Rn nebo pokud sv́ıraj́ı tyto
vektory pravý úhel, tj. cosϕ = 0.

Př́ıklad

(a) Nulový vektor 0 ∈ Rn je kolmý na libovolný vektor u ∈ Rn.

(b) Vektory (2,−1) a (1, 2) jsou kolmé.

(c) Vektory standardńı báze e = (e1, . . . , en) jsou navzájem
kolmé, tj. ei ⊥ ej pro i 6= j .

(d) Normálový vektor N roviny ρ ⊆ R3 je kolmý na tuto rovinu,
tj. na všechny vektory u lež́ıćı v rovině ρ.
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kolmé, tj. ei ⊥ ej pro i 6= j .
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Kolmost vektor̊u

Definice
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těchto vektor̊u nulový vektor 0 ∈ Rn nebo pokud sv́ıraj́ı tyto
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Ortogonálńı podprostory v Rn

Kolmost podprostor̊u prostoru Rn definujeme stejně jako kolmost
jednotlivých vektor̊u, jen muśı být p̌ŕıslušný skalárńı součin nulový
pro všechny vektory z daných podprostor̊u.

Definice

Podprostory X a Y prostoru Rn jsou navzájem kolmé (též
ortogonálńı), pokud

u ⊥ v (tj. u · v = 0) pro všechny vektory u ∈ X , v ∈ Y .
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Ortogonálńı doplněk v Rn

Definice

Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru Rn, potom se množina

Y⊥ :=
{

u ∈ Rn, u ⊥ v pro všechny vektory v ∈ Y
}

nazývá ortogonálńı komplement (doplněk) podprostoru Y (v
prostoru Rn).

Y⊥ je tedy množina všech vektor̊u, které jsou kolmé na všechny
vektory v podprostoru Y .

Př́ıklad

(a) Pro V = 〈e2, e3〉 je

V⊥ =
{

x ∈ R3, x ⊥ v pro všechny vektory v ∈ V
}

=
{

x ∈ R3, x · (0, v2, v3) = 0 pro všechny v2, v3 ∈ R
}

=
{

x ∈ R3, x = (x1, 0, 0), x1 ∈ R
}

= 〈e1〉 = X .
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Př́ıklad

(b) Podobně plat́ı

X⊥ = 〈e2, e3〉 = V , Z⊥ = 〈e1, e2〉 = U.

(c) Všimněte si, že ačkoliv X ⊥ Z , neńı podprostor Z ortogonálńı
doplněk prostoru X (a naopak).

(d) Triviálńı podprostory {0} a Rn tvǒŕı navzájem ortogonálńı
doplňky, tj.

{0}⊥ = Rn, (Rn)⊥ = {0}.

Tyto vztahy žrejmě interpretujeme tak, že nulový vektor je
kolmý ke všem vektor̊um a že jediný vektor, který je kolmý ke
všem vektor̊um, je právě nulový vektor.
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Evidentně pro libovolný podprostor Y plat́ı, že Y ⊥ Y⊥. Ovšem
pokud Y ⊥ Z , neplyne z toho nutně, že Z = Y⊥. Množina Y⊥

může žrejmě být věťśı, než je množina Z . V tomto p̌ŕıpadě ale
vždy plat́ı inkluze Z ⊆ Y⊥.

Věta

Necht’ X a Y jsou podprostory Euklidovského prostoru Rn.

(i) Je-li X ⊥ Y , potom je X ∩ Y = {0}.
(ii) Y⊥ (a samožrejmě i X⊥) je také podprostor prostoru Rn.

Důkaz.

Snadný.
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Je žrejmé, že se vektory z podprostoru Y a z podprostoru Y⊥

navzájem doplňuj́ı v tom smyslu, že dohromady vyčerpaj́ı celý
prostor Rn.

Věta

Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru Rn, potom

dim Y + dim Y⊥ = n.

Zejména, pokud dim Y = k a u = (u1, . . . , uk) je báze podprostoru
Y a v = (v1, . . . , vn−k) je báze podprostoru Y⊥, potom je

(u, v) = (u1, . . . , uk , v1, . . . , vn−k)

báze celého prostoru Rn.
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Poznámka

Z věty vyplývá, že každý vektor w ∈ Rn lze jednoznačně zapsat
jako lineárńı kombinaci

w = a1 u1 + · · ·+ ak uk︸ ︷︷ ︸
=: y ∈ Y

+ ak+1 v1 + · · ·+ an vn−k︸ ︷︷ ︸
=: z ∈ Y⊥

= y + z ,

kde y ∈ Y a z ∈ Y⊥. Tato dekompozice vektoru w je
jednoznačná, protože u1, . . . , uk , v1, . . . , vn−k tvǒŕı bázi prostoru
Rn (soǔradnice vzhledem k této bázi jsou určeny jednoznačně).

Př́ımým důsledkem p̌redchoźı věty je tedy

Důsledek

Je-li Y podprostor Euklidovského prostoru Rn, potom je Rn p̌ŕımý
součet podprostor̊u Y a Y⊥, tj.

Rn = Y ⊕ Y⊥.
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součet podprostor̊u Y a Y⊥, tj.

Rn = Y ⊕ Y⊥.
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2 Vektorové prostory se skalárńım součinem
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Skalárńı součin

Hlavńı myšlenka obecných vektorových prostor̊u se skalárńım
součinem je zobecnit skalárńı součin z prostoru Rn tak, aby bylo
možno p̌rirozeným způsobem pracovat s p̌ŕıslušnými vlastnostmi
(délka, kolmost, úhel atd.) v libovolných vektorových prostorech.

Definice

Bud’ (V ,+, ·) vektorový prostor. Zobrazeńı 〈·, ·〉 : V × V → R
nazýváme skalárńı součin (též vniťrńı součin z angl. inner
product) na prostoru V , pokud má následuj́ıćı vlastnosti:

(i) je tzv. pozitivně definitńı, tj.

〈u, u〉 ≥ 0, p̌ričemž 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0,

(ii) je symetrické, tj. 〈u, v〉 = 〈v , u〉,
(iii) je lineárńı v prvńı složce, tj.

〈a · u + b · v ,w〉 = a . 〈u,w〉+ b . 〈v ,w〉.
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Př́ıklad

(a) V prostoru Rn můžeme zvolit

〈u, v〉 := u · v =
n∑

i=1

ui vi (obvyklý skalárńı součin),

p̌ŕıpadně pro pevně zvolená kladná č́ısla w1, . . . ,wn lze

〈u, v〉 :=
n∑

i=1

wi ui vi (skalárńı součin s vahou w1, . . . ,wn).

(b) V prostoru Matm×n můžeme zvolit

〈A,B〉 :=
m∑

i=1

n∑
j=1

aij bij .

Tj. vynásob́ıme prvky na stejných pozićıch a výsledné součiny
sečteme.
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Tj. vynásob́ıme prvky na stejných pozićıch a výsledné součiny
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Př́ıklad

(c) viz později v MB102 – v prostoru C [a, b] spojitých funkćı na
intervalu [a, b] můžeme zvolit

〈f , g〉 :=

∫ b

a
f (x) g(x) dx ,

p̌ŕıpadně pro vážený spojitou funkćı w(x) > 0.

(d) Zvolme n + 1 r̊uzných bodů x0, x1, . . . , xn ∈ R. Potom v
prostoru polynomů stupně nejvýše n můžeme zvolit

〈p, q〉 :=
n∑

i=0

p(xi ) q(xi ).

Př́ıpadně opět váženo w0,w1, . . . ,wn.

(e) Na vektorovém prostoru všech funkćı f : R→ R skalárńı
součin definovat nelze. (Dokonce zde nelze definovat ani
normu, tj. prostor neńı ani tzv. normovaný prostor, viz dále.)
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Př́ıklad
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〈f , g〉 :=

∫ b

a
f (x) g(x) dx ,
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〈p, q〉 :=
n∑

i=0

p(xi ) q(xi ).
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Délka (norma) vektoru

Definice

Skalárńı součin 〈·, ·〉 definuje p̌rirozeným způsobem normu (též
délku) každého vektoru u ∈ V p̌redpisem:

‖u‖ :=
√
〈u, u〉.

Př́ıklad

(a) V prostoru Rn s obvyklým skalárńım součinem je

‖u‖ =
√
〈u, u〉 =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n , kde u = (x1, . . . , xn).

Tuto normu budeme nazývat Euklidovská norma prostoru Rn

a značit s indexem 2, tj.

‖u‖2 :=
√

x2
1 + · · ·+ x2

n .
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Př́ıklad

(b) Tzv. Frobeniova norma v prostoru Matm×n je definována
jako

‖A‖F :=
√
〈A,A〉 =

m∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij .

(c) viz MB102 – tzv. L2-norma v prostoru C [a, b] je definována
jako

‖f ‖L2 :=
√
〈f , f 〉 =

√∫ b

a
f 2(x) dx .
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Podobně jako v prostoru Rn i v libovolném vektorovém prostoru se
skalárńım součinem plat́ı Cauchyova nerovnost.

Věta (Cauchy-Schwarzova)

Je-li V vektorový prostor se skalárńım součinem, potom pro
libovolné dva vektory u, v ∈ V plat́ı

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖,

p̌ričemž rovnost nastane právě když jsou vektory u a v lineárně
závislé (tj. jeden z nich je násobkem toho druhého).

Definice

Na základě Cauchyovy nerovnosti definujeme úhel (též odchylka)
mezi dvěma vektory u a v jako č́ıslo ϕ ∈ [0, π] splňuj́ıćı

cosϕ =
〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

.
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libovolné dva vektory u, v ∈ V plat́ı

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖,
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Pythagorova věta

Věta

Je-li V vektorový prostor se skalárńım součinem, potom pro
libovolné dva vektory u, v ∈ V , u ⊥ v, plat́ı

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Důkaz.

Důkaz je snadný, nebot’

‖u + v‖2 = 〈u + v , u + v〉 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈v , u〉︸ ︷︷ ︸
=0

+〈v , v〉 =

= ‖u‖2 + ‖v‖2.
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Pythagorova věta
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Normované vektorové prostory

Viděli jsme, že norma vektoru je p̌rirozeným způsobem dána
skalárńım součinem. Na daném vektorovém prostoru ovšem mohou
existovat i daľśı normy, které nap̌r nemusej́ı pocházet z nějakého
skalárńıho součinu. Př́ıpadně taková norma může být korektně
definována na vektorovém prostoru, na kterém skalárńı součin
definovat nelze.

Definice

Bud’ (V ,+, ·) vektorový prostor. Zobrazeńı ‖ · ‖ : V → R
nazýváme norma (též délka), pokud má následuj́ıćı vlastnosti:

(i) je tzv. pozitivně definitńı, tj.

‖u‖ ≥ 0, p̌ričemž ‖u‖ = 0 ⇔ u = 0,

(ii) je pozitivně homogenńı, tj. ‖a . u‖ = |a| . ‖u‖,
(iii) splňuje trojúhelńıkovou nerovnost, tj. ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.
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Viděli jsme, že norma vektoru je p̌rirozeným způsobem dána
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Norma na prostoru V tedy p̌rǐrazuje každému vektoru u ∈ V
(objekt̊um z prostoru V ) reálné č́ıslo ‖u‖. Ově̌rte si, že norma
definovaná pomoćı skalárńıho součinu splňuje výše uvedené
vlastnosti normy.
Jak uvid́ıme ńıže, na některých vektorových prostorech lze
definovat v́ıce (i nekonečně mnoho) r̊uzných norem ‖ · ‖, zat́ımco
na jiných prostorech normu v̊ubec definovat nelze. Vektorový
prostor V , na kterém je definována (nějaká) norma pak nazýváme
normovaný vektorový prostor.

Viděli jsme některé normy, které jsou na daném vektorovém
prostoru indukovány skalárńım součinem. Následuj́ıćı p̌ŕıklady jsou
také normy na p̌ŕıslušných prostorech (ale tyto normy už nejsou
indukovány skalárńım součinem).
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Př́ıklad

1 V prostoru Rn můžeme definovat nap̌r. následuj́ıćı normy: pro
u = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

‖u‖1 :=
n∑

i=1

|xi | tzv. 1–norma,

‖u‖∞ := max
1≤i≤n

|xi | tzv. stejnoměrná norma,

‖u‖p :=

(
n∑

i=1

|xi |p
)1

p

tzv. p–norma (pro p ≥ 1).

Norma ‖ · ‖2 uvedená v p̌redchoźım p̌ŕıkladu je speciálńım
p̌ŕıpadem p–normy pro p = 2. Jako jediná je odvozena ze
skalárńıho součinu. Norma ‖ · ‖1 je žrejmě také p-norma pro
p = 1. V prostorech s normou ‖ · ‖p s p 6= 2 ale nap̌r. neplat́ı
Pythagorova věta. Obdobně lze p–normu nebo stejnoměrnou
normu definovat i pro prostor matic nebo spojitých funkćı.
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Ortogonálńı množina vektor̊u

Definice

Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem 〈·, ·〉. Množina
vektor̊u {u1, . . . , uk} ⊆ V se nazývá ortogonálńı množina
vektor̊u, pokud ui ⊥ uj pro všechny indexy i 6= j .

Věta

Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem 〈·, ·〉. Potom
jsou nenulové vektory v libovolné ortogonálńı množině prostoru V
lineárně nezávislé.

Důkaz.

Snadný: je-li {u1, . . . , uk} ⊆ V ortogonálńı, pak z
a1 u1 + · · ·+ ak uk = 0 dostaneme skalárńım vynásobeńım s
vektorem uj (pro libovolné j)
a1 〈u1, uj〉+ · · ·+ aj 〈uj , uj〉+ · · ·+ ak 〈uk , uj〉 = 〈0, uj〉 = 0, a tedy
aj ‖uj‖2 = 0, odkud aj = 0.
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vektor̊u, pokud ui ⊥ uj pro všechny indexy i 6= j .

Věta

Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem 〈·, ·〉. Potom
jsou nenulové vektory v libovolné ortogonálńı množině prostoru V
lineárně nezávislé.

Důkaz.

Snadný: je-li {u1, . . . , uk} ⊆ V ortogonálńı, pak z
a1 u1 + · · ·+ ak uk = 0 dostaneme skalárńım vynásobeńım s
vektorem uj (pro libovolné j)
a1 〈u1, uj〉+ · · ·+ aj 〈uj , uj〉+ · · ·+ ak 〈uk , uj〉 = 〈0, uj〉 = 0, a tedy
aj ‖uj‖2 = 0, odkud aj = 0.
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Definice

Ortogonálńı množina vektor̊u {u1, . . . , uk} ⊆ V se nazývá
ortonormálńı množina, pokud maj́ı všechny vektory ui velikost 1,
tj. ‖ui‖ = 1.

Poznámka

Zřejmě plat́ı jednoduché tvrzeńı, že z každé ortogonálńı množiny
lze vytvǒrit množinu ortonormálńı, protože stač́ı každý vektor
znormalizovat, tj. ḿısto množiny {u1, . . . , uk} ⊆ V vźıt množinu{

1

‖u1‖
u1, . . . ,

1

‖uk‖
uk

}
.
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Př́ıklad (Fourierova analýza)

Ve vektorovém prostoru C [−L, L] uvažujme skalárńı součin

〈f , g〉 :=
1

L

∫ L

−L
f (x) . g(x) dx tj. váhová funkce je w(x) ≡ 1

L
.

Potom množina funkćı{ 1√
2
, cos

nπx

L
, sin

nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . .

}
tvǒŕı ortonormálńı množinu.
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Ortonormálńı báze

Proč je výhodné pracovat ve vektorovém prostoru se skalárńım
součinem s ortonormálńı báźı ukazuj́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta

Je-li u = (u1, . . . , un) ortonormálńı báze vektorového prostoru V ,
potom jsou soǔradnice libovolného vektoru w ∈ V v bázi u dány
pomoćı skalárńıho součinu vektoru w s bázovými vektory ui , tj.

[w ]u = (a1, . . . , an)T , kde ai = 〈w , ui 〉, ∀i = 1, . . . , n.

Důsledek

Skalárńı součin dvou libovolných vektor̊u v ,w ∈ V , kde
dim V = n, je roven skalárńımu součinu vektor̊u jejich soǔradnic (v
Rn) vzhledem k nějaké ortonormálńı bázi u prostoru V , tj.

〈v ,w〉V = 〈[v ]u, [w ]u〉Rn .
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Ortogonálńı matice

Definice

Čtvercová matice Q řádu n je ortogonálńı matice, pokud jej́ı
sloupce tvǒŕı ortonormálńı množinu vektor̊u v Rn, tj. pokud plat́ı

QT Q = I , tj. Q−1 = QT .

Poznámka

Ze vztahu QT Q = I plyne, že každá ortogonálńı matice je
regulárńı a že determinant každé ortogonálńı matice je bud’ 1 nebo
−1, nebot’

1 = |I | = |QT Q| = |QT | . |Q| = |Q|2.
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Př́ıklad

(a) Matice rotace v R2 o úhel ϕ v kladném směru

Q =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
je ortogonálńı matice a tedy plat́ı

Q−1 = QT =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

(b) Tzv. permutačńı matice jsou ortogonálńı, nap̌r.

(
0 1
1 0

)
,

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,


0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0

 ,

Permutačńı matice vzniknou z jednotkové matice I tak, že se
p̌rehážou jej́ı řádky (nebo sloupce).
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Věta

Je-li Q ortogonálńı matice řádu n, potom plat́ı

〈Qx ,Qy〉 = 〈x , y〉 pro všechny vektory x , y ∈ Rn,

‖Qx‖2 = ‖x‖2 pro všechny vektory x ∈ Rn.

Důkaz.

Plyne snadno z p̌redchoźıch tvrzeńı.

Poznámka

Z p̌redchoźıho plyne jako velmi speciálńı p̌ŕıpad intuitivně žrejmé
tvrzeńı, že rotaćı v R2 se neměńı délka vektor̊u.
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Projekce vektoru na podprostor

Věta

Necht’ W je podprostor vektorového prostoru V a necht’ je dán
vektor v ∈ V . Je-li u = (u1, . . . , uk) ortonormálńı báze podprostoru
W , potom má vektor p ∈W , který je nejbĺıže k vektoru v, tvar

p = a1 · u1 + · · ·+ ak · uk , kde ai = 〈v , ui 〉, i = 1, . . . , k .

Plat́ı tedy, že

[p]u =

a1
...

ak

 =

〈v , u1〉
...

〈v , uk〉

 .
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Důkaz.

Protože je V = W ⊕W⊥, můžeme vektor v napsat jediným
způsobem jako součet

v = p + w , kde p ∈W , w ∈W⊥.

Protože jsou bázové vektory ui ∈W , je ui ⊥ w , tj. 〈ui ,w〉 = 0
∀i = 1, . . . , k .

Na druhou stranu, vektor p ∈W můžeme vyjáďrit jako lineárńı
kombinaci bázových vektor̊u u1, . . . , uk , tj.

p = a1 u1 + · · ·+ ak uk ,

odkud již plyne vztah

〈v , ui 〉 = 〈p, ui 〉+ 〈w , ui 〉︸ ︷︷ ︸
=0

= a1 〈u1, ui 〉+ · · ·+ ak 〈uk , ui 〉

= ai 〈ui , ui 〉 = ai ‖ui‖2 = ai ∀i = 1, . . . , k .
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Poznámka

Z důkazu plyne, že pokud by báze podprostoru W nebyla
ortonormálńı, ale jen ortogonálńı , potom pro koeficienty ai ve
vyjáďreńı projekce p plat́ı

ai =
〈v , ui 〉
〈ui , ui 〉

=
〈v , ui 〉
‖ui‖2

.

Tedy projekce p vektoru v na podprostor W je pak tvaru

p =
〈v , u1〉
〈u1, u1〉

· u1 + · · ·+ 〈v , uk〉
〈uk , uk〉

· uk .
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Vzdálenost a odchylka vektoru od podprostoru

Definice

Č́ıslo v(v ,W ) := ‖v − p‖ nazýváme vzdálenost vektoru v od
podprostoru W . Odchylka vektoru v od podprostoru W je
definována jako úhel, který sv́ırá vektor v se svou projekćı p na
podprostor W , tj. je to úhel ϕ ∈ [0, π

2 ], pro který je

cosϕ =
‖p‖
‖v‖

.
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Gram-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

V p̌redchoźım jsme viděli, že pro nalezeńı projekce daného vektoru
v na podprostor W poťrebujeme znát ortonormálńı bázi
podprostoru W . V tomto odstavci si ukážeme, jak z libovolné
báze podprostoru W zkonstruovat bázi ortogonálńı (a poté bázi
ortonormálńı). Tento proces se nazývá Gram-Schmidt̊uv
ortogonalizačńı proces.
Pro popis tohoto ortogonalizačńıho procesu neńı žrejmě poťreba se
omezovat na báze a podprostor W , ale můžeme uvažovat
libovolnou množinu lineárně nezávislých vektor̊u v prostoru V .

Necht’ jsou tedy dány lineárně nezávislé vektory u1, . . . , un ∈ V .
V prvńı fázi najdeme ortogonálńı množinu vektor̊u v1, . . . , vn

takovou, že
〈v1, . . . , vn〉 = 〈u1, . . . , un〉,

tj. ortogonálńı vektory v1, . . . , vn generuj́ı stejný podprostor jako
původńı vektory u1, . . . , un.
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Gram-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

1. Položme v1 := u1 , tj. prvńı vektor se neměńı.

2. Najděme projekci p1 vektoru u2 na podprostor W := 〈v1〉.
Podle p̌redchoźıho je

p1 =
〈u2, v1〉
〈v1, v1〉

· v1.

Potom vektor

v2 := u2 − p1 = u2 −
〈u2, v1〉
〈v1, v1〉

· v1

splňuje podḿınky v2 ⊥ v1 a 〈v1, v2〉 = 〈u1, u2〉.
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2. Najděme projekci p1 vektoru u2 na podprostor W := 〈v1〉.
Podle p̌redchoźıho je
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Gram-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

k. Pokud již máme zkonstruovány ortogonálńı vektory v1, . . . , vk

takové, že
〈v1, . . . , vk〉 = 〈u1, . . . , uk〉,

pak najděme projekci pk vektoru uk+1 na podprostor
W := 〈v1, . . . , vk〉. Tou je

pk =
〈uk+1, v1〉
〈v1, v1〉

· v1 + · · ·+ 〈uk+1, vk〉
〈vk , vk〉

· vk .

Potom je vektor

vk+1 := uk+1 − pk = uk+1−
〈uk+1, v1〉
〈v1, v1〉

·v1−· · ·−
〈uk+1, vk〉
〈vk , vk〉

·vk

kolmý na všechny p̌redchoźı vektory v1, . . . , vk a splňuje
podḿınku

〈v1, . . . , vk+1〉 = 〈u1, . . . , uk+1〉.
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Př́ıklad

Určete ortonormálńı bázi podprostoru W = 〈u1, u2, u3〉 ⊆ R4,
p̌ričemž

u1 =


1
1
1
1

 , u2 =


−1
4
4
−1

 , u3 =


4
−2
2
0


a následně projekci vektoru

v =


−1
2
3
4


na podprostor W , vzdálenost vektoru v od podprostoru W a
odchylku vektoru v od podprostoru W .
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