Typy priklada pro 1. é¢ast pisemky ke zkouSce z MA 1

-

. Realna a komplexni ¢éisla.

Udejte priklad mnoziny A C R takové, ze sup A =1, inf A = —1, pficemz 1 &€ A,
—-1e€ A

. Uréete supremum mnoziny A = {0, 5; 0, 55; 0, 555; 0,5555;. .. }.

—

v . Ve 2 .
. Urcete supremum a infimum mnoZiny A = {3 sin(3* + 7), n € N}.

2
4. Reste nerovnost EEL(E42) (2-5) <0
5

(z—1)%(x+4)
. Reste nerovnost |z + 1| + |z — 2| < 5.

II. Mnohoc¢leny a racionalni lomené funkce.

1. Urcete mnohoclen s redlnymi koeficienty, jehoz koreny jsou oy = 1, ag =1 — 4,
pricemz kotfen «; je dvojnasobny.

2. Provedte déleni mnohoé&lenti (z* + 23 + 422 + 42 + 1) : (22 —z + 1).

3. Napiste tvar rozkladu na parcidlni zlomky racionalni lomené funkce
(neur¢ité koeficienty nepocitejte).

4. Rozhodnéte, zda o = —1 je kofenem mnohoélenu P(z) = x¢ — 225+ 52* — 823 +
522 — 22 + 1, pokud ano, urcete jeho nasobnost.

5. Pomoci Hordnerova schématu vypo&téte P(2), je-li P(z) = x®+42*—222—3z+1.
Popiste postup vypoctu a tento postup zdivodnéte.

6. Urdete kofeny polynomu 25 — 23 — 2.

1
28 +2z1 422

III. Limita a spojitost.
1. Udejte priklad funkce f : R — R, pro niz lim,_,14 f(z) = oo, limy 41— f(z) =
—1.
2. Vypoctéte limity a) limg_, 14 arctgl_l%w, b) limg, 1+ ==l
2cosz, z >0,
sisine 4
4. Udejte priklad funkce f : R — R, kterd m4 limitu v bodé x = 1 a v zZddném
jiném bodé limitu nema.
5. Udejte priklad funkci f, g takovych, Ze lim,_, o f(z) = 0o, limgy o g(z) = 00 a
limg o0 (f(2) — g(x)) neexistuje.
6. Udejte ptriklad funkce f : R — R, ktera je spojitd v bodech x =1lazx =2av
zddném jiném bodé neni spojité.
7. Vypod&téte limg_, oo (V22 + 5z + 5 — V22 + 31 — 2).
. Uréete body nespojitosti a jejich druh pro funkce a) arctg %, b) x cotgz.
9. Formulujte prvni Bolzanovu vétu a pomoci této véty rozhodnéte, ve kterém z
intervali a) [—2,—1] b) [-1,1], ¢) [1,3] lezi (jediny) redlny kofen polynomu
23 + 2z + 2. Odpovéd zdivodnéte.
10. Rozhodnéte, zda plati toto tvrzeni: KaZdy polynom lichého stupné md alespon
jeden redlny koten. Pokud ano, tvrzeni dokaZte, pokud ne, uvedte protiptiklad.
11. Vypoctéte lim,_,o x sin %

3. Rozhodnéte, zda funkce f(x) = { je spojitd v bodé = = 0.

Qo

x+sinx

12. Vypoététe limity a) limg_1 12—, b) limg_e0 & St

IV. Posloupnosti.
1. Udejte priklad posloupnosti a,, takové, Ze ¢isla +1 jsou hromadnymi body posloup-
nosti a a, ¢ {—1,1} pro Vn € N.
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3.

Vypottéte limity: a) limp o0 7omigs D) limn o0 +12n2+1

Udejte priklad posloupnosti a,, majici nekone¢né mnoho hromadnych bodi.
Udejte priklad posloupnosti ay,, b, takovych, Ze a,, — oo, b, — 0 alim, o (a,by,)
neexistuje.

Udejte priklad posloupnosti a,,, pro niz lim sup a,, = oo, liminf a,, = 0.

V. Zakladni vlastnosti funkci.

1.

Guls N

2

10.

Urcete intervaly, kde je dana funkce prosta a na téchto intervalech urcete funkci
. , 2
inverzni: f(z) = e® t42+4,

Uréete inverzni funkei k funkei f(z) = arcsin 27

Rozhodnéte, zda je dand funkce sudé nebo hcha. f(z) = |23 =2 arcsin g
Urcete nejmensi periodu funkce f(z) = sin 3z + tg2z.

Rozhodnéte, zda plati toto tvrzeni: Je-li p > 0 periodou funkce f, pak je peri-
odou 1 cislo np pro Vn € N.

f(@) = S, (@) = S/ (f(@)...). Urtete f°(a)

Udejte priklad nekonstantni funkce f : R — R takové, Ze kazdé kladné raciondalni
¢islo je jeji peroidou.

. Nactnéte grafy funkci a) y = }f—i, b) y = —22 + 4z + 5.

Udejte priklad rostoucich funkei f,g : R — R takovych, ze f — g je periodicka s
periodoy .
Udejte priklad funkce f : R — R, ktera je soucasné suda i licha.

VI. Elementarni funkce.

SOtk N =

Naértnéte grafy funkci a) y = sin z_T“/Z, b) y = arcsin 232,

z+1 s

2z4+1 4°

Urcete defini¢ni obor y = \/ arctg

Urcete, pro kterd = plati logz w+2 < 1.
Rozhodnéte, pro ktera a plati identita cosa = ,/W.

Reste rovnici 2 arccos(z? — 322 + 2) =
Nacrtnéte grafy funkei y = arctg (tgz), y = tg (arctgx).

VII. Derivace funkce, L’Hospitalovo pravidlo.

1.
2.

w

10.
11.

© 0N o

L - sinz, x>0,
Rozhodnéte, zda existuje f'(0), je-li f(x) = {
r, <0
Udejte priklad funkce f : R — R, kterd méa derivaci v bodé x = —1 a v zddném

jiném bodé derivaci nem4.*
Urcete rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce y = 2” v bodé x = 1.
Udejte piiklad funkce f : R — R, kterd je spojitd v bodé z = 0, ale f'(0)
neexistuje.
Udejte piiklad funkce f : R — R takové, Ze f'(z) existuje pro vSechna z € R
ale f”(2) neexistuje.
Udejte priklad funkce f : R — R takové, ze f/ (0) =0, f.(0) =1
Y= 1+ . Uréete y(100),
Urcete Cislo ¢ € (0,1) z Lagrangeovy véty, je-li [a,b] = [0,1], f(z) = \/z.
Pomoci vzorce pro derivaci inverzni funkce odvodte vzorec [arctgz]’ = 14-%
Pfimo z definice derivace dokazte vzorec a) () = — 2. b) (cosz) = —sinz.

1

Vypoctéte a) limg o4 2%, b) limg_,14 27-%



VIII. Pribéh funkce, extrémy.

1.
2.

10.

11.

Uréete pocet realnych kotenti kubické rovnice z2 — 12z + 8 = 0.
Udejte ptiklad funkce jejiz asymptotou v +o0 je pfimka y = x + 1 a asymptotou
v —oo je primka y = 0.

. Urcete intervaly, kde je funkce ln% konvexni a konkavni.
Urcete absolutni maximum a minimum funkce f(z) = z — 1 — y/z na intervalu

[0, 1].

Udejte priklad funkce f : R — R, pro niz f'(0) = 0, ale v bodé z = 0 nenastava
lokalni extrém.

Rozhodnéte, zda plati tvrzeni: Je-li funkce f rostouci na intervalu (a,b) a v
kazdém bodé (a,b) ezistuje f', pak f'(z) > 0 pro vSechna x € (a,b). Pokud ano
dokazte, pokud ne, udejte protipriklad.

. sinz, prox # 5, | 5 L
Rozhodnéte, zda funkce f(z) = mé v bodé z = 7§ lokdlni
0, proz =75

extrém, pokud ano, rozhodnéte, zda je to minimum nebo maximum.

. Pro funkci f : R — R plati f/(zo) = --- = f®(z0) = 0, f®)(x¢) > 0. Rozhod-

néte, zda ma funkce f v xy lokalni extrém.

Udejte priklad funkce f : R — R, kterd ma na intervalu (—m,7) pravé 3 lokalni
ostrd minima a pravé jedno ostré lokalni maximum.

Funkce f,g : R — R jsou konvexni a existuji f”,g"”. Udejte dostateénou pod-
minku, aby sloZenda funkce f(g(x)) byla konvexni.

Kladné cislo a rozlozte na soucet dvou scitanct tak, aby jejich soucin byl ma-
ximalni.

IX. Diferencial a Tayloriv mnohoé¢len v R!.

1.
2.

NS o

Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné arcsin 0, 47.

l—cosz x>0, i
Rozhodnéte, zda funkce f(x) = je diferencovatelna v bodé

—x2, z<0
x = 0, pokud ano, urcete df (0).

Napiste Maclauriniv rozvoj funkci f(z) = e®, f(x) = 1g(1+ z) (vCetné zbytku v
Lagrangeové tvaru).

Urcete Taylortiv mnoho¢len 2. stupné funkce f(x) = 2® v bodé zo = 1.

Pomoci Taylorova mnohoclenu 2. stupné vypoctéte priblizné arctg1, 05.

Ur&ete horni odhad chyby pii p¥iblizném vyjadrenf e ' ~ 1 — 3 + 2.

Urcete rovnici tecny ke kiivce dané parametricky x = cost, y = 2sint v bodé
2,v3l

Rozhodnéte, zda kfivka x = ¢ +sint, y = cos 2t v okoli bodu [1+ 7, —1] lezi pod
te¢nou nebo nad te¢nou v tomto bodé.

X. Primitivni funkce.

AN o e

Urcete primitivni funkci k funkei f(z) = |z — 1.
Udejte priklad funkce f : R — R k niz neexistuje primitivni funkce. Zdivodnéte.
Vypoctéte a) [arcsinzdz, b) [ 222 dg.

1+cosz
Vypoététe [ Va? — z2dz.
Vypottéte [ 5 52— dr.
Vypoététe [ sin 4z sin 3z du.




a

7.

8.

9.
10.

Integral f \/x2— transformujte vhodnou substituci na integral z raciondlni

lomené funkce (Vznikly integral uz nepoditejte).
[0 f(=) de
J:R — R je spojita v bodé xo. Vypoctéte limp o =0—F——.

Vypoctéte [ z3v/1+ 22 dz.

Vhodnou substituci pfevedte [ % dz na integral z racionalni lomené funkce.

(Vznikly integral uz nepoditejte).

XI. Riemannuv integral, aplikace.

1.
2.

Udejte piklad funkce, pro nfz [*f(z) dz = —3, [, f(z) dz = 1.

Udejte ptiklad funkce f, kterd neni integrovatelna na [0, 1], ale |f| je zde inte-

grovatelna.

flx) = |z|, I = [-1,1], D, = {-1 ——,...,——,0,711,...,"7_1,1}. Urcete
5(£,Dn), S(f, Dn).

Vypo&tste [~ lg z+1)dz.

Pomoci uréitého integralu odvodte vzorec pro vypocet objemu koule s polomé-

rem R.

Pomoci uréitého integralu odvodte vzorec pro vypocet obvodu kruznice s polo-

mérem K.

Pomoci urcitého integralu odvodte vzorec pro vypocet povrchu plasté komolého

kuzele s poloméry podstav R a r a vyskou h.

Rozhodnéte, zda konverguje nevlastni integral f1 diwm.

. Rozhodnéte, pro kterd a konverguje integral fo o
. Pomoci uréitého integralu odvodte vzorec pro vypocet plochy elipsy s poloosami

aab.

Cvicéna pisemka ¢. 1 ke zkousSce z MA 1

I. éast. (Kazdy piiklad 1 bod).

1. Napiste tvar rozkladu na parcidlni zlomky funkce

3 v z
% (neurcité koefi-
cienty neurcujte).

. Urcete intervaly, kde je danad funkce prosta a zde urcete funkce inverzni:

y = In(z? + 2z + 2).
Udejte priklad funkce f: R — R, pro niz lim,_,;_ f(z) neexistuje a
limg 14 f(z) = 1.

$2

4. Urcete rovnici tecny ke grafu funkce y = == v bodé [2, 4].

ot

10.

1 !/

. P¥imo z definice odvodte vzorec pro derivaci (5) .

Urcéete Taylortiv. mnohoclen druhého stupné se stfedem zy = 0 funkce
y =lg(z + V1+ 22).

Udejte priklad funkce f : R — R, jejiz asymptoty bez smérnice jsou x =1, = =
—1 a primka y = 0 je asymptotou pro x — oo i £ — —o0.

Vypoététe [ arctgz dz.

. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci kiivky y = sinz, = € [0, 7], kolem osy

x.
Vypoctéte nevlastni integral fooo re *dx



II. ¢ast.
1. (3b.) Derivujte a upravte

1+ coszx 1 cosx
y=1In/ 2% 0
sin 2sin” ¢

2. (3b.) VySetfete pribéh funkce

e2(:1:+1)
YT @ r1)

3. (4b.) Vypoctéte

/2 CoS T
—3 — ——dx.
n/6 SIN°T +SIN" T +sinw
Cvicéna pisemka ¢. 2 ke zkousce z MA 1

I. Cast. (Kazdy piiklad 1 bod).

1. Uréete kofeny polynomu z* — 722 — 8.

2. Pomoci A a ¢ definujte lim, 1 f(z) = oo. Udejte konkrétni piiklad funkce
spnujici tento vztah a nacrtnéte jeji graf v okoli bodu =z = 1.

3. Udejte priklad posloupnosti a,, majici pravé 3 hromadné body 0,1,3, pricemz
an ¢ {0,1,3} pro Vn € N.

4. Nacrtnéte graf funkce y = arcsin %

5. Urcete ¢islo ¢ z Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté pro funkci f(z) = z3 na

intervalu [a, b] = [0, 1].
. Pomoci diferencidlu vypoctéte ptiblizné /4, 05.
Urcéete Maclaurentiv rozvoj (véetné zbytku) funkce f(x) = e®.

8. Integral [ %1 - \/‘% transformujte vhodou substituci na integral z racionalni lomené

funkce. (Vznikly integrél z rac. lomené funkce uz nepocitejte).
9. Pomoci urditého integralu odvodte vzorec pro vypodcet objemu kuzele s polomé-
rem podstavy R a vyskou h.
10. Udejte ptiklad funkei f, g, které nejsou integrovatelné na intervalu [0, 1] a jejich
soucet f 4+ g je zde integrovatelny.

~ o

I1. Cést.
1. Vypoctéte limity (2b. + 2b.)

. mr \” .1/ 1 1
a) lim [ arctg , b lim - ——-——.
T—00 dr +1 z—0+ 2 \slnx tgx

2. (3b.) Do piilkruhu o poloméru R vepiste lichob&Zznik s maximalnim obsahem.
Tento obsah urlete. (Zakladna lichobéZnika je totoZné s priamérem pulkruhu).

3. (3b.) Urcete v jakém poméru d&li parabola y> = 2z plochu kruhu z? + y? = 8.



