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Pro R? je determinant matice A zobrazeni

detA =

a b
d

’:ad—bc.

Prozrazuje napr., jestli umime najit inverzi k A.

Vzorec |ze Cist tak, Ze postupné sestavime poradi, ve kterém
bereme prvky ze sloupctl po jednotlivych fadcich, opatfime
znaménkem a vse seCteme.

Stejné budeme Cinit pro vyssi dimenze.
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Bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyvd permutace
mnoziny X.

Berme X = {1,2,...,n} a piSme permutace pomoci vysledného
poradi ve formé tabulky:

<a(11) 0(22) N a{ln)>'
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Bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyvd permutace
mnoziny X.

Berme X = {1,2,...,n} a piSme permutace pomoci vysledného
poradi ve formé tabulky:

Transpozice je takovd permutace, Ze existuji pravé dva rGzné prvky
x,y € X s o(x) =y a o(z) = z pro viechna ostatni z € X. Cyklus
je permutace, ve které se jejim opakovanim kazdy prvek postupné
dostane na vsechny pozice.

Kazda permutace je slozenim cykld, kazdy cyklus je slozenim
transpozic.
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Bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyvd permutace
mnoziny X.

Berme X = {1,2,...,n} a piSme permutace pomoci vysledného
poradi ve formé tabulky:

Transpozice je takovd permutace, Ze existuji pravé dva rGzné prvky
x,y € X s o(x) =y a o(z) = z pro viechna ostatni z € X. Cyklus
je permutace, ve které se jejim opakovanim kazdy prvek postupné
dostane na vsechny pozice.

Kazda permutace je slozenim cykld, kazdy cyklus je slozenim
transpozic.

Parita (znaménko) permutace je ddna sudym nebo lichym poctem
transpozic, ze kterych se sklada.
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Priklad 1. Napiste permutaci
1 23 45
pP= (3 1 25 4>

jako slozeni transpozic. Je tato permutace suda nebo licha?
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Pro matici A = (aj;) dimenze n nad K je jeji determinant skalar

det A = |A|
Al =" sen(0)a1o(1)  320(2) *** Ano(n)
O’EZn
kde ¥, je mnozina véech moznych permutaci na {1,...,n} a

znaménko sgn je jeji paritou.
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Pro matici A = (aj;) dimenze n nad K je jeji determinant skalar

det A = |A|
Al =" sen(0)a1o(1)  320(2) *** Ano(n)
O’EZn
kde ¥, je mnozina véech moznych permutaci na {1,...,n} a

znaménko sgn je jeji paritou.
Kazdy z vyrazil sgn(0)ais(1) - 324(2) " * * @no(n) Nazyvame Elen
determinantu |A|.
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Podobné pro n = 3 se d4 uhodnout (chceme linearitu v kazdém
sloupci a antisymetrii)

d11 412 4ai13
ar1 a2 az3| =+ 311822333 — a134a22331 + 313821832
a1 a3 ass

— 811823332 + a12a23a31 — 312321333.

Tomuto vzorci se fika Saarusovo pravidlo.
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Pro kazdou matici A = (a;;) typu m/n na skalary z K definujeme
matici transponovanou k A. Jde o matici AT = (ajj) s prvky

aj; = aji typu n/m.
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Pro kazdou matici A = (a;;) typu m/n na skalary z K definujeme
matici transponovanou k A. Jde o matici AT = (ajj) s prvky
aj; = aji typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyva symetricka.

Jestlize plati A= —AT, pak se A nazyva antisymetricka.
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Theorem

Pro kaZdou Ctvercovou matici A plati
0 |AT|=|A
@ Je-li jeden Fidek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |A| = 0,

’

© Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou radka, pak
Al =—[B

@ Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim radku skalarem
a€kK, pak |B| = alA

© Jsou-li prvky k-tého fadku v A tvaru ayj = cij + byj a vSechny
ostatni fadky v maticich A, B = (bj;), C = (cjj) jsou stejné,
pak |A| = |B| +|C

@ Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému fadku
A linearni kombinaci ostatnich radka.

’

7

’
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Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je

jedinym nenulovym ¢lenem determinantu ten, ktery odpovida
identické permutaci:

|A| 2311.322....ann_

To dava efektivni metodu vypoctu determinanti pomoci Gaussovy
elimina¢ni metody.

Priklad 2. Spoctéte nékolik determinanti volné zvolenych matic
metodou prevedeni na schodovity tvar.
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Cauchyova véta

Necht A = (ajj), B = (bjj) jsou Ctvercové matice dimenze n nad
okruhem skalari K. Pak |A- B| = |A] - |B].

Priklad 3. Spoctéte pomoci Cauchyovy véty, jak méni hodnotu
determinantu elementdrni Gpravy matic.

Priklad 4. Spoctéte bez Caychyovy véty i s ni determinant soucinu
dvou volné vybranych matic 3x3.
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Definition (Minory a algebraické dopliiky matice)

Necht A = (ajj) je matice typu m/nal<i <...<ix <m,
1 <j; <...<J;<njsou pevné zvolena prirozena Cisla. Pak matici

iy Qigjp -+ igy
M = . .
Aji Ay -0 Qi
typu k /¢ nazyvame submatici matice A uréenou radky iy, ..., ik a

sloupci ji, . . -, jo-
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Definition (Minory a algebraické dopliiky matice)

Necht A = (ajj) je matice typu m/nal<i <...<ix <m,
1 <j; <...<J;<njsou pevné zvolena prirozena Cisla. Pak matici
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sloupci ji, . . -, jo-

Zbyvajicimi (m — k) fadky a (n — /) sloupci je uréena matice M*
typu (m — k)/(n — ¢), ktera se nazyvé doplitkova submatice k M
v A. Pfi k = ¢ je definovan |M|, ktery nazyvame subdeterminant
nebo minor rddu k matice A.
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Definition (Minory a algebraické dopliiky matice - pokracovéni)

Je-li m = n, pak pfi k =/ je i M* ¢tvercovd a |[M*| se nazyva
dopInék minoru |M|, nebo dopliikovy minor k submatici M v matici
A. Skalar

(— 1)t Hickibti v

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Submatice tvorené
prvnimi k radky a sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich
determinanty hlavni minory matice A.
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Definition (Minory a algebraické dopliiky matice - pokracovéni)

Je-li m = n, pak pfi k =/ je i M* ¢tvercovd a |[M*| se nazyva
dopInék minoru |M|, nebo dopliikovy minor k submatici M v matici
A. Skalar

(— 1)t Hickibti v

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Submatice tvorené
prvnimi k radky a sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich
determinanty hlavni minory matice A.

PFi specialni volbé k = ¢ =1, m = n hovofime o algebraickém
dopliiku Aj; prvku a; matice A.
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Laplaceova véta

Necht A = (ajj) je Ctvercovd matice dimenze n nad libovolnym
okruhem skaldri a necht je pevné zvoleno k jejich rddki. Pak |A|
je soucet vsech () soucind (—1)*+ Fictitti. M| . |M*|
minort radu k vybranych ze zvolenych radki, s jejich algebraickymi
doplriky.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Laplaceova véta prevadi vypoclet |A| na vypocet determinanti
nizSiho stupné. Této metodé vypoctu se fika Laplacetuv rozvoj
podle zvolenych radki &i sloupcid. Napf. rozvoj podle i-tého radku
nebo i-tého sloupce:

n n
A= ajA; =) aiAi
j=1 j=1

kde Aj; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1)
ajj. Pri praktickém poditani determinant( byva vyhodné
kombinovat Laplacellv rozvoj s pfimou metodou pricitani linearnich
kombinaci fadkd ¢&i sloupcd.
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Priklad 5. Spoctéte nékolik determintii matic metodou Laplaceova
rozvoje, resp. kombinaci s eliminaci.
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Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (aj;;) dimenze n definujeme
matici A* = (a};), kde aj; = Aj; jsou algebraické doplitky k prvkim
aji v A. Nazyvame ji algebraicky adjungovana matice k matici A.
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Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (aj;;) dimenze n definujeme
matici A* = (a};), kde aj; = Aj; jsou algebraické doplitky k prvkim
aji v A. Nazyvame ji algebraicky adjungovana matice k matici A.

Theorem
Pro kazdou ctvercovou matici A nad okruhem skalari K plati

AA* = A*A = |A| - E.

Zejména tedy
@ Al existuje jako matice nad okruhem skalari K pravé, kdyz
|A|71 existuje v K.
Q Pokud existuje A=Y, pak plati A=l = |A|~1 - A%,
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Priklad 6. Ovérte existenci inverzni matice pro konkrétni priklady
nad okruhy skaldri Z, a Z.
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