je FeSenim diferen-

1. Zjistéte, kterd z funkei  fi(z) =77, fa(z) = cosz, fi(z) =Inz

cialni rovnice yy" —y'y" =0.

. Provéite, zda je zadana funkce f feSenim uvedené dif. rovnice

-2
3

fla)=2%  (b) 2z +3%%y =0, [lg)=2

flz)=e*+1L

(a) $3‘ym +m2yn . 3.’:3}’ _ 3y =0,

" [} _ 2z
(c) y" +y' +2y =0, (d)y" -3y +2 =0, f(z)=>3e

, Najdéte obecné Fedeni zadané diferencidlni rovnice (pfipadné s pouzitim tabulek neuritych

integrali):

(a)y = - (b) ' = 6ze” (€) y" =€ +5
z
b _ g by_ s by _ o
(d}a-_-sm 2 (e) ds s*—2s+1 () dp"'_ﬁ -

(g) " =11 (h) y" =sinz (i) y" = 622 + 6z
o dy dy s dy 2 u
0 g =Vt 0 Fz=3-° 0 as=a*32

(m) (z—1)dy + zdz =0

(n) dy — sinffzdz =0

4. Najdéte obecné feSeni separovanych diferencidlnich rovnic (alesponi v implicitnim tvaru)

(a) ¥ = =%y* (b) ¥ = % i v %

@)y =y (&) ¥ = 5?— () =
=B wyee o
() ' =z ®) ¢ =yly-1) )y =Y tiy+s

(m) zdy —ydz =0

sin z

.
(p) v = oZy

5. Najdéte partikuldrni FeSeni zadané diferencidlni rovnice s pociteéni podminkou (podminkami)

(a)y = 62> + 2z +6, y(l)=18 (b) y" =15, y(2) =5, y(3) =10
CYSESEORS! @)y =V, u(1) =1, y(4) =8

(e) YVz =2y + vy, y(9) =4 (f) y" =10z, y(3) =1, ¢/(2) =12

(g) zdy +ydz =0, yle) =1, (h) % =25¢%, y(0) =4, y'(0) = -2
i)y =z, y(1)=3 G) v =15, y(2)=10, (1) =5

k) y" =6, y(1)=y@)=y(-1)=1 (1) v =1527%, y(1) =¢/(4) =¢"(9) =0
{m) % =6s+6t, y(3)=s,y'(3)=6 (n) i—y = %-, y(2) =‘10

(n) e**%dz = ¥ 1dy

(q) y'e*dz +dy =0

z?+2z+1 .

(o) e¥sinz dz — cos> zdy = 0

(r) 2%y —y2? =0



Reseni

}1 a fo 2. (a) ano, (b) ano,_ (c} ne, (d) ano.

(a) y=Inlz| - g;— + €, na (—00,0) U (0, +o0); (b) y = 6ze® — 6e* + C, na R;
cy:ez_f_s_z:_}.clx.}.cz’naR; dyz_w_}.i:.{.c’nan;
2 1 2

(e) y = In|s? -25+1[—-——+C' na (—oo,1) U (1, +o0); (f)y:a%p%*-%i+01p+02,
na (0, +co ); (8) v = 1“‘ +C122 + Coz + C3, na R; (h) y = cosz + C12%2 + Coz + C3, na R;
8t

Dy=% * 4 g3 +C;:t:+Cg,naR, (J)y=ﬁg+01:c + Caz + Cs, na (0, +00);

() y =555+ Cis + O

naR; () y=2uln|u| —2u+ 1; + C1u? + Cou + C3, na (—o0,0) U (0, +00);
(m)y‘-f:r:uln|:1:—-1|+C,na(~co,l)u(1,+oo); (n)yz—gi—“?-%";“éi-@-g-—‘-+0,naﬁ;
(0) y= -3¢ +C;

(a) i-;g—m‘+c-(b)Jgi:a;-m;(c)1n|y|=1n|z;+c;(d}2f=z+c-
(e) % =—cos:r+C’ (f) —e 3*’—:w:-I—C (g) siny = —cosz + C; (h) —e7¥ =e* + Cj
(i) lniy“1|— C+C; () e V=% +C; ( k)1n|m_|—z+c (1) 1n|!‘,+3|_‘,c—+ﬂ.,r

(m) viz uloha (c) (n) ——e .= —E_I“ +C; (o) —e¥ = 'cEsE +C

(p) S22 1§ = 152 4 £.4.C; (q) gy = §6 + G5 () =l =41 = § 4.
(a) y=22° + 2% + 60 +9; (b) y = 1 — 8 +40; (c)vi_—..za_’:g
(d)y—153:2"453;-}-45;(9)2\/‘__3;2+2\/-_20 ) y=%-
(g) Infyl=1-Inlz|; (h)y=e*—-Tz+3; () y=zlnz—z+4
) y= 32 —10z; (k) y = 2° — 222 — 5 +3; (1) y = 8z% — 4527 + 20z +17;
(m) y = t* + 35t — 18st — 21t + 285 + 36; (n) y* = z% + 96;




Linear ni rovnice 2.radu

: Najdéte obecné linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty 2. fadu

(a) y" - 5y +6y =0 (b) v =5y +6y =1
(o) Yoy —2 =0 @y -y -2y=z
(e)y' =3 =0 (f) v =3y =¢
@)y +4 +4y=0 (h) y" —4y' +8y =0
)y -4y +dy=1-z G)6y' =Ty —-3y=0
(k) o —dy = e (1) 8y" — 2y — 15y =0
(m) ¢!~y = 2?4+ z+1 (n) y' —y = ze”

L )y +9 =0 (p) y" +4y = 7*

' Najdéte partikularni feSeni zadané diferencilni rovnice vyhovujici po&4te¢ni podmince (pod-
| minkim)

@)y +y=q, y(0)=7 (b) y' =3y +2y=0, y(0)=1y(l)=e

L Dy -y=¢", y(l)=2e @y -y=0, y(1)=1 y(-1)=1

L@y y=1, y0)=3 y(E)=4 (Dy' -2 =z+9, y0)=11,y2)=-8
@y +2y=0, y(0)=3 (b) "~ 2 +y =4, y(0)=8, y()=e

Reseni:

2. (a) y=C1e* +C2e%%; (b)y=C1e® +Cre®* +}; () y=Cie " + Cpe™;
(d)y=Cie*+Ce®® -2+ 1 (e)y=C1+Coe’; (f) y=Ci+ Cre® — Je7;
(g)y= Cle:h-!-C’gzel‘?’; (h) y = C1e™ cos(2z) + C2e™ sin(2z); (i) y = C1e™* +Caze®* — £;
(G) y = C1e1® + Cre™3%; (k) y = C1e* + Cre™ 2 + 3e%%; () y= Ciei® + Cre~i®;
(m) y=C1e®+Coe ™ —z2—2—3; (n) y=Cre"+ Coe™* + ";4—2 -5
(0) y = C) cos(3z) + Casin(3z);  (p) y = Cycos(2z) + Cy sin(2z) + & — §;

3. (a)y=8"+z—-1; (b)y=¢% (c)y=2e"+ze%
(d)y= %jteﬁ_:;—; (e) y=4cosz+ 3sinz; (f)y= 5%';’-1- - 53; + 105

(g) y=13e"%"; (h) y=6e* — Tze® + 2z%7;

o



Aplikace diferencialnich rovnic

1. Vyrobce komponenti do kopirek zjistil, Ze zévislost margindlnich ndkladii na poétu vyro-
bengch kusii (z) lze modelovat vztahem C'(z) = 900 — 0.6z (C(z) jsou naklady v K¢). Jestlize
vime, Ze v ptipadé vyrobenf jediného kusu jsou néklady 1050 K¢, sestavte nakladovou funkei C(z).
Uréete naklady pfi vyrobé 100 ks.

2. Prvnf mésic riistu rostliny u nékterych vyznamnych priimyslovych plodin jako napf. kukufice,
bavlniku nebo sbji, je okamZitd rychlost ristu rostliny W’(t) pfimo Gmérna jiz dosaZené hmotnosti
W (t). Naptiklad pro bavinik je to W'(t) = 0.21W (W je hmotnost v mg, t je &as ve dnech). JestliZe
tedy na zatatku mésice vaZi takova rostlinka 70 mg, kolik bude vazit na konci tohoto mésice?

3. Stroncium *Sr ma polodas rozpadu 29 let. V zamofené oblasti byla zjiSténa koncentrace
stroncia v povrchové vrstvé piady na drovni 2.5-ndsobku bezpeénostni hranice. Jak dlouho bude
trvat, neZ drovei zamofeni poklesne alespofi na povelenou bezpednostni hranici?

4. Majitel restaurace zjistil, Ze zdjem o jednu z nabizenych specialit neustale klesi. Oznatime
y poéet prodanych porci za den a sledujere y jako funkei ¢asu z (ve dnech). Pfedpokladédme vztah
y' +0.1zy = 0. Ve sledovanim obdobi 14 dnii (z € (1,14) ) bylo zjisténo, 7e tteti den se prodalo 39
porci speciality.

(a) Najdéte funkci modelujici popisovany jev.

(b) Uréete maximéln{ a minim4ln{ hodnotu y ve sledovaném obdobi.

5. Pofizovaci cena stroje byla 36000 K& a jeho hodnota klesd od doby pofizeni nejdrive rychle
a pak stale pomaleji (odpisy). Modelujme tento proces na zékladé vztahu V' = 500(t — 12) (t je
Zas v letech od pofizeni stroje, V (t) hodnota stroje v penéZnich jednotkéch). Jak4 bude zistatkovd
hodnota stroje po 10 letech od pofizeni?

6. Velikost g populace jednoho druhu hmyzu Zijiciho v uréité oblasti v subtropech kolisala se-

2z6nnd. Tuto zavislost dobfe vystihuje vztah i kcos(2nt) (¢ &as v letech od poEitku pozorovéni,

q(0) = 5000 jedinct), k je parametr. Sestavte uvazovanou modelovou funkei.

7. Néklady na tdrzbu €inzZovniho domu rostou se stafim domu. Oznaéime-li M roéni ndklady,
mame tedy funkci M = M(z), kde z je stafi domu v letech. Odvodte funkei M (z) za pfedpokladu,
7e M'(z) = 90022 + 50000 a dale M(1) = 51000 K&. Urcete hodnotu M(15) a pomoci uréitého
integralu zjistéte celkovy objem ndkladi za prvnich 13 let.

8. Popéalenina kize velikosti Ag = 9 em? se bude hojit tak, 7e jeji plocha klesd s ¢asem jako
funkce A = A(t), pfidem% pro proces hojeni lze pfedpoklidat zdvislost A'(2) = —0.9e701 (Ajev
cm?, ¢ je ve dnech). Jak velkd bude popélenina po 5 dnech hojeni?

9. Rychlost rozpousténi kuchyiiské soli ve vodé podléhd vztahu M' = k(M — M), kde M =
= M (t) je mnoZstvi jiZ rozpusténé soli v kg, t Cas v minutéch od po&atku rozpousténi, My poédtetni
mno?stvi soli. Jestlize je Mp = 10 kg, a po 20 minutéch jsou jiz rozpustény 4 kg, za jak dlouho se
rozpusti dalsi 2 kg.

10. V obchodni skole se zjistuje vykonnost studentl v psani na stroji pomoci hodnoty N
uddvajici praimérny podet slov napsanych za minutu. Je-li t doba v tydnech od potatku 8kolniho
roku, mizeme chipat N jako funkci ¢, tj. N = N (t). ZlepSovani vykonnosti studenta (uéeni)
vyjadiuje vztah N'(t) = 7e % vedouci k sestaveni modelové funkce. Jestlize N(0) = 25 slov /
min., stanovte ofekdvanou hodnotu N(13).

11. Marginalni ndklady na frovni produkee z jednotek jsou dny vztahem C'(z) = 0.3z% + 22.
Jsou-li fixni naklady, tj. C(0), rovny 2000 K&, najdéte ndklady na produkci 20 jednotek.

12. Jedno z pfedmésti Chicaga bylo k méstu pfipojeno v dobé, kdy mélo 5 tisic obyvatel. Dalsi
riist poétu obyvatel tohoto pfedmésti byl odhadovan na zaklad@ vztahu ' = 400 + 600/, kde y
je podet obyvatel a t je &as v rocich od roku pfipojeni (tj. y = y(t), y(0) = 5000). Jaky byl odhad
poétu obyvatel na dobu 9 let po piipojeni?



13. Do vesnice o 1000 obyvatel pfinese 1 ¢lovék chiipku. Predpoklidejme, Ze v prib&hu epidmie
rychlost Sifeni chfipky zavisi jednak na poctu jiZ nemocnych a jednak na poctu jesté nenakaZenych,
tj. N'(t) = k- N(t) - [1000 — N(t)] (¢ ¢as ve dnech od poéitku sledovani, kdy N(0) = 1). Sestavte
model priibéhu epidemie ve vesnici.

14. Pro margindlni pfijem plati vztah R’ = 400 — 0.4z (z podet prodanych kusi, R(0) = 0).
Jaky bude pfijem z 1000 prodanych kusa?

15. Pro mnoho druhi zvitat fluktuuje velikost jejich populace v desetiletych cyklech. Napfiklad
pro jeden druh hlodavce lze pfedpokladat modelovy vztah -‘-"-é’{- = 1000 cos(%t) (N velikost populace,
¢as t je v letech od zvoleného podatku pozorovéni). Sestavte prisludny model, jestlize N(5) = 3000.

16. Kolik DM bude po 10 letech na Gétu roeném spojité, jestlize poddtedni stav byl 5000 DM
a po péti letech 7460 DM (pfitom na G¢tu neprobihaly a neprob&hnou Zadné transakce)?

17. Pri uvaze o ucinnosti televizni reklamy o novém druhu rostlinného maésla se vychézelo
z nasledujici Uvahy: procenticky podil ze vSech divakd, ktefi se v pribéhu reklamni kampan
postupné dozvédi o novém vyrobku lze vyjadfit pomoci neklesajici funkce p = p(t), kde £ je &as
ve dnech od pofatku kampané (tedy p(0) = 0). Jaky bude vysledek t¥itydenni kampang, jestlize
mame zjisténo, Ze po deseti dnech védélo o novém vyrobku 40% divdkd a predpokladdme vztah
#(t) = k- [100 — p(t)).

18. Pro marginalni zisk plati vztah P'(z) = 50 — 0.04z, kde = je polet vyrobenych kust. Je-li

P(0) = 0 urcete zisk z produkce 100 jednotek.

19. Populace ohroZeného druhu aljadského soba klesd exponenciélng. Poprvé, kdy# byl tento
trend zachycen, byl stav populace 2500 kus, ale po 10 letech uZ jen 1200 kust. Sestrojte matema-
ticky model popsaného jevu.

20. V poloviné 19. stoleti byl formulovdn v psychologii tzv. Weber - Fechnertv-zdkon, ktery se
zabyva smyslovym vnimanim (napf. vnimani zvuku). PFi jeho matematickém odvozeni se vychdzelo
ze vztahu g—ft =k- 4 (R jeintenzita podnétu, S = S(R) je odpovidajici intenzita vniméni tohoto
podnétu, k je konstanta @mérnosti). Je-li Ry prahovd hodnota intenzity podnétu, tj. S(Rp) = 0
(pfi nf zaéindme podnét vnimat), odvodte uvedeny zdkon.

21. Uvaime modelovou poptévkovou funkci vyjadfujici zdvislost ceny p na poétu kust proda-
nych za tyden (z), tj. p = p(z). Predpoklddejme pro margindlni cenu timéru p’ = k - p(z) (k je
konstanta umérnosti). Z idaji p(0) = 100, p(5) = 78 sestavte funkci p(z).

22. Na jednom jihoamerickém ostrivku se objevil novy druh kralika. P¥i prvnim pozorovani byl
odhad velikosti populace 500 jedinci, ale po 2 letech jiZ 1250 kusi. Sestavte pFisluSnou exponencidlni
ristovou funkei.

23. Funkce C(z) vyjadfuje primérné ndklady na 1 kus vyrobku v zdislosti na poétu z vypro-
dukovanych vyrobki. JestliZe pro mezni primérné ndklady plati vztah C(z) = —wz-@ a pfitom
C(100) = 25, sestavte funkei C(z).

24. Podle Newtonova zdkona vedeni tepla je rychlost pfenosu tepla z télesa teplejsiho na chlad-
néj§i pfimo imérna rozdilu jejich teplot. Sledujme otepleni malého télesa, které pfineseme zvenku
do mistnosti. Teplota t tohoto télesa je funkei je funkci €asu z (v minutich). Je-li T teplota mist-
nosti plati tedy: & = k-[T —t(z)). Z 4daji t(0) = 5°C, t(5) = 15°C, T = 24°C sestavte pfislusnou
funkei vedeni tepla.

25*. If the marginal cost function of a product is given by C' = 3275 and the cost of producing
8 units is $20 find the cost function and then the cost producing of 64 units.

26*. (a) Charred logs found in a tomb in Columbus, Ohio showed only 74% of the carbon 14
expected in living matter. When was the fire?

(b) An oyster shell found in Saipan showed showed only 65% of the carbon 14 expected in
living tissue. When did the oyster meet its fate?



Aplikaéni dlohy k FeSeni

1. C(z) = 900z — 0.3z2 + 150.3; C(100) = 60150.30 K& 2. W = 70e%21; W (30) = 38120 mg;
3.y =yoe 079 ¢ — 38 let; 4. (a) y=40.8e700052%; () o o =41, yoin = 15

5. V(t) = 250¢% — 6000t + 36000; V' (10) = 1000 Ké: 6. q(t) = 5000 — %sin(?wt};

7. M(z) = 300z + 50000z + 700; 9432375 K&; 8. = 5.5cm?%;

9. M = 10(1 — e~ 202854¢). dalsich asi 16 minut 10. N(t) = 95— 70e~%1;  N(15) = 79.38;
11. C(z) = 0.12® +2%+2000; ¢(20) = 3200 K&; 12. y = 400t+400v/23 +5000; y(9) = 19400;

1+ g];)goeo__o_qg; 3 14. R(I) = 400z - 0.222; R(IDOO) = 2000001

| 15. N = 3000 + 22%gin (Z¢); 16. 11130.32 DM;  17. p(t) = 100 — 100e~0-9511¢, 5(21) = 65.8%;
18. P(z) = 50z — 0.022% P(100) = 4800;  19.y = 2500e~"073%;  20. §(R) = kln (#);

[ 21. p = 100e~0-0497=, 22. y = 500e0458¢, 23. C(z) = 4630.17 — 1000 In z;

24. t = 24 — 19¢~0-1494t, 25. C(z) = 3Vz2 +8; C(64) = 56;

26. (a) 243 years ago; (b) 350 years ago; (c) 4756 years ago; (d) 17127 years ago; 27. 7.39
times more than at the beginning;

P 13.y=



