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ISBN 80-210-3313-4.

http://www.math.muni.cz/~budikova/esf/Statistika.zip
http://www.math.muni.cz/~budikova/esf/Statistika.zip
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Náhodný vektor – p̌ripomenut́ı

Je-li (Ω,A,P) pravděpodobnostńı prostr a X1, . . . ,Xn na něm
definované náhodné veličiny s distribučńımi funkcemi F1, . . . ,Fn,
pak náhodným vektorem je n-tice X = (X1, . . . ,Xn) s distribučńı
funkćı definovanou vztahem

FX (x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn).

V tomto kontextu nazýváme F simultánńı distribučńı funkćı
náhodného vektoru X a Fi marginálńı distribučńı funkćı náhodné
veličiny Xi .
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Podobně jako v p̌ŕıpadě diskrétńı náhodné veličiny označuje
p(x1, . . . , xn) pravděpodobnostńı funkci diskrétńıho náhodného
vektoru X , je-li

FX (x1, . . . , xn) =
∑
t1≤x1

· · ·
∑
tn≤xn

p(t1, . . . , tn).

Funkci fX nazveme hustotou normálńıho vektoru X , pokud pro
libovolnou n-tici (x1, . . . , xn) plat́ı

FX (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
fX (t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.
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Uváž́ıme-li diskrétńı náhodný vektor 1 (X ,Y ), pak je vztah mezi
sdruženým rozděleńım vektoru (X ,Y ) a marginálńım rozděleńım
promenné X určen rovnost́ı P(X = xi ) =

∑∞
j=1 P(X = xi ,Y = yj),

kde y1, . . . tvǒŕı úplný systém jev̊u.

Vztah pro spojitě rozdělený
náhodný vektor je analogický.

1Obvykle zapisujeme ve statistice vektory do sloupc̊u, proto bychom sṕı̌se
měli psát (X , Y )T .
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náhodný vektor je analogický.
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(stochastická) Nezávislost náhodných veličin

Dř́ıve uvedenou definici nezávislosti náhodných veličin X1, . . . ,Xn

pomoćı vztahu

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = P(X1 = x1) · · ·P(Xn = xn)

pro libovolné x1, . . . , xn, tak můžeme nyńı p̌repsat pomoćı vztahu
mezi sdruženou distribučńı funkćı náhodného vektoru
X = (X1, . . . ,Xn) a marginálńıch distribučńıch funkćı náhodných
veličin X1, . . . ,Xn:

FX (x1, . . . , xn) = FX1(x1) · · ·FXn(xn).

Př́ıklad

Háźıme dvěma běžnými kostkami, jako náhodnou veličinu X
označme součet bodů na obou kostkách, jako náhodnou veličinu Y
absolutńı hodnotu rozd́ılu. Určete sdružené rozděleńı náhodného
vektoru (X ,Y ), obě marginálńı rozděleńı a odvod’te, jsou-li X a Y
nezávislé.
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Č́ıselné charakteristiky náhodných vektor̊u

E (X ) = (E (X1), . . . ,E (Xn)) se nazývá vektor sťredńıch hodnot,

var(X ) =

 D(X1) C (X1,X2) · · · C (X1,Xn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C (Xn,X1) C (Xn,X2) · · · D(Xn)


variančńı (rozptylová) matice a

cor X =

 1 R(X1,X2) · · · R(X1,Xn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
R(Xn,X1) R(Xn,X2) · · · 1


je korelačńı matice.
Snadno je po rozepsáńı po jednotlivých složkách vidět, že
var(X ) = E ((X − E (X )) · (X − E (X ))T )
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je korelačńı matice.
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Ukážeme na p̌ŕıkladech, že pravděpodobnostńı struktura
náhodného vektoru (X ,Y ) neńı určena pouze marginálńımi
rozděleńımi veličin X a Y . Podstatný je rovněž pravděpodobnostńı
vztah mezi X a Y , který je částečně popsán nap̌r. prosťrednictv́ım
korelačńıho koeficientu.

Př́ıklad

Jsou-li X a Y náhodné veličiny, nabývaj́ıćı hodnot 0 a 1, pak

P(X = 1,Y = 1)− P(X = 1)P(Y = 1) = E (XY )− E (X )E (Y ) =

= cov(X ,Y ).

Odtud je snadno vidět, že pokud jsou X a Y nekorelované, jsou i
nezávislé (což obecně neplat́ı).
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Uved’me ještě p̌ŕıklad, ilustruj́ıćı, že nekorelovanost nemuśı
implikovat nezávislost:

Př́ıklad

Bud’te A a X nezávislé náhodné veličiny, splňuj́ıćı X ∼ N(0, 1) a
P(A = 1) = P(A = −1) = 1/2. Polož́ıme-li Y = AX , pak

P(Y < y) =
1

2
P(X < y) +

1

2
P(−X < y) = Φ(y),

proto má rovněž Y rozděleńı N(0, 1).

Dále cov(X ,Y ) = E (XY )− E (X )E (Y ) = E (AX 2) =
E (A)E (X 2) = 0 · 1 = 0, p̌ritom P(X = Y ) = P(X = −Y ) = 1/2 a
X ,Y žrejmě nejsou nezávislé.
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Dále cov(X ,Y ) = E (XY )− E (X )E (Y ) = E (AX 2) =
E (A)E (X 2) = 0 · 1 = 0, p̌ritom P(X = Y ) = P(X = −Y ) = 1/2 a
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Př́ıklad

Necht’ (X ,Y ) je náhodný vektor, který má rovnoměrné rozděleńı
na jednotkovém kruhu K = {(x , y) : x2 + y 2 ≤ 1}. Zřejmě je
hustota tohoto rozděleńı rovna 1/π pro (x , y) ∈ K a 0 jinde a je
rovněž vidět, že X ,Y nejsou nezávislé.

Označme R = R(X ,Y ) a
Φ = Φ(X ,Y ) polárńı soǔradnice náhodného vektoru (X ,Y ) a
urč́ıme rozděleńı vektoru (R,Φ).
Pro 0 < r1 ≤ 1 a 0 < ϕ1 ≤ 2π je

P(R < r1,Φ ≤ ϕ1) =
1

π
πr 2

1

ϕ1

2π
=

=

∫ r1

0

∫ ϕ1

0

1

2π
2r dϕ dr .

Hustota je tedy rovna f (r , ϕ) = r
π pro 0 < r ≤ 1, 0 < ϕ ≤ 2π a

rovna 0 všude jinde.
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rovna 0 všude jinde.
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Př́ıklad (pokr.)

Marginálńı hustoty g(r) a h(ϕ) veličin R a Φ se nyńı snadno
dopočtou:

g(r) =

∫ ∞
−∞

f (r , ϕ) dϕ =

∫ 2π

0

r

π
dϕ = 2r

h(ϕ) =

∫ ∞
−∞

f (r , ϕ) dr =

∫ 1

0

r

π
dr =

1

2π
.

Veličina Φ má rovnoměrné rozděleńı na (0, 2π〉, odkud E (Φ) = π a
D(Φ) = π2/3, snadno rovněž odvod́ıme E (R) = 2/3,
D(R) = 1/18.
Všimněme si ale zejména, že f (r , ϕ) = g(r)h(ϕ), což znamená
nezávislost veličin R a Φ.
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dopočtou:

g(r) =

∫ ∞
−∞

f (r , ϕ) dϕ =

∫ 2π

0

r

π
dϕ = 2r

h(ϕ) =

∫ ∞
−∞

f (r , ϕ) dr =

∫ 1

0

r

π
dr =

1

2π
.
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Vlastnosti charakteristik náhodného vektoru

Věta

Pro náhodné vektory X ,Y stejné dimenze, konstantńı matici B a
konstantńı vektor a (odpov́ıdaj́ıćıch dimenźı) plat́ı

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

E (a + BX ) = a + B · E (X ),

var(a + B · X ) = B var(X )BT .

Důkaz.

Důkaz vyplývá z vlastnost́ı náhodných veličin a ze vztahu
var(X ) = E ((X − E (X ))(X − E (X ))T ).
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E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

E (a + BX ) = a + B · E (X ),

var(a + B · X ) = B var(X )BT .
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Mnohorozměrné normálńı rozděleńı

Věta

Necht’ jsou složky náhodného vektoru Z = (Z1, . . . ,Zn) nezávislé a
maj́ı rozděleńı Zi ∼ N(0, 1), dále necht’ Q je ortonormálńı matice
řádu n. Pak jsou rovněž složky náhodného vektoru U = QT Z
nezávislé a každá má rozděleńı N(0, 1).

Má tedy U (stejně jako Z ) nulovou sťredńı hodnotu a jednotkovou
variančńı matici a oba vektory jsou zobecněńım normovaného
normálńıho rozděleńı.
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(obecné) Mnohorozměrné normálńı rozděleńı

V následuj́ıćı definici zavedeme zobecněńı normálńıho rozděleńı
s obecnými parametry:

Definice

Necht’ jsou složky náhodného vektoru Z = (Z1, . . . ,Zn) nezávislé a
maj́ı rozděleńı Zi ∼ N(0, 1) a necht’ a ∈ Rm je vektor konstant a B
konstantńı matice typu m × n. Označme dále V = B · BT . Pak
řekneme, že náhodný vektor U = a + B · Z má m-rozměrné
normálńı rozděleńı Nm(a,V ).

Pomoćı vlastnost́ı charakteristik snadno spoč́ıtáme, že
E (U) = a, var(U) = V = BBT . Pokud je matice V regulárńı, pak
existuje hustota náhodného vektoru a je tvaru

f (u1, . . . , um) = (2π)−m/2|V |−1/2 exp

(
−1

2
(u − a)T V−1(u − a)

)
.
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Pro úvahy ve statistice je důležitá následuj́ıćı věta.

Věta

Necht’ má vektor U rozděleńı Nm(a,V ), necht’ c ∈ Rk a matice
konstant D je typu k ×m. Pak má c + D · U k-rozměrné normálńı
rozděleńı Nk(c + Da,DVDT ).

Důkaz.

Vyjáďŕıme-li matici V = BBT , dostáváme

c + DU = c + D(a + BZ ) = (c + Da) + (DB)Z =

∼ Nk(c + Da,DBBT DT ).
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Věta
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Speciálně je tedy marginálńı rozděleńı podvektoru vektoru
s mnohorozměrným normálńım rozděleńım opět mnohorozměrné
normálńı a je-li nav́ıc D jednǒrádková matice, dostáváme, že
libovolná lineárńı funkce takového vektoru má normálńı rozděleńı.

Př́ıpomeňme ještě jednou rozděleńı odvozená od normálńıho:

rozděleńı transformace sťredńı hodnota rozptyl

N(µ, σ2) µ+ σZ µ σ2

χ2(k) X 2
k =

∑k
j=1 Z 2

j k 2k

t(k) Z√
X 2

k /k
0 k/(k − 2)

F (k,m)
x2
k /k

X 2
m/m

m/(m − 2) 2m2(k+m−2)
k(m−2)2(m−4)
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Plán p̌rednášky

1 Náhodný vektor

2 Náhodný výběr



Náhodný vektor Náhodný výběr

Definice

Náhodným výběrem rozsahu n rozuḿıme n-tici nezávislých a
stejně rozdělených náhodných veličin X1, . . . ,Xn ∼ FX (x) (někdy
také hovǒŕıme o n nezávislých kopíıch náhodné veličiny X ).

Náhodným výběrem rozsahu n z p-rozměrného rozděleńı
rozuḿıme n-tici nezávislých a stejně rozdělených p-rozměrných
náhodných vektor̊u.

V matematické statistice často pracujeme s transformacemi
náhodného výběru, takovým náhodným veličinám (p̌ŕıp. vektor̊um)
ř́ıkáme statistiky. V následuj́ıćım zavedeme několik důležitých
statistik a ukážeme jejich souvislost s č́ıselnými charakteristikami
náhodných veličin.
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Základńı statistiky

Definice

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr. Statistiku

M =
1

n

n∑
i=1

Xi

nazýváme výběrový pr̊uměr, statistiku

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi −M)2

výběrový rozptyl a statistiku S =
√

S2 výběrová směrodatná
odchylka. Analogicky se definuj́ı i výběrová kovariance, p̌ŕıp.
výběrový korelačńı koeficient pro dvourozměrný náhodný výběr.
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Vlastnosti statistik

Protože jsou uvedené statistiky náhodnými veličinami, lze se
p̌rirozeně ptát po jejich č́ıselných charakteristikách.

Věta

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı se sťredńı
hodnotou µ a rozptylem σ2 . Pak plat́ı:

E (M) = µ,

D(M) = var(M) = σ2/n,

E (S2) = σ2.
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Věta
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Věta
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Důkaz.

Ukážeme jen (nejsložitěǰśı) 3. tvrzeńı.
Snadno se odvod́ı, že plat́ı∑

(Xi − µ)2 =
∑

(Xi −M)2 + n(M − µ)2.

Proto je

E (S2) =
1

n − 1
E
(∑

(Xi − µ)2
)
− n

n − 1
E (M − µ)2 =

=
1

n − 1

∑
D(Xi )−

n

n − 1
D(M) =

=
n

n − 1
σ2 − 1

n − 1
σ2 = σ2.
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V p̌redchoźı větě jsme ukázali, že výběrový pr̊uměr M splňuje
E (M) = µ, jeho sťredńı hodnota je tedy rovna odhadovanému
parametru µ. V takovém p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že statistika M je
nestranným odhadem parametru µ.

Podobně jsme viděli, že S2 je nestranným odhadem parametru σ2.
Všimněme si rovněž, že

”
p̌rirozeněji“ definovaná statistika

1
n

∑
(Xi −M)2 neńı nestranným odhadem σ2, jej́ı sťredńı hodnota

je totiž n−1
n σ2.

Rozmyslete si, je-li S nestranným odhadem směrodatné odchylky
σ.
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nestranným odhadem parametru µ.
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”
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Náhodný výběr z normálńıho rozděleńı

Uvažme nyńı speciálńı p̌ŕıpad, kdy je X1, . . . ,Xn náhodný výběr
z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2).

Věta

M a S2 jsou nezávislé náhodné veličiny.

M ∼ N(µ, σ2/n), a tedy U = (M − µ)/(σ/
√

n) ∼ N(0, 1).

K = (n − 1)S2/σ2 ∼ χ2(n − 1).∑
(Xi − µ)2/σ2 ∼ χ2(n).

T = (M − µ)/(S/
√

n) ∼ t(n − 1).

Poznámka

K odhadu µ, známe-li σ2, slouž́ı U, v opačném p̌ŕıpadě T .
K odhadu σ2, neznáme-li µ, slouž́ı K , v opačném p̌ŕıpadě
následuj́ıćı (bezejmenná?) statistika, která je vlastně statistikou K ,
v ńıž ḿısto odhadu M použijeme p̌ŕımo µ.
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M ∼ N(µ, σ2/n), a tedy U = (M − µ)/(σ/
√

n) ∼ N(0, 1).

K = (n − 1)S2/σ2 ∼ χ2(n − 1).

∑
(Xi − µ)2/σ2 ∼ χ2(n).

T = (M − µ)/(S/
√

n) ∼ t(n − 1).

Poznámka

K odhadu µ, známe-li σ2, slouž́ı U, v opačném p̌ŕıpadě T .
K odhadu σ2, neznáme-li µ, slouž́ı K , v opačném p̌ŕıpadě
následuj́ıćı (bezejmenná?) statistika, která je vlastně statistikou K ,
v ńıž ḿısto odhadu M použijeme p̌ŕımo µ.
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Věta
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Věta

M a S2 jsou nezávislé náhodné veličiny.
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Důkaz.

Položme Zi = (Xi − µ)/σ, což jsou žrejmě nezávislé náhodné
veličiny s normovaným normálńım rozděleńım. Zřejmě je
X = a + σEnZ , kde a je vektor samých µ, a proto má podle
p̌redchoźıho X mnohorozměrné normálńı rozděleńı a je-li dále d
vektor ze samých 1/n, pak má náhodná veličina M = dT X
(jednorozměrné) normálńı rozděleńı se sťredńı hodnotou dT a = µ
a rozptylem dTσ2End = σ2/n.

Ostatńı tvrzeńı se dokážou obdobně.
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Př́ıklad

V roce 1951 bylo rozsáhlým statistickým pr̊uzkumem zjǐstěno, že
sťredńı hodnota výšky desetiletých chlapc̊u je 136, 1 cm se
směrodatnou odchylkou σ = 6, 4 cm.

V roce 1961 byla zjǐstěna výška pouze u 15 náhodně vybraných
chlapc̊u:

130 140 136 141 139 133 149 151

139 136 138 142 127 139 147

Otázkou je, zda se v porovnáńı s rokem 1951 změnila sťredńı výška
chlapc̊u, pokud p̌redpokládáme, že variabilita výšek se v r̊uzných
generaćıch p̌ŕılǐs neměńı.
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Řešeńı

Vzhledem k tomu, že základńı soubor všech desetiletých chlapc̊u je
rozsáhlý, lze zḿıněná data považovat za náhodný výběra. Zjist́ıme,
že M = 139,133, n = 15 a s využit́ım statistiky U dostáváme, že
s 95% pravděpodobnost́ı lež́ı hodnota µ v intervalu

(M − 1, 96σ/
√

n; M + 1, 96σ/
√

n) = (135,9; 142,4).

Protože i sťredńı hodnota výšek z roku 1951 lež́ı v tomto intervalu,
nemá vážný důvod tvrdit, že se sťredńı výška změnila.

Pokud
bychom ovšem p̌ripustili vyš̌śı možnost omylu a stanovili interval se
spolehlivost́ı pouze 90%, pak bychom na této hladině hypotézu, že
sťredńı výška se změnila, p̌rijali – interval je nyńı (136,41;141,85).
Podobně, pokud nás zaj́ımá pouze dolńı odhad sťredńı hodnoty
výšek chlapc̊u (a v̊ubec tedy nep̌ripoušt́ıme možnost, že by se
sťredńı výška sńıžila), pak s 95% pravděpodobnost́ı je sťredńı výška
věťśı než 136,41, a tedy nyńı opět p̌rij́ımáme hypotézu, že se
sťredńı výška zvýšila.

aRozmyslete si, co to znamená!
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Náhodný vektor Náhodný výběr

Dva nezávislé výběry z normálńıho rozděleńı

Věta

Necht’ je X11, . . . ,Xm1 náhodný výběr rozsahu m z rozděleńı
N(µ, σ2

1) a X12, . . . ,Xn2 je na něm nezávislý náhodný výběr rozsahu
n z rozděleńı N(µ, σ2

2), p̌ričemž m, n ≥ 2. Označme M1,M2 jejich
výběrové pr̊uměry a S2

1 ,S
2
2 výběrové rozptyly. Dále necht’ je

S2
∗ =

(m − 1)S2
1 + (n − 1)S2

2

m + n − 2

vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u. Pak plat́ı:

M1 −M2 a S2
∗ jsou stochasticky nezávislé,

M1 −M2 ∼ N(µ1 − µ2,
σ2

1
m +

σ2
2
n ) ,

je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak
K = (m + n − 2)S2

∗/σ
2 ∼ χ2(m + n − 2) ,

F =
S2

1/S
2
2

σ2
1/σ

2
2
∼ F (m − 1, n − 1).
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Věta

Necht’ je X11, . . . ,Xm1 náhodný výběr rozsahu m z rozděleńı
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Náhodný vektor Náhodný výběr

Užit́ı statistik dvou nezávislých výběr̊u

Statistika U, vzniklá normováńım M1 −M2, se použ́ıvá pro
odhad rozd́ılu µ1 − µ2, známe-li rozptyly σ2

1, σ
2
2.

Je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak statistika T (vzniklá z U nahrazeńım
teoretického společného rozptylu σ2 váženým pr̊uměrem
výběrových rozptyl̊u S2

∗ ) slouž́ı pro odhad rozd́ılu µ1 − µ2,
neznáme-li rozptyl σ2.

Statistika K = (m + n − 2)S2
∗/σ

2 slouž́ı k odhadu společného
rozptylu σ2.

Statistika F =
S2

1/S
2
2

σ2
1/σ

2
2

slouž́ı k odhadu pod́ılu rozptyl̊u σ2
1/σ

2
2.
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teoretického společného rozptylu σ2 váženým pr̊uměrem
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výběrových rozptyl̊u S2
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Př́ıklad

Mějme dva nezávislé náhodné výběry; prvńı rozsahu 10 z rozděleńı
N(2; 1, 5) a druhý rozsahu 5 z rozděleńı N(3, 4). Určete
pravděpodobnost, že výběrový pr̊uměr prvńıho výběru bude menš́ı
než výběrový pr̊uměr druhého výběru.

Řešeńı

P(M1 < M2) = P(M1 −M2 < 0) =

= P

(M1 −M2)− (µ1 − µ2)√
σ2

1
m +

σ2
2
n

<
0− (µ1 − µ2)√

σ2
1

m +
σ2

2
n

 =

P

U <
−2 + 3√

1,5
10 + 4

5

 = P(U < 1, 05) =

= Φ(1, 05) = 0, 853.
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