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Př́ımý součin grup Rozklady podle podgrup Normálńı podgrupy

(Př́ımý) součin grup

Definice

Pro každé dvě grupy (G , ·), (H, ◦) definujeme součin grup
(G × H, ∗) takto: Jako množina je G × H skutečně (kartézský)
součin, na kterém definujeme grupové násobeńı po složkách, tj.
(a, x) ∗ (b, y) = (a · b, x ◦ y).

Poznámka

Rozmyslete si, že jde o grupu a že součin komutativńıch grup je
zase komutativńı!

Zobrazeńı

pG : G × H 3 (a, x) 7→ a ∈ G , pH : G × H 3 (a, x) 7→ x ∈ H

jsou surjektivńı homomorfismy (tzv. projekce) s jádry

ker pG = {(eG , x); x ∈ H} ker pH = {(a, eH); a ∈ G}.
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Př́ıklad

(7) Grupa Z6 je izomorfńı součinu Z2 × Z3.
Toto lze nahlédnout bud’ geometrickou úvahou (prosťrednictv́ım
grup symetríı v rovině) nebo p̌ŕımou konstrukćı izomorfismu.

V aditivńı notaci vypadá izomorfismus takto:

[0]6 7→ ([0]2, [0]3), [1]6 7→ ([1]2, [2]3)

[2]6 7→ ([0]2, [1]3), [3]6 7→ ([1]2, [0]3)

[4]6 7→ ([0]2, [2]3), [5]6 7→ ([1]2, [1]3)

(8) Dihedrálńı grupa D8 (tj. grupa symetríı čtverce,
〈r , s|r 4 = 1, s2 = 1, srs = r−1〉 ) neńı izomorfńı součinu Z2 × Z4,
p̌restože maj́ı stejný počet prvk̊u (D8 neńı komutativńı).
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Č́ınská zbytková věta (Chinese remainder theorem)

Předchoźı p̌ŕıklad je speciálńım p̌ŕıpadem tzv. Č́ınské zbytkové věty.

Věta

Jsou-li k , m nesoudělná, pak

(Zkm, +) ∼= (Zk , +)× (Zm, +).

a obecněji

Věta

Jsou-li m1, m2, · · · , mk po dvou nesoudělná, pak

(ZQ
mi

, +) ∼= (Zm1 , +)× (Zm2 , +)× · · · × (Zmk
, +).

Tento izomorfismus se často s výhodou využ́ıvá k reprezentaci
velkých č́ısel p̌ri distribuovaných výpočtech pracuj́ıćıch
s dělitelnost́ı, kdy na každém poč́ıtači stač́ı pracovat s jedńım
(relativně malým) modulem.
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(ZQ
mi

, +) ∼= (Zm1 , +)× (Zm2 , +)× · · · × (Zmk
, +).
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Důkaz CRT:

Sestroj́ıme požadovaný izomorfismus f . Označme m =
∏

i mi a
pro libovolné [a]m ∈ Zm položme f ([a]m) = ([a]m1 , . . . , [a]mk

).
Snadno se ově̌ŕı, že jde o injektivńı homomorfismus (co je jádrem?).

Zbývá dokázat, že jde i o surjekci, tedy, že libovolný prvek

([a1]m1 , . . . , [ak ]mk
) ∈ (Zm1 , +)× · · · × (Zmk

, +)

je obrazem nějakého a ∈ Zm. To je ale totéž jako naj́ıt a ∈ Z
takové, že a ≡ a1 (mod m1), . . . , a ≡ ak (mod mk), což se udělá
malým (ale šikovným) trikem:1 Pro libovolné 1 ≤ i ≤ k položme
ni = m/mi a protože (mi , ni ) = 1 (zde jsme využili nesoudělnost
po dvou), najdeme podle Bezoutovy věty ui a vi tak, že
uimi + vini = 1, tj. vini ≡ 1 (mod mi ). Hledané a pak najdeme
jako a =

∑
i aivini .

1A nešlo by to ještě šikovněji? Pokud nám stač́ı existence izomorfismu, tak
stač́ı využ́ıt toho, že injektivńı zobrazeńı mezi množinami o stejném počtu
prvk̊u je automaticky bijekćı.
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Cyklické grupy

Pro libovolný prvek a v grupě G existuje minimálńı podgrupa
{e = a0, a = a1, a2, a3, . . . }, která jej obsahuje2.
Je zjevné, že je tato podgrupa komutativńı, a pokud je celá grupa
G konečná, nutně muśı jednou nastat p̌ŕıpad ak = e.

Nejmenš́ı k s touto vlastnost́ı nazýváme řád prvku a v G . Grupa
G je cyklická, je-li celé G generované nějakým svým prvkem a
výše uvedeným způsobem. Zjistit pro konkrétńı cyklickou grupu
generátor je obecně obt́ıžný problém. I p̌ri znalosti generátoru
g ∈ G je ale obecně velkým problémem zjistit pro dané a ∈ G č́ıslo
k , pro které gk = a (tzv. problém diskrétńıho logaritmu je
základem mnoha kryptografických protokol̊u – ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA). Z definice p̌ŕımo vyplývá, že každá cyklická
grupa je izomorfńı bud’ grupě celých č́ısel Z (pokud je nekonečná)
nebo některé grupě zbytkových ťŕıd Zk (když je konečná).

2Co znamenaj́ı ty mocniny?
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generátor je obecně obt́ıžný problém. I p̌ri znalosti generátoru
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Rozklady podle podgrup

Uvažme grupu G a jej́ı podgrupu H. Na množině prvk̊u grupy G
definujeme relaci a ∼H b jestliže b−1 · a ∈ H, tj. a−1 · b ∈ H (tyto
dvě podḿınky jsou žrejmě ekvivalentńı, neńı to ale totéž jako
podḿınky a · b−1 nebo b · a−1).
Je to relace ekvivalence:

a−1 · a = e ∈ H,

je-li b−1 · a = h ∈ H, potom a−1 · b = (b−1 · a)−1 = h−1 ∈ H,

je-li c−1 · b ∈ H a zároveň je b−1 · a ∈ H, potom
c−1 · a = c−1 · b · b−1 · a ∈ H.
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Rozklady podle podgrup
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a−1 · a = e ∈ H,

je-li b−1 · a = h ∈ H, potom a−1 · b = (b−1 · a)−1 = h−1 ∈ H,

je-li c−1 · b ∈ H a zároveň je b−1 · a ∈ H, potom
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Celá grupa G se tedy rozpadá na tzv. levé ťŕıdy rozkladu podle
podgrupy H vzájemně ekvivalentńıch prvk̊u.

Tř́ıdu p̌ŕıslušej́ıćı prvku a znač́ıme a · H (žrejmě a ∈ a · H) a
skutečně plat́ı, že

a · H = {a · h; h ∈ H},

nebot’ prvek b je ve stejné ťŕıdě s a, právě když jde takovýmto
způsobem vyjáďrit.
Množinu všech levých ťŕıd rozkladu podle podgrupy H označujeme
G/H.
Obdobně definujeme pravé ťŕıdy rozkladu H · a. Př́ıslušná
ekvivalence je: a ∼ b, jestliže a · b−1 ∈ H. Proto

H\G = {H · a; a ∈ G}.
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Věta

Pro ťŕıdy rozkladu grupy plat́ı:

1 Levé a pravé ťŕıdy rozkladu podle podgrupy H ⊂ G splývaj́ı
právě tehdy, když pro každé a ∈ G , h ∈ H plat́ı a · h · a−1 ∈ H.

2 Všechny ťŕıdy (levé i pravé) maj́ı shodnou mohutnost jako
podgrupa H.

3 Zobrazeńı a · H 7→ H · a−1 zadává bijekci mezi levými a
pravými ťŕıdami rozkladu G podle H.

Poznámka

Rozmyslete si, proč je v posledńım tvrzeńı a−1 a nikoliv a.
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Věta
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Př́ımý součin grup Rozklady podle podgrup Normálńı podgrupy

Důsledek

Necht’ G je konečná grupa s n prvky (tj. G je řádu n), H jej́ı
podgrupa. Potom

1 Mohutnost n = |G | je součinem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.

|G | = |G/H| · |H|

2 Přirozené č́ıslo |H| je dělitelem č́ısla n.

3 Je-li a ∈ G prvek řádu k, pak k děĺı n.

4 pro každé a ∈ G je an = e.

5 je-li mohutnost grupy G prvoč́ıslo p , pak je G izomorfńı
cyklické grupě Zp.

Druhému tvrzeńı se ř́ıkává Lagrangeova věta, p̌redposledńımu malá
Fermatova věta (častěji ovšem ve speciálńım p̌ŕıpadě grupy (Z×p , ·))
.
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cyklické grupě Zp.
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4 pro každé a ∈ G je an = e.

5 je-li mohutnost grupy G prvoč́ıslo p , pak je G izomorfńı
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Snadnými důsledky p̌redchoźıho jsou následuj́ıćı věty:

Věta (Malá Fermatova)

Pro libovolné prvoč́ıslo p a č́ıslo a ∈ Z nedělitelné p plat́ı

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Věta (Eulerova)

Pro libovolné m ∈ N a každé a ∈ Z splňuj́ıćı (a, m) = 1 plat́ı

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
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2 Rozklady podle podgrup

3 Normálńı podgrupy
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Normálńı podgrupy

Podgrupy H, pro které plat́ı, že a · h · a−1 ∈ H pro všechna a ∈ G ,
h ∈ H, se nazývaj́ı normálńı podgrupy (znač́ıme H � G ) . Snadno
se nahlédne platnost následuj́ıćıho

Tvrzeńı

Podgrupa H je normálńı právě tehdy, když pro každé a ∈ G plat́ı
a · H = H · a (jinými slovy: levý rozklad G podle podgrupy H je
shodný s pravým rozkladem).

Důsledek

1 � G , G � G

V komutativńı grupě je každá podgrupa normálńı.

Je-li H podgrupa konečné grupy G , kde |H| = |G |/2, pak je H
normálńı.
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Př́ımý součin grup Rozklady podle podgrup Normálńı podgrupy
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Př́ıklad

Dihedrálńı grupa D2n má vždy normálńı podgrupu izomorfńı
Zn. Levý (i pravý) rozklad podle této podgrupy je dvojprvková
množina {

Zn, s · Zn

}
.

〈r 2〉 = {id , r 2} je normálńı podgrupa v D8. Levý rozklad podle
této podgrupy je čty̌rprvková množina{

{id , r 2}, {r , r 3}, {s, sr 2}, {sr , sr 3}
}
.
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Pro normálńı podgrupy je dob̌re definováno násobeńı na G/H
vztahem

(a · H) · (b · H) = (a · b) · H.

Skutečně, volbou jiných reprezentant̊u a · h, b · h′ dostaneme opět
stejný výsledek

(a · h · b · h′) · H = ((a · b) · (b−1 · h · b) · h′) · H.

Věta

Je-li H normálńı podgrupou G, tvǒŕı rozklad G/H s násobeńım
definovaným prosťrednictv́ım reprezentant̊u grupu. Je-li G
komutativńı, je i G/H komutativńı.

Př́ıklad

nZ = {na; a ∈ Z} ⊂ Z

zadává pro libovolné n ∈ N podgrupu Z a jej́ı faktorgrupou (až na
izomorfismus) je aditivńı grupa zbytkových ťŕıd Zn (p̌ritom pro
n = 1 jde o triviálńı grupu) .
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuj́ı i grupy, které nemaj́ı žádné vlastńı normálńı
podgrupy, takové grupy se nazývaj́ı jednoduché (simple). Znalost
těchto grup je velmi důležitá, protože z nich je v jistém smyslu
složena každá konečná grupa.

Mezi konečnými komutativńımi grupami je situace skutečně
jednoduchá – prostými jsou pouze grupy Zp pro prvoč́ıselné p
(podobně i každá prostá grupa lichého řádu je nutně izomorfńı Zp

– důkaz tohoto faktu je ale značně netriviálńı3).
V nekomutativńım p̌ŕıpadě je situace výrazně složitěǰśı – až v roce
1982 (samožrejmě s pomoćı poč́ıtač̊u) se podǎrilo zavřsit úsiĺı o
úplnou klasifikaci jednoduchých grup.
Nap̌ŕıklad alternuj́ıćı grupa An (tj. podgrupa sudých permutaćı
grupy Σn) je jednoduchá pro n ≥ 5 , z čehož (s pomoćı tzv.
Galoisovy teorie) plyne nemožnost existence obecných vzorc̊u pro
kǒreny polynomů stupně 5 a vyš̌śıho.

3255 stran “tvrdé” matematiky



Př́ımý součin grup Rozklady podle podgrup Normálńı podgrupy
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jednoduchá – prostými jsou pouze grupy Zp pro prvoč́ıselné p
(podobně i každá prostá grupa lichého řádu je nutně izomorfńı Zp

– důkaz tohoto faktu je ale značně netriviálńı3).
V nekomutativńım p̌ŕıpadě je situace výrazně složitěǰśı – až v roce
1982 (samožrejmě s pomoćı poč́ıtač̊u) se podǎrilo zavřsit úsiĺı o
úplnou klasifikaci jednoduchých grup.

Nap̌ŕıklad alternuj́ıćı grupa An (tj. podgrupa sudých permutaćı
grupy Σn) je jednoduchá pro n ≥ 5 , z čehož (s pomoćı tzv.
Galoisovy teorie) plyne nemožnost existence obecných vzorc̊u pro
kǒreny polynomů stupně 5 a vyš̌śıho.

3255 stran “tvrdé” matematiky
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Vztah normálńıch podgrup a homomorfismů

Všechna jádra homomorfismů jsou normálńı podgrupy. Naopak,
jestliže je podgrupa H ⊂ G normálńı, pak zobrazeńı (projekce na
faktorgrupu)

p : G → G/H, a 7→ a · H

je surjektivńı homomorfismus grup s jádrem H. Skutečně, p je
dob̌re definované, p̌ŕımo z definice násobeńı na G/H je vidět, že to
muśı být homomorfismus, který je zjevně na. Je tedy vidět, že
normálńı podgrupy jsou právě všechna jádra homomorfismů.

Duálńı pojmy

Homomorfismus f ⇒ normálńı podgrupa ker f

Normálńı podgrupa H ⇒ homomorfismus G → G/H
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Všechna jádra homomorfismů jsou normálńı podgrupy. Naopak,
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Duálńı pojmy

Homomorfismus f ⇒ normálńı podgrupa ker f
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Věty o izomorfismu

Věta (prvńı, základńı)

Pro libovolný homomorfismus grup f : G → K je dob̌re definován
také homomorfismus

f̃ : G/ ker f → K , f̃ (a · H) = f (a),

který je injektivńı.
Zejména dostáváme G/ ker f ∼= f (G ).
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Předchoźı věta je nejčastěji použ́ıvanou větou z vět o
izomorfismech. Použ́ıvá se zejména pro určeńı struktury
faktorgrupy (resp. často sṕı̌se pro potvrzeńı, tj. důkaz, intuitivně
žrejmé struktury).

Př́ıklad

Čemu je izomorfńı faktrogrupa regulárńıch matic řádu n nad R
podle podgrupy matic determinantu 1 (tj., čemu se rovná
GLn(R)/ SLn(R))?
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Řešeńı

Postupujme nejprve intuitivně (p̌redevš́ım je ťreba si uvědomit, že
zḿıněná podgrupa je normálńı!): děĺıme regulárńı matice řádu n
matice do ťŕıd podle toho, jaký dávaj́ı (nenulový) determinant. Zdá
se tedy, že zḿıněnou faktorgrupou by mohla být grupa nenulových
reálných č́ısel R× s operaćı násobeńı (d́ıky Cauchyově větě o
determinantu součinu matic).

To, že je to skutečně ono, dokážeme pomoćı konstrukce
surjektivńıho homomorfismu z (GLn(R), ·) do (R×, ·), jehož jádrem
bude právě SLn(R).
Nyńı už by mělo být vidět, že p̌rirozenou volbou pro takový
homomorfismus je A 7→ det(A).
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Řešeńı
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Př́ımý součin grup Rozklady podle podgrup Normálńı podgrupy

Př́ıklad

Necht’ (G , ◦) je grupa nekonstantńıch lineárńıch zobrazeńı reálných
č́ısel s operaćı skládáńı zobrazeńı, tj.

G = {f : R→ R|f (x) = ax + b, a ∈ R×, b ∈ R}.

Určete, která z podgrup

T = {f : R→ R|f (x) = ax , a ∈ R×}
S = {f : R→ R|f (x) = x + b, b ∈ R}

je normálńı a v p̌ŕıpadě normality určete strukturu p̌ŕıslušné
faktorgrupy.

Řešeńı

Normálńı je S , hledaný homomorfismus na faktorgrupu (R×, ·) pak
f 7→ a (pro f (x) = ax + b).
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Daľśı věty o izomorfismu

Součinem podgrup A, B ≤ G rozuḿıme podgrupu
AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B}. Normalizátorem podgrupy B v G
rozuḿıme množinu NG (B) = {g ∈ G ; gB = Bg} (tj. množinu těch
prvk̊u G , pro něž splývaj́ı p̌ŕıslušné levé a pravé ťŕıdy rozkladu; B je
tedy normálńı podgrupou G , právě když NG (B) = G ).

Věta (druhá, diamantová)

Necht’ A, B ≤ G jsou podgrupy splňuj́ıćı A ≤ NG (B). Pak
(A ∩ B) � A a plat́ı

AB/B ∼= A/(A ∩ B).
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Věta (ťret́ı)

Jsou-li A, B � G normálńı podgrupy splňuj́ıćı A ≤ B, pak
B/A � G/A a plat́ı

(G/A)/(B/A) ∼= G/B.

Věta (čtvrtá, svazový izomorfismus)

Necht’ je N � G . Pak existuje bijekce mezi množinou podgrup A
obsahuj́ıćıch N a množinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Nav́ıc
normálńım podgrupám odpov́ıdaj́ı normálńı podgrupy.

Př́ıklad

Určete svaz podgrup D8 grupy symetríı čtverce a odvodte z něj
svaz podgrup D8/ < r 2 >.
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obsahuj́ıćıch N a množinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Nav́ıc
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Př́ımý součin grup Rozklady podle podgrup Normálńı podgrupy
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Př́ıklad

Zdánlivě paradoxńı je p̌ŕıklad homomorfismu C∗ → C∗ definovaný
na nenulových komplexńıch č́ıslech vztahem z 7→ zk s p̌rirozeným
k . Zjevně jde o surjektivńı homomorfismus a jeho jádro je množina
k-tých odmocnin z jedničky, tj. cyklická podgrupa Zk . Prvńı věta o
izomorfismu tedy dává pro všechna p̌rirozená k izomorfismus

f̃ : C∗/Zk → C∗.

Tento p̌ŕıklad ukazuje, že u nekonečných grup nejsou počty
s mohutnostmi tak p̌rehledné jako u konečných grup
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