Regresni analyza

Cil regresni analyzy: vystizeni zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X.
Pfi tom je nutné vyfeSit dva problémy:
jaky typ funkce pouZit k vystizeni dané zavislosti

jak stanovit konkrétni parametry zvoleného typu funkce?

Typ funkce ur¢ime bud’ logickym rozborem zkoumané zavislosti nebo
se snazime ho odhadnout pomoci dvourozmérneho teCkového diagramu.

Pribéh zavislosti
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Regresni primka

Zde se omezime na linedrni zavislost y =Po+ P1x.

XY
Odhady by a b; neznamych regresnich parametrii Bo, 1 ziskame na zaklad¢ datové ho souboru [ J metodou nejmensich
Xn yn

y © Dy A , 1 , . . e
ctvercil. Pozadujeme, aby vyraz —i(yi -B, —B,x,)* nabyval svého minima vzhledem k B a Bi. Tento vyraz je minimalni,
n

i=1
jsou-li jeho prvni derivace podle Bo a i nulové. Staci tyto derivace spocitat, poloZit je rovny 0 a feSit systém dvou rovnic o
dvou neznamych, tzv. systém normalnich rovnic.

XY
Necht’ je ddn dvourozmérny datovy soubor [ J a ptimka y = Bo + Bix.

Xn yn
Vyraz q(Bo, Bi) = ii(yi - B, —B,x,)? se nazyva rozptyl hodnot znaku Y kolem piimky v = By + Pix,
=l

pfimka y =b ¢ + b 1x, jejiZ parametry minimalizuji rozptyl q( Po, B1) v celém dvourozmérném prostoru, se nazyva regresni
piimka znaku Y na znak X,

¥y, =bo+tbixi,1=1, ...,n ... regresni odhad i-t¢ hodnoty znaku Y,

r,” =ID*... index determinace (Index determinace udava, jakou &ast variability hodnot znaku Y vystihuje regresni pfimka.
Nabyva hodnot z intervalu (0,1). Cim je blizsi 1, tim 1épe vystihuje regresni p¥imka zavislost Y na X. )



Odvozeni odhadu regresnich parametru

Systém normalnich rovnic ziskdme derivovanim vyrazu

1 ¢ 2 Sy
q(BO’Bl):HZ(Yi -B _lei) parc1alne pOdle By apBy:

i=1

0q(B,.B,) _ gi(yi B, —B.x, =1)=0 Systém normalnich rovnic:

a(aﬁo ) n% W) Dy =nb+bYx,
0:P1) _ 28
%:_Z(Yi_ﬁo_ﬁlxi)(_xi)zo ZyixizbOin+bIin2

i=1

Resenim tohoto systému ziskame odhady '
anxizzn:%_ixizn:xi% nzn:XiYi_Zn:XiZH:Yi S12
)= i=l ni:l i:ln i:12 b, = i:ln i:ln i:12 y j— m2 —2 (x —_ ml )
nzxiz _[zxi] nzxiz _[zxi] Sl
i=1 i=1 = i=1

Po jednoduchych upravach dospéjeme ke tvaru b, = S% , kde s,, je kovariance znaki X, Y a s,’je rozptyl znaku X. Dale
S1

/4 /4 14 wr O W s W S
dostavame b, =m, —b,m,, tedy regresni pfimku miizeme vyjadit ve tvaru y =m, +-2(x—m,).

S1
Usek b, regresni ptimky udava, jaky je regresni odhad hodnoty znaku Y, nabyva-li znak X hodnoty 0.
Smérnice by udava, o kolik jednotek se zméni hodnota znaku Y, zméni-li se hodnota znaku X o jednotku. Je-1i b; > 0,
dochézi s ristem X k riistu Y a hovotime o pfimé zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X. Je-li b; <0, dochazi
s rustem X k poklesu Y a hovofime o nepfimé zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X.



Priklad

riklad: Pro datovy soubor obsahujici udaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y)
a) Urcete regresni pfimku meze pevnosti na mez plasticity.
b) Zakreslete regresni ptimku do dvourozmérného teckového diagramu.
c) Jak se zméni mez pevnosti, vzroste-li mez plasticity o jednotku?
d) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity = 60.
e) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.
Pfitom jiz vime, Ze m; = 95,5, m, = 114,4, s, =324, s, = 32,5, 51, = 985,76, 11, = 0,936 .

ReSeni:
S 985,76

ada)b, = -2 = = =0,937,byg=m, —bym; =114,4-0,937.95,9 =24,5,y=24,5+ 0,937x.
S, 10524

ad b)

190 ; —
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meaz pewnost

50.;_—5.__. H f—————
an 50 ¥O B0 110 130

meaz plasticity

_qq_____

50 170

ad ¢) Mez pevnosti vzroste 0 0,937 kpem™ — viz parametr b, vypocteny v bod¢ (a)
add) y =24,5+0,937 x 60 = 80,72.
ad e) ID* =1,,> = 0,936 = 0.876. Znamen4 to, Ze 87.6% variability hodnot meze pevnosti je vysvétleno regresni piimkou.



Priklad

2

X; Yi X"y X;
100 120 12 000 10 000
90 105 9450 8 100
86 95 8170 7 396
94 100 9400 8 836
120 135 16 200 14 400
135 140 18 900 18 225
79 102 8 058 6 241
62 o8 6 076 3 844
110 125 13 750 12 100
125 134 16 750 15 625
10011154 | 118 754 | 104 767

F#nb,+b, ) x, /

YiXi = Ozxi +blzxi2

1154=10-b, +1001-5,
m) 118754=1001-b, +104767-b,

:

y=44,41+0,709 - x
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Priklad

Index determinace lze vyjadrit ve tvaru:

ID

- Zﬁf—;(zyz)z
Zyiz_i'(zyi)z

X Yi Vi yf .9f
100 120 115 14 400 13 301
90 105 108 11 025 11715
86 95 105 9025 11 109
94 100 111 10 000 12 337
120 135 130 18 225 16 773
135 140 140 19 600 19 642
79 102 100 10 404 10 088
62 98 38 9 604 7/ 811
110 125 122 15 625 14 987
125 134 133 17 956 17 704
1001 1154 1154 135864 135468

ID? =

135468~ -1154°
10

135864 — —-1154°
10

=0,853



i Maticové vyjadieni MNC

b=(x"-x)" X"y

o 1 x, Y
b, .. .
b = X=|:": y =
b,
1 x, Y
b sloupcovy vektor 2 neznamych parametru regresni funkce,
X matice rozmeéru n X 2, tvofend konstantou 1 a hodnotami
znaku X

y sloupcovy vektor n hodnot znaku Y



Priklad

Naleznéte koeficienty regresni primky:
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i Ptiklad

g = X"y=

1154 oo
118754| A = X7*X=

2,2941 -0,0219
| -0,0219 0,0002

4| 44,414
b=A*g=| "
1 0,709

10 1001
1001 104767




Sdruzené regresni primky

V nékterych situacich méa smysl zkoumat nejenom zavislost znaku Y na znaku X, ale téZ zavislost X na Y. V takovém
pfipad€ hledame druhou regresni ptimku a souhrnné hovofime o sdruzenych regresnich ptimkach.

Regresni pfimkou znaku X na znak Y  nazveme tu pfimku x = b, +b,y, jejiz parametry minimalizuji rozptyl q( B,.B,) =

n

D> (x, =B, —By,)* v celé roving. Nazyva se téz druha regresni piimka. Regresni pfimka znaku Y na znak X a regresni pfimka

i=1

znaku X na znak Y se nazyvaji sdruzen¢ regresni primky.

Rovnice regresni pfimky znaku X na znak Y ma tvar: Sy
2
57




Vlastnosti sdruzenych regresnich primek

Sdruzené regresni ptimky se protinaji v bod¢ (m;,m,).
4 I 4 1 2
Pro regresni parametry b,,b, plati: b,b, =1,".
Rovnice sdruzenych regresnich ptimek miizeme psat ve tvaru

S 1s .
y=m, +flzs—2(X—m1),Y= m, +r_s_2(x_m1) (Je'h I'12750).
1 12 S

Regresni ptimky sviraji tim mensi thel, ¢im méné se od sebe 1iSir; a ri
12
Regresni ptimky splynou, je-li r,> = 1. K tomu dojde pravé tehdy, existuje-li mezi X a Y uplna linearni zavislost. Viechny
body (xi, yi), 1= 1, ..., n leZi na jedné ptimce, tedy ze znalosti x; miiZzeme presné vypocitat y;, 1 =1, ..., n.
Jsou-li znaky X, Y nekorelované, pak maji sdruzené regresni pfimky rovnice y = m,, X = m; a jsou na sebe kolmé.
Oznacime-li a uhel, ktery sviraji sdruzené regresni piimky, pak plati:
cos o =0, pravé kdyz mezi X a Y neexistuje zaddna linedrni zavislost,
cos o= 1, pravé kdyz mezi X a Y existuje uplna ptima linearni zavislost,
cos o= -1, pravé kdyz mezi X a Y existuje Uplna neptima linedrni zavislost.

)

ey -




Priklad

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y):
a) Urcete regresni ptimku meze plasticity na mez pevnosti.

b) Zakreslete tuto druhou regresni ptimku do dvourozmérného teckového diagramu.

Pfitom jiz vime, ze m; = 95,5, my, = 114,4, 51 =32,4, s, = 32,5, 812 = 985,76, 11, = 0,936 .

ReSeni:

ada) b, =2 = 98576 _ 0,932,b, =m, —b,m, =95,9—0,932x114,4=-10,7, tedy x = -10,7 + 0,932y.
s, 1057.21
ad b)
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i Ptiklad

Poptavka po veprovém mase | 154 [ 164 [ 123 [ 1811193 [ 105|143 [ 167|158 | 62

| Poptivka po hovézim mase | 103 ] 116] 98 {175]165] 90 | 103] 140{113] 49

« Sestrojte sdruzené regresni primky.

» Vypoctéte koeficient korelace.



Priklad

X

i i X;"Y; Xi2 i2 1 1
154 y103 15y862 23716 132)609 m1:145 m2=5-1152:115,2

164 116 19024 26896 13456
123 98| 12054 15129 9 604

1
181 175| 31675| 32761| 30625 2 2
193] 165| 31845 37249] 27 225 A 223922145 =1367,2
105] 90|  9450] 11025 8 100 10
143 103| 14729] 20449 10609

167| 140| 23380 27889] 19600 ) 1 2
168]  113| 17854 24964| 12769 52:—-144998 115,27 =1228,76

62| 19| 2638 _-c-e14 0
(14500 11528478 914).223 922|§44 99?) @

D i

LU IE Y PT S == —145-11522=1187,1
1367.2

— b,=115,2-0,868-145=-10,66

b = 1187.1 —0.966 _0

1228,76 b, =145-0,966-115,2 = 33,72



Priklad

Sdruzené regresni primky
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i Ptiklad
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i Ptiklad

- 178911-10-145-115,2
VB23922-10-145 | 449981011527 |

=0,916

11871
36,976-35,054

v

=0,916

r =4/0,868-0,966 =0,916



i Ptiklad

X; Yi
154 103
164 116
123 08
52 175
193 165
105 90
143 103
167 140
158 113
191 49

« Sestrojte sdruzené regresni primky.
» VVypoctéte koeficient korelace.

* Porovnejte vysledky z vysledky
predchoziho prikladu.



Priklad

X; Yi X"y Xi2 yi2

154| 103] 15862 23716/ 10609

164 116/ 19024| 26896 13456

123 98| 12054 15129 9 604

52| 175 9100 2704 30625

193] 165] 31845 37249 27225

105 90 9450 11025 8 100

143] 103] 14729 20449, 10609

167] 140] 23380 27889 19600

158 113 17854| 24964 12769

191 49 9359 36481 2 401

1450] 1152 162 657| 226 502| 144 998

pruamery 145,0
115,2

rozptyly 1625,2
1228,76

smérodatné odchylky 40,3138
35,0537

=154,31-0,270-x

r=—40,270-0,357 =-0,310

Hovézi maso
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i P¥iklad

Rozhodnéete zda nasledujici dvojice primek mohou byt
sdruzenymi regresnimi primkami:

A)y=13-2x B)y=13-2x C(C)y=13-2x
x=2,5 x=0,4y X=8—-Yy

D)y=13-2x E)y=13-2x F)y=13-2x
x=65-05y x=-2-04y x=-0,5y



i Ptiklad

A)y=13-2x B)y=13-2x C(C)y=13-2x
x=2,5 x=0,4y X=8—-Yy
D)y=13-2x E)y=13-2x F)y=13-2x

x=65-0,5y x=-2-04y x=-0,5y

1. b i b maji stejnd znaménka

A) NE(2) D)ANO
2. je-lijeden roven nule, pak je 0-vy i druhy B) NE(1) E) ANO
3. rel=L1] 4 b-befo.1] C) NE(3) F)NE(4)

b

4. pror=1/r=-1 plati 1;0 =—b—0
1




Pocet pravdépodobnosti -uvod

Pocet pravdépodobnosti se zabyva studiem zakonitosti v ndhodnych pokusech. Matematickymi
prostfedky modeluje situace, v nichz hraje roli ndhoda. Pod pojmem nahoda rozumime ptisobeni faktort,
které se Zivelné méni pii riznych provedenich t€hoz pokusu a nepodl¢haji nasi kontrole.

Pocet pravdépodobnosti jako védecka disciplina se za¢al vytvaret v 17. stoleti a jeho pocatky jsou spjaty se
jmény Blaise Pascala, Pierra de Fermata, Christiana Huygense (studovali hazardni hry, zformulovali takové
pojmy, jako je pravdépodobnost a stfedni hodnota, odvodili jejich vlastnosti) a predevsim Jakoba
Bernoulliho (dokazal zakon velkych cisel).

V 18. stoleti: Abraham de Moivre a Pierre Simeon Laplace — formulace jedné z forem centralni limitni véty,
Georges Buffon odvodil binomickou vétu, zavedl diferencialni a integralni pocet do teorie
pravdépodobnosti, Thomas Bayes odvodil zplisob vypoctu aposteriornich pravdépodobnosti pomoci
apriornich pravdépodobnosti (Bayestv vzorec).

V 19. stoleti: Petrohradskd matematicka Skola — dala teorii pravdépodobnosti pevny logicky a matematicky
zaklad (Viktor Jakovlevi¢ Buniakovskij, Pafnutij Lvovi¢ Cebysev, Andrej Andrejevi¢ Markov, Alexandr
Michailovi¢ Ljapunov), Karl Fridirich Gauss (mj. vyvinul netodu zpracovani experimentalnich tdaji
znamou pod nazvem metoda nejmensich Ctvercl), Simeon Denis Poisson (zobecnil Bernoulliho zakon
velkych Cisel a odvodil specidlni zakon rozlozeni pravdépodobnosti - Poissontiv zakon rozlozeni).

Ve 20. stoleti: Andrej Nikolajevic Kolmogorov (axiomaticka teorie pravdépodobnosti), Norbert Wiener ,
William Feller (rozvoj reorie stochastickych procesii).

Odkaz na zajimavou webovou stranku:

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history
http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Statistics.html



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history
http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Statistics.html

Z.akladni prostor

1.1. Definice (definice pokusu): Pokusem rozumime jednorazové uskute¢néni konstantné vymezeného
souboru defini¢nich podminek. Pfedpokladdme, ze pokus miZzeme mnohondsobné nezavisle opakovat za
dodrzZeni defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou ménit, proto riizna opakovani pokusu mohou
vést k riznym vysledkiim). Dale piredpokladame, Ze opakovanim pokusu vznika opét pokus.
Deterministickym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k jedinému moZznému
vysledku.

Nahodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k pravé jednomu

z vice moznych vysledki, které jsou vzajemné neslucitelné.

Ptiklad deterministického pokusu: pii tlaku 1015 hPa zahiivame vodu na 100 °C. Jedinym moznym
vysledkem je var vody.

Ptiklady nahodnych pokusti: hod hraci kostkou, hod minci, vylosovani Cisla z osudi apod.

1.2. Definice (definice zdkladniho prostoru): Neprazdnou mnozinu moznych vysledkli nahodného pokusu
zna¢ime Q a nazyvame ji zakladni prostor. Mozné vysledky znaCime o,, kde teT, T je indexovd mnoZina.



Priklad ?

1.3. Priklad
a) Nahodny pokus spociva v hodu kostkou. Mozny vysledek ». znamena polohu kostky ¢islem i1 nahoru, 1 =

1, ..., 6. Zakladni prostor Q= {w,,...,0,}, po¢et moznych vysledki m(Q)=6.

b) Nahodny pokus spo¢iva v hodu dvéma kostkami. Mozny vysledek je uspofadana dvojice |o,,o,],1,j =1,
..., 0. Zakladni prostor Q= {o,,0 |0, 0,]....Jo,o]....[o. o], potet moznych vysledki m(Q)=6=36.

¢) Nahodny pokus spoc¢iva v opakovaném hazeni minci tak dlouho, dokud nepadne prvni lic. Potom
zékladni prostor Q= {o,,0,,0,...}, kde o, znamena, Ze hned v prvnim hodu padl lic, », znamena, Ze az ve

druhém hodu padl lic, o, znamend, ze az ve tfetim hodu padl lic atd. Sybmolicky 1ze zapsat o, =[L],
o, =[R,L], o, =[R,R,L], ... Tedy zdkladni prostor & ma nekonecné spocetné¢ mnoho moznych vysledki.



Jevoveé pole

1.4. Definice (definice jevového pole): Systém podmnozin A zakladniho prostoru Q, ktery spliuje
nasledujici ti1 axiomy:

I5:AA,e A =A-A e A,

J6: e A ,

J8: ALA,,...€ A :>0Ai e A

se nazyva jevove pole. Jestlize A € A, pak fekneme, Ze A je jev. Dvojice (@, A ) se nazyva metitelny
prostor.

(Axiom J5 nam tika, ze jevové pole obsahuje s kazdymi dvéma mnozinami i jejich mnoZinovy rozdil. Axiom
J6 tika, Ze jevove pole obsahuje cely zakladni prostor a kone¢né axidom J8 tika, ze kdyz jevové pole obsahuje
kazdou ze spocetné posloupnosti mnozin, obsahuje i jejich spocetné sjednoceni. Znamena to, ze systém A je
uzavieny vzhledem k mnoZinovym operacim.

ProtoZe jevy jsou mnoziny, pro operace s nimi plati stejné zakony jako pro operace s mnoZinami -
komutativni zdkon, asociativni zakon, de Morganova pravidla.)



i Mnozinove a pravdépodobnostni pojmy

1.5. Poznamka (slovnik mnozinovych a pravdépodobnostnich pojmi)
Q se nazyva jisty jev, @ se nazyva nemozny jev

e A znamend, Ze mozny vysledek o je pfiznivy nastoupeni jevu A

A c B znamena, ze jev A ma za dusledek jev B

A UB znamena nastoupeni asponl jednoho z jevi A, B

A NnB znamena spole¢n¢ nastoupeni jevil A, B

A -B znamena nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B

A =Q-Aznamena jev opaény k jevu A

A NB=gznamena, ze jevy A, B jsou neslucitelné.



Priklad

1.6. Priklad: Je dan systém slozeny ze dvou bloki, ktery jednorazové pouzijeme. Necht’ jev A, znamena
bezporuchovou funkci i-tého bloku, 1 =1, 2. Pomoci jevi A,,A, vyjadiete jevy:

a) bezporuchova funkce aspon jednoho bloku: A, v A,

b) bezporuchova funkce obou blokili: A, N A,

¢) porucha asponl jednoho bloku: A, UA,

d) porucha obou blokii: A, N A,

e) porucha prave jednoho bloku: (?1 NA, )U(Al ﬁA—z)



Jevove pole - poznamky

1.7. Poznamka: Systém axiomi jevového pole je bezesporny (tj. na kazdém zakladnim prostoru Ize sestrojit
aspon jedno jevove pole) a neuplny (tzn., Ze na kazdém aspon dvouprvkovem zakladnim prostoru 1ze
vytvortit jevovych poli vice).

Netplnost systému axiomi jevoveho pole je vyhodna, protoZe umoznuje rozliSovat vysledky nahodného
pokusu s riznym stupném podrobnosti.

Napf. jevové pole A i, = .3} se nazyva minimalni jevové pole a charakterizuje krajné ,,tupozrakého*
pozorovatele, ktery rozlisi pouze jev jisty a jev nemozny.

Jevové pole A ;={0.2,4.A } jiz dovoli rozeznat, zda nastal jev A nebo jev opacny A.

Tak miizeme konstruovat stale bohat$i jevova pole, az dostaneme maximalni jevové pole A ax = 1A A S QJ,
To charakterizuje krajné ,,bystrozrakeého* pozorovatele, ktery rozlisi jevy do vSech podrobnosti. Pro
libovolné jevové pole A ovSem plati: A ,in € A < A ax



Priklad

1.8. Priklad: Sestrojte vS§echna mozna jevova pole na zakladnim prostoru Q={o,,0,,o,}.

Reseni:

A= 0o)=A )

A, =102 }io,0,l

A; =102, bo,o0,l

A= {0g oo}

A s=1{0.2.{o Lo, oo, o o, o b o, 0, J(E A max)



Jevove pole - vlastnosti

1.9. Véta (vlastnosti jevového pole): Necht' (@, A) je méfitelny prostor. Pak jevové pole Ama
nasledujicich 9 vlastnosti:

J1

J2:
J3:
J4:
J5:
J6:
J7.

J8:

JO:

A =9,
Je A,
ALA, e A =AUA e A,
ALA,e A =ANnA e A,

ALA, e A =A -A, ¢ A (axidm),
Qe A (axiom),

Ac A =>Aae A

9

AlvAZa...e A :uAl € A (aXiém),

A]vAza...E A :ﬂAI € A .
i=1

Diikaz: J1 plyne zJ6.
J2 plyne zJ5 a J6, protoze Q-Q=9.

J3 plyne zJ2 J8 specialni volboua, =2.A, =@, Pak Ua, =A, UA,.

J7 plyne J5 a J6, protozeA=Q-A.

J9 odvodime zJ7 a J8 uzitim de Morganovych pravidel ’ﬂAi = UK:

ALA,,...€ A :>A_1,A_2,...€ A :CJKE A SOA—IE A , ovSem OK:ﬁAi .
i=1 =1 =1 i=1

J4 plyne zJ9 specidlni volbouA,=QA,=Q, .



Pravdépodobnostni prostor

2.1. Motivace: Provadime opakované nezavisle tyZ nahodny pokus a v kazdém pokusu sledujeme
nastoupeni jevu A, kterému tikame uspéch. Oznaéme n celkovy pocet pokusit a N(A) pocet téch pokusti, kdy

rrrrr

nastal uspéch. S rostoucim n pozorujeme, Ze relativni Cetnost ispéchu NA) se bliz &islu P(A), které
n

povazujeme za pravdépodobnost tispéchu. (Tento poznatek je znam jakoempiricky zakon velkych ¢isel).

Iustrace empirického zakona velkych Cisel

Provadime n nezavislych hodii minci. Padnuti lice povazujeme za uspéch. Budeme sledovat zavislost
relativni Cetnosti tspéchu na poctu pokust. (Pocet pokusti volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000,
2000.)

ni2 |5 1020 ] 50 /100 200|500 |1000|2000
p10,510,210,4/0,610,54[0,5810,5 10,48810,49 10,4975

0,65

0,60 -
0,55
0,50 - L] -
0,45
0,40 L
0,35
0,30

0,25

0,20 L

0,15

00z-
00z
0oy
009
008
0001
S
0ozl
oovL
0091
0081
0002
00zz



Axiomaticka teorie pravdépodobnosti

Vznika otazka, jak zavést pravdépodobnost, aby byla ,,zidealizovanym* protéjSkem relativni ¢etnosti. Zdalo

by se vhodn¢ zavést pravdépodobnost takto:

P(a)= limN(A).

00
n—> n

Jde o tzv. statistickou definici pravdépodobnosti. Z matematického hlediska tato definice neni v poradku,
protoZe pocet pokust je vZdy konecny a nelze se presveédCit o exstenci uvedené limity. Proto ve 30. letech
20. stoleti rusky matematik A. A. Kolmogorov (1903— 1987) vybudoval axiomatickou teorii
pravdépodobnosti.

Axiomaticka teorie pravdépodobnosti zavadi pravdépodobnost jako funkei, ktera kazdému jevu piitazuje
Cislo mezi 0 a 1 a pfitom je zidealizovanym protéjSkem relativni Cetnosti. Ma tedy vSechny vlastnosti
relativni Cetnosti a kromé toho néktere dalsi vlastnosti, které vyplyvaji z vnitinich potfeb matematické teorie.



Pravdépodobnost - definice

2.2. Definice: Necht’ (@, A ) je méfitelny prostor. Redlnd mnoZinova funkce P: A — R se nazyva
pravdépodobnost, kdyZ splituje nasledujici 3 axiomy:

P2: vAe A : P(A)>0 (nezapornost)

P10: P(Q)=1 (normovanost)

P15: A,,A,....e A jsou neslucitelné = P(OAJ = iP(Ai) (spocCetna aditivita)

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. (Je to matematicky model jednorazového provedeni
nahodného pokusu.)

Ilustrace pravdépodobnostniho prostoru

5 a1
2.3. Poznamka: Systém axiomul pravdépodobnosti je bezesporny (tj. na kazdém métitelném prostoru lze

sestrojit pravdépodobnost) a netplny (tj. na kazdém méfitelném prostoru, jehoz jevove pole neni minimalni,
1ze sestrojit pravdépodobnosti vice).



Pravdépodobnost - vlastnosti

2.4. Véta (vlastnosti pravdépodobnosti): Necht' (@, A , P) je pravdépodobnostni prostor, A,A ,A,,...e A
libovolné jevy. Pak pravdépodobnost P ma nésledujicich 17 vlastnosti:
P1: P(@) =0

P2: P(A) > 0 (nezépornost — axidém)

P3: P(A; U Ay) + P(A; n Ay) =P(A)) + P(Ay)

P4:1+P(A; ~n Ay))>P(A)) +P(A,)

P5: P(A; U Ay) <P(A)) + P(A),) (subaditivita)

P6: A ~n Ay=2 = P(A; U A,) =P(A)) + P(A,) (aditivita)

P7: P(A2 - Al) = P(Az) - P(Al N Az)

P8: Al c A2 = P(A2 - Al) = P(Az) - P(A]) (subtraktivita)

P9: A, < A, = P(A,) <P(A)) (monotonie)

P10: P(Q2) = 1 (normovanost — axiém)

P11: P(A) + P(4) =1 (komplementarita)

P12: P(A) <1

P13: P[OAJ < iP(Ai) (spocetnd subaditivita)
P14: A,.A,,...e A jsou neslucitelné :iP(Ai)«)o (absolutni konvergence)
P15: A,,A,,...e A jsou neslucitelné = P[OA‘J = iP(Ai) (spocetna aditivita — axidm)

P16: A,cA,c..c A = P[DAJ =1imP(A;) (spojitost pravdépodobnosti zdola)

P17: A, 2A,2..c A = P[ﬁAiJ =1imP(A,) (spojitost pravdépodobnosti shora)



Pravdépodobnost - vlastnosti

0
P14 Polozme Ay = U A;. Pak jevy Ay, Ay, Ao, ... jsou neslucitelné a je-
jich sjednocenim }(* cely 7dl{lddm prmt()r tedy podle axiomu P10 dostavame:

1= PQ) = P( U Z P(A;), pricemz posledni rovnost vyplyva z axi-
=M i=1

ému P15. Y7 P(A;) tedy absolutné konverguje, tudiz bude konvergovat také
i=0
o
S P(A;), kde jsme vynechali prvni ¢len.
i=1
2
P1 Polozme 4, = 0.4, = O,... Pak |J 4; = O, tedy podle axiému P15

i—1

= P(0) = P( U ) = Z P(0). coz je mozné jen tak. ze P(0)) =
i—1 i—1
P6 V axiomu P15 polozime 45 = 0, 4, = O, .. .. tedy P( U A4;) (A1 U Ay) =
Z P(A;) = P(Ay) + P(As).

P11 Plyne z vlastnosti P6 a axiému P10: P(AU A) = P(Q)) = 1 = P(A) +
P(A4).

P12 Plyne okamzite z axiomu P2 a vlastnosti P11.



Pravdépodobnost - vlastnosti

Pro dikaz vlastnosti P3, P4 a P5 jevy 4, U4y, 4y a 4y rozlozime na soucet
disjunktnich sc¢itanci:
:1] ) :1;; — {fl] \ :1;3\} ) {fl] M :1;;\} J {:1;3 \:1]\}
A=A\ AU (4, N Ay)
:1;; — {:1;; \ :1]\}1 J {-41] M :1;3)

P3 Podle P6 dostavame: P(A;UAy )+P(A1NAy) = P(AN\Ay)+P(A; N A+
P(As\ A1)+ P(A1 N Ay) = P(A1) + P(Ay).

Protoze podle P12 je P(A; U Ay) < 1 a podle P2 je P(A4; M As) > 0, dosta-
vame z P3 okamzite P4 a P5.

P7 Opét vyjadiime Ay jako sjednoceni neslucitelnych jeva: 4, = (Ay\ Ay ) U
(A4; N Ay). Podle P3 pak dostaneme: P(A4,) = P(A4, \ 4y) + P(4; N Ay), tedy
1“}{:12 \ :1]\} — 1“}{:1;3\} — J‘}{:'L] M :1;3).

P& Jelikoz A1 C A, plati 4, N4y = 4, a P8 plyne z P7.

P9 Plyne z P8, protoze podle P2 je P(A,\A4,) > 0, tudiz P(A,)—P(4,) >0,
tj. P(A;) < P(A2).



Pravdépodobnost - vlastnosti

[
P13 Polozime |J 4; = 43 U (A \ A1) U (A3 )\ (A4 U Ay)) . Tim jsme
i=1
dostali sjednoceni posloupnosti neslucitelnyeh jevi a aplikujeme axiom P15 a
[

vlastnost P7: P(|J 4i) = P(A1)+ P(Ax \ A1) + P(As \ (AU Aw)) + ... <
i=1

P(A1) + P(As) + P(Ay) + _ZP 1

P16 Jev | A, vyjadiime jako sjednoceni neslucitelnych jevii. Z predpokladu
i=1
[
:1] (: :'13 (: o c T)l}'[l(‘. U :'L,' = :1] U(:lg\:i]le(:l;g\:lg)L —1 \—L ] L t(‘d 7
i=1

podle axiomu P15 a vlastnosti P8 dostavame: P( U 1) = P(A))+P(A, \ A+
i=1

PlAs\ A2)+ ...+ P(A;\Ai 1)+ ... = P(A41) + [P(A2) — P(A1)] + [P(A43) +

P{:‘lg)]—l—...—l—[ )+P A; ])]—I— = lim P(A4,).

= O

[ =

P17 Podle vlastnosti P16 dostavame £( U ;) = lim P(A4,). Z de Morgano-

i=1 =¥ 0OC
vych pravidel plyne P( ﬂ A;) = P( U A)=1- P( U A) =1-lim P(4;) =
i1 i1 i1 e
1 — lim[1 - P(A4;)] = lim P(A4;).
T

T =30C



Pravdépodobnost - vlastnosti

2.5.Véta (dalsi vlastnosti pravdépodobnosti): Necht' (22, A, P) je pravdépodobnostni prostor,
,»...A €A libovolné jevy. Pak plati:

n—2 n-1 _n

a) P(UA )= ZP(A) ZZP(A NAN+D D 2 P(A NA NA)—..+ ()" 'P(A, N..NA,)

i=1 j=i+l i=1 j=i+lk=j+1

(Pro neslucitelné jevy Ay, ..., A, dostavame P(LnJAi )= iP(Ai) .) (Véta o scitani pravdépodobnosti)

i=1 i=1

b) maxP@,)< P(UA ]< ZP(A )

1<i<n

C) 1-n+ ZP(A )< P(ﬂA ] min P(A,) (nerovnost vlevo se nazyva Bonferroniho nerovnost)



Pravdépodobnost - vlastnosti

Diikaz:
ad a) Vlastnost vyjadiuje princip inkluze a exkluze. Tvrzeni o neslucitelnych jevech plyne z axiomu P15,
kde poloZime A,., =J,A,.,=9,...

Tvrzeni musi platit i pro ten index i, pro ktery je P(a,) maximalni.
Prava strana: Plyne ze spocetné subaditivity P13, kde polozime A, =9,A,,, =9,...

ad c) Leva strana: P(GAi] = P[Q—A_i] =1—P(QA—i] > 1—ZP(AT¥I—Z[I—P(Ai)]zl—mgP(Ai)

P(A,)> P(ﬁ A j]. Tvrzeni musi platit i pro ten index i, pro ktery je P(A,) minimalni.



Priklad

2.6. Priklad: Je dan systém slozeny ze dvou blokii. Jev A; znaci bezporuchovou funkci i-t€ho bloku, 1 =1, 2.
Je znamo, 7e P(A,)=9,,1=1, 2.
a) Odhadnéte pravdépodobnost spravné funkce celého systému, jsou-li bloky zapojeny
a) sériove, B) paralelné.
b) Pfedpokladejme navic, Ze P(A, nA,)=9,. Vypoctéte nyni pravdépodobnost spravné funkce celého
systému, jsou-li bloky zapojeny
a) sériove, B) paralelné.
ReSeni:
ad a)
Ptipad sériového zapojeni

P(A, nA,) lze shora 1 zdola odhadnout pomoci véty 2.5. (c), kde n = 2:
1-2+P(A,)+P(A,)<P(A, nA,)<min{P(A,),P(A,)}
9,+9,-1<P(A, nA,)<min{9,,9,}



Priklad

Ptipad paralelniho zapojeni

P(A, UA,) lze shora i zdola odhadnout pomoci véty 2.5. (b), kde n = 2:
maX{P(Al )’P(Az)}S P(Al Y Az)S P(Al )+ P(Az)
max{9,,9,}<P(A, UA,)< 9, +9,

ad b)
Ptipad sériového zapojeni: P(A, nA,)=9,
Ptipad paralelniho zapojeni: Podle vlastnosti P3 dostavame: P(A, UA,)=P(A,)+P(A,)-P(A, NA,)=9,+9, -9,



