Konstrukce diskreétni
pravdépodobnosti

3.1. Motivace: V Kolmogorovoveé axiomaticke definici
pravdépodobnosti se nespecifikuje jak na daném meéfitelném
prostoru (€2, A) zkonstruovat pravdépodobnost P. Jednou z
moznosti je zavedeni tzv. diskrétni pravdépodobnosti. Pouziva
se v situacich, kdy pouze spocetné mnoho moznych vysledku
nahodného pokusu ma realnou Sanci na uskuteénéni. Sance
téchto vysledki se ohodnoti vahami a pravdépodobnost jevu se
pak ziska jakou soucet téch vah moznych vysledku, které jsou
priznivé nastoupeni dancho jevu. Jestlize je¢ moznych vysledku
pouze konefné mnoho a vSechny maji stejnou Sanci na
uskuteCnéni, dostavame klasickou pravdépodobnost jako
specialni pripad diskrétni pravdépodobnosti.



Konstrukce diskrétni
pravdépodobnosti

3.2. Oznaceni:Necht' M # @,B= M,g: M — (-=,) je funkce, ktera je vSude nulova s vyjimkou nejvyse spocetné
mnoziny G € M. Pak symbol ) ¢(x) ma tento vyznam:

a) Je-li BnG=92, pak Zg(x)= 0.

b) Je-li BNG koneénéxrimoiina, pak prvky tohoto priiniku usporadame do kone¢né posloupnosti ¥,.,....x,} a
2 elx)= ig(xi)-

(X:E)B Je-li ;ﬁ G spo¢etna mnozina, pak prvky tohoto priniku uspoiradame do spocetné posloupnosti ¥,.x,....} a
; glx)= i g(x,), pokud tato suma absolutné konverguje. Neni- li podminka absolutni konvergence splnéna,

nema uvedeny symbol smysl.

Je-li B= (— 00,00) nebo B= (— o, x>, pak pi§eme Zg(x)= ig(x) Zg(x)=§g(t)



Konstrukce diskrétni
pravdépodobnosti

3.3. Definice (definice diskrétni pravdépodobnosti): Necht’ (2, A ) je méfitelny prostor, I' < Q nejvyse
spocetna podmnozina zakladniho prostoru. Funkce v:Q — R, kterd je kladnd pouze na T a jinak je nulova a

spliiuje podminku ) v(@)=1, se nazyva vihova funkce. Redlna mnozinova funkce P: A — R dand vzorcem
weQ

vae A : P(A)= D v() se nazyva diskrétni pravdépodobnost,

3.4. Véta: Diskrétni pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice, tzn., Ze ma
vlastnosti P1 — P17.

Diikaz: Staci ovéfit platnost axiomu P2, P10, P15.

P2: P(A) > 0 — plyne z definice vahové funkce.

P10: P@)= Y y(@)=1 - splnéno.

0

P15: A,,A,,...e A jsou nesluditelné =>P( Ai]= 2 1@)= 3 v(e)+ ZY(CO)Jr...:P(A1)+P(A2)+...=iP(Ai) - spInéno.

meiLJl A



Priklad

3.5. Priklad: Hazime kostkou, jejiz tézisté je posunuto z geometrického sttedu k onomu vrcholu, v némz se
stykaji stény s nejniZzSim ohodnocenim. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze padne sudé¢ Cislo.
ReSeni: Q=1{o,. .o}, A =A = ;A Q). Vsouladu se zadanim a vzhledem k symetrii Gilohy volime
, -9
vahy 1(,)=1(,)=1(, )— —<9<1 v(©,)=v(,)= v(w3)=lT.
-9 9 S 9
A=1,,0,,0,5,PA)=1(, )+v(c0 )+ 1o, )—— R HT
1+2

A 2 /4 /4 =
Napt. pro 9= 3 dostavame P(A)= T3 =505,



i Klasicka pravdépodobnost

3.6. Poznamka: Z matematického hlediska je piipustné zavést jesté mozny vysledek o, - poloha kostky na
hrang. Tomuto moznému vysledku pfifadime vdhu v(o,)=0. Tim se pravdépodobnostni prostor (2, A , P)
sice formalné zméni, ale vysledky zlstanou stejné. Polozime-li A, = o, }, pak P(A,)=0. Jde o jev

s pravdépodobnosti 0, nikoli vSak nemozny jev.

3.7. Definice (definice klasické pravdépodobnosti): Necht’ (2, A ) je méfitelny prostor, @ kone¢nd mnozina.
Funkce P: A — R dana vzorcem

vAe A : P(A)Z%,

kde m(a) je pocet moznych vysledkl pfiznivych nastoupeni jev u A a m(Q) je pocet v§ech moznych
vysledk, se nazyva klasicka pravdépodobnost.

3.8. Véta: Klasicka pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice, tj. ma vlastnosti
P1 az P17. Kromé toho pro ni plati: P(A)=0<A=3, P(A)=1A=Q,

Dikaz: Klasicka pravdépodobnost je specidlnim piipadem diskrétni pravdépodobnosti s vahami v(e)= iﬁ)

Posledni dvé implikace vyplyvaji z definice klasické pravdépodobnosti.



Priklad

Dfevenou, natfenou krychli o stran€ 4 cm rozieZeme na jednotkové krychli¢ky. Jaka je
pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana krychlicka

a) ma praveé 2 natiené stény,

b) nema zZadnou natienou sténu?

ReSeni:

8.3 3
P(4y=""="=
(4) 64 8

2> 1
P(A4)="-=—
(4) 64 8




Priklad

1) Jaka je pravdépodobnost, Ze slovem nahodné sestavenym z
pismen A, A, A,E, L K, M, M, T, T bude MATEMATIKA?

321201
100 151200

Reseni: P(A) =
2) Jaka je pravdépodobnost, Ze z n lidi n¢ktefi dva slavi narozeniny
ve stejny den (n < 365)?

365-364-+---(365—n+1) 365!
365" ~ (365-n)!-365"

P(A)=1-P(A) =

Ptes pravdépodobnost 1/2 se dostaneme uz pii n = 23:

n| 10 | 20 | 22 | 23 | 30 | 40 | 50 | 60 |
p | 0,117 | 0,411 | 0,476 | 0,507 | 0,706 | 0,891 | 0,870 | 0,994 |




Priklad

3.9. Priklad: V dodavce 100 kusti vyrobkii nema pozadovany prumér 10 kusti, poZadovanou délku 20 kust a
soucasné nema pozadovany prumér 1 délku 5 kusti. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek z
této dodavky ma pozadovany primér 1 délku?
ReSeni:
Jev A spociva v tom, ze vyrobek ma pozadovany prumér a jev B v tom, Ze vyrobek ma pozadovanou délku.
Pocitame

R _ _ — - 10 20 5
P(A ~ B)=P(auB)=1-P(AuB)=1—[P(A) +P(B)—P(A ~B)] = 1—[100+100—100J:0,75
Pravdépodobnost, Ze nahodné¢ vybrany vyrobek z dodavky ma pozadovany primér 1 délku, je 0,75.




Priklad

Jsou dany dvé rtizné rovnobézné piimky a, b. Na a je n riznych bodu
A, ...,A,nabmriuznych boduB,, ... B . Jaka je pravdépodobnost,
ze 3 nahodné vybrané body tvofti trojuhelnik?

2 1) (12 y T,
P(A) = =

n+m _(m+n)(m+n—1)(m+n—2):
[ 3 j 3-2-1

B 3mn
- (m+n)(m+n-—1)




Priklad

Po cCiselné ose se posuneme o jedni¢ku vpravo, nebo vlevo,
podle toho, zda ndm na minci padne rub, nebo lic. Za¢iname v 0.
Jaka je pravdépodobnost, Ze po 2n krocich budeme v 0?

Reseni: Pravdépodobnostnim prostorem mohou byt posloupnosti nul a
jednicek délky 2n (oznacujici kam v kterém kroku jdeme).
Abychom po 2n-tém kroku stali v nule, musime jit v pritbéhu
stejnékrat (tj. n krat) doleva a n krat doprava:

[2nj

n

P(A): 22n 10
5 10-9-8-7-6 63

Napi. pro n=5 (2n=10): P(A) =2 = = s = 0246
apr. pro n (n ) ( ) 10 5.4.3.2.1024 256




Priklad

Cisla 1, ..., n promichame. Jaka je pravdépodobnost, Ze aspon
jedno Cislo bude na svém misté? Najdéte jeji limitu pii n —oo.

ReSeni: Necht jev A. je ..Cislo 1 na svém misté*. Podle vzorce pro sjednoceni
1 29

1~{n—1}1_(?1)1-1'(?1_2J!_|_”1_|_(_

P(lJA)=n )
i=1

_1)n+1(?1)1.1...1 :_kz::l{_l)k(’:)(n—k)! :_2(_;1)k -

n n! n!

7! n!

_e—1 + 1.



Priklad

3.10. Priklad: Z mnoZiny f{a,,...,a,} zvané zakladni soubor rozsahu n vybereme k-krat po jednom prvku,
ktery vzdy vratime zpét. Ziskame usporadanou k-tici |a, ,....a, |, ktera se nazyva uspofadany vybérovy soubor
rozsahu k s vracenim. Pfedpokladame, Ze v zakladnim souboru je prave r prvkli oznaceno, r<n. Zavedeme
Jevy A,,B,,C, takto:

Aj ... jev, ze kazdy z prvkil zakladniho souboru se ve vybérovém souboru ocitne nejvyse 1x,

B, ... jev, ze pfedem pevné dany prvek zakladniho souboru se ve vybérovém souboru ocitne aspon 1x,

C, ... jev, Ze ve vybérovém souboru se ocitne pravé x oznacenych prvki, x <k.

Reseni:

Q, ... mnozina vSech uspotfadanych k-tic utvofenych z prvki a,,...,a,, kde se prvky mohou opakovat,
m(Q,)=n".

Jevu A, jsou ptiznivé ty k-tice, kde se prvky neopakuji, tedy m(A,)=n(n—1)n—-2)-...-(n =k +1).

p(A ) n(n—l)....l;(n—k+1):(l_lj(l_g)m(l_ﬂj:ﬁ(l_ij

n n n n il n

B, ... jev, ze predem pevné dany prvek zakladniho souboru se do vybéroveho souboru viibec nedostane.
Jevu B, jsou pfiznivé ty k-tice, ve kterych se dany prvek viibec nevyskytuje. Je ziejmé, Ze m(B_1)= (n—1). Pak

P(Bl):1—P(B_1):1—@:1—(1—1jk.

n n

Jevu C, jsou ptiznivé ty k-tice, které maji na x mistech oznacené prvky a na zbylych k-x mistech neoznacene

K (e
prvky. Pak m(cl)=rx(n_r)k-x@, p(cl):["jr (k ) =[kj(£jx[l_zj“,

n X An n



Priklad

3.11. Priklad: Za jinak stejnych podminek jako v pt. 3.10. nevracime vybrané prvky zpét do zakladniho
souboru (pfedpokladame, Ze k <n,x <r). Ziskanou uspofadanou k-tici nazveme usporadany vyb&érovy soubor
rozsahu k bez vraceni. Jevy A,,B,,C, jsou definovany stejné jako v pi. 3.10. Vypoctéte jejich
pravdépodobnosti.

ReSeni:

Q, ... mnozina vSech uspotfadanych k-tic utvoienych z prvki a,....,a, , kde se prvky nemohou opakovat,

m(Qz):ﬁ.
A, =Q,,P(A,)=1
(n—1)

P(Bz)zl_P(B—2>:1_(n—1—k)! n-k %

n! n

(n —k)




Priklad

3.12. Priklad: Za jinak stejnych podminek jako v pt. 3.11. povazujeme za vybérovy soubor rozsahu k bez
vraceni nikoliv uspofddanou k-tici, ale podmnozinu ia, ....,a, |. Vypoctéte pravdépodobnosti jevil A,,B,,C,.
ReSeni:

Q, ... mnozina vS§ech neuspotradanych k-tic utvotenych z prvki a,,...,a,, kde se prvky nemohou opakovat,

m(gz):@.

Dospéli jsme ke stejnym vysledkiim jako v ptikladé 3.11., 1 kdyZz jsme pouzili jiny model. Je to zplisobeno
tim, Ze v pt. 3.11. jsme pouZili variace bez opakovani a v pt. 3.12. kombinace bez opakovani. Kazdé¢
kombinaci {a, ,...,a, | odpovida pravé k! variaci.



Priklad

3.13. Poznamka: Nema smysl uvazovat o kombinacich s opakovanim. Model by byl nerealisticky, protoze
mozné vysledky pokusu by nemély stejnou $anci na uskuteénéni. Napt. kombinaci 4,,....a, } odpovida k!
variaci (s opakovanim), zatimco kombinaci 4.....,a, } odpovida pouze jedina variace s opakovanim.,

3.14. Priklad: Necht r, je pocet pfedem oznacenych prvki v zakladnim souboru rozsahu n. Necht rozsah

k vybérového souboru je pevny a ptedpokladejme, ze lim% = 9. Dokazte, ze 1jmP(C,)="P(C,) pfi oznaCeni

n—>o n—®o

-9,
n
(rn](n_rn] I‘n! . (n_rn)
Resent: imP(C, )= lim AKX X r, ~x) (k_’r‘l')(n‘rn‘k“):
n—>o n—>®o n n—>o !
(k] k(@ —k)
_(k]. rn(rn—l)-,,,-(rn—x+1Xn—ran—rn—1)-,,,-(n—rn—k+x+1)_
= lim =
X Jno n(n—l)',,,'(n—k+l)
r‘n[r‘n_lj. .[r‘n_x—lj[l_r‘n][l_rﬁlj. .[l_r‘n_k—x—lj
(k]. nln n/ " \n n n n ) n n 3
= lim =
X

S

_ ngx (-9)™*=p(C,)



Priklad

3.15. Priklad: Predpokladame, Ze rozsah k vybérového souboru je pevny. Vypoctéte limity
pravdépodobnosti jevli A,,B,,A,,B, z piikladi 3.10. 2a3.11. pro n » .

Reseni:

lim P(A, ) = lim n(n—l)---ﬁn—k”) ~1, imP(A,)=lim1=1

n—oo n—oo n n—oo n—oo

k
limP(Bl)zlim|:l—(l—lj }1—1:0, 1imP(Bz):nm5:0

n—oo n—oo n n—oo n—oo n

Zavér plynouci z prikladii 3.14. a 3.15.: Pokud je rozsah vybérového souboru konstantni a rozsah zakladniho
souboru roste nade vSechny meze, stira se rozdil mezi vybérovym souborem s vracenim a bez vraceni.



Stochasticky nezavislé jevy

4.1. Motivace: Pii1 provadéni pokusu se miize stat, ze z informace o nastoupeni ¢i nenastoupeni jednoho jevu
jsme schopni odvodit, zda jiny jev nastoupi ¢i nenastoupi, tzn., ze plati jedna z inkluzi

A cB,AcB,AcB,AcB. V takovém piipad¢ hovotfime o deterministicky zavislych jevech. Jejich protipdlem
jsou jevy stochasticky nezavislé — informace o nastoupeni €1 nenastoupeni jednoho jevu nijak neovlivni
Sance, s nimiZ ocekdvame nastoupeni jiného jevu.

V popisné statistice jsme zavedli ¢etnostni nezavislost dvou mnozin G,,G, v daném vybérovém souboru
pomoci multiplikativniho vztahu: p(G, nG,)=p(G,)p(G,). V poctu pravdépodobnosti pozadujeme pro
stochasticky nezavislé jevy A,,A, splnéni multiplikativniho vztahu: P(A, nA,)=P(A,)P(A,). Pro tfi jevy budeme
pozadovat, aby i jevy A, nA, a A, byly stochasticky nezavisl¢€, coz vede ke vztahu

P(A,nA, "nA,)=P(A,)P(A,)P(A,). Tak miZeme pokraCovat pro libovolny pocet jevil.

4.2. Definice: Necht’ (Q, A , P) je pravdépodobnostni prostor. Rekneme, Ze jevy A, B e A jsou stochasticky
nezavislé (vzhledem k P), jestlize P(A ~ B) =P(A) P(B).



Stochasticky nezavisle jevy

4.3. Véta: Pro libovolné jevy A, B ¢ A plati:

a) @ a A jsou stochasticky nezavislé jevy.

b) Q a A jsou stochasticky nezavislé jevy.

c) Jsou-li A, B stochasticky nezavislé jevy, pak jsou stochasticky nezavislé téZ jevy A,.B a A,B a A,B.
Diukaz:

ad a) P(@nA)=P(@)P(A):0=0-P(A)=0

ad b) P(QnA)=P(Q)P(A):P(A)=1-P(A)=P(A)

ad ) P(A~B)=P(B-(A ~B))=P(B)-P(A ~B)=P(B)-P(a)P(B) = P(B)1 - P(a)] = P(A )p(B)

Tvrzeni pro jevy A,B se dokdze analogicky.

P(A~B)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A)+P(B)-P(A B)]=1-P(A)-P(B)+P(A)P(B) =1 - P(A)— P(B)[I - P(A)] =

~[i-p(a)1-p(B)]- p(a)p(B)



Stochasticky nezavisle jevy

4.4. Definice: Necht' (Q2, A , P) je pravdépodobnostni prostor. Jevy A, ..., A, e A jsou stochasticky
nezavislé (vzhledem k P), jestlize plati systém multiplikativnich vztahti:

visi<j<n:  P(Aj n Aj) = P(A;) P(A)) (dvojmistny multiplikativni vztah)
vi<i<j<k<n: P(A; n Aj nAgx) = P(A)) P(A;) P(Ay) (trojmistny multiplikativni vztah)

P(Ain ... n nj =P(A)) ... P(A,) (n-mistny multiplikativni vztah)

Jevy Ay, Ao, ... e A jsou stochasticky nezavislé (vzhledem k P), jestlize pro vSechna pfirozena n jsou
stochasticky nezavislé jevy Ay, ..., A, € A..

4.5. Priklad: V osudi jsou 4 listky s ¢islicemi 000, 011, 110 a 101. Oznacme A, jev, ze na ndhodné
vytazeném listku je 1 na i-tém misté. Zjistéte, zda jevy A, A,, Aj jsou stochasticky nezavislé.

Reseni: P(Al):%, P(A,)=1, P(A3):%, P(A, mAz):%, P(A, mA3):%, P(A, mA3):%. Vidime, Ze dvoumistné

2
multiplikativni vztahy jsou splnény, avSak trojmistny vztah nikoli, nebot’ P(A, nA, nA,)=0 a

P(A,)P(A,)P(A,)= %. Jevy Ay, Ay, Az nejsou stochasticky nezavisle.



Priklad

Ukazka prikladu, kdv jsou jevy po dvou nezavislé, ale jsou celkové zavislé, Uvazujme ndhodny
pokus . hod dvémi mincemi”, kdyv sledujeme zda na mincich padl lic (L) nebo (R). Mnozina véech
moznyveh vysledku (elementdrnich jevi) je tedy Q@ = {LL, LR, RL, RR} a viechny elementdrni

jevy jsou stejné pravdépodobné, tj. maji pravdépodobnost 1
Najdéte pravdepodobnost a zjistéte zda jsou nezavislé a po dvou nezavisle jevy

(a) Ay na prvni mince padne lic;
(b} As na druhé minci padne lic;

(¢) Az na obou mincich padne totéz.

Reseni: Q = {wy, wy, wa, wy}, Plwy) = 1/4 A) = {wy,wyt, P(4;) =1/2
:'-12 = {-ir."]__..-i.r.r"g}, fP(f—lg] = ]._..f'fQ
:'-13 = {Lu’l,-id'4}, fPL"—lg] = ]._..f'fQ
jevy Ay a A jsou nezavislé, protoze Ay M Ay = {w} a
P(A; MA)) = ]._fil = 1{.’62 . ]._,er
jevy Ay a Az jsou nezavislé, protoze Ay M Az = {w} a
P(A; NMA3) = ]._fil = 1{.’62 . ]._,er
jevy Ay a Az jsou nezavislé, protoze As M Az = {w} a
Pl(As M Az) = ]._fil = 1{.’62 . ]._,er
jevy Ay Ay a Az jsou zavislé, protoze A; M Ay M Az ={w} a
PlATMA M Ag)=1/45+1/2-1/2-1/2



Priklad

Mohou byt neslucitelné (disjunktni) jevy A a B nezavisle?

Refeni: 0 =P(J)=P(ANB) =P(A)P(B)

tedy disjunktni jevy mohou byt nezavisl¢, jen kdyz alespon
jeden z nich ma nulovou pravdépodobnost.



Stochasticky nezavislé jevy

4.6. Priklad: Zjistéte, zda existuje jev, ktery je stochasticky nezavisly sdm se sebou.
ReSeni: P(AnA)=P(A)P(A), tedy P(A)=P(A)’. To je mozné jen tak, Ze P(A)=0 nebo P(A)=1.

4.7. Véta:

a) Jestlize z tfidy n stochasticky nezavislych jevii vybereme libovolnou podtiidu r jevil (2 <r<n), dostaneme
op¢t tiidu stochasticky nezavislych jevi.

b) Stochastickd nezavislost se neporusi, jestlize nékteré (nebo 1 vSechny) jevy nahradime jevy opaénymi.

c) Jestlize z tfidy n stochasticky nezavislych jevii vybereme r disjunktnich podtiid jevli (2<r<n) a ¢leny
téchto podtiid libovolné sjednotime nebo pronikneme, pak vznikla sjednoceni a priniky jsou opét
stochasticky nezavislé jevy.

d) Neslucitelné jevy nemohou byt stochasticky nezavislé (pokud nemaji vSechny nulovou pravdépodobnost).
¢) Nemozny jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.

f) Jisty jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.



Priklad

4.8. Priklad: Firma investovala do tii nezavislych projekti. Pravdépodobnost zisku z téchto projektt je 0,4, 0,5 a 0,7. Jaka
je pravdépodobnost, ze firma bude mit zisk

a) prave jedenkrat (jev A)

b) alespoii jedenkrat (jev B)

¢) pravé dvakrat (jev C) ReSeni:

d) aspon dvakrat (jev D) Ozna¢me A, jev, ze firma bude mit zisk z i-tého projektu, i=1, 2, 3.

e) ze vSech tfi projekti (jev E) ad a)

f) ze zadného projektu? (jev F) P(A)=P(A,)-P(A,)-P(A,)+P(A,)-P(A,)-P(A,)+P(A,)-P(A,) - P(A,) =
=0,4-0,5-03+0,6-0,5-0,3+0,6-0,5-0,7=10" (60 +90 + 210)= 0,36
ad b)
P(B)=1-P(A, NA, A, ) =1-p(a,) p(a, )p(a, )=1-0.6-0.5-03=1-0,09 = 091
ad c)

P(C)=P(A,) P(A,) P(A;) +P(A,) P(A,) P(A;) +P(A,) P(A,) P(A,) =
=0,4-0,5-0,3+0,4-0,5-0,7+0,6-0,5-0,7=10"(60+140+210)= 0,41

ad d)

P(D)=P(C)+P(A, "A, "A,)=P(C)+P(A,) P(A,) P(A;)=0,41+0,4-0,5-0,7 =
=0,41+0,14 = 0,55

ad e)

PE)=P(A, NA,NA,)=P(A,) P(A,) P(A;)=04-0,5-0,7=0,14

ad f)
PF)= P(ATmA_zmAf} P(I)P(E)P(Ai} 0,6-0,5-0,3 = 0,09



Pravdépodobnost a statistika na webu

Michal Friesl; vyukové texty (napr. Pravdépodobnost a statistika,
Posbirané priklady z pravdépodobnosti a statistiky,...):
http://home.zcu.cz/~friesl/Archiv/DldTeach.html

Blanka Sediva; Pravdépodobnost a statistika:
http://home.zcu.cz/~sediva/pse/

Michal Cihdk; vyukové texty:
http://www.cihak.com/michal/

Petr Otipka, Vladislav §majstrla; Pravdépodobnost a statistika:
http://homen.vsb.cz/~oti73/cdpasti/

Jana Novovicova; Pravdépodobnost a matematicka statistika:
http://euler.fd.cvut.cz/publikace/files/skripta3. pdf
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