Podminéna pravdépodobnost

5.1. Motivace: Opakované nezavisle provadime tyz nadhodny pokus a sledujeme nastoupeni jevu A v téch
pokusech, v nichZ nastoupil jev H. Podminénou relativni ¢etnost A za podminky H jsme v popisné statistice

zavedli vztahem p(A/H) = %;)H). Tato podminéna relativni Cetnost se s rostoucim poctem pokusti ustaluje
p

kolem konstanty P(A/H), kterou povazujeme za podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky H.

5.2. Definice: Necht' (Q2, A , P) je pravdépodobnostni prostor, H €A . jev s nenulovou pravdépodobnosti.
Podminénou pravdépodobnosti za podminky H rozumime funkci

P(/H): A — R danou vzorcem: vA e« A ;| P(A/H) = W.




Podminéna pravdépodobnost

5.3. Véta: Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice a kromé toho

pro ni plati:

a) P(Al N Az) = P(Al) P(Az/Al) pro P(Al) #0.

b P(A1 n Az) = P(A;) P(A)/Az) pro P(Ay) #0.

) Jevy A, A, jsou stochasticky nezavisle, pravé kdyz P(A/A,) = P(A) nebo P(A,) = 0 a praveé kdyz
P(Az/Al) = P(Az) nebo P(Al) = 0.

Diikaz:

Staci ovéfit platnost axioma P2, P10, P15.

ad a), ad b) Plyne pfimo z defini¢niho vzorce.

ad ¢) Necht'A;, A, jsou stochasticky nezavislé = P(a, /A, )= P(a,nA,)_PlaP,)_ P(a,).

P(A,) p(a,)

P(A, NA,)_

Necht’ naopak P(A/A,) = P(A)). Z definice: P(A,/A,)= ) - P(a,)=P(a, nA,)=P(A P(a,), tedy A, Ay

jsou stochasticky nezavisle.



Priklad

5.4. Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu kostkou padlo sudé ¢islo, je-li znamo, ze padlo Cislo
mensi nez 57

Reseni: Q={,,...0,}, A ... padlo sudé &islo, A ={,,0,.0,}, H ... padlo &slo mensi nez 5, H={,,0,,0,,0,},
ANH={0,,0,}

P(ANH)

P(A/H)ZW =

Priklad: Dvakrat hodime kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet presahne 10, vime-li, Ze padla
(aspon jedna) Sestka?

ﬁe§eni: |{[695]9[596]9[696]}|
_ 6-6 _3
P(4]H)= 2-5+1 11

6-6



Véta o nasobeni pravdépodobnosti

5.5. Véta: (Véta o nasobeni pravdépodobnosti)

Necht’ (2, A , P) je pravdépodobnostni prostor, A;, A,, ..., A, takové jevy, ze P(A|~ ... n A1) =0.
Pak P(A1 M A2 e O n) = P(Al) P(Ag/Al) P(Ag/Al M Az) P(An/Al MM n—l)-
Dukaz: Matematickou indukci. Predpokladame, Ze vztah plati pro libovolné pfirozené n>2 a dokdzeme jeho
platnost pro n+1:

P(A, N...nA, NA,, )= P(ﬁAi mAnH] = P(ﬁAi]P(AnH /ﬁAi] =P(A,)P(A,/A))...P(A,,, /A, N...0A,)
i=1 i=l1 i=l1

5.6. Priklad: Ze skupiny 100 vyrobkt, ktera obsahuje 10 zmetki, vybereme ndhodné bez vraceni 3 vyrobky.
Vypoctéte pravdépodobnost jevu, Ze prvni dva vyrobky budou kvalitni a tfeti bude zmetek.

ReSeni:

Jev A; znamena, Ze 1-ty vybrany vyrobek je kvalitni, 1 =1, 2, 3.

Pocitame P(A; ~ Asn A, ) =P(A;) P(AYA,) P(A, /A1~ Ay) = %%% =(,083.



Véta o uplné pravdépodobnosti,
Bayesuv vzorec

5.7. Véta (vzorec pro vypocet uplné pravdépodobnosti a Bayestiv vzorec)
Necht’ (A ,P) je pravdépodobnostni prostor, H; €A , 1 € I (I je nejvyse spocetnd indexova mnozina) takové

jevy, ze P(H;) > 0, UH, = Q, H;~ H; = @ pro i # ] (fikame, Ze jevy H;, 1 € I'tvoii uplny systém hypotéz).

a) Prolibovolnyjev A € A plati vzorec Upln¢ pravdépodobnostii P(A) = ZP(Hi)P(Ain)

b) Pro libovolnou hypotézu Hy, k € [ajev Ae A s nenulovou pravdépodobnosti plati Bayesiiv vzorec:

P(H/A) = P(H, )P(A/H, )
K PA)
(P(H/A) se nazyva aposteriorni pravdépodobnost hypotézy Hy, P(Hy) je apriorni pravdépodobnost.)
Diikaz:

ad a) Jev A vyjadiime jako sjednoceni neslucitelnych jevii: A = u(A NH,).

Pak P(a)= P(u (AnH, )] =2 p(anH)=3 @ P(A/H,)
IE_ P(H, ﬁA)I_EIP(Hk)P(A/HkI)EI R
ad b) P(H,/A)= v

Ilustrace vzorce pro uplnou pravdépodobnost




Priklad

1) Bez vraceni tahame z urny s a Cernymi a b bilymi koulemi. Jaka je
pravdépodobnost, ze ve druhém tahu vytdhneme Cernou kouli, jestlize v prvnim
tahu jsme vytahli kouli bilou?

ReSeni: b a

_a+b.a+b—1_ d
P(A[H) = b a+b-1 4+p—1

a+b.a+b—1

2) V dostihu zvitézi kiin A (B) s pravdépodobnosti 0,5 (0,3). Kin A ztratil na startu
piilis a je jisté, Ze nezvitézi. Jaka je nyni pravdépodobnost, ze zvitézi B?

ReSeni:

P(ANH) __P(4) _03 _

P = o =1 pa) 05



Priklad

V prvni urné je 6 bilych a 2 ¢erné koule, ve druh¢ jsou 4 bil¢ a 2 Cerné koule.
Nahodn¢ zvolime urnu a vytahneme jednu kouli. Jaka je pravdépodobnost, Ze
bude bila?

Reseni:
Pravdépodobnost tahu z prvni (resp. druh¢€) urny, je 1/2. Oznacime-li B =[tah
bilé koule], U, = [tah z urny 1], je podle véty o celkove pravdépodobnosti

P@”IﬂﬂﬁL}HUJ+HBﬂgyﬂﬂﬁzggaé+

LT 708
4+2 2 24




Priklad

Automat X vyrobi za sménu dvakrat vice vyrobku neZ automat Y. Pravdépodobnost
vzniku zmetku je u automatu X 0,02, u Y 0,05. Po skonCeni smény se vyrobky
ukladaji do jedné bedny. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyrobek ndhodné vybrany z
této bedny neni zmetek?

ResSeni:

Podle véty o celkove pravdépodobnosti (pomér vyrobkii v bedné je 2 : 1 ve
prospéch automatu X, tj. 2/3 vyrobki pochazi od X a1/3 od Y)

P(A) = %-0,98+%-0,95 = % = 0,97



Priklad

Mezi 20 stielci jsou 4 vyborni, 10 dobrych a 6 primérnych s pravdépodobnostmi
zasahu 0,9, 0,7 a 0,5. Jaka je pravdépodobnost, Ze dva nahodné vybrani stielci oba
zasahnou cil?

ResSeni:

Podle toho, ktera dvojice bude vybrana

P(4)=(09- 09)4_f £(09-07) =19 05 05)%—0,46




Véta o uplné pravdépodobnosti,
Bayesuv vzorec

Thomas Bayes (1702 — 1761): Presbytariansky duchovni

5.8. Poznamka (Navod na pouziti vzorce pro vypocet uplné pravdépodobnosti a Bayesova vzorce)

Nejprve podle textu tlohy stanovime Gplny systém hypotez, tj,. jevy, které se navzajem vylucuji a pritom
vycerpavaji vSechny moZznosti.

V ulohach vedoucich na vzorec pro vypocet uplné pravdépodobnosti se zajimame o pravdépodobnost jevu,
ktery s hypotézami nesouvisi, zatimco v ulohach vedoucich na Bayestv vzorec nds zajima pravdépodobnost
ncktere hypotézy za podminky, Ze nastal jev, ktery s hypotézami nesouvisi.
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Priklad

5.9. Priklad: Test obsahuje 100 otdzek. ZkouSeny si nejprve vylosuje otazku a pak si jeho postup
zjednodusené piedstavime takto: znd.li spravnou odpovéd’, zatrhne ji. Nezna-li spravnou odpovéd’, zvoli se
stejnou pravdépodobnosti kteroukoliv ze ¢tyf moznych odpovédi. Piedpokladejme, Ze ve skuteCnosti zna
zkouSeny prave k spravnych odpovédi.
a) S jakou pravdépodobnosti spravné odpovi?
b) S jakou pravdépodobnosti je pii1 spravné odpoveédi pravdivé tvrzeni, ze zkouSeny ve skutecnosti jenom
hadal?
Refeni: H, ... zkouSeny zna spravnou odpovéd’, H, ... zkouseny nezna spravnou odpovéd’, A ... zkouseny
spravné odpovi

k 100 -k
P(HI)ZW,P(HN): 00 ,P(A/H,)=1P(A/H,)=

1
4
Jo K, 100—k 1 _3k+100

ad a) P(A)=P(H, JP(A/H, )+ P(H, JP(A/H, )= 1+ == 2 ==

A 100—k 1
_P(HP(A/H,) 100 4 100-k
ad b) p(H,/A)= P(A)  3k+100  3k+100
400
K 0 |10 [50 90

P(A) |0,25]0,325]0,625]0,925
P(Hy/A) |1 [0,692]02 0,027

11
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P(A

Priklad

1,1

3k +100
P(a) =
400

Zavislost P(A) na k

100 —k

P(H,/A) =
3k +100

Zavislost P(H/A) na k

1,01
0,9}
0,8}
0,7}
0,6}
0,5}
0,4}
0,3}

1,2

0,8}
0,6f
0,4

P(H/A)

0,2 i .'*""-.._‘
0,0f

-0,2

0,2

160 120 -20 0 20 40 60 80 100 120

12



Priklad

5.10. Priklad: K osevu byly vybrany dvé odridy pSenice, a to 20% prvni odriidy a 80% druhé odridy.
Pravdépodobnost, ze ze zrna vyroste klas, je pro prvni odradu 0,95 a pro druhou odridu 0,98. Jaka je
pravdépodobnost, ze

a) z ndhodné vybraného zrna vyroste klas?

b) nahodné vybrané zrno, z n¢hoz vyrostl klas, pochazelo z prvni odridy pSenice?

c¢) ndhodné vybrané zrno, z néhoz vyrostl klas, pochézelo z druhé odrtidy pSenice?

d) ndhodné vybrané zrno, z néhoz nevyrostl klas, pochdzelo z prvni odrady pSenice?

¢) ndhodn¢ vybrané zrno, z néhoz nevyrostl klas, pochadzelo z druhé odrady pSenice?

Reseni:

Jev A ... zndhodné€ vybraného zrna vyroste klas

Jev H; ... zrno pochézi z prvni odriidy pSenice

Jev H;, ... zrno pochazi z druhé odridy pSenice

P(H,)=0,2, P(A|H,)= 0,95, P(H,)= 08, P(AH, )= 0,98

ad a) p(A)=P(H,)P(A/H,)+P(H,)P(A/H,)=02-0,95+0,8-0,98 = 0,19+ 0,784 = 0,974

ad b) p(H,/A)= P(H,JP(A/H,) _02:0.95 0,1951

P(A) 0,974

ad c) P(H,/A)= P(HZLP(S/ H,)_ O’S '9(;’28 =0,8049

ad d) plt, 12)- P(H,P(A/H,) 02005 _ 001 03846
p(A) 1-0,974 0,026

P(H, P(A/H,) 08-0,02 0,016

. =015 06154 13
p(a) 1-0974 0,026

ad e) P(H,/A)=




Priklad

1) Jeden ze 3 stielcii s pravdépodobnostmi zasahu 0,3, 0,5, 0,8 vysttelil a zasahl. Jaka
je pravdépodobnost, Ze sttilel druhy stielec?

1
Reseni: P 0,5'3 5 03125

0,3--+0,5--+0,8-
3 3 3

2) Mezi 20 stielci je 5 vybornych, 9 dobrych a 6 primérnych s pravdépodobnostmi
zasahu 0,9, 0,8 a 0,7. Nahodn¢ vybrany stfelec ze 2 ran trefil jednou. Jaka je
pravdépodobnost, Ze Slo o vyborného (dobrého, primérného) strelce?

Reseni: 2.0,9-01- S
P(byl to viborny ) = : 290 —=0,143

2-:09-01-—+2-0,8-0,2- —+2-0,7-0,3-
20 20 20

P(byl to dobry) = 0,457
P(byl to primémy ) = 0,4



Priklad

Vime-li, ze pravdépodobnost odhaleni AIDS pii testu je 0,999, ze pravdépodobnost
spravneho otestovani zdraveho jedince je 0,99 a Ze AIDS se vyskytuje u 0,006 lidi,
jaka je pravdépodobnost, ze ¢lovek, u kterého byl test pozitivni, AIDS skute¢né ma?

ReSeni:

OznaCime-li A = [ma AIDS], T = [test iika AIDS], zname P(T |A) = 0, 999,
P(T'|4)=0,99,P(A) =0, 006. Bayesova véta nam da

P(A|T) = PT|AHPA)

P(T | A)P(A)+ P(T | A)P(A)
B 0,999 - 0,006
©0,999-0,006 + (1-0,99) - (1—0,006)

=0,376
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Geometricka pravdépodobnost

6.1. Motivace: V nékterych situacich je vhodné zvolit za zakladni prostor nikoliv obecnou mnozinu Q, ale
n-rozmérny prostor R" a za mozné vysledky redlné vektory (,.....x,). Za jevové pole v8ak nevezmeme
systém vSech podmnozin prostoru R" (ten totiz obsahuje i tzv. neméfitelné mnoziny), ale méné podrobné
borelovské pole B".

Emile Borel (1871 — 1956) — francouzsky matematik politik, zabyval s teorii miry, teorii pravdépodobnosti a
teorii her. Byl poslancem francouzského parlamentu a ministrem ndmoitnictva.

Na borelovském poli pak specialnim zplisobem zavedeme geometrickou pravdépodobnost a dostaneme

pravdépodobnostni prostor (R", 8", Q). 16



Borelovské pole,
Borelovské mnoziny

6.2. Definice
Necht n je prirozené ¢islo. Mnozinu R" = (—o0,00) X ... X (—00,0¢) =
(—o0,00)™ nazyvame n-rozmérnym prostorem. Minimalni jevové pole na R”
obsahujici tFidu vSech polouzavienych intervali typu (—oo, 1) X ... X (—o0, x,)
pro (ry,...xr,) € R" nazyvame n-rozmérnym borelovskym polem B" a
prvky tohoto pole nazyvame (n-rozmérnymi) borelovskymi mnoZinami.
Dvojice (R™,B™) je tedy meéritelny prostor.
(Neni podstatné, Ze borelovské pole je generovano pravé intervaly typu (- oo,x, )x...x (-, x,). Mohlo by byt
generovano 1 jinymi typy intervali.)

6.3. Véta: Borelovské pole je jevové pole, tzn., Ze spliuje axiomy J2, J6, J8.

6.4. Véta: Mezi borelovské mnoziny nalezi zejména prazdna mnozina, cely zakladni prostor, vSechny
jednobodové, konecné a spocetné mnoziny, intervaly vSech typt, vSechny uzaviené a oteviené oblasti a
vSechna konecna a spocetna sjednoceni a praniky téchto mnozin. Rovnéz kartézsky soucin borelovskych

mnoZin je borelovska mnozina, ov§em vyssi dimenze.
17



Borelovsky méritelna zobrazeni,
Borelovské funkce

6.5. Definice
Necht (2, 4), (R",B") jsou méfitelné prostory. Zobrazeni X : Q) — R" se
nazyva borelovsky méritelné (vzhledem k A), pravé kdyz uplny vzor kdale
n-rozmérné borelov Hl\l‘? mnoziny je jev, tj.

VBeB": X" (B)={we 2 X(w)e B} € A

Ve specialnim pr 111:1{19 kdy Q=R" a A=B"X=g=(g1,---,91), t].
VB e B":g"(B) =

{{JH"‘ m) € R™; {l’“(f[ . m) . '3.".-":1('"1*‘ m EB}E’{M hovo-

rime o borelovské funkei.

6.6. Véta: Mezi borelovské funkce nalezi zeyména vSechny spojité a po ¢astech spojité funkce. Rovnéz
limita vS§ude konvergentni posloupnosti borelovskych funkci je borelovska funkce.

6.7. Definice:
Necht (R",B") je méritelny prostor a G € B" je borelovska mnozina. Ob-
jemem borelovské mnoziny GG rozumime ¢islo

mes(G) = [ ... [ dx, ... dr,, pokud Riemanniv integral vpravo existuje.
Cr

18



Geometricka pravdépodobnost

6.8. Definice: |
Necht objem mes(G) borelovské mnoziny G je nenulovy a konecny. Geo-
metrickou pravdépodobnosti soustredénou na mnoziné ¢ rozumime funkci
Q : B" — R danou vzorcem

VB e B", BC G |Q(B) = M1 pokud mes(B) existuje.

mesi(y]

6.9. Véta: Geometricka pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice, tj. spliuje
axiomy P2, P10, P15. Trojice (R", 8", Q) je tedy pravdépodobnostni prostor.

19



Priklad

6.10. Priklad: Na tusec¢ce AB délky d jsou nahodné zvoleny body X a Y, pfi¢emz vzdalenost bodu X od
bodu A je mensi nez vzdalenost bodu Y od bodu A. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tiseCky AX je vétsi

nez délka usecky XY?

Refeni:
G Z{(x,y)e R*0<x<d0<y<dx< y} B={x.y)e Gix>y-x}
X
L
- | |
A A X Y B
y
d
G
4.4 ®)
d’ d> » d’ mes(B) 1
= — B)=—-==—=— B)= =
mes(G) 2 - mes(B) 2 2 4 Q) mes(G) 2
»  Deélka useCky AX je vétSi nez délka useCky XY s pravdépodobnosti 0,5.
d X
20



Priklad

Divka a chlapec si smluvili schiizku mezi 12:00 a 13:00. Pfijdou ndhodné v tomto
rozmezi a ¢ekaji na sebe 20 minut, nejdele vSak do 13:00. Jaka je pravdépodobnost,
ze se setkaji?

Reseni:
G)=1
13:00 G meS( ) 5
mes(B) =—
B (B) 9
9
12:00] 1F0 13:00



Priklad

1,0

0g

0.6

0.4

0z

Volime nahodné dvé Cisla z intervalu (0,1). Jaka je pravdépodobnost, Ze jejich soucet
je mensi nez jedna a soucasné jejich soucin mensi nez 0,097

Reseni
-y 0,09
X
x*—=x+0,09=0
x,=0,1,x,=0,9

2 X

0,9
O(B) = 1 j (1 —x— 0’09j dx = 0,29775
0,1

22



Priklad

Buffonova tloha. V roviné jsou rozmistény rovnobézky ve vzdalenosti d > 0. Na
rovinu hodime nahodné¢ jehlu délky 0 <1 < d. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla
protne nékterou rovnobézku?

Reseni

Predpokladeyme, Ze nahodné znamena, Ze kazda poloha (stfedu) a kazda orientace jehly je
stejn¢ pravdépodobna a Ze tyto dvé nahodile proménné jsou na sob& nezavislé. Necht’ x je
vzdalenost sttedu jehly od nejbliZsi rovnobézky a ¢ je thel, ktery jehla svira s rovnobézkami.

£

A

d 5)
f ____________________

[sing

<

0 TP

mes(A) _[O Ismede 21
mes(L2) med rd

A={(p,z) e Q:z <lsinp} Q(A) =
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