Nahodna veli¢ina

7.1. Motivace: Vysledky ndhodného pokusu Ize popsat redlnymi Cisly (resp. redlnymi vektory) pomoci néjakého zobrazeni
X: Q>R ( X=(X,,...,X,): Q> R"). Pokud bude toto zobrazeni splitovat uréité podminky, nazveme ho ndhodnou veli¢inou.
Ptiklady ndhodnych veli¢in: pocet ¢lenti ndhodné vybrané domacnosti, pocet chyb, jichz se dopusti n¢jaké zatizeni za
ur¢itou dobu, doba do poruchy né¢jakého zatizeni, hmotnost nahodné vybran¢ho vyrobku apod.

Vztah mezi znakem a nahodnou veli¢inou

Pojem ,,znak*, ktery jsme zavedli v popisné statistice, je sice blizky pojmu ,,ndhodna veli¢ina®, ale neni s nim totozny. Znak
muze byt povazovan za nahodnou veli€inu, jestlize jeho hodnoty zjiSt'ujeme na objektech, které byly vybrany ze zdkladniho
souboru ndhodné.

7.2. Definice:

Necht (02, .4), (R™, B™) jsou méfitelnd p'r-:r-,r-:rr'l. Zobrazeni X @ {1 — R" se
nazyvva nahodna '\.-’(‘:]I{‘Illd (vzhledem k A), pravé kdyz je borelovsky méfitelné

(vzhledem k A). Pron = 1 hovorime o skalarni nahodné vnlif‘inf‘ pron > 2
0 nahodném wvektoru. Pritom zobrazeni X : 1'.j — R,. - ) = R se
nazvvall slozky nahodného vektoru, Obraz Xiw) = I."‘n]l ...... b '”l:,-,',, S0

nazyvvia éselna realizace nahodndé velidiny X Irrr-,h]-‘nn_ moinému vysledku w.



.V.

[lustrace nahodn¢ veliCiny

Necht (92,.4), (R™, B") jsou méfitelné prostory. Zobrazeni X : Q — R"™ se
nazyva borelovsky méritelné (vzhledem k A), pravé kdyz aplny vzor kazdé
n-rozmérné borelovské mnoziny je jev, tj.

VB € B" : X" (B) = {we X (w) € B} € A.
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Priklad

7.3. Priklad: Nahodny pokus spoc¢iva v hodu kostkou. Zakladni prostor Q= 1{o,,...,o, }. UvaZime dv¢ jevova
pole,ato A ix= AACQfa A= 0,0 {,0, 0}, 0,0, Zjistéte, zda zobrazeni X:Q — R, které poloze
kostky ¢islem i nahoru pfifazuje ¢islo i, 1 =1, ..., 6, je ndhodna veli¢ina vzhledem k A .., a vzhledem k A .
Reseni:
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Zobrazeni X:Q—R je ndhodna veliCina vzhledem k A ..y, protoZe uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je
jev vzhledem k A .« . Vzhledem k vzhledem k A vSak X neni ndhodna veli¢ina:

Uplny vzor mnoZiny (— 0,4)je {0,0, 0,0, A.



Priklad

Zavedeme zobrazeni Q — R, které poloze kostky lichym ¢islem nahoru pfifazuje 0 a sudym 1.

A= {Qaga{(")lvwzvm3}{wsz4vme }}
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Toto zobrazeni je nahodna veli¢ina vzhledem k A a nazyva se ukazatel parity.



Nahodna velic¢ina

7.4. Oznaceni

a) Jestlize nehrozi nebezped nedorozumdéni, zapisujeme nahodnou veli¢inu
i jeji Ciselnou realizaci tymz symbolem X,

b) Mnozinu {w € 2:; X{w) € B} zkriacené zapisujeme {X € B} a ¢teme: na-
hodnad velidina X se realizovala v borelovské mnoziné B. Ve specidlnim pripadd,
kdy B = {x} resp. B = (—oc, x), piSeme { X = x} resp. {X < x}.

¢) Zapis pravdépodobnosti zkratime takto:

Pi{w e 2, X(w) € B}) = P(X € B)

Pi{w e 0 X{w) € Bl/{we I Y(w)eC}) = P(X € B/Y € C).



Transformovana nahodna velicina

7.5. Véta: o o _ _
Necht (£2, . 4), (R", B"), (R™, B™) jsou méfitelné prostory. Necht X : {1 — R"

je ndhodna velidina a g : B — R™ je bordovska funkee. Pak slozené zobrazeni
Y : 02— R™ dané vzorcem Yw € 2 : Yi{w) = g(X(w)) je nahodna veli¢ina. Na

zyva se transformovana nahodna veli¢ina, pro m = 1 skalarni, prom > 2
vektorova.
Diikaz:
7
‘ )
=5 k,\ -,/j ('{ .}
L L e Ll X

Aby zobrazeni Y: Q — R™ bylo nahodnou veliinou vzhledem k A , musi platit:
vBe B™: Y™ (B) ={0cQY(0)eB}je A . Necht tedy B eB™. Protoze g je borelovska funkce, je g (B) €B".
Protoze X je ndhodnd veli¢ina, je X (g™ (B)) € A . Ovsem X™(g™(B)) = Y (B).



Transformovana nahodna velicina

7.6. Poznamka: (Piiklady transformovanych nahodnych veli¢in) NechtX = (X4, ..., X;) je ndhodny vektor.
a) Necht' {1, ...,j} = {1, ...,n} — {k, ..., I}. Nahodny vektor (X, ..., X;) se nazyva vybrany marginalni
vektor, (Xy, ..., X)) se nazyva zbyly marginalni vektor. Piivodni ndhodny vektor (X, ..., X;) se v této
souvislosti nazyva zbyly marginalni vektor.

b) iXi,max{Xl,...,Xn J,sin(X,)... jsou transformované ndhodné veliiny.
i=1

7.7. Definice: Posloupnost X, |, spo¢etné mnoha ndhodnych veli¢in definovanych na témz méfitelném

prostoru (€2, A ) se nazyva nahodna posloupnost.



Distribu¢ni funkce nahodné veliCiny

8.1. Motivace: Pii1 pozorovani realizaci nahodné veli¢iny si povSimneme, Ze néktere jeji hodnoty se
vyskytuji s vétsi pravdépodobnosti, jin¢ s mensi. Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny X budeme
popisovat pomoci distribucni funkce, ktera udava pravdépodobnost jevu, Ze ndhodna veli¢ina X se realizuje
hodnotou nejvyse x:

VxeR:0(x)=P(X <x)

Je to zidealizovany protéjSek empirické distribucni funkce zavedené v popisné statistice:
Vx eR: F(X): N(X—SX)
n

Lze ocekavat, Ze s rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty empirické distribu¢ni funkce
F(x) ustalovat kolem hodnot distribuc¢ni funkce ®(x). Vlastnosti empirické distribu¢ni funkce se prenaseji i
na distribucni funkci.



Distribucni funkce nahodné veliCiny

8.2. Definice:

a) Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, X : 2 +— R je skalarni
nahodna velicina. Funkce ® : R +— R dana vzorcem:

Vee R:®(x)=P(X <ux)

se nazyva distribucéni funkce nahodné veliciny X.

b) Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X,...,X,,): @ — R"
je nahodny vektor. Funkece ® : R™ +— R dana vzorcem:

V{ry,...,xn) € R" : ®(xy,...,2,) = P(X; <y A...AX, <)

se nazyva distribuc¢ni funkce nahodného vektoru X.



Priklad

8.3. Priklad: Najdéte distribucni funkci nahodné veliCiny X, ktera udava, jaké ¢islo padlo pi1 hodu kostkou a
nakreslete graf této distribu¢ni funkce.

Reseni:

Nahodna veli¢ina X miize nabyvat hodnot 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ciselnou osu tedy rozdélime na 7 intervalt.

X e (-0, 1): D(x) =P(X <x)=0,x ¢ {1, 2): CD(X)ZP(XSX)Z%

1 1 2 1 1,1 3
. _= < = __ = — . _= < :_+_—|—_:_
X e (2,3): D) =P(X<x) - + £ X 3,4): D(x)=P(X <x) st T
1 1,1 1 4 1 1,1 1 1 5
. = < = __ _ _ = __ . = < = __ _ _ _ = __
Xe (4,5 dX)=PXsx)=_+ +_+ =,Xc {5060 PN)=PX=sx)=_+ +_+ +_ ==
1 1 1 1 1,1 6
: = <X)=~+ -+ -+ 1+ _+_-=2=
X e (6,00): D(x) =P(X <x) A 1
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Vlastnosti distribué¢ni funkce NV

8.4. Véta:
Necht ®(x) je distribucni funkce skalarni nahodné veliciny X. Pak ®(x) ma
nasledujici vlastnosti:
a) Plr) je neklesajict, 3. Vo, < oo Bl < (o).
b @(x] je Zprava spojita, tj. pro Hbovolié, ale pevne dane #q € K je
lim $le) = @iy

#

o,
ke

¢} @{r] e normovana, ti. Eim Plr) =1, Hm g:( A

ake

d) Va,be Ra<b = F{sr o, i F;) = EE } - fﬁ{m
¢) Pro libovolné, alepevnédané o € R: P(X = 1y) = ®(ay) - b @(z).

Dikaz: Jenom naznakem. =T w
ad a) Plyne z monotonie pravdépodobnosti P9. ol :
ad b) Plyne ze spojitosti pravdépodobnosti shora P17. Blieoa onad =0 ﬂfa J er—E )

ad ¢) lim ®(x)= lim P(X <x)=P(@)=0, lim®(x)=1limP(X <x)=P(Q)=1
o T . U o BR A AR }: PiAs) - PlA)
ad d) Plyne ze subtraktivity pravdépodobnosti PS8.

ad e) Plyne ze spojitosti pravdépodobnosti zdola P16. P16: s ot e A =P E j H"ﬂp A

‘-:.r-l
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Priklad

8.6. Priklad: Nahodna veli¢ina X udava denni pocet obsazenych pokoji v urcitém penzionu. Zname jeji

distribu¢ni funkci, tj. pravdépodobnost, Zze bude obsazeno nejvyse x pokojui:

Oprox <7
0,02pro7 <x <8
®(x)=10,05pro8 < x <9
0,12pro9 <x <10
Iprox =10

a) Urcete pravdépodobnost, ze v ndhodné zvoleny den bude obsazeno pravé 7, 8, 9, 10 pokoju.
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze bude obsazeno nejvyse 10 a nejméné 8 pokoji?

ReSeni:
ad a) Vyuzijeme vlastnost (¢) z véty 8.4.
P(X=7)=d(7)- lim ®(x)=0,02-0 = 0,02

P(X =8)=®(8)- lim ®(x)=0,05-0,02 = 0,03
P(X =9)=®(9)- lim ®(x)=0.12-0,05 = 0,07
P(X =10)= ®(10)- lim d(x)=1-0,12=0,88

ad b) Vyuzijeme vlastnost (d) z véty 8.4.

P(8 <X <10)=P(7 <X <10)=®(10)-®(7)=1-0,02 = 0,98

12



Priklad

Je funkce CD( ): sin x distribuéni funkci nahodné veli¢iny X v intervalu

a>< ,

</>

ReSeni: a) NE b) ANO

0,2 0z
0,6 4 0.6 4
0,4 0.4

02 03




Priklad

UrCete

a) konstanty A, B tak, aby funkce ®@(x) = 4+ Be " byla distribu¢ni funkci
nahodné veliginy pro x e (0,%),

b) pravdépodobnost P(1< X <4),

x—0 x—0

Refeni: a) 0=limA+Be™* = A+ Blime *= A+ B ‘ A=1
l=limA+Be " =A+limBe ™ = A4 =-1

X—»00 X—>00

‘ dO(x)=1-¢"

b) Pl<X<4)=04)-()= e’ -l

4
e

=0,3496
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Vlastnosti distribuc¢ni funkce
nahodného vektoru

8.6. Véta: Necht ®(zy,....2,) jedistribuéni funkee ndhodného vektoru X. Pak @ (x4, ....z,)
ma nasledujici vlastnosti:
a) ¢(xy,....x,) je neklesajici vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné.
b) ®(z;,...,2z,) je zprava spojitd vzhledem ke kaZdé jednotlivé proménné.
¢) im ®(zy,....xz,) =1
I1—+oa
T —F0OC
Yie{l,...,n}: lim &(z,....,2,) =0
..r.?—k I'_'x_:
d) ¥(zy,...,z,) € R".V¥(hy,... . h,) € R} :
P'::-'El < -E{I i: £ + hl AN f\,j_j!”_ < -Y.r.l. i Ly + h.r.l.:l = d‘]{-ﬂl + hl-_- B + h.r.l.:l
n -1 n
Zd‘]{j"l+h|-----.-E*.L-----.-'I"n."'hn.:l"' Z Z ¢{$I+hl:-----}:a ----- -I",l .‘I,'”_-I-f?,”_:l
i i1 jeit]
+{ 1:|”'¢{$| """ ay,
e)Vie{l,....n}: lim ®(z z,) = ®;(x;)
Ty —+00
Ty 100
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Vlastnosti distribuc¢ni funkce
nahodného vektoru

Dikaz: Jenom naznakem.
ad a), ad b) Podobn¢ jako ve skalarnim piipadé.

ad c)
lim ®(x,,....x,)= lim P(X, <x, A...AX, <x,)=P(X, eRA...AX, eR)=P(Q)=1

X|—>0 1 —>®©

Xp >0 X, —>0

1

Viedl,...,n}: lim d(x,,...,X, )= lim P(X, <X, A AX, <X, A AX, <X, )=P(X, <X, A...AD AL AX, <X, )=P(D)

ad d) Vlastnost vyjadiuje princip inkluze a exkluze.
ad e)

lim CD(Xl ..... xn): lim P(X1 <x; AL AKX, an):P(X1 eRA.AX, <x; A X, eR):P(Q/\.../\Xi Sxi/\.../\Q)

1—>®©

X|_|—>®© X1
X140 X140

Xy —>0 Xy —>0

:P(Xi SXi):(Di(Xi)

16



Marginalni/simultanni
distribucni funkce

Funkce @;{x;) je distribuéni funkee nahodné veliciny X. Nazyva se marginalni

distribuéni funkce a ®(x,.....x,) se v této souvislosti nazyva simultanni
distribuéni funkce. Analogicky lze zavést marginalni distribuc¢ni funkece k pro-
ménnych, k€ {2.3,....n—1}.

17



Vlastnosti distribuc¢ni funkce
nahodného vektoru

8.7. Poznamka: (Ilustrace vlastnosti (d) z véty 8.6. pron = 2)
Pro libovolné (x,,x,)eR? udava @(x,,x,) pravdépodobnost, ze nahodny vektor (X,,X,) se bude realizovat
v oblasti € 00,x1>><(— 0, X, )"

/)]



Vlastnosti distribuc¢ni funkce
nahodného vektoru

Pro libovolné h; > 0, h, > 0 nas zajima pravdépodobnost, ze ndhodny vektor (x,,X,) se bude realizovat
v obdélniku (x,,x, +h1>>< (x,,X, +h2>:

P(x1 <X, fx;+hAx,<X,<x, +h2)
=\D(x, + hy, x, + I, ) - O(x, + hy, x, JHD(x,, x, +h2)l+

R 1 (i




Priklad

8.8. Priklad: Nahodny vektor (X, X,) ma distribuc¢ni funkci d(x,, x,) = iz (arctg x; + g) (arctg x, + g).
T

Vypoctéte pravdépodobnost, Ze nahodny vektor (X, X;) se bude realizovat v jednotkovém ctverci (0,1)x(0,1).
Najdéte ob¢ marginalni distribu¢ni funkce d;(x;), D,(x,).
ReSeni:
PO<X;<1A0<X,<1)=D(1,1) - D(1,0) - D(0,1) + D(0,0) =

Il ,®m n\7T T Il m = i 1 TNT T 1 i i 1
= (Z+=)(=+=)- —(=+= +=2)- —(0+ =) (=+=)+ —(0+ = + Z)=—

LEOED - LEDHO+D- Lo+ HEH+ Lo+ Ho+H= L.
Dy (x;) = lim, ,, - (arctg x; + g)(arctg Xy + g) = L(arctg x; + g)

T T

Dy(xy) = lim, _,, Lz (arctg x; + g) (arctg x, + g) = L(arctg x, + g)
T T
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Existence distribuc¢ni funkce

8.9. Véta: (existencni véta)
a) Skalarni pripad: Jestlize funkce ®(x) ma vlastnosti (a). (b). (¢) z véty
o vlastnostech distribuéni funkce skalarni nahodné veliciny, pak existuje prav-
dépodobnostni prostor (€2, A, P} a na ném definovana skalirni nahodna veli¢ina
X tak. ze ®(x) je jeji distribuéni funkce.

b) Vektorovy pripad: Jestlize funkce ®{z,.....2z,) ma vlastnosti (a). (b).
(¢) z voty o vlastnostech distribuéni funkece nahodného vektoru. pak existuje
pravdépodobnostni prostor (€2. A. P) a na ném definovany nahodny vektor X =
(XNy..... X, ) tak. ze ®(x,.....2,) je jeho distribuéni funkce,
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