Diskrétni nahodna velicina - motivace

9.1. Motivace: Distribuc¢ni funkce popisuje pravdépodobnostni chovani jakékoliv nahodné veli¢iny. V praxi vSak maji
vyznam dva specidlni typy ndhodnych velicin, a to diskrétni a spojité nahodné veliCiny.

Diskrétni nahodna velicina nabyva nejvyse spocetné mnoha izolovanych hodnot. Je to napf.

pocet zasahu do terce pfi stielbé,

pocet chyb, jichz se dopusti néjaké zatizeni za urcitou dobu,

pocet zakaznikl ve fronté apod.
Pravdépodobnostni chovani diskrétni nahodné veli¢iny popisujeme pravdcpodobnostni funket:

‘v’xeR:n(x):P(X:X),

Je to zidealizovany protéjSek Cetnostni funkce zavedené v popisné statistice v souvislosti s bodovym rozloZenim etnosti:

‘v’xeR:p(x):M.

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty ¢etnostni funkce ustalovat kolem hodnot pravdépodobnostni

funkece.
Vlastnosti Cetnostni funkce se ptendseji i na pravdépodobnostni funkci, tedy pravdépodobnostni funkce

je nezdporna VX € R: R(X) >0,

0

je normovana Z n(X) =1 >

X=—00

s distribu¢ni funkci je spjata sou¢tovym vztahem VX ER: CD(X) = Z 715(‘[) )

t<x




Ilustrace vztahu mezi ¢etnostni funkci
a pravdépodobnostni funkci

Provedeme n hodl kostkou. Zajimame se o ¢etnostni funkci poctu ok.
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Spojita nahodna veli€ina - motivace

Spojita nahodna veli¢ina nabyva vSech hodnot z néjakého intervalu. Je to napf.

vysledek néjakého fyzikalniho ¢i chemického méteni,

hektarovy vynos pSenice,

hmotnost sériové vyrabéného vyrobku apod.

Pravdépodobnostni chovani spojité ndhodné veli€iny popisujeme hustotou pravdépodobnosti @(x), coZ je zidealizovany
protéjSek hustoty Cetnosti f(x) zavedené v popisné statistice v souvislosti s intervalovym rozlozenim ¢etnosti. S rostoucim
rozsahem vybérového souboru a klesajicimi Sitkami tfidicich intervalii se budou hodnoty hustoty Cetnosti ustalovat kolem
hodnot hustoty pravdépodobnosti.

Vlastnosti hustoty Cetnosti se prendseji i na hustotu pravdépodobnosti, tedy hustota pravdépodobnosti

je nezaporna VX € R : (p(X)Z 0,

je normovana _[(P(X)dX =1 ’

VxeR: CD(X) = j(p(t)dt

—00

s distribu¢ni funkci je spjata integralnim vztahem!




Ilustrace vztahu mezi hustotou cetnosti
a hustotou pravdépodobnosti

Nahodné¢ vybereme n sériové vyrabénych soucastek, zmétime jejich délku a budeme se zajimat hustotu ¢etnosti odchylek
téchto méfeni od deklarované délky soucastky.
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Diskrétni nahodna veli¢ina

9.2. Definice:

Necht (€2, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina defino
vani na méfitelném prostoru (£2, A4), kterd ma distribué¢ni funkei @ (x). Rekneme,
ze ndhodna velicina X je diskrétni (vzhledem k P), pravé kdyz existuje redlna
funkce w(x), kterd je nulova v R s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyde spocetné

mnoha bodi, kde je kladna a plati pro ni: VYo € R : ®(x) = > «w(t). Tato funkce
t<z

se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veli¢iny X,



Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

9.3. Véta:

Necht w(z) je pravdépodobnostni funkee diskrétni ndhodné veli¢iny X. Pak
plati:

al ¥ E el 20 viastnost D12 nezdpornost)

b) S‘ wie) =T {vlastnost: D2 < normovanost)
Tir=ng

SN R e A

di¥BeB: (X eBl= 3 nlr).

el

Diikaz:
ad a) Vlastnost D1 je soucast definice.

ad b) in(x)ZIimZt:n(x)ZIimq)(t)=1

X==0 X==0

ad ¢) PX=x,)=P(x,)- 11m d(x)= ZTE(t)— 11m Zn(t)— hm Zn(t)= n(x,)

t<x, - t<x - x<t<x
ad d) Oznaéme G R tu nejvyse spoéetnou mnozinu, na niz n(x ) nabyva kladnych hodnot. Pak pro libovolnou borelovskou
mnozinu B plati:

P(XeB)= P(XeBﬁG)+P6(€BF\a): P(Xexeg;’{x j+0—x;£(>(—x) éﬂ(x



Priklad

9.4. Priklad: Nahodna veli¢ina X udava pocet lict pti hodu dvéma mincemi. Urcéete jeji pravdépodobnostni a distribucni

funkci a nakreslete jejich grafy.
ReSeni:

Zakladni prostor: Q= fL.L]LrRIR,LIR,R] jevoveé pole: maximalni, pravdépodobnost: klasickd, nahodna veli¢ina X

nabyva hodnot z mnoziny {0, 1, 2}.

n1(0)=P(X =0)= i

n1)=P(x=1)= %

1()=p(x =2)= 1

4
n(x )= 0 jinak

4 4 .
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x € (-2,0):®(x)=0

x€(0,1): ®(x)= n(o):i

X € <l,2): d(x)=n(0)+n(1)= %

x €(2,0): ®(x)=n(0)+ n(1)+n(2)=1

B S - OaEren
'| ¢ 02
) H:l -@--——='K )
B '%m l
et |
d 'ﬁ_ 7o) i__ i = BRI A
e 1 L = 7



Priklad

Dva stfelci (s pravdépodobnostmi zasahu p, a p,) se stfidaji ve stfelbé, dokud nékdo
nezasdhne. UrcCete pravdépodobnostni funkci poctu vystielt.

Reseni:
7T(2”+1):(1_p1)n(1_p2)np1
r2n+2)=(1-p, )" (1-p,)' p, n=0]1,...

Pro p;=p,=0,5: Pro p,=0,8 a p,= 0,3:,
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Priklad

Lovec ma 5 patron a pravdépodobnost zasahu 0,4. Sttili, dokud netrefi (a dokud ma ¢im).
Urcete pravdépodobnostni funkeci.

ReSeni: e
r(k)=0,6"-0,4 k=1,..4
7(5)=0,6"
7(x) o2 ® .




Diskrétni nahodny vektor

9.5. Poznamka: Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli€iny ma schodovity pribéh. Pravdépodobnostni funkce je
distribu¢ni funkci ur¢ena jednoznacné.

9.6. Definice:

Necht (€. A, P) je pravdépodobnostni prostor. X = (X,..... X, ) ndhodny
vektor definovany na méritelném prostoru (€2, A). Necht ®{x,.....: r,) ie jeho
distribu¢ni funkce. Rekneme, ze nahodny vektor X je diskrétni (vzhledem k P),
pravé kdvz existuje realna funkce w(r,..... Ty ). kterd je milova v R™ s vyviimkou
nejméné jednoho a nejvyie spocetné mnoha bodi, kde je kladna a plati pro ni:

Ve, .. ... rn) € B oy, ..... rn) = 3. ... Y @(ty.....t,;). Tato funkece

f.":-:J"| f,.*:-:-r‘.
se nazyva pravdépodobnostni funkece diskrétniho nahodného vektoru X.
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Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

9.7. Véta:

Necht w(ry.....: rn) je pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného
vektoru X. Pak plati:

al Wy ..i"”} € Rty onssry ) 2 0 (vlastnost T < nezdpormost )

]"l‘l T‘K .T.“ "-rr Ty o )& = i {1’1‘7.‘ C" WL 'l-‘.'{" -.} s PR TFFLLYES AT 'l-ﬁ.'i"

L= | L‘ iw LJ LR 4y O vy Y AT BATATL L LA FE BLIKKN SRAANATN )

S Y G R ) e PR i e AR )
HUB B PXeB =%, zmt,m.,”}

i -5 IR i £ “
ef Vi€ imp iy E DR S AR )
e gy e ey e

i i)

Funke

&
]
i<l

e m;(a;) je pravdépodobnostni funkee ndhodné velidiny X;. Nazyva se
Ini ji

vislosti nazyva simultanni pravdépodobnostni funkee. Podobné lze zavést

R T, e g S T o e p——

e, riunkce mry...... g ) 856V 1E00 501

marginalni prm-‘t1{“:pmluhlmﬁtni funkce k& proménnych. kde k€ {2.3..... n—1}.
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Priklad

9.8. Priklad: Je dan systém sloZeny ze dvou blokii. Pravdépodobnost, Ze i-ty blok spravné funguje, je v;,
1=1, 2 a pravdépodobnost, ze spravné funguji oba bloky, je v;,. Necht ndhodna veliina X je ukazatel fungovani i-tého
. 1, pokud i - ty blok fungu;j . e, - f « , . , .
bloku, tj. X; = Poxd 1_ y Dok THnEwe . ,1=1, 2. Najdéte simultanni pravdépodobnostni funkci n(x;, X;) ndhodného
0, pokud i - ty blok nefunguje

vektoru (X, X,) a ob&é marginalni pravdépodobnostni funkce m;(x;) a my(X»).

ReSeni:
Hodnoty pravdépodobnostnich funkci zapiSeme do kontingenc¢ni tabulky.

X1 X2 m(X)
0 1

0 1-9,-9,+9,19,-9, [ 1-9,

1 ‘91 _‘912 812 81

()| 1-9, s, |1

TC(0,0) = P(X]ZO A XZZO) =1- P(X]ZI \Y% Xzzl) =1- (D] + v, - D]Q) =1- V1 -V T V12
TC(O,l) = P(X]ZO A Xzzl) = P(Xzzl) — P(X]ZI A X2:1) =7V -VUpp

TC(l,O) = P(X]ZI A XZZO) = P(Xlzl) — P(X]ZI A X2:1) i VT V)

T[(I,O) = P(X1:1 A X2:0) =7Vi2

7(X1,X,) = 0 jinak

12



Existencéni véta

9.9. Véta (existencni véta)

a) Skalarni pfipad: Jestlize funkce 7(x) ma vlastnosti D1, D2 z véty o vlast
nostech pravdépodobnostni funkce skalarni ndhodné veli¢iny, pak existuje prav
dépodobnostni prostor (€2, A, P) a na ném definovana skalarni diskrétni nahodna
velicina X tak, Zze w(x) je jeji pravdépodobnostni funkce.

b) Vektorovy pripad: Jestlize funkce w(x;,...,x,;) ma vlastnosti D1, D2
z véty o vlastnostech pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru, pak exis
tuje pravdépodobnostni prostor (£, .4, P) a na ném definovany diskrétni ng
hodny vektor X = (X4..... X,;) tak, ze w{xy.....x,) je jeho pravdépodobnostni

funkce.
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Spojita nahodna veliCina

9.10. Definice:

Necht (€2, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina defino
vani na méfitelném prostoru (€, .4), ktera ma distribuéni funkci ®(x). Rek
neme, ze nahodna velicina X je spojita (vzhledem k P), pravé kdyz existuje
po ¢astech spojitd nezaporna redlnd funkee ¢(x) tak, ze proVae € R : ®(x) =

T
| @(t)dt. Tato funkee se nazyva hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné

— '-.'ﬂ:.'
velidiny X
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Spojita nahodna veliCina - poznamka

9.11. Poznamka: Na rozdil od pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny nema hustota pravdépodobnosti spojité
nahodné veliiny vyznam pravdépodobnosti Jeji vyznam lze odvodit z integralniho vztahu mezi distribu¢ni funkci a
hustotou pravdépodobnosti.

P ()

e e e i i ___ﬁx’

VE CL R
Pravdépodobnost, Ze ndhodna veliCina se bude realizovat vintervalu (x, x+h], je:

Pl <X < x+0)= B -+h)-0()= [ oki— [olhi= [0kt

Bude-li h dostate¢né malé ¢islo, 1ze plochu pod grafem hustoty nahradit obsahem obdélnika o stranach ¢(x) a h, tj.

P ><<XSX+h)z (P(X)‘h
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Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

9.12. Veta

Necht () je hustota -..|m]11£' nihodné veli¢i ny X. Pak plati:
arver E .H fpfa) 20 (vlastnost: ST nezapornost)

e
bl plelde =1 {vlastnost: 52 normovanost)

==

cl¥Ee R s o< X <a+h)= ,i (et

dj-Pro-libovolné, ale pevind dand o € R P{X = a) =
N S L -
e} li) = ve vdech bodedi spojitosti-fuiikee iz )
Diikaz:

ad a) Vlastnost S1 je soucast definice.

ad b) I(p(x)dx = lim J.(p(t)dt = lim®(x)=1
;fh x+h - X

ad c) j(p(t)dt = j(p(t)dt - J.(p(t)dt =®(x+h)-d(x)=P(x <X <x+h)

ad d) P(X = x)= I(p(t)dt _

d

ad e) —— _[(p t)dt = (x) ve v8ech bodech spojitosti funkce ¢(x).

16



Priklad

9.13. Priklad: Na automatické lince se plni lahve mlékem. Kazda 1ahev ma obsahovat piesné 1000 ml mléka, ale v disledku
pusobeni nahodnych vlivli mnozstvi mléka kolisa v intervalu (980 ml, 1020 ml). Kazdé mnozstvi mléka v tomto intervalu
povazujeme za stejné¢ mozné. Nahodna veli¢ina X uddvd mnoZstvi mléka v ndhodné vybrané lahvi. Najdéte jeji hustotu
pravdépodobnosti ¢(x) a distribu¢ni funkci ®(x). Jaka je pravdépodobnost, Ze v nahodné vybrané lahvi bude aspont 1000 ml

mléka?

" r
ReSeni:  (x) = {k pro x € (980,1020) j
0 jinak ‘ | —
1020 1 ug | \/
Z normovanosti hustoty plyne: 1 = jk dx = 40k, tedy k= 0
980 | £r |
0 pro x <980 — *—-—“‘F S s T 5 <
X _ |‘{\ L e oLl
Pro distribuéni funkei plati: ®(x) = { [£dt =X=22% 510980 < x <1020 e
980 40 A LQL\;
1 prox 21020 A 3 —
7; :) a ‘:} _I_E:\*C ‘-flq
1020 g
1 1 1020 20 m=  Chl _4___1‘( R
P(X 21000)= [ —dv=—[x]5 ="-=05 vy
40 40 40 J eV =

1000
17



Priklad

Napiste distribucni funkci rozdéleni dan¢ho hustotou f(x) = x/2 na (0, 1), 1/2 na (1, 2),

(3 —x)/2 na (2, 3).

ReSeni:

Na (0,1):
F(x)= jf(t)dt—f% =;M ==
Na(1,2):
I 1
F(x) :ZJFE(X_I)’
Na(2,3):

2 4 2

SCRE R Y B _3_1[@—02} N

2
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Priklad

Rozdéleni nahodné veliCiny X je dano hustotou f(x) = 2x+2, na (—1, 0) a nulovou jinde.
Najdéte P(—2< X <-0,5).

ReSeni:

19



Priklad

. . a
Nahodna veli¢ina X ma hustotu (X ) = 172 na R.
X

Urdete a, distribu¢ni funkcei, P (X >3 )

Refeni: ] — I f(x)dx = a(lim arctg(x)— lim arctg(x)) =

T T 1
_a(z 2) DA
F(x)= joo f(x)dx = %( retg(x) + %}
P> 3)-1-F)-1- 1242

20



Spojity nahodny vektor

9.14. Definice:

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X;j...., X,) nahodny
vektor definovany na méfitelném prostoru (€2, A). Necht ®(x;,....2,) je jeho
distribu¢ni funkce. Rekneme, Ze ndhodny vektor X je spojity (vzhledem k P),
pravé kdyz existuje po ¢astech spojitd neziporna realni funkcee (rq,...,x,)
tak, ze pro

b | T 4

V(xy,....¢n) ER" 1 @(xy, ... xn) = [ ... | @lti, ... ta)dt ... dt,. Tato
e —me

funkee se nazyvva hustota pravdépodobnosti spojitého nahodného vektoru X.

21



Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

9.15. Véta: Necht' o(x,,....x, ) je hustota pravddpodobnosti spojitého nahodného vektoru X = (Xi, ..., X,). Pak plati:

a) Nleyioniey) e Rty sy 0 vlastnost- 51 s nezdpornost)

o ]
b el ey ey dry = T (vlastnost 827 normovanost )
e e
ey ¥ e B PIX e By =i Fatey s vdie
1

{fj?l¢{I15.,.kITL}
Ca L T £ L

e B ) O et o veviech bodech spojitosti fmkee ola viiiaq )

o )
ey e Pl ety iy da s pd ey idey =i ()
e ]

Funkce @;(x;) je hustota nahodné veli¢iny X;. Nazyva se marginalni hus-
tota. Funkce p(r,. ... 1) se v této souvislosti nazyva simultanni hustota,
Podobné lze zavést marginalni hustoty & proménnych, kde k € {2,3,....,n—1}.

22



Existencéni véta

9.16. Véta: (existencéni véta)

a) Skalarni pfipad: Jestlize funkce () ma vlastnosti S1, S2 z véty o vlast
nostech hustoty skaldrni ndhodné veli¢iny, pak existuje pravdépodobnostni pro
stor (£2,.4. P) a na ném definovana skalarni spojitd nidhodna velicina X tak, ze
w(x) je jeji hustota.

b) Vektorovy pripad: Jestlize funkce @(z,, ..., z,) mai vlastnosti S1, S2 z véty
0 vlastnostech hustoty ndhodného vektoru, pak existuje pravdépodobnostni pro
stor (€2, 4, P) a na ném definovany spojity nahodny vektor X = (X, ..., X,)
tak, ze @(rq,...,x,) je jeho hustota.

23



Priklad

9.17. Priklad: Spojity nahodny vektor (X, X,) ma simultanni hustotu pravdépodobnosti ¢(x;, X2) =

Najdéte ob¢é marginalni hustoty ¢i(x;), @2(X2).

Reseni:
< 1 1 T
1X1) = dXzZ dx, =
) L (1%, )1 +x,7) ﬁa+xf>il+m2 ’
_ 1 [ 1 i i 1
= —— |arctgx ]foo = —(__(__)j: _—.
T2 (1+x,%) Torra+xH\2 2 ma+x?)

Analogicky dostava -
nalogicky dostavame @»(x,) 1+ 1)

1

T (1+x,0)(1+x,7)
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