Stochasticky nezavislé
nahodné veliCiny - motivace

10.1. Motivace: Pti provedeni pokusu se miiZe stat, Ze se realizace jedné ndhodné veliciny Y daji jednoznacné€ urcit ze
znamé realizace druhé ndhodné veliciny X, tedy je mezi nimi funkéni vztah Y = g(X). Takové ndhodné veli¢iny se nazyvaji
deterministicky zavislé.

Jejich protipolem jsou ndhodné veli¢iny stochasticky nezavislé: mformace o realizaci jedné z nich nijak neméni Sance,

s nimiz pii témz pokusu o¢ekavame realizaci druhé.

Napft. ndhodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Ndhodnd veli¢ina X udava pocet ok, ktera padla na 1. kostce a
ndhodna veli¢ina Y udava pocet ok, kterd padla na druhé kostce. Nahodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé.
Stochastickou nezavislost ndhodnych veli¢in zavadime na zéklad€ analogie s ¢etnostni nezdvislosti znakli v daném
vyb&rovém souboru, kterd se pouziva v popisné statistice. Musi platit multip likativni vztah:

2
V(Xa Y) eR": p(X, Y) =P (X)pz (Y) pro bodové rozlozeni etnosti,
2
\V/(Xa Y) eR": f(X, }’) = f1 (X)f2 (Y) pro intervalové rozlozeni ¢etnosti.
V poctu pravdépodobnosti nahradime ¢etnostni funkci pravdépodobnostni funkci resp. hustotu Cetnosti nahradime hustotou

pravdépodobnosti. Misto dvou ndhodnych velicin X, Y miizeme uvaZovat n nahodnych veli¢in:
Nahodné veli¢iy X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé, kdyz plati:

V(xl,...,xn)e R": n(xl,...,xn)z 751(X1)'---'75n(xn) v diskrétnim piipads,
V(x,, 0%, ) € R 1 0(x,0 0%, ) = @,(x, ). 0, (X, ) ve spojitém pripads.
V(xl,...,xn)e R" Z(D(Xl,...,Xn)Z (D1(X1)'---'q)n(xn) v obecném piipads. 1



Stochasticky nezavisle
nahodné veliCiny

10.2. Definice:
a) Obeeny pripad: Rekneme, ze ndhodné veli¢iny X, ..... X, s marginal
nimi distribuénimi funkcemi ®,(x;),...,®,(x,) a simultanni distribu¢ni funkei
$(ry.....7,) jsou stochasticky nezavislé. prave kdyvz

V(ry.....on) E R ¥y, .oxp) =Py () .. $play).

b) Diskrétni pfipad: Rekneme, 7e diskrétni ndhodné veliciny Xi..... Xn
s marginalnimi pravdépodobnostnimi funkcemi m (x,)..... Tn(Ty) asimultanni
pravdépodobnostni funket w{r..... In ) jsou stochasticky nezavislé. pravé
kdyz

Wiry. ... Tp) €E R i7(xy,....¢n) =m(x1) ... Tn(Tn).

¢) Spojity pfipad: Rekneme, Ze spojité ndhodné veli¢iny X,..... X, s margi
nalnimi hustotami ¢y (1 ). . ... @a(x,) a simultanni hustotou ¢(xy....,x,) jsou
stochasticky nezavislé. prave kdyz

Y(xy..... Tp) € R pley.....xp) = @1(r1) ... pnlxy) s piipadnou vyjim
kou na mnoziné bodi neovliviwjicich integraci.

10.3. Definice:
Rekneme, ze posloupnost { X, }7° | je posloupnost stochasticky nezavis-
I‘l::il"l 1% Fiased vinreshy wraslisetss s danrss lrrlame svry 1.-."’-;!..-.]--". n watedw 1.-,-,!1..-'; — T Ay BT T P
F Lol RRCRARLFRRRR Y L-AR VL-RAL-MAK, l.." a8 I'L'.l.‘\ £ 11' L VatowLlliek 1111' VAL LLCL TE Jm]ll (L ELW LN B e P LW ‘\

nezavislé ndhodné veliciny X, ... .. \,,.

u



Priklad

10.4. Priklad: Diskrétni ndhodny vektor (X, X,) ma simultanni pravdépodobnostni funkci n(x;, X,) danou hodnotami:
7(0,0) = n(0,2) = n(1,1) = n(2,0) =n(2,2) = 0, ©(0,1) = n(1,0) = n(1,2) = n(2,1) = 0,25. Jsou ndhodné veli¢iny X;, X,
stochasticky nezavislé?

ResSeni:

Sestavime kontingencni tabulku, v niz budou hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkce a obou marginalnich
pravdépodobnostnich funkci.

X] X2 (X))
0 1 2
0 0 0,2510 0,25
1 0,2510 0,2510,5
2 0 0,2510 0,25
m5(X,)[0,25]0,5 10,25]1

Ovétime splnéni multip likativniho vztahu v (x;, X,) € R*: (X1, Xp) = m(X1) M(Xy). Jiz pro x; = 0, X, = 0 vztah splnén neni,
protoze m(0,0) = 0, avSak m;(0) = 0,25 am,(0) = 0,25. Veliciny X, X, tedy nejsou stochasticky nezavisle.



Priklad

10.5. Piiklad:
Necht spojity vektor (X;, X,) ma simultanni hustotu pravdépodobnosti

O(x1, X2) = {

2%, (1— < < e, L s : : .,
24x, %, (1=xpro0 < x, <1,0<x, <1 Dokazte, ze nahodné veli¢iny X, X, jsou stochasticky nezavislé.

0 jinak

Reseni:
Vypocitame ob¢ marginalni hustoty a ovéfime platnost multiplikativniho vztahu

V (X1, ..oy Xp) € R (X4, ..y X5) = 01(X)) ... 94(X,) s pEipadnou vyjimkou na mnoziné bodt neovlivilujicich integraci.
2
X2

(PI(XI) = j24X12X2(1—X1)dX2 = 24X12 (1-X1) |: )
0

} =12x,>(1-x)) pro 0 < x, < 1,
0

¢(x1) = 0 jinak.
Xl3 X14

1 1
Pa(X;) = J-24x12x2(1-xl)dxl = 24x, {T_T} =2X, pro 0 < x, <1,
0 0

([)z(Xz) =0 Jlnak
Vidime, ze multiplikativni vztah je splnén, tudiz veli¢iny X, X, jsou stochasticky nezavislé.



Stochasticky nezavisle
nahodné vektory

10.6. Definice:

Necht (€. A, P) je pravdépodobnostni prostor. X; = (X...... Xpi1)seens X, =
(Xine.... Xp,n) ndhodné vektory definované na (Q, A, P). Rekneme, Ze tyto né
wdné vektory jsou stochasticky nezavislé, prave kdyz kazda slozka nahod
wiibh oo wrealed ovens WL 3 ek et ioler v Avrrol A ooy vrlorent olivrlrareny waAboAd Al e v bbb ovcans
LINCLIWY WATOULAIL AL &%y ] ﬁl'-l\-lll'-lﬂ' i l\- BICCA LY I0dgl O VOLLLL OIVVAGDRGLLLLE LIl IV P LLEITIILY VIR LA 1L
X pro Vi # k
10.7. Véta:
Yﬂ‘llf L ST X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny, gy..... I
it Barilern Pals $eanocfhemosrandg ndboadn s Vi i Xrnar ¥ — . ¥ b T
_l eIV ".!l"d II.].].“."L B, D di Lraiisnoriiiovane inauioane vealid 11]\ Il — 1l:_.i'l |,‘_.1 1 _,l ..... A4 e

{ ‘) jsou opét stochasticky nezavislé nidhodné velic¢iny.
(Tvrzeni lze zobecnit i pro transformované nidhodné vektory.)



Priklad

10.8. Priklad:
Necht X,,...,X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliginy sdistribu¢nimi funkcemi ®,(x,).., @, (x, ). Zavedeme
transformované ndhodné veliiny Y = max{X,,..., X, }, Z=min{X,,....X, }. Odvod'te jejich distribu¢ni funkce @, )@, ).

ResSeni:

O (y)=P(Y <y)=Pmax{X,,....X, J<y)=P(X, <yAr..AX, <y)=P(X, <y) .. -PX, <y)= (). D, ()

® _(z)=P(z<7)=Pmin{X,,.. X }<z)=P(X, <zv. . vX, <z)=1-P(X,>zA. AX, >2)=1-P(X, >z) .. .-PX, >z)=

=1-[-px, <) -I-pkx, <2l=1-[-2,C) .. .-[-©, &)



Priklad

10.9. Priklad:

Na automatickeé lince jsou ldhve plnény mlékem. Je znamo, Ze mnoZstvi mléka v 1dhvich kolisa od od 0,98 1 do 1,02 1.

V tomto intervalu povazujeme kazdé mnozstvi mléka za stejné¢ mozné. Za 1 sse naplni 3 lahve. Jaka je pravdépodobnost, ze
a) nejmén¢ naplnénd lahev obsahuje aspoii 1 1 mléka,

b) v nejvice naplnéné lahvi neni vic nez 1,01 1 mléka?

Reseni:

Nahodna veli¢ina X; udava mnozstvi mléka v i-té 1dhvi, 1 =1, 2, 3. Je to spojitd nahodna veli¢ina, jeji hustota
pravdépodobnosti je konstantni na intervalu (0,98; 1,02). Z podminky normovanosti S2 dostaneme, Ze hustota

0 prox E(—00,980>
1
— prox€(980,1020) . . .. ., X .
o(x)=1{20 PO * < ). Distribucni funkce: ®(x)=1 [ Lar=—"[], =*x"280
40 40 % 40
0 jinak 980

1 pro x&(1020,%)

pro x< (980,1020)

3 3
ad a) P(Z>1000)=1-P(Z <1000)=1-, . (1000)=[1-®(000)] = [1—%} :Gj =é:0,125
27

=0,42
64

ad b) P(Y <1010)= @, (1010)=[®(010)] = G)



Vybrana rozlozeni diskrétnich

o\ e

a spojitych nahodnych veliCin

Motivace

Nyni se seznamime s piehledem diilezitych pravdépodobnostnich funkci a hustot pravdépodobnosti. Uvedeme nejenom
analytické vyjadreni téchto funkci, ale téz jejich grafy. Vysvétlime rovnéz, v jakych situacich se 1ze s uvedenymi
rozloZenimi pravdépodobnosti setkat. Zvlastni pozornost budeme vénovat normalnimu rozlozZeni, které hraje velkou roli v
celé fad¢ praktickych aplikaci poctu pravdépodobnosti i v matematické statistice.

Oznaceni

Zname-li distribucni funkci ®(x) nahodné veliiny X (resp. pravdépodobnostni funkci n(x) v diskrétnim ptipad¢ resp.
hustotu pravdépodobnosti ¢(x) ve spojitém ptipad¢), pak fekneme, Ze znadme rozlozeni pravdépodobnosti (zkracené
rozloZeni) ndhodné veliCiny X. Toto rozlozeni zavisi na néjakém parametru 3, coz je nejcastéji realné ¢islo nebo redlny
vektor.

Zapis|X ~ L( 9)| ¢teme: ndhodnd veli¢ina X mad rozlozeni L s parametrem 9.

Na webu:

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of probability_distributions



http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_probability_distributions

Vybrana rozlozeni diskrétnich

(K )

nahodnych veli¢in

Dllezita diskrétni rozdéleni:
Degenerované rozlozeni
Alternativni (Bernoulliho) rozd€leni
Binomické rozdéleni
Multinomické rozdéleni
Poissonovo rozdéleni
Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni
Geometrické rozdéleni (zvlastni pripad negativné binomického rozdéleni)
Hypergeometrické rozdéleni
Rovnomérné rozd€éleni



Degenerované rozlozeni

Degenerované rozloZeni: Nahodna veli¢ina X nabyva pouze konstantni hodnoty p, piSeme X ~ Dg(n).
1 p—
= [T
0 jinak

Pravdep. funkce Dg(1)

2

11




Alternativni rozlozeni

Alternativni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet tispéchti v jednom pokusu, piicemz pravdépodobnost tspéchu je
9. PiSeme X ~ A(9).

1-Sprox=0 .
n(x)={9prox=1  neboli n(x) = {9"“(1—9) prox=0,1
0 jinak 0 jinak
1 Pravdep. funkce A(0.75)
0.751 *
0.5
0.25-
0
-0.251
-0.5

1 05 0 05 1 15 2

11



Binomické rozlozeni

Binomické rozlozeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet uspéchil v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokusii,
pii¢emz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu 8. PiSeme X ~ Bi(n, 9).

(HJSX(I -93)"* prox=0,...,n
(x) = {{x

0 jinak
(Alternativni rozloZeni je specialnim ptipadem binomického rozlozeni pron = 1.

Jsou-li X1, ..., X, stochasticky nezéavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(9),1=1,...,n, pak X = Zn:Xi ~ Bi(n, 9).)
i=l

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)

0.6 q
= + p=05and n=20
* p=0.7 and n=20
0.4/ S | . . g=0.5andn=40
0.2 ) ) N
0 X * .'I
0270 17 2 3 4 5 6 n . .
8_- o.ooloall;l.' *rees *tesssssssnee

0 10 20 30 40



Priklad

Priklad na binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Firma se ucastni Ctyt
nezavislych vybérovych fizeni. Pravdépodobnost, Ze uspéje v kterémkoliv

z nich, je pro vSechny konkurzy stejnd a je rovna 0,7. Jaka je pravdépodobnost,
ze firma uspéje

a) praveé 2x

b) aspoii 2x

¢) nejvyse 2x?

Reseni: X ... podet Gsp&$nych konkurzi, X ~ Bi(4; 0,7)

ada) P(X =2)=n(2)= (2)0,720,32 =0,2646
4 4 4
ad b) P(X >2)=n(2)+n(3)+n(4)= @0,720,32 + (3 jo,730,3 + (4}0,74 =09163

ad ¢) P(X <2)=®(2)=n(0)+n(l)+n(2)= (3]0,34 + (?)0,7 0,3 + (;]0,720,32 =0,3483

13



Priklad

Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Urcete takovy pocet déti,

aby pravdépodobnost, Ze mezi nimi bude aspon jeden chlapec, byla vetsi
nez 0,99.

Reseni:
Ozna¢me jako X veli¢inu udavajici pocet chlapclh mezi n détmi, je
X~Bi(n,0,515). Hledame takové n, aby P(X > 0) > 0,99, pfitom plati

PLY >0)=1-PLx 20)=1-P(X =0)=1-{ | 05157005157

=) 1-(0,485)" >0,99
In 0,01 ~ 6.36
In 0,485

) n>7

n>

14



i Multinomické rozlozeni

Multinomické rozloZzeni: Zobecnéni binomického rozlozeni. Slozky nahodny vektoru
(X,,...X,) udavaji pocty uspéchii (nastane jev A,,...A,) v posloupnosti n nezavislych
opakovanych pokusu, pfi¢emz pravdépodobnosti uspéchii jsou 9,,...,9,. Predpokladame, Ze
pii kazdém pokusu nastane prave jeden z jevii A,,... A, , pficemz plati 9, +,...,+3, =1. PiSeme
X ~Mu(n,§,,...,9,)

k
n! . .

TT(X5eeer X, ) = GG, X, X, € {1,...,n},2xi =n

x!...x,!

=0 Jinak
Plati: X, ~ Bi(n,9,)

15



Multinomické rozlozeni
— priklady vyuziti

Ptedvolebni prizkum:
= n — pocet tdzanych
=8, — skute¢ny podil voli¢d j-té strany v populaci
= X; — pocet (Cetnost) volicu j-t¢ strany ve vyberu

Hody hraci kostkou:
=" n —pocet hodil
=3,...,9, — pravdépodobnost jednotlivych stran kostky
= X,,...X¢— absolutni ¢etnosti jednotlivych stran kostky

Krevni skupiny:
* n=4 (skupiny 0,A,B,AB)
" 9,,9,,9;,9,, —pravdépodobnosti skupin 0, A, B, AB
= Xo» Xa» Xpg» Xap — POCty 0sob se skupinami 0, A, B, AB

16



Poissonovo rozlozeni: Nadhodna velic¢ina X udava pocet udalosti, které nastanou
v jednotkovém ¢asovém intervalu (resp. jednotkové oblasti), pficemz udalosti
nastavaji nahodné, jednotlivé a vzajemné nezavisle. Parametr A > 0 je stfedni
pocet téchto udélosti. PiSeme X ~ Po(A).
(Poissonovym rozloZzenim se tidi napt. pocet vyzev, které¢ dojdou na telefonni
ustfednu béhem urcitého Casového intervalu nebo pocet mikroorganizmi
v zorném poli mikroskopu. Jde o tzv. fidce se vyskytujici jevy.)

X

Z e prox=0,1,...

a(x)= ) X!
0 jinak
Pravdep. funkce Po(5) L
0.22 g
0.18 . 0.32— - 3
C ¢ A=10
014, ~ - : _
0.1‘ S 0422— —
0.06 . : :
0.02{ el o ;
002,754 6 8 1012 14 16 : N

17



Priklad

Vztah mezi pravdépodobnostni funkci binomického a Poissonova rozloZeni:
Necht ndhodnd velic¢ina X ~ Po(A) a ndhodna veli¢ina Y ~ Bi(n, 9, ). Necht’ 3, — 0 pro n — oo a pfitom n 3, — A. Pak
pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y konverguje k pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny X, tj.

lim(njé}ny(l -9, )7 = L)
e\ y y!

(Aproximace binomického rozlozeni pomoci Poissonova rozlozeni je vyhovujici, kdyzn>30a 8 <0,1.)

Priklad na Poissonovo rozloZeni: Délnice v ptadelné obsluhuje 800 vieten. Pravdépodobnost toho, Ze se ptize pietrhne
béhem Casového intervalu délky t, je pro vSechna vietena stejna a je rovna 0,005. Urcete pravdépodobnost, ze béhem
intervalu délky t dojde k nejvyse 10 pietrzenim.
Reseni: Y — podet pietrzeni v ¢asovém intervalu délky t, Y ~ Bi(800;0,005).

10

Presny vypoget: P(Y <10)=>" [ioojo,oosy@ ~0,005)"” =0,997239

y=0

Aproximativni vypocet: podminky dobré aproximace jsou splnény, parametr
104

A=ns =800.0,005 =4, P(Y <10)= 2%6‘4 =0,9971602

y=0

18



Priklad

1) Primérny telefonni hovor trva 1,5 min. Ma-li ustfedna 10 linek a dochazi-li
pramérn€ k 120 hovorlim za hodinu, jaka je pravdépodobnost ztraty volani?

ReSeni: X udava pocet volajicich, X~Po(2*1,5). Ke ztraté volani dojde, pokud
chce soucasné volat vice nez 10 volajicich (tj. neni volna linka). Tedy

10 7x
P(X >10)=1-P(X S10)=1—Z3—e_

> ~0,001.
= X!

2) Primérny telefonni hovor trva 1,5 min. Kolik linek musi Gstfedna mit, dochazi-li
priumérné k 240 hovortim za hodinu a pravdépodobnost ztraty volani nema piekrocit
a) 0,01, b) 0,001?

Reseni: X udava podet volajicich, X~Po(240/60*1,5). Hledame n tak aby P(X > n) <0,01
n 6X
tj. P(X<n)>0,99 mm) Z—'e_é >0,99 =) n=12.
x=0 X

n X

6" _
Pro ptipad b) chceme Z—'e °>0,999 =) n=15. 19
x!

x=0



Negativni binomické rozlozeni (Pascalovo):
Nahodna veli¢ina X udava pocet netuspéchtl pied n-tym tspéchem v posloupnosti n nezavislych
opakovanych pokusi, ptficemz pravdépodobnost tspéchu je v kazdém pokusu 8. PiSeme X ~ NB(n,9).

n+x—1 .
(x) = 9"(1-9), x=01,..., 0<9<I
X

=0 jinak

NB(2,02) a NB(2,0.4)
0.2 e
1%
L)

01 1 o
g Negativné¢ binomické rozdéleni Ize
definovat obecnéji. Tak jak je zde uvedeno

*

o o . ¥ ,

— jde o rozd¢leni Pascalovo.
9 10

20



Geometrické rozlozeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet netispéchii

v posloupnosti opakovanych nezavislych pokusii predchazejicich prvnimu
uspéchu, pticemz pravdépodobnost tspéchu je v kazdém pokusu rovna 3.
PiSeme X ~ Ge( 9)

1-9*9prox=0,1,...
n(x) = .
0 jinak
Pravdep. funkce Ge(0.25)

0.3 1.0f !
E 3 o p=0-2
0.8 * p=0.5 |
021 . o p=0.8
. w06l | ]
b oAl
0.11 - E o\
* " 1
0 ok, 0_26...;\‘_.2
0.0 e
2 4 B

21



Priklad

Dva hraci stfidavé hazeji kostkou. Vyhrava ten, kdo prvni hodi Sestku. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vyhraje ten, ktery zacinal?

Refeni: X udava pocet nehozeni Sestky (neuspéch) pred prvnim hozenim Sestky
(aspéch), X ~ Ge(1/6). Hledame tedy pravdépodobnost jevu
A: 1. tspéch po sudém poctu netspéch.

22



Hypergeometricke rozloZeni: V souboru N prvki je M prvkil oznaceno.
Néahodné¢ vybereme n prvkii bez vraceni. Nahodna veli¢ina X udava pocet
vybranych oznacenych prvki. Piseme X ~ Hg(N, M, n)

(MIN—MJ
X An—x :
prox =max {0,M-N+n},..., min{M, n}

n(x) = N
N

0 jinak

Pravdep. funkce Hg(10,7,5)

0.4/ -7
0.31
0.2
0.11 « .

017760 7 2 3 4 5 6



Priklad

V klobouku jsou 3 cerné a 4 bilé koule. UrCete pravdépodobnost, Ze pri
vytazeni 3 kouli budou aspon 2 Cerné.

Refeni: X udava poéet vytazenych Gernych kouli, X ~ HG(7,3,3). Hledana
pravdépodobnost je

N ) 0] )

: -
3
(14436 22 13

1 l-—=—=0,371.
35 35 35

24



Rovnomérné diskrétni rozloZeni: Necht' G je konecna mnozina o n prvcich.
Nahodna veli¢ina X nabyva se stejnou pravdépodobnosti kazdé hodnoty
z mnoziny G. PiSeme X ~ Rd(G)

1
—proxe@G
n(x)=11
0 jinak
(Typickym ptikladem je ndhodné veli¢ina udavajici pocet ok pii hodu kostkou.)

Pravdep. funkce Rd({1,2,...,10})
0.18

0.144

D14 = = = *x = x = x = x
A |

»

b o o
o O QO
n

(@]
—h
[\
w
i
(4)]
(o F
~l
o4}
«©
—
(@]
—h
—h



Vybrana rozlozeni spojitych

nahodnych veli¢in

Dilezita spojita rozdéleni:
Rovnomeérné rozd€eleni
Normalni rozdéleni (oznaCované také jako Gaussovo rozdeleni)
Logaritmicko-normalni rozd€leni (také log-normalni rozdéleni)
Studentovo rozdéleni
Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni
x2 rozdéleni (Chi kvadrat)
Cauchyho rozdéleni
Exponencialni rozdéleni
Laplaceovo rozdéleni (nebo také dvoijité exponencialni rozdeleni)
Weibullovo rozdéleni
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Rovnomérné spojité rozlozeni: Pfedpokladejme, Ze veli¢ina X

- muze nabyt jakékoliv hodnoty mezi Cisly a, b

- pravdépodobnost, Zze nabude hodnoty z jakéhokoliv intervalu v tomto
rozmezi je stejna jako pravdépodobnost, ze nabude hodnoty z jakéhokoliv
jiného intervalu stejné délky.

Jsou-li tyto podminky splnény, pak X ma rovnomérné spojité rozlozeni na

intervalu (a, b). Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X je konstantni na

intervalu (a, b) a plocha pod kiivkou hustoty tvoii obdélnik.

PiSeme X ~ Rs(a, b).

1 0 x<a
——prox €(a,b) Y—q
p(x)=1b -a D(x) = xe(a,b)
0 jinak ’ “>h
1.0
L _ _ [ o
b-a il bl
& & 0.0

a b a b 27



Normalni rozloZeni: Tato ndhodna veliCina vznika napf. tak, ze ke konstanté p
se pricita velké mnoZstvi nezavislych ndhodnych vlivli mirn€ kolisajicich kolem
nuly. Proménlivost téchto vlivi je vyjadiena konstantou ¢ > 0.

(x-p)?
e 2o . Grafem této hustoty je tzv.

1
Piseme X ~ N(, 6°), hustota ¢(x) = ——
G ) o) o\2n

P X]

Gaussova kfivka.

1.|:| | | | | | T T | T | T I T I T | 1'0 T I T I T T T T T T T T |

[ p=i, o=02, —| | | |p=0, =02, — L= | ]

p=0, @=1l, — P=0, @1, — /’ y ]

e p=0, @=50, — ] VB p=p, =g, —

L p=-2,a%=05,— - |M=-2,d=05, == / // ]
L S 1 - Y ‘l"’f

= /
[} == 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B?L':'"" /H i
0z ! ! ! ! ! ! ! 0z "t:,///
T = un—r—"_’"i_qz
P | P | 1 P | o | o | P | P | P | P | P | P | 1 P | o | o | P | P | P | P |
-5 -3 =3 =2 -1 [] 1 2 3 4 8 -5 -3 =3 -2 -1 1] 1 2 3 4 B
X X
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Iustrace vzniku normalniho rozloZeni pomoci Galtonovy desky:

Deska obsahuje n fad pravidelné uspotadanych klint, a to tak, Ze v k-té fad¢ je pravé k klinli. Do otvoru nahote padaji
kulicky, které jsou v kazdé¢ fadé se stejnou pravdépodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Pod posledni radou je n -
1 piihradek, ve kterych se kuli¢ky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto systému velké mnozstvi kulicek, vytvoii v
piithradkach jakysi “kopec”, jehoz tvar je velmi podobny tvaru grafu hustoty nahodné veli€iny s normalnim rozlozenim.
Nahodné vychylovani kulicek jednotlivymi fadami piekazek je mozno chapat jako specialni ptipad velkého mnoZstvi
chybovych faktorti, ndhodné plisobicich na néjaky proces, jako pisobeni mnoha blize nespecifikovatelnych vlivi, které
ovliviiuji zcela nahodné rozlozeni jeho vysledku.

Obrazek

[
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Standardizované normalni rozlozeni:
2 . 14 . 14 14 14 N 14 rw
Pro n=0, 6" =1 se jedna o standardizované normalni rozlozeni, piSeme

U ~ N(0, 1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto piipadé tvar ¢(u) = L7,
T

J2n
Hustota N(O,1) Distr. funkce N(0,1)
0.5 1
0.4+ 0.8
0.31 0.6
0.21 0.4
0.11 0.21
% 2 4 0 1 2 3 % 2 4 0 1 2 3

tZ

d(u) = J' %e_zdt je tabelovana pro u > 0, pro u < 0 se pouziva piepoctovy
e N2m

vzorec O(-u) =1 - O(u).
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Piiklad na normalni rozloZeni: Vysledky u pfijimacich zkousek na jistou VS jsou normalné rozlozeny
s parametry i = 550 bodt, o = 100 bod. S jakou pravdépodobnosti bude mit ndhodné vybrany uchazec
aspon 600 boda?

Reseni:

X —vysledek ndhodné vybraného uchazece, X ~ N(550, 1002),

P(X>600)=1-P(X <600)+P(X=600)=1-P(X<600)=

=1 P(X‘“ < 600‘*‘} =1- P(U < 6001;055°j = 1—®(0,5) =1-0,69146 = 0,30854.
(e} o
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Nékteré vlastnosti normalniho rozlozeni:
Jestlize X~ N{wo?), pak U=2"F ~ N(01).
(0}
Jestlize X~ N(u,6?),a Y=a+bX, pak Y~ Nfa+by,b’c?).

Jestlize X,,...,X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné¢ veli¢iny, X, ~ N(ui,csiz), i=l..,n, Y=Y X,,pak Y ~
i=1
N[ZHiaZGizj .
i=l1 i=1

Vyznam normalniho rozlozeni:

Normalni rozloZeni hraje ustfedni roli v po¢tu pravdépodobnosti i matematické statistice. Jeho vyznam
spociva jednak v tom, Ze normalnim rozlozenim se tidi pravdépodobnostni chovani mnoha ndhodnych
veli¢in a jednak v tom, Ze za urcitych podminek konverguje k normalnimu rozloZeni soucet nezavislych
nahodnych veli€in s tymz rozlozenim (viz centralni limitni véta).

0.4

,wkoncentrace hodnot* normalni NV:

Ptes 68% hodnot ,,lezi* v intervalu (u-o, puto).
Ptes 95% hodnot ,,lezi* v intervalu (u-20, u+20).
Ptes 99% hodnot ,,lezi* v intervalu (u-3c6, u+30).

1

0.2 0.3

34.1% 34.1%

1

0.0 0.1

1
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Definice:

O spojitém nahodném vektoru X = (E;) fikdime, ze ma dvojrozmérné normalni rozlozeni

M1

5 parametry p = ( 1o

2
) a = ( 71 pcrlzcrg ), kdyz jeho hustota je dana vzorcem

1

po10z 05

2
Il #l Y Y o U0 B o U Y 5 e |
2{1 pz o] o3 o2

)3]._ x € R?.

X) = .
o) 2moioay1 — Eﬁ

Zkracené pif-.eme X =

Pro p = (g) =
Zeni.
Poznamka:

(0

&

0
01

)~ Nl

) mluwme o standardizovaném dvojrozmérném normalnim rozlo-

Vyznam parametri je nasledujici:

m = E(Xy1), pa = E(Xy), of = D(Xy), 03 = D(Xy), p= R(X), Xs)
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Vrstewnice normalni hustoty
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20
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10

o=1

wi=pn=0

(8]
p=0

Graf dvourozmerne hustoty
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Logaritmicko normalni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X ~ LN(u, o) vzniké v situacich, kdy
kladna konstanta logaritmu p je nasobena velkym mnoZstvim nezavislych ndhodnych velicin,
kolisajicich mirn¢ kolem jedniCky. Variabilita jejich logaritmi je charakterizovdna parametrem
o. Logaritmicko normalni rozdéleni ma hustotu

]_ l|:'|:|:—j..|.2 ]
X U,0) = ———e "3, x>0
@(x; 1,0) p—y x>0

2| T T T : d
[~ | ] 05
sl | —o=10 ] [
. — =312 ] [
| || o= . L

a=1/2 1 (LG
—a=14

a=l/8 .
0.4

0.0 0.5 1.0y L5 20 15 in L0




Pearsonovo rozloZeni chi-kvadrat s n stupni volnosti: Necht’ X, ..., Xkjsou
stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~N(0, 1),1=1, ..., k.
Pak nédhodna veli¢ina X = X;* + ... + X, ~ xz(k).

1 k/2-1  —x/2 .
- X e x>0 — |t 5!
o(x,k) =122 T (k/2) F(s)= e e
0 Jjinak ’
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Studentovo rozloZeni s n stupni volnosti: Necht’ X;, X, jsou stochasticky
nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ N(0, 1), X, ~ ¢*(n).

X t(n).

X2
n

r L_"l _n+l
2 x*) 2
+_

qo(x’n):«/g-l“(nﬂ). n

Pak nahodna veli¢ina X =

0.40
0.35}
0.30}
0.25}

% 0.20}
0.15}
0.10}
0.05}

0.00
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Fisherovo-Snedecorovo rozloZeni s n; a n, stupni volnosti: Necht’ X;, X, jsou
stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X;~ y*(n;), =1, 2.

Pak nahodna veli¢ina X = ~ F(ny, ny).
2/ 1y
5 n.n
o(x,n,n,) =
o
od
o
— g =1n,=1
=] = n=2,n-=1
- n=5n=2
n, =100, n, =1
Ty
- \ n, =100, n, =100
\:‘__"———
o
o

X, /n,

$(m=2)72

1.0

00 02 04 08 08

F(n1 /2)F(n2 /2) ’ (n2 N nlx)(n1+n2)/2

pro x>0

n=1,n,=1
n=2n,=1
n=5n,=2

n, =100, n, =1
n, =100, n, =100

I
3

I
4

5
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Cauchyho rozloZeni pravdépodobnosti s parametry X, a y, pro —oo < x, <o ay > 0, je definovano
hustotou pravdépodobnosti ve tvaru 1

P(x;x),Y) = - [1 L (@)2] :

_1 gl

B [(I —x)* + ”r&]
kde x, je parametr, urCujici umisténi nejvetsi hodnoty rozdéleni.
Zvlastni piipad, kdy x, = 0 a y = 1 se nazyva standardni Cauchyho rozdéleni s hustotou
pravdépodobnosti vyjadienou vztahem

0.7 r
1 A 2, =0, y=0.5
P(x;0,1) = —=——=. all —z,=0,y=1 |
?T(l +I2) 0.5F — z, =0, y=2
Standardni Cauchyho rozdéleni je specialni = 04} —T=—4 =l

ptipad Studentova rozd¢€leni (pro n = 1).




Exponencialni rozloZeni: Ndhodna veli¢ina X udava dobu ¢ekani na ptichod
néjaké udalosti, kterd se miize dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez

ohledu na dosud procekanou dobu. (Jde o tzv. ¢ekani bez paméti.) Pfitom %

vyjadiuje stiedni dobu ¢ekani. PisSeme X ~ Ex(A)

Ae™ prox >0 o 1-e™ prox >0
°(x) = 0 jinak > ) = 0 jinak

1.6
1.4
1.2
1.0 -

Z 0.8 ]
0.6} ]
0.4
0.2
0.0

T
e
I
=
by |

:

0 1 2 3 4 3
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Priklad na exponencialni rozloZeni: Doba (v minutach) potifebna k obslouzeni zakaznika v prodejné

potravin je nahodna veliCina, kterd se fidi rozlozenim Ex(;) Jaké je pravdépodobnost, ze doba potiebna
k obslouzeni nahodn¢ vybrané¢ho zékaznika v této prodejné bude v rozmezi od 3 do 6 minut?

ReSent:

X — doba pottebna k obslouzeni ndhodné vybraného zakaznika, X ~ Ex (;j,

PB3<X<6)= j%e:dx :;(_3){&} = e?+¢'=0233.

S pravdépodobnosti 0,233 bude zédkaznik obslouzen v dobé od 3 do 6 minut.

0,35

0.30

0,25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Laplaceovo rozloZeni: Nahodna veli€ina, kterd vznikne rozdilem dvou NV z
exponencialniho rozlozeni, se fidi timto rozlozenim. VyuzZiti ve fyzice,
ekonomii — Browntiv pohyb. Hustota je dana vzorcem

TEEE]

waun
hess
ol o ol o
nmmwmun
e e Bod =

. B i _|I_,u'| i I|||II
QD(X, .uab) - 2h e ( b ) =h II, ,II 1¢

1 fexp (-£2) =z < p,:
2 |exp (-22)  z>p

Plati napft.: o

X ~ Laplace(0,b) = ‘X ‘ ~ Ex[%)

X, ~ Ex(A), X, ~ Ex(X,) => A, X, — A, X, ~ Laplace(0,1)
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Weibullovo rozdéleni: Ndhodna veli¢ina X ~ Wb(9, €) vyjad5Suje dobu c¢ekani na néjakou
udalost, ktera se kazdym okamZzikem miiZe dostavit se Sanci Umérnou mocninné funkci
procekané doby. Ptitom ¢isla 6 > 0 a € > 0 se nazyvaji parametry métitka a formy.

c-0-x51e 0% pro x >0  Jind forma zapisu:
P(x;0,€) = f ,
k-1 X

0 prox <0 k(x -5 0

o k={z\7) ¢ pox>
0 rox<0

\ p
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