Rozlozeni transformované
diskrétni nahodné veliCiny

11.1. Motivace: Mame ndhodnou veli¢inu X s distribu¢ni funkci ®(x) (resp. pravdépodobnostni funkei n(x) v diskrétnim
piipadé€ resp. hustotou ¢(x) ve spojitém pitipad¢) a borelovskou funkci g: R — R. Zavedeme transformovanou ndhodnou ve-
licinu Y = g(X) a hledame jeji distribu¢ni funkci ®@«(y) (resp. pravdépodobnostni funkci m+(y) v diskrétnim piipadé resp. hus-
totu @«(y) ve spojitém piipad¢).

11.2. Véta: Necht’ X je diskrétni ndhodna veliCina s pravdépodobnostni funkci n(x) a g je borelovska ryze monotonni funk-
ce, tedy v oblasti C < R existuje inverzni funkce g = 1. Pak pravdépodobnostni funkce m«(y) transformované ndhodné veli-
¢iny Y = g(X) ma tvar:

. (y)= {n(r(y))proy eC .

(0jinak

Diikaz: r.(y)=P(Y = y)=P(g(X)=y)=P(X =g (y))=P(X = 1(y)) = n(c(y)) pro yeC, m(y) = 0 jinak.
11.3. Priklad: X ~ (x), Y = a + bX, m«(y) = ?

Reseni:

a)b#0: n.(y)=P(Y=y)=Pla+bX = y)=P(X = y?j: n(y_aj
b)b=0:Y=a= Y ~Dg(a)




Rozlozeni transformované
spojité nahodné veliCiny

11.4. Véta: Necht’ X je spojitda ndhodna veli¢ina s hustotou ¢(x) a g je borelovska ryze monotonni funkce se spojitou a
nenulovou derivaci v R, tedy v oblasti C < R existuje inverzni funkce g™ = 1 se spojitou a nenulovou derivaci. Pak hustota
0«(y) transformované ndhodné veliciny Y = g(X) ma4 tvar:

_ Joley))e'(y)proy e €
¢.(y)= :

0jinak

Dukaz:

(XS’C( )) (r )) ro g rostouct
@.(y)=P(Y <y)=Ple(X)<y)= {p(x>r( Dot1- cpyr(p))pgm o Klesajici

.(y) { o(x(y))r'(y) pro g rostouc }

(r(y))’c ( )pro g klesajici

= o(x(y))r'(y) proy e C, ¢«(y) = 0 jinak

11.5. Piiklad: X ~ Rs(—g,gj, Y =tg X, p«(y) =2

ReSeni:
1 T T
olx)=1z """ " (-5»5] ,
0 jinak
®.(y)=P(Y < y)=P(tg(X) < y) = P(X < arctg(y)) = D(arctg(y))

¢.(y)= di’;f(Y) = olarcte(y))— N i )

Rikame, Ze Y ma Cauchyovo rozlozeni, piSeme Y ~ t(1).




Nemonotonni transformace

11.6. Véta: Neni-li transformacni funkce g ryze monotonni, pak mezi X a Y neexistuje vzajemné jednoznacny vztah.
Distribu¢ni funkce transformované nahodné veli¢iny Y se vypoéte podle vzorce: ®.(y)=P(X eA,)+P(X €A, )+..., kde
A,,A,,... jsou ty intervaly, pro které Y <.

11.7. P¥iklad: X ~N(0,1), Y = X2, ¢«(y) =?

ReSeni: 2

o(x) = \/;—ne_xz,

0611 2311l £3) b5 232,505 ok 5} ol )-L-ol -
=20(J/y)-1

0.(3) 2. 20 = e e proy = 0, 0y) =0k

Y ma y* rozloZeni s jednim stupném volnosti, piseme Y ~ y* (1).

X~y (k):

1 RS B T B F(lj _ \/;

@(x,k)=12"2.T'(k/2)
0 Jinak



Rozlozeni transformovaného
nahodného vektoru

11.8. Véta (transformace ndhodného vektoru X = (X4, ..., X;,) na skalarni ndhodnou veli¢inu Y = g(X4, ..., Xy))
a) Diskrétni piipad: X = (X, ..., X,) ~ (X4, ..., X,), & R" — R je borelovska funkce =

Y=gXp, .o, Xp) ~ (Y1, s Yo) = D, omlxg,..x, ), kde
(%)%, JeS(y)
S(y): {(x1 ..... Xn)E R“;g(x1 ..... Xn):y}
b) Spojity piipad: X = (X, ..., X)) ~ ¢ (X4, ..., X,), g&: R" — R je borelovska funkce =
_ _d
Y =g(X1, o0y Xn) ~ @ (Y1, ooy Vo) = d—yL(y)...j(p(xl ..... x, )dx, ...dx, , kde

S(y):{(x1 ..... xn)eR“;g(xl,...,xn)Sy}




Véta o konvoluci

11.9. Véta (véta o konvoluci)
a) Diskrétni piipad: X;, X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny, X ~ ni(xi),1=1,2 =

Y=Xi+X;~ TC*(Y) = ioonl(xl)}tZ(y_Xl): i@nl(y_xz)nz(xz)

n+(y) se nazyva konvoluce funkci mi(x1), m(x2).
b) Spojity ptipad: X, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, Xi ~ ¢i(xi),1=1,2 =

Y=Xi+Xy~ (P*(Y) = _J.(P1(X1)P2()’_X1)1X1 = _J-(Pl(y_lepz(xz)ixz

¢=(y) se nazyva konvoluce funkci @i(x1), @2(X2).



Priklad

1Vl.10. Priklad: X, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, Xi ~ Po(A;),1=1,2, Y = X;+ Xo, m«(y) = ?
ResSeni:

Xixi =y ~0.1
ni(xi): Xi!e T =5 4.
0 jinak
r()= D7 G (- x,)=]x, 20,y —x, 20=0<x, <y|= 37, (&, ), (y—x, )=

x=0

= 2?\41"1 e,xl }\42}”"1 677\2 =e*(7»1+7»2)l i(y }1XI}\'2y_xl _ (?\41 +7\.2)y ef(}‘l'”‘Z)proy:O’l,.”
x;=0 Xl! (y_Xl) y’ x =0\ X1 y'

n+(y) = 0 jinak.

Vidime, ze Y ~ Po(A; + A).

Zobecnéni: X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny, X; ~ Po(A;),i=1,2,...,n =
Y=X1+ +Xn~PO(}L1 + ... +7\,n)




Linearni transformace
nahodného vektoru

11.11. Véta (linearni transformace n-rozmérného nahodného vektoru)

Necht X = (X4, ..., X4)’ je ndhodny vektor, a = (ai, ..., an)’ je redlny vektor a B = (bjj)ij=1, ... n je redlnd ctvercova pozitivné
definitni matice (tj. Vx € R" je kvadraticka funkce x’Bx > 0). Pak pro rozlozeni pravdépodobnosti transformovaného
nahodného vektoru Y = a + BX plati:

2) Diskrétni piipad: r.(y) = n(B(y - a)

b) Spojity pripad:| Q. (1) = det(B)_lgD(B_l (y- a))

11.12. Véta: Necht nahodny vektor X = (X, ..., X,)’ ma n-rozmérné normalni rozlozeni Ny(p, X). Polozme Y = a + BX.
Pak Y ~ Ny(a + Bu, BEB’).



Ciselné charakteristiky

o \We

nahodnych veliCin

12.1. Motivace: Doposud jsme pracovali s funkcionalnimi charakteristikami ndhodnych veli¢in (napft. distribu¢ni funkce,
pravdépodobnostni funkce, hustota pravdépodobnosti), které pln€ popisuji pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny.
Ciselné charakteristiky vystihuji pouze nékteré rysy tohoto chovéni, napt. popisuji polohu realizaci ndhodné veli¢iny na
¢iselné ose Ci jejich promeénlivost (variabilitu). Jsou jednodussi nez ¢iselné charakteristiky, ale nesou jen ¢aste¢nou
informaci. Podobné jako v popisné statistice volime vhodnou ciselnou charakteristiku podle toho, jakého typu je dana
néhodna veligina - zda je ordinalni nebo intervalova &i pomérova. Ciselné charakteristiky znak(l maji své teoretické
protéjSky v ¢iselnych charakteristikach nahodnych veliin.

12.2. Definice:
Necht' X je nahodna veli¢ina aspon ordinalniho charakteru a o € (0,1). Cislo K, (X) se nazyva o-kvantil ndhodné veli¢iny X,
jestlize splituje nerovnosti:

P(X<K,(X))2aArPX>K, (X))>1-a

Kvantil K 50(X) se nazyva median, Jiné mozné oznaceni kvantilu: X,
K0’25(X) dolni kvartil,

Ko.75(X) hornt kvartil,

kvantily Ko 19(X), ..., Ko.90(X) jsou decily,
Ko,01(X), ..., Kg.99(X) jsou percentily.
Kterykoliv a-kvantil je charakteristikou polohy ¢iselnych realizaci ndhodné veli€iny na ¢iselné ose.
Jako charakteristika variability slouZzi kvartilova odchylka q = Kg75(X) - Kg25(X).




i Kvantil spojité NV

12.3. Diisledek: (pro spojitou ndhodnou veli¢inu)
K (0
Je-1i X spojitd ndhodna veli¢ina, pak K (X) je takové &islo, pro které plati: a = ®(K (X)) = j@(x)dx :

Ilustrace:




Priklad

12.4. Piiklad: Necht' X ~ Ex(1). Urcete median a kvartilovou odchylku.

Reseni: ¢(x)=1° P'% >0
0jinak

(I)(X)= {1 —e "prox >0

0jinak

a=0(K,(X)=1-e™® =K _(X)=-In(l-a)

K, (X)=-In(1-0,5)= —ln% =In2 = 0,693

K5 (X)=-In(1-0,25)= —ln% =In4-1n3=0,288

1

K,s(X)=-In(1-0,75)= —1nZ =1n4=1,386

q=K,5(X)-K,,;(X)=1386-0,288 = 1,098
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Priklad

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Prvni moznost: Pouzijeme Pravdépodobnostni kalkulator. Vybereme Rozdé€leni Exponencidlni. Do okénka lambda napiSeme
1, do okénka p napiSeme pro medidn 0,5, pro dolni kvartil 0,25 a pro horni kvartil 0,75. V okénku exp se objevi 0,693147
pro median, 0,287682 pro dolni kvartil a 1,386294 pro horni kvartil.

[lustrace pro horni kvartil:

Bozdéleni [ Inveize I~ Doprotokoks & |[Vimotet]

I” | Dyopte ™ Wtv. graf
Eonec

™ [1-Kumul. p) _—,
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F (Fishstovol ep:[633147 (8 lombda [1 E

Gama

Laplaceova D’-IU.5

Log-nosmalni

Logistické Hustoba: Rozdéleni:

Paretovo

Rapeighovo

t [Studentavo)

Wedbullovo

2 [Mormaini) s
¥ Pewné méfitko k /

Sedé plocha pod grafem hustoty ma velikost 0,5 a hodnota distribuéni funkce v bodé 0,693147 je 0,5 (znaéeno $rafovang).

Druhd moznost: Otevieme novy datovy soubor o tfech proménné a jednom ptipadu.

Do dlouhého jména prvni proménné napiSeme =VExpon(0,5;1). Dostaneme 0,693147.
Do dlouhého jména druhé proménné napiSeme = VExpon(0,25;1). Dostaneme 0,287682.
Do dlouhého jména tteti proménné napiseme = VExpon(0,75;1). Dostaneme 1,386294.



i Kvantily vybranych rozlozeni NV

12.5. Oznaceni:
X ~N(0, 1) = Ky(X) =1u,,
X~ () = Ko(X) = ’o(n),
X~ t(n) = Ka(X) = ta(n)a
X ~ F(l’ll, 1’12) = KG(X) = Fa(nl, 1'12).
Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkach. Pti jejich hledani pouzivdme vztahy:
Uy = - Ul-q,
ta(n) =- tl-a(n)a
1

Fu(n,, =
(nl n2) Fi_,(ny,ny)

Kvantily lze také vypocitat pomoci statistického software.

12.6. Priklad:

a) Necht' U ~ N(0, 1). Najdéte median a horni a dolni kvartil.
b) Urdete x’0.025(25).

c) Urcete t0,99(30) a t0,05(14).

d) Urcete F0,975(5, 20) a F0,05(2, 10)

ReSeni:

ad a) Up,50 — O, Up25 = -0,67449, Uo,75 = 0,67449

ad b) y0.025(25) = 13,12

ad C) t0)99(30) = 2,4573, t0)05(24) = -1,7613

ad d) Foo75(5, 20) = 3,2891, F(05(2, 10) = 0,05156



Priklad

Reseni pomoci systému STATISTICA:

ad a)

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozd€leni Normalni. Do okénka priimér napiseme 0, do
okénka Sm. Odch. napiSeme 1, do okénka p napiseme 0,5 pro median, 0,75 pro horni kvartil a 0,25 pro dolni kvartil.

V okénku X se objevi 0 resp. 0,67449 resp. -0,67449.

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o tfech proménnych a jednom piipadu.

Do dlouhého jména prvni resp. druhé resp. tieti proménné napiSeme =VNormal(0,5;0;1) resp. =VNormal(0,75;0;1) resp.
=VNormal(0,25;0;1). Dostaneme 0 resp. 0,67449 resp. -0,67449.

ad b)

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozd¢€leni Chi 2. Do okénka sv. napiSeme 25 a do
okénka p napiSeme 0,025. V okénku Chi 2 se objevi 13,11972.

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu.

Do dlouhého jména této proménné napiseme =VChi2(0,025;25). Dostaneme 13,1197.

ad ¢)

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozd¢leni t (Studentovo). Do okénka sv. napiSeme 25
(resp. 14) a do okénka p napiseme 0,99 (resp. 0,05). V okénku t se objevi 2,457262 (resp. -1,761310).

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu.

Do dlouhého jména této proménné napiseme =V Student(0,99;30) (resp. VStudent(0,05;14)). Dostaneme 13,1197

(resp. -1,76131).

ad d)

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozd¢leni F (Fisherovo). Do okénka sv1 napiSeme 5
(resp. 2), do okénka sv2 napiSeme 20 (resp. 10) a do okénka p napiSeme 0,975 (resp. 0,05). V okénku F se objevi 3,289056
(resp. 0,05156).

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a dvou ptipadech

Do dlouhého jména prvni proménné napiSeme =VF(0,975;5;20), do dlouhého jména druhé proménné napiseme
=VF(0,05;2;10).Dostaneme 3,2891 (resp. 0,05156).



i Kvantily transformované NV

12.7. Véta:
Necht’ X je spojita nahodna veli¢ina s distribuéni funkci ®(x), ae(0,1) a g:R - R ryze monotdnni borelovska funkce. Pak
pro a-kvantil transformované nahodné veliCiny Y = g(X) plati:

a) Je-li g vSude rostouci funkce, pak|K,(Y) = g(K(X)).
b) Je-li g vSude klesajici funkce, pak| K,(Y) = g(K.,(X)).
Diikaz:
ada) a=(K,(X))=P(X <K, (X))=P(g(X)< g(K, (X)) =P(Y <gK, (X)) =@.(g(K, (X)) = g(K, (X)) = K,(Y)
adb) 1-a=0(K_, (X)) =P(X<K,,(X))=P(gX)>gK _, (X)) =1-P(y <gK,_, (X)) =1-@.(g(K , (X)) =

12.8. Priklad:

Necht U ~ N(0, 1). Najdéte 9. decil transformované ndhodné veli¢iny Y =3 + 2U.

Reseni:

Funkce y = 3 + 2u je vSude rostouci funkce, tedy Koo(Y) =3 +2 up90 =3 +2x1,28155 = 5,5631.



Stredni hodnota NV

12.9. Definice:

Necht' (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X ndhodna veliCina aspon intervalového typu definovana na métitelném
prostoru (2, A).

a) Je-li X diskrétni nahodna veli¢ina s pravdépodobnostni funkei n(x), pak jeji stiedni hodnota (vzhledem k P) je

&isloE(x)= D xn(x)| pokud suma vpravo je koneéna nebo absolutné konverguje. Jinak fekneme, e sttedni hodnota

X =—00

neexistuje.
b) Je-li X spojita ndhodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti ¢(x), pak jeji stiedni hodnota (vzhledem k P) je &islo

E(x)= j x@(x)dx ,|pokud integral vpravo je kone¢ny nebo absolutné konverguje. Jinak fekneme, Ze sttedni hodnota

neexistuje.

(Stfedni hodnota je Cislo, které charakterizuje polohu realizaci ndhodné veli€iny na €iselné ose spiihlédnutim k jejich

W W

WVt w

rozprostieni hmoty popsano hustotou pravdépodobnosti ¢(x). Stéedni hodnota je teoretickym proté&jskem vazeného
aritmetického primeéru.)



Priklad

12.10. Priklad a):
Nahodna veli¢ina X udava pocet ok pii hodu kostkou. Vypoctéte jeji stiedni hodnotu.
Reseni:
1 = 6
n(x)=16 X0 ()= Y xnx) =%(1+2+3+4+5+6)=%= 35.

x=1

0 jinak

12.10. P¥iklad b):

RozloZeni nahodné veli¢iny X je ddno hustotou @(x) = 2x+2 na (-1, 0) a nulovou jinde.
Vypoctéte jeji sttedni hodnotu.

Reseni

0 3 0
E(X)= ;[x(p(x)dx = :[x(2x+2)dx = {2%+x2}1 :§_1 = _%



Stredni hodnota transformované NV

12.11. Véta:

a) Diskrétni pfipad: Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s pravdépodob
nostni funkci w(x) (resp. (Xi,..... X,) je diskrétni nahodny vektor s pravdé
podobnostni funkei mi{zq,...,x,) ). Necht g : B — R je borelovska funkce,
Y = g(X) je transformovani nihodni veli¢ina (resp. g : B" — R je bore
lovska funkce, ¥ = g{X,,..... Xpn) je transformovani niahodng veliéina). Pak

o
E(Y)= 3 g(x)n(z) pokud soucet vpravo je koneény nebo absolutné konver
— \ =3 =2 \ .
gentni (resp. EY' )= > ... Y gl&,...,¢p)w(xy, ..., 2, ), pokud soudet
Tq=—00 T — 00

vpravo je koneény nebo absolutné konver gentni).
a) Spojity pfipad: Necht X je spojitd nahodna velidina s hustotou @(x)

(resp. (X, ..., - ) je spojity nahodny vektor s hustotou @(zq,...,x,) ). Necht
g : B — R je borelovska funkee, ¥ = g(X) je transformovana nahodna veli¢ina
(resp. g : B™ — R je borelovska funkce, ¥V = g(X;,... .. X ) je transformovana
oo
nahodna veliina). Pak |E(Y) = [ g(z)p(x)dr.|pokud integral vpravo je ko
_.x.
necny nebo absolutné konvergentni (resp.
[5 =] oo
EY)= [ ... | glzr,....¢n)p(xr, ..., 20)dry ... dry,, pokud integral vpravo
— —

je kone¢ny nebo absolutné konvergentni).



Priklad

12.12. Priklad:
Necht X ~ Ex(b), Y = ¢", kde v > 0 je konstanta. Vypoctéte E(Y).
ReSeni:
Ae™ prox >0 T Iy
— — “) —Ax —
(P(X) {Ojinak , E(Y) .([e e dx —}H_Y .



Rozptyl NV

12.13. Definice:

Necht' (22, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina aspon intervalového typu definovana na méfitelném
prostoru (2, A ), ktera ma stiedni hodnotu E(X).Rozptylem ndhodné veli€iny X rozumime &islo| D(X) = E((X-E(X)T),
pokud stiedni hodnota vpravo existuje. CisloVD(X) se nazyva smecrodatna odchylka.
(Rozptyl je Cislo, které charakterizuje proménlivost realizaci nahodné veli¢iny kolem jeji sttedni hodnoty s piihlédnutim
k jejich pravdépodobnostem. Je teoretickym protéjSkem vazeného rozptylu. Je vhodné;jsi pocitat rozptyl podle vzorce
p(X)=E(?)-[ECX)}, jak bude ukézéno pozdéiji.)

12.14. Disledek:
V diskrétnim piipadé je rozptyl dan vzorcem|D(X)= Y_[x —EX)] (x)= > x*n(x)-[EX)) ’

® 2 2 2
a ve spojitém piipadé vzorcem| D(X)= j x -EX)] ox)dx =jx2@(x) dx —[EX))

(pokud suma ¢i integral vpravo absolutné konverguji).



Centrovana a standardizovana NV

12.15. Definice:
Transformovana ndhodna veli¢ina X— E(X) se nazyva centrovana nahodna velicina

/4 14 14 v X - E X I4 14 . r r 4 .\
Transformovana ndhodna veli¢ina D()(()) se nazyva standardizovana ndhodna velidna.

12.16. Priklad: Nahodna veli¢ina X udava pocet ok pii hodu kostkou. Vypoctéte jeji rozptyl.

1 _ s
Redeni: n(x)=16"°* "% E(X) =35 (viz pt. 12.10.), D(X)= szé—asz =..= f—j =2,92.
0 jinak =



i Kovariance a korelace NV

12.17. Definice: Kovarianci ndhodnych veli¢in X, X», které maji stiedni hodnoty E(X;), E(X>), rozumime ¢islo
C(X1, X2) = E([Xi - E(X))] [X2 - E(X2)])|(pokud stiedni hodnoty vpravo existuji).

Kovariance je €islo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodnych veli¢in X, X5 kolem jejich stfednich hodnot
s ptihlédnutim k jejich pravdépodobnostem. Je-li kovariance kladné (zapornd), pak to svédc¢i o existenci jistého stupné ptimé
(neptimé) linedrni zavislosti mezi realizacemi ndhodnych veli¢in X;, X». Je-li kovariance nulova, pak fikame, Ze ndhodné
veli€¢iny X, X; jsou nekorelované a znamena to, Ze mezi jejich realizacemi neni Zadny linearni vztah. Pozor —
z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezédvislost, zatimco ze stochastické nezavislosti plyne nekorelovanost.
Kovariance je teoretickym protéjskem vazené kovariance. Je vhodnéjsi pocitat kovarianci podle vzorce

c(X,,X,)=EX,X,)-EX,)EX,)-

Koeficientem korelace ndhodnych veli¢in X;, X, rozumime ¢islo
X, —EX)) X, “E(X,)
: D(X,)4/D(X5,) >0 .
R(Xi, Xp) = ( ID(X,) ID(X,) pro/D(X1){D(X2) , pokud stiedni hodnoty vpravo existuji.

0 jinak
Koeficient korelace je &islo, které charakterizuje tésnost linearni zavislosti realizaci nahodnych veligin X;, X,. Cim blizsi je
1, tim té€sn&jsi je pfima linearni zavislost, ¢im blizsi je -1, tim tésnéj$i je nepiima linedrni zavislost. Je vhodné&jsi pocitat
. CX,, X
koeficient korelace podle vzorce [R(X,, X, )= (X,.X,)
w/Din .ND(XZ )




i Kovariance NV

12.18. Dusledek:
V diskrétnim ptipadé je kovariance ddna vzorcem

. X,)= Y Sk, ~E& i, ~EGO %)= Y Sxmonlx,.x, )-EK, VE, )

X ==%0 X, =—%0 X ==%0 X, =—%0

a ve spojitém piipad¢ vzorcem

C(XHXZ): T T[Xl _E(Xl)]' [Xz _E(Xl)](p(xlaxz)dxldxz = TTXIXZ(P(XHXZ)dXIdXZ _E(Xl) E(Xz)

—00—00



Priklad

12.19. Priklad:

Néahodna veli¢ina X udava ptijem manzela (v tisicich dolar) a ndhodna veli¢ina Y piijem manzelky (v tisicich dolart. Je
znama simultanni pravdépodobnostni funkce n(x,y) diskrétniho ndhodného vektoru (X,Y): n(10,10) = 0,2, n(10,20) = 0,04,
n(10,30) = 0,01, n(10,40) = 0, n(20,10) = 0,1, n(20,20) = 0,36, (20,30) = 0,09, n(20,40) = 0, n(30,10) = 0, 7(30,20) = 0,05,
n(30,30) = 0,1, n(30,40) = 0, ©(40,10) = 0, n(40,20) = 0, n(40,30) = 0, ©(40,40) = 0,05, n(x,y) = 0 jinak. Vypoctéte koeficient

korelace pfijmi manzZela a manZzelky.

Reseni: Nahodn4 veli¢ina X i nahodna veli¢ina Y nabyvaji hodnot 10, 20, 30, 40. Sestavime kontingenéni tabulku:

Y
X
10 | 20 || 30 | 40 ||=,(x).
10 0,20]/0,04[0,01]{0,00(0,25
20 0,10]|0,36(0,09(0,00]|0,55
30 10,00[/0,05[0,10]0,00(0,15
40  (0,00](0,00(0,00[0,05(0,05
m,(y)|0,30(0,45/(0,20]|0,051,00

Spocteme

E(X) = 10.0,25+20.0,55+30.0,15+40.0,05 = 20, E(Y) = 10.0,30+20.0,45+30.0,20+40.0,05 = 20,
D(X) = 10%.0,25+20%.0,55+30%.0,15+40%.0,05 — 20> = 60, D(Y) = 10.0,30+20%.0,45+30%.0,20+40°.0,05 — 20*> = 70,

C(X,Y)=10.10.0,20 + 10.20.0,04 + ... 40.40.0,05 — 20.20 = 49,

R(X,Y) = 49/N60N70 = 0,76.




Priklad

Postup ve STATISTICE:

Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych X, Y, cetnost a 16 ptipadech. Do proménné X napiSeme 10, 10, 10, 10,
20, 20, 20, 20, 30, 30, 30, 30, 40 ,40 40, 40 , do proménné Y 4x pod sebe 10, 20, 30, 40 a do proménné cetnost 20, 4, 1, 0,
10, 36,9,0,0,5,10,0,0,0,0,5.

Statistiky - Zakladni statistiky/tabulky — zavedeme proménnou vah cetnost — OK - Korela¢ni matice — OK — 1 seznam
proménnych — X, Y — OK.

Korelace (Tabulka6)
Oznad. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=100 (Celé pfipady vynechany u ChD)
Proménna | Priméry |Sm.odch. | X | Y

X 20,00000, 7,784989 1,000000 0,756086
Y 20,00000 8,408750 0,756086 1,000000




Stredni hodnota a rozptyl vybranych
typu rozlozeni NV

12.20. Poznamka: Uvedeme stfedni hodnoty a rozptyly vybranych typt diskrétnich a spojitych rozlozeni:
a) X~Dg(w) = E(X)=pn DX)=0

b) X~A(8) = E(XX)=9,DX)=9 (1-9)

¢) X~Bi(n, 9) = E(X)=n9,D(X)=n3 (1-9)

d) X ~Ge(9) = EX) = %, D(X) = =%

82

¢) X ~Hg(N,M,n) = E(X) = %n, D(X) = %(l_%ji_rf

2

g X~Po(h) = E(X)=1,D(X) =2

h) X~ Rs(a,b) = E(X) = alZb,D(X)= (b—a)

12

i) X~Ex(\) = EX)= % D(X) = %2
X~ N(“: 62) = E(X) = U, D(X) = 62
k) X~ Xz(n) = E(X)=n, D(X) =2n

) X~tn) = E(X)=0pron=>2, pron=1E(X) neexistuje, D(X) = Lz pron >3, pron=1,2 D(X) neexistuje
n —
n C 2n 2(n +n —2)
2 pron, >3, pron, = 1,2 E(X) neexistuje, D(X) = —2—1_>2

n, =2 n,(n, -2)*(n, —4)
2, 3,4 D(X) neexistuje.

m) X ~F(ng, ) = E(X) =

pron, >5,pron, =1,




Priklad

12.21. Priklad:
V sad¢ 15 vyrobki je 5 zmetkll. Ndhodné vybereme 4 vyrobky. Urcete sttedni hodnotu a rozptyl ndhodné veki¢iny X, ktera

udava pocet zmetkd, jestlize vybér provadime
a) bez vraceni,
b) s vracenim.

ReSeni:
ada) X ~Hg(N,M,n), N=15,M=5,n=4

E(X):Mn=i4=f=1,§, D(X):@ o MN=n 47 5 E=ﬁ=0,6984
N 15 3 N N/)N-1 3\ 15)14 63

ad b) X ~ Bi(n, 9),n=4, 9=%:

1
3

1= 4. 1) 8 -
E(X)=n9=4-=1,3, D(X)=n9(1-9)==|1-=|===0,8
(=19 =43 =13, D()=no(1-9)= 3[1-1 )5



Priklad

Najdéte median rozlozeni ur¢ené¢ho hustotou e(x) =1 —x/2, 0 <x <2.

ReSeni: Distribu¢ni funkce: F(x) =0 prox <0, F(x)=1prox>2a
X 2

F(x):jl—édtzx—% proxe(0,2)
0

Median x,, 5 je feSenim rovnice F(x) = 0,5 , tedy

+/16— 3,4142
X —dx42=0 =x,=2V08 5, 5o
’ 2 0,5857

Protoze 3,4142 > 2, je hledanym feSenim x, ;= 0,5857.

F)
o(x)

0.4

0,5

0.2

0,2
XO,S

0 : . T )
2 ‘ 1;0 L 20 0 05 10 L5 2,0
x




Priklad

|

Nahodna veli¢ina ma hustotu@(x) =a-e X € (— 0, OO) . Urcete a, stfedni hodnotu

a rozptyl.

Reseni: = / (ZJ‘e dxj

E(X)= J‘xgo(x)dx—J‘er_xdx=0 D(X)zE(Xz) .[x € U dx =2

—0o0 —00 —0o0

P(x)

E(X)



Priklad

Necht’ Zivotnost (v letech) vyrobkil se fidi exponencidlnim rozlozenim s distribu¢ni
funkci F(x) = I-e*? , x > 0. Tj. stfedni doba zivotnosti je 5 let. Tvar distribu¢ni
funkce znamena, Ze k poruSe vyrobku dojde s velkou pravdépodobnosti velmi brzy
po jeho prodeji. Jakou zaru¢ni dobu stanovi vyrobce, nema-li pocet reklamovanych
vyrobkt piekrocit 10%?

Reseni: Nahodna veli¢ina X udava Zivotnost vyrobku. Hledame takové x, aby platilo

P(X <x)=0, Tedy hledame 10% kvantil.

=) Ol=1-¢"" «

= x=-5In(0,9) =—5-(=0,10536) = 0,5268

“““““““
000000000000

Pro splnéni pozadované podminky je tfeba stanovit zaru¢ni dobu na cca 2 roku.



Priklad

Necht’ zivotnost (v letech) vyrobka se fidi Weibullovym rozloZenim s distribu¢ni
funkci F(x) = I-e®¥5 | x > (. Tj. stfedni doba zivotnosti je cca 3.67 let. Tvar
distribu¢ni funkce znamena, Ze k poruSe vyrobku pravdépodobné nedojde hned po
jeho prodeji, ale az po néjaké dobé. Jakou zarucéni dobu stanovi vyrobce, nema-li
pocet reklamovanych vyrobki prekrocit 10%?

Reseni: Nahodna veli¢ina X udava Zivotnost vyrobku. Hledame takové x, aby platilo

P(X <x)=0,1 Tedy hledame 10% kvantil.

= 0,l=1-¢ " o

=) x=4.5—In(0,9) = 2,55

Pro splnéni pozadované podminky je tfeba stanovit zaru¢ni dobu na cca 2,5 roku.

\\\\\
000000000000



i Momenty, Sikmost a Spicatost NV

12.22. Definice:
Necht X, X,. Xy jsou ndhodné veliciny, k. k. ks € R.r.s € N,
a) Cislo E(|X — k]") se nazyva r-ty moment nidhodné veliciny X kolem
konstanty k. Je-li k = 0, jde o r-ty podéateéni moment, jeli k= FE{X ). jedna
se 0 r-ty centralni moment.

h] Ciislo E(|Xy = k] |Xy = k) se nazyva r x s-ty moment nihodnych
'i

313 'y Y. Lol Lovict aaant Lo Ls | P 1ele _d P
veli® 111-L|.-1J miRCHL RISV Alll oy . g . o L Jae o r X5 l._}f lJl!'l..rll.r'.l.lll

moment. jeli by = E(X, ).k, = F{X,). jednd se o rxs-ty centralni moment.

L L —= L =
1 =1

-1l My = nyg

3
Cislo|A,(X)= E([X E(X)) ) se nazyva Sikmost ndhodné veli¢iny X.

)|

4
Cislo|A,(X)= E([X E(X)] )—3 se nazyva Spicatost nadhodné veli¢iny X.
Je-11 A3(X) =0, Jde o symetricke rozlozent. Je-1i A3(X) >0, jde o kladné sesikmené rozlozeni a je-1i A3(X) <0, jde o zaporné
seSikmené rozlozeni.
Je-1i A4(X) =0, jde o rozlozeni s normalni spicatosti. Je-11 A4(X) > 0, jde o Spicate rozlozeni a je-1i Ay(X) <0, jde o ploché
rozloZeni.




Vektor strednich hodnot, variacni a
korelacni matice nahodného vektoru

12.23. Definice:
Necht X = Ir Xi,..o.,a Xn) Ji—‘ nahodny vektor. Hefduf vektor
FiX) = (F(Xy),....F(X,)) se nazyva vektor stifednich hodnot. Redlna

Ctvercova symetrickd matice

D{Xy) C(X1,X2) ... C(X1,X,)
var(X) =

C(X,. X)) CiX, X)) ... D{X,)
se nazyva varianéni matice nahodného vektoru X a redlna ¢tvercova symet
ricka matice

1 R(X., X)) ... R(X4 A,
cor(X) =

R(Xn.X1) R(XnXs) ... 1
se nazyva korelaéni matice nihodného vektoru X.



Priklad

12.24. Priklad:
Pro nédhodny vektor (X, Y) z ptikladu 12.19. najdéte vektor stiednich hodnot, varian¢ni a korelacni matici.

ReSeni:

Bylo spoéteno, Ze
E(X) =20, E(Y) =20,
D(X) = 60, D(Y) =170,
C(X,Y) = 49,

R(X:Y) = 0,76

E(X)= @g}var(x): (60 49],cor(X):( 1 0,76]

49 70 0,76 1



