Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— stredni hodnota

13.1. Véta: Necht a, a;, a, b, by, b, jsou realna &isla, X, X, ..., Xn, Y1, ..., Ym jsou ndhodné veli¢iny definované na témz

, Jsou i J velicimy
pravdépodobnostnim prostoru. V nésledujicich vzorcich vzdy z existence Ciselnych charakteristik na pravé strané vyplyva
existence vyrazu na leveé stran¢.

Vlastnosti stfredni hodnoty
a) E(a)=a
b) E(a + bX) =a + bE(X)
c) EX-EX))=0

d) E(ZX) = Y EX)

¢) Jsou-li ndhodné veliCiny Xj, ..., X, stochasticky nezavisl¢, pak E(ﬁxi] = ﬁE(Xi)
i=1

i=1




Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— Kovariance

Vlastnosti kovariance

a) C(a;, Xp)=C(Xy, a) =C(a,a) =0

b) C(a; + b1 X, ay + b X3) = b1b,C(X, X3)
c) C(X, X) =D(X)

d) C(Xy, X3) = C(Xy, X))

e) C(Xy, X3) = E(X1X3) — E(X)E(X3)

0 c[Ex. v |- ey
i=l =1

i=1 j=1




Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— rozptyl

Vlastnosti rozptylu

a) D(a)=0
b) D(a + bX) = b°D(X)

¢) D(X) = E(X?) - [Ex))’

d) D(ixij = iD(Xi)+2nZ_1 iC(Xi,X i) (Jsou-li ndhodné veli€¢iny X, ..., X, nekorelované, pak D(anxi] =
i=1 i=1 i=1 j=it1

11111 i=l

Y D(X;))
i=1




Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— korelace

Vlastnosti koeficientu korelace

a) R(a;, X3) =R(Xy, a2) =R(a;, ) =0

b) R(a; + b1X;, a + byXy) = sgn(b;by) R(X;, X»)
c) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) = 0 jinak
d) R(X, Xz) =R(X, X)

C(X1,X,]
e) R(Xj, X3) = {J/DX))4D(X,)
0 jinak

proD(X,;)y/D(X;) >0




Vlastnosti stredni hodnoty - dukaz

Dukaz:
Pro vlastnosti stfedni hodnoty

ad a) X ~ Dg(a), TC(X): {;i:ﬁ;: a, E(X)= Xixﬁ(x)= aﬂ:(a)= a-l=a

ad b) Diskrétni ptipad: Ba+bX)= 3 a+bxk()= Yant)+ Y bxn()=a Y 76 )+b > xn()=a -+ bE(X)

Spojity ptipad: E(a+bX)= J(a +bx)p(x)dx = a J¢(x)dx +b Jx(p(x)dx = a+bE(X)
ad c) Plyne z (b), kde a =-E(X), b= 1.

ad d) Spojity pfipad: E[Zn:Xi]: If(xl +ox )olx,,....x, )dx, ---dx, =
i=1

—00 —00

o0 0 o0 o0

= .---lew(xl,...,xn)dxl---dxn+---+I---Ixngo(xl,...,xn)dxl---dxn:
_ 'xl|:J‘_.,J.¢(xl, )dx2 -dx :|dxl+ -+ jx |:J‘ J.(D X5 dxl dxn_l dxn
= [x0,(x,)dx, +---+ jxngon(xn)dxn :E(Xl)+---+E(Xn):ZE(X



Vlastnosti stredni hodnoty - dukaz

ad d) Diskrétni piipad: analogicky jako ve spojitém ptipade¢.
ad e) Spojity piipad:

E(lefj= T'“T(Xl o X (X, )i, o d, =

—0o0 —00

o0 o0

= .'...J.(xl....-xn)(p(xl)..“.(p(xn)dxl...dxn —

—00 —00

ad e) Diskrétni ptipad: analogicky jako ve spojitém piipade¢.



Vlastnosti kovariance - dukaz

Pro vlastnosti kovariance:

ad a) C(al,Xz): E([al _E(al)][XZ _E(Xz)]): E([al _al][XZ _E(Xz)]): E(O): 0
ad b)

C(al +b,X,.a, +b2X2)= E([a1 +b,X, _(al +b1E(X1))][az +b,X, _(az +b2E(X2))]): b1b2E([X1 _E(Xl)][XZ _E(Xz)]): bleC(XIJXZ)

ad ¢) (X, X)=E(X - E(X)[X - (X)) = E(X - E(X)F )= D(x)

ad d) C(X1=X2)= E([Xl _E(Xl)][XZ _E(Xz)]): E([Xz _E(XZ)][Xl _E(Xl)])= C(Xz,Xl)



i Vlastnosti rozptylu - dukaz

Pro vlastnosti rozptylu:

ad a) D(a) :E([a—E(a)]z):E([a—a]z) (
ab)  D(a+bX)=E(a+bX - E(a+bX)F)=

= E(p*[x - EQO)F)=b>D(x)

(a+bX a-bE(X)F )=

o DO =E(x - B )= B ~2xEC) + [ECOT )=
= B(x?)-2E(X)E(x)+ [ECOT = E(x?)-[ECOT
ad d) D(ixi] = CLiXi,in] = Zn“zn;C(X,.,Xj):
X
X

i=l j=
=C(X,X,)+C(X,, X,)+...+C(X,, X, )+...+

)=

+C(x,, Xx,)+C(Xx,,X,)+...C(X,,

-3 0(x)+2%, 3 (X, x)

i=1 j=i+l



Vlastnosti korelace - dukaz

Pro vlastnosti koeficientu korelace:

ad a) Plyne pfimo z definice, protoze D(a,) = D(a,) =0,

adb) R(a,+bX,,a,+b,X,)= E[al +bX,—Ela,+bX,) a,+bX,-Ea, +b2X2)] _

JDla, +b X)) JDla, +b,X,)

_ E[ a,+bX —a,-bEX,) a,+b,X —a,-bE(X, )]
Jb’D(X,) Jb,'D(X,)

& b2 R(XDX )_Sgn(bl'bz)R(Xlon)

bl



Vlastnosti korelace - dukaz

ad c) Pro D(X) = 0 plyne pfimo z definice, jinak plati

| X-E(X) X-E(X) 1 ,
woxn)= o 22 ZoE ol o)

ad d) Ziejme.

ade) R(X,X,)= E(X E(X) X, ~EWX, )j

JD(X)) D(X,)
:E([XI_E( 1)] [Xz E(Xz)]): C(X19X2)
\/D(X1)'\/D(X2) \/D(Xl)'\/D(Xz)
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Priklad

13.2. Priklad:

Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl

a) centrovan¢é ndhodne veli¢iny Y = X — E(X),
X - E(X)

JDX)
ReSeni:

ad a) E(Y) = E(X — ) = B(X) - B(w) = p— p =0, D(Y) = D(X — p) = D(X) = &,
ad b) E(U)=E(%)= éE(X—u)= é 0=0,D(U)=D(*"*)= Lpx-m="L. =1

b) standardizované nahodné veliiny U =

13.3. Priklad:

Nahodné veli¢iny X, Z jsou ndhodné chyby, které vznikaji na vstupnim zatizeni. Maji sttedni hodnoty E(X) =-2, E(Y)=4a
rozptyly D(X) =4, D(Y) = 9. Koeficient korelace téchto chyb je R(X,Y) =-0,5. Chyba na vystupu zafizeni souvisi

s chybami na vstupu funkéni zavislosti Z = 3X* — 2XY + Y*- 3. Najdéte stiedni hodnotu chyby na vystupu.

Reseni: E(Z) = E3X* - 2XY + Y*—3) = 3E(X%) — 2E(XY) + E(Y?) — E(3) = 3{D(X) + [E(X)]*} — 2[C(X.Y) + E(X)E(Y)] +
D(Y) + [E(Y)]* = 3 =3[D(X) + [E(X)J’] - 2[R(X,Y) /DX){D(Y) +E(X)E(Y)] + D(Y) + [E(Y)]*- 3 =3(4 + 4) -2[-0,5x2x3
+(-2) x4]+9+16-3=24+22+25-3 =68
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Priklad

Nahodna veli¢ina X udava pocet ok pii hodu kostkou. NV Y = 2+ 3X. Vypoctéte:
a) E(X) a D(X),
b) E(Y) a D(Y),
c) C(X,Y),
d) R(X,Y).

6 6
ReSeni: a) E(X)= %Zx =35 D(X)= ész —E(X) = % ~-3,5°=29167
x=1

x=1

b) EY)=EQ+3X)=2+3E(X)=2+3-35=125
D(Y)=D(2+3X)=3*D(X)=9-2,9167 = 26,25

¢) C(X,Y)=C(X,2+3X)=3C(X,X)=3D(X)=3-2,9167=8,7501

d) R(X,Y)=R(X,2+3X)=sgn(3)R(X,X)=1-1=1
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Priklad

Nahodna veli¢ina X udava soucet poctu ok pii hodu 2-mi kostkami. Vypoctéte E(X).

Reseni: X, ... poCet ok pfi i-tém hodu, 1=1,...,6

E(X,))=35

E(X)= E(i)(ij = iE(Xi): i3,5 =7

i=l1

Nebo: souget pocet moznosti mozZnosti 12 1
" E(X):Zx;r(x)=E(2-1+3-2+4-3+5-4+6-5
2213 31 x=2

2332 41 14 252

3324 4251 15 +7:6+8:5+9:4+10-3+11-2+12:1) === =7

34 43 25 52 16 61
44 35 53 26 62
54 45 36 63

55 64 46

56 65

66

NP, WN-=-
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i Markovova nerovnost

13.4. Véta (Markovova nerovnost):
Necht’ pro ndhodnou veli¢inu X se stiedni hodnotou E(X) plati P(X> 0) = 1. Pak plati Markovova nerovnost:

Ve>0: P(X>8E(X)§é.

Ilustrace pro spojity pripad:

P =7

Diikaz: Pro spojity pfipad:

E(X)= [ xp(x)dx> Txgo(x)dx > Tg E(X)p(x)dx = ¢ E(X) Tgp(x)dx = ¢ E(X)P(X > ¢ E(X))

0 eE(X) eE(X) eE(X)

1
& 14



Priklad

13.5. Priklad:
Necht P(X>0) =1 a E(X) =9, kde 6 > 0 je konstanta.
a) Odhadnéte P(X > 39).

b) Necht X ~ Ex(%j . Vypoététe P(X >33).

Reseni:
ad a) P(X >38)< % =0,3
1 le% ro x> 0 1 =
ad b) X ~ Ex(gj =okx)=15° P , BE(X)=8P(X>38)= jge Sdx =|—e ®
0jinak 38 36

e =0,04975
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CebySevova nerovnost

13.6. Véta (CebySevova nerovnost): )

Necht ndhodnd veli¢ina X ma sttedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X). Pak plati CebySevova nerovnost:
vt > 0: P(X - E(X) > tyD(X )stiz
Ilustrace pro spojity pripad

Ppx)="?

’
/
’
¥ 7 \
A —~ \
/ N

w-tioK  EX) EXepDI

Dikaz: Pro spojity piipad: Plyne z Markovovy nerovnosti, kde polozime Y =[X -E(X)[’. Pak P(Y >0)=1 a pro

Ve>0:P(Y > eE(Y))< 1 tj. pro Ve >0: P([X ~EX)] > sE([X ~EX)] ))s 1 Polozme &= t>. Po odmocnéni mame
€ €

Vt>0:P(JX—E(X)|>tW)stiz.
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Priklad

13.7. P¥iklad: Necht E(X) = p, D(X) = 6.

a) Odhadnéte P (X -/ > 30).

b) Jestlize X ~ N(u, 6°), vypodtéte P (]X —p> 30).

Reseni:

ad a) PQX—M|>3G) < %zézo,i.

(Tomuto vysledku se tiké pravidlo 3. a tika, Ze nejvyse 11,1% realizaci nahodné veliCiny leZi vné intervalu
(u-30, u+30).)

ad b) P(X-p>30) =1 —P(-36 <X —p<30)=1-P(-3< %5 3 =1-®3)+D(-3) =2[1 - D(3)] = 2(1 — 0,99865) =

0,0027. (Ma-li ndhodna veli¢ina normalni rozloZeni, pak pouze 0,27% realizaci lezi vng intervalu (u - 30, p + 306).)
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Cauchy — Schwarzova - Bunakovského
nerovnost

13.8. Véta (Cauchyova — Schwarzova — Buniakovského nerovnost):
Necht’ R(Xj, X») je koeficient korelace ndhodnych veli¢in X, X,. Pak|[R(X,,X,)|<1|a rovnost nastane tehdy a jen tehdy,

kdyz mezi veli¢inami X;, X, existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linearni zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze
P(X; =a+DbX;)=1.

Dukaz: Zavedeme standardizované ndhodné veli¢iny U,=

Xi _E(Xi)

JDX)
0<D(U, +U,)=D(U,)+2C(U,,U,)+D(U,)=2[1+R(X,,X, )] = |R(X,, X, ) <1.
Predpokladejme nejprve, ze R(X, X;) = 1. V tomto pifpadé po&itame D(U, —U,)=2[1-R(X,,X,)]=0. To je mozné jen tak, Ze
P(U, =U,)=1tP(U,-U, =0)=1, tj. 1=P[X “E(X,)_ X, —E(X, )J P(X = E(X, _ DX, E(X,)+ D(XZ)XIJ,tudiz

i) o)

1=1,2.

a=E(X,)- VD[X2jE(>< ), b= DX,
¥ x,) " pX,)
Predpokladame-li, ze R(X,, X;) = -1, pak poc¢itime D(U, + U,).
Iprob>0

Necht naopak P(X, =a+bX,)=1. Pak R(Xl,Xz):R(Xl,a+le):sgn(b)R(Xl,Xl):sgn(b):{ orob <0
—1lprob <
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