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i 1. Popisna statistika

Popisna statistika je disciplina, kterd popisuje a sumarizuje informace
obsazené ve velkém mnozstvi dat pomoci tabulek, grafi,
funkcionalnich a &iselnych charakteristik. Cini tak pomoci zakladnich
matematickych operaci. Cilem popisné statistiky je zptfehlednit
informace ,,ukryté¢”’ v datovych souborech.

Popisna statistika je velmi dilezitd minimalné ze dvou diivodi:

- vpraxi se Casto pouziva (vSichni znaji takové pojmy, jako je
primér, smeérodatna odchylka, tabulka rozloZeni d{etnosti,
vysecovy graf apod.)

- motivuje pojmy, se kterymi pak pracuje pocet pravdépodobnosti
(napt. relativni Cetnost motivuje pravdépodobnost, hustota
cetnosti motivuje hustotu pravdépodobnosti, primér motivuje
sttedni hodnotu apod.)

Dobré pochopeni pojmi popisné statistiky tedy velmi usnadni studium
poctu pravdépodobnosti.



Z.:akladni, vybérovy a datovy soubor

Zakladnim souborem rozumime libovolnou neprazdnou mnozinu E.
Prvky mnoZiny E znafime € a nazyvame je objckty. Libovolnou ne-
prazdnou podmnoZinu {81 yeues Sn} zékladniho souboru E  nazyvame
vyberovy soubor rozsahu n. Je-li mnozina G < E, pak symbolem N(G)
rozumime absolutni ¢etnost mnoZziny G ve vybérovém souboru, tj. po-
Cet téch objektli mnoziny G, které patii do vybérového souboru. Rela-
tivni cetnost mnoziny G ve vybérovém souboru zavedeme vztahem

p(G) =
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Priklad

Priklad: Zakladnim souborem E je mnozina vSech ekonomicky zamé-
fenych studentil 1. ro¢niku ¢eskych vysokych skol. MnoZina G; je tvo-
fena témi studenty, ktefi uspéli v prvnim zkuSebnim terminu
z matematiky a mnozina G, obsahuje ty studenty, ktefi uspcli
v prvnim zkuSebnim terminu z angliCtiny. Ze zakladniho souboru bylo
nahodné vybrano 20 studentt, ktefi tvoii vybérovy soubor {g, ..., €}.
Z téchto 20 studentd 12 uspélo v matematice, 15 v anglictiné a 11
v obou predmétech. Zapiste absolutni a relativni Cetnosti UspeSnych
matematikili, angli¢tinaii a oboustranné uspésnych studentt.

ReSeni:

N(G,) =12,N(G,) = 15,N(G, N G,) = 11,n = 20,p(G,) =% = 0,6,p(G,) =£ _ 0,75,
11

G NnG,)= =0,55
p(G, 2) 20

Vidime, Ze uspéSnych matematikli je 60%, anglictinari 75% a obou-
stranné uspésnych studenti jen 55%.



Relativni Cetnost

Vlastnosti relativni Cetnosti: Relativni ¢etnost ma nasledujicich 12
vlastnosti, které jsou obdobné vlastnostem procent.

p(2)=0

p(G) > 0 (nezapornost)

p(G)<1

pP(G1uGy) + p(G1nGy) = p(Gy) + p(Gy)

1 +p(G1nGy) = p(Gy) +p(Gy)

p(G1uGy) + 0 <p(G)) + p(Gy) (subaditivita)

GnG, =92 = p(Gl UG2) = p(Gl) + p(Gz) (ad1t1v1ta)
p(G2\ G1) = p(G2) — p(G1nGy)

G| c Gy = p(Gy\ Gy) = p(Gy) — p(Gy) (subtraktivita)
G, ¢ Gy = p(Gy) < p(Gy) (monotonie)

p(E) =1 (normovanost)

p(G) + p(G) =1 (komplementarita)



Podminéna relativni cetnost

Pokud se v daném zakladnim souboru zajimame o dvé
podmnoZiny, miizeme zavést pojem podminéné relativni Cetnosti
jedné podmnoZiny v daném vybérovém souboru za piredpokladu, Ze
objekt pochazi z druhé mnoziny.
Necht E je zakladni soubor, Gy, G; jeho podmnoiiny,{é‘ 15--+9&, } Vy-
bérovy soubor. Definujeme
podminénou relativni ¢etnost mnoziny G; ve vybérovém souboru za
predpokladu ((}2: w )
_ NG, "G,)_plG, NG,
POVE) = NG o)
podminénou relativni Cetnost G, ve vybérovém souboru za piedpokla-

du GII
p(G/Gy) =

a

N(Gl mGz): p(Gl mGz)
N(Gl) p(Gl) -




Priklad

Priklad: Pro udaje z prikladu o studentech vypoctéte podminénou re-
lativni Cetnost Uspé€Snych matematikli mezi uspéSnymi angli¢tinafi a
podminénou relativni Cetnost UspéSnych anglictinaitt mezi uspéSnymi
matematiky.

(Pfipominame, Ze¢ z 20 studentd 12 wuspélo v matematice, 15
v angli¢tin€ a 11 v obou pfedmétech.)

ReSeni:

N(G,)=12,N(G,) =15,N(G, nG,) =11,n = 20,

_ N(G,nG,)_ 11 _ . 0/ +x . o
p(G/Gy) = NG 1 0,73 (tzn., ze 73% téch studentt, kteii by-
11 isp&Sni v anglicting, uspélo 1 v matematice)
p(Gy/Gy) = “ill(—é“fz):%: 0.92 (tzn., 7¢ 92% téch studentt, kteid byli
uspésni v matematice, uspélo 1 v anglicting)



Cetnostni nezavislost

Pojem cCetnostni nezavislosti dvou mnozin: O Cetnostni nezavislosti
dvou mnozin v daném vybérovém souboru hovotime tehdy, kdyz in-
formace o plvodu objektu zjedné mnoZiny nijak nemeéni Sance,
s nimiz soudime na jeho pivod 1 z druh¢é mnoziny.

V ptikladé se studenty by mnoZiny uUspéSnych matematiki a uspés-
nych angli¢tinaii byly Cetnostné nezavisle, pokud podil uspésnych
matematikll mezi UspéSnymi anglitinaii by byl stejny jako podil
uspésSnych matematikli mezi vSemi zkouSenymi studenty a stejné tak
podil uspésnych angli¢tinaih mezi aspéSnymi matematiky by byl stej-
ny jako podil uspéSnych anglictinaii mezi vSemi zkouSenymi studen-

ty, tj.
H(Gl mGz) _ H(Gl)/\ n(Gl mGz) _ n(Gz)
n(Gz) n n(Gl) n

Po snadné upravé dostaneme multiplikativni vztah
Il(G, mGZ) n(Gl ) l’l(fz) > t_] p(Gl NG, ) = p(Gl )p(Gz)

Rekneme tedy, ze mnoziny G;, G, jsou cetnostné nezavislé v daném
vybérovém souboru, jestlize p(G, G, )=p(G, p(G,).

(V praxi jen ziidka dojde k tomu, Ze uvedeny vztah plati pfesné. Vét-
Sinou je jen naznacena urCita tendence Cetnostni nezavislosti.)

n n



Priklad

Priklad: Pro udaje zpiikladu o studentech zjistéte, zda uspéchy
v matematice a angli¢tin€ jsou v daném vybérovém souboru cetnostné
nezavisleé.

(Pfipomindme, Ze oboustranné uspésSnych studentti bylo 55%, uspés-
nych matematiki 60% a GspéSnych anglictinaia 75%.)

Regeni:

p(G; n Gy) = 0,55, p(Gy)p(G,) = 0,6x0,75 = 0,45, tedy skutecna rela-
tivni ¢etnost oboustranné UspéSnych studentd je veétsi nez by odpovi-
dalo ¢etnostni nezavislosti mnozin G, G, v daném vybérovém soubo-
ru. Znamend to, Ze uspéch v matematice se zpravidla sdruzuje
s uspéchem v angli¢tin€ a naopak.

10



Skalarni a vektorovy znak

Pojem skalarniho a vektorového znaku: Vlastnosti objekti vyjadiu-

jeme Ciseln€ pomoci znaka.

Necht E je zakladni soubor. Funkce
X:E-R,Y:E—-R,..,Z: E >R,

které kazdému objektu ptifazuji Cislo, se nazyvaji (skalarni) znaky.
Uspotadana p-tice (X, Y, ..., Z) se nazyva vektorovy znak.

Oznaceni: Necht je dan vybérovy soubor {g, ..., €,} < E. Hodnoty
znakl X, Y, ..., Z pro i-ty objekt oznacime x; = X(g)), y; = Y(&)), ..., Z;
=7(g),1=1,...,n.

11



Datovy soubor

Pojem datového souboru:

XN 4
. X e V4 7 /4 ’ 7w
Matice | > 7 * | typu n X p se nazyva datovy soubor. Jeji fadky
XH YI] e ZI]

odpovidaji jednotlivym objektiim, sloupce znakim.
Libovolny sloupec této matice nazyvame jednorozmérnym datovym
souborem. JestliZze usporddame hodnoty n€kterého znaku (napft. znaku
X) v jednorozmérném datovém souboru vzestupné podle velikosti, do-
X
staneme usporadany datovy soubor | i |, kde xq) <X@) < ... < X).
X(n)
X
Vektor | @ |, kde xpj; < ... < Xy jsou navzajem rizn¢ hodnoty znaku
X[r]

X, se nazyva vektor variant.

12



Priklad

Priklad: Pro studenty z vybérového souboru uvedeného vyse byly zjistovany
hodnoty znakti X — zndmka z matematiky v prvnim zkuSebnim terminu, Y —
znamka z angli¢tiny v prvnim zkuSebnim terminu, Z — pohlavi studenta (0 ...
zena, 1 ... muz). Byl ziskan datovy soubor

O B RO OB R R WWIR R N
W W WWRNB NS W N WW IR
O OO HOOHOOORRRFORRO

Utvofte jednorozmérny uspotadany i neuspotfadany datovy soubor pro znamky
z matematiky a vektor variant pro zndmky z matematiky.

Re

DM ARNARNNBRDRARPRFRWOWWSRERERESAREN

r

seni:

IS SRR D WWRNNN R e

> WN -
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Jev

Pojem jevu: Necht' {gi, ..., €,} je vybérovy soubor, X, Y, ..., Z jsou
znaky, B, By, ..., B, jsou Ciselné mnozZiny.

Zapis {X € B} znamenai jev ,,znak X nabyl hodnoty z mnoziny B* .
Zapis {X € B; A Y € By A ... A Z €B,} znamenad jev ,,znak X nabyl
hodnoty z mnoZiny B, a soucasné znak Y nabyl hodnoty z mnoziny B,
atd. az znak Z nabyl hodnoty z mnoziny B,".

Symbol N(X € B) znaci absolutni cetnost jevu {X € B} ve vybérovém
souboru, tj. pocet téch objektli ve vybérovem souboru, pro néz x; € B.

Symbol p(X e B) znamena relativni cetnost jevu {X e B} ve vybéro-
vém souboru, tj. p(X € B) = NXeB)

n
Analogicky N(X ¢ B, ~ Y e B, ~ .. A~ Z e B, resp.
p(X e Bl A Y € By A ... A Z e Bp) znamena absolutni resp. relativni
cetnost jevu {X e Bj A Y € By o ... A Z € By} ve vyb&roveém soubo-
Tu.

14



Priklad

Priklad: Pro datovy soubor s udaji o znamkach najdéte relativni
cetnost

a) matematickych jednickait

b) uspéSnych matematiki

c) oboustranné neuspésnych studenti.

Datovy soubor ma tvar:

Reseni:
ada)p(X=1)= %= 0,35;
ad b) p(X <3) = %= 0,60;

ORPRPRPOORHFOOFOOORHFRORRrO

D DS OB NS B R WWES DS N
W WA WWNBRNF B WERNFWWN

ad ¢) p(X = 4 AY=4)=2iO=0,2o.

Zjistili jsme, Ze jednicku z matematiky mélo 35% studentil, zkousku
z matematiky Uspeésné slozilo 60% studenti a oboustranné
neuspesnych bylo 20% studentd.

15



Jednorozmeérné bodové rozlozeni ¢etnosti

Jestlize pocet variant znaku X v jednorozmérném datovém souboru
neni piili§ velky, pak pfitazujeme ¢etnosti jednotlivym variantdm a
hovotfime o bodovém rozlozZeni Cetnosti

X

Necht’ je dan jednorozmérny datovy soubor : |, v némz znak X

nabyva r variant.
Proj=1, ..., r definujeme:
n; = N(X = x ;) — absolutni ¢etnost varianty x [;; ve vyb&rovém souboru

n . ;v . r1. w J
p; = —* - relativni Cetnost varianty X [j; ve vybérovém souboru
n

N; = N(X<x 1) =n; +... + nj — absolutni kumulativni ¢etnost prvnich
J variant ve vybérovém souboru

N. ., PR , 4 - .
F;j= — =p; +... + p; — relativni kumulativni ¢etnost prvnich j variant
n

ve vyb érovém souboru
Tabulka typu

X[i] n; D; N; F;
X[y |ny p1 N; F,

X[r] n, Pr Nr Fr

16
se nazyva variacni fada (nebo téZ tabulka rozloZeni Cetnosti).



Priklad

Priklad: Mame jednorozmérny datovy soubor, ktery obsahuje udaje o
znamkach z matematiky (znak X) u 20 studentd.

N O N T N I N N N O R N e O S

Sestavte tabulku rozloZzeni Cetnosti.

ReSeni:

>4

D;

F;

7/20=0.35

7/20=0.35

3/20=0,15

10

10/20=0,50

2/20=0,10

12

12/20=0,60

8/20=0,40

20

20/20=1,00

M [ (W [N =5

1,00

17



Cetnostni funkce, empiricka distribuéni funkce

Pomoci relativnich Cetnosti zavedeme cetnostni funkci.
S prox=xp, j=1, ...,r . ,
Funkee p(x) = 117 i1- se nazyva Cetnostni funkce.
0 jinak
Cetnostni funkce je
nezaporna (Vx € R: p(x) 20)
a normovana ( ) px)=1).

Pomoci kumulativnich relativnich ¢etnosti zavedeme empirickou
distribucni funkci.

0 pro x <x ., e,
Funkce F(x) = F, pro x;; X <Xy, j=1,...r-1 S€ nazyva empiricka
Iprox Zx,

distribuc¢ni funkce.

Empiricka distribucni funkce je
neklesajici (Vxy, X € R, x1 <x5: F(x1) £ F(xy)),
zprava spojitd (Vxy € R libovolné, ale pevné dané:  lim,, F(x)=

F(xo))

a normovand (lim,, . F(x) =0, lim,,, F(x) = 1).

Plati VxeR:F(x)= Zp(t).

t<x

18



Priklad

Priklad: Pro znamky z matematiky nakreslete graf ¢etnostni funkce a
empirické distribu¢ni funkce.

Reseni:
Varia¢ni fada Vzorce
X[i) | 1 pi N Fj (x)=1P prox=xp,j=1, ...
1|7 [7/20=0,35] 7 [ 7/20=0,35 | P70 jinak
2 [313/20=0,15]10[10/20=0.50 0prox <x
3 | 212/20=0,10]12]12/20=0,60 F)- 7 I - |
4 | 818/20=0,40(20120/20=1,00| /= )5i ProX SX<Xgoyo J= L T
Z 20 1,00 _ _ 1prox2xm
Grafy
x'-'l,,'i}j)/_“ : o T
4/2¢ ( | pac edaliate 8
‘}j!.'_rd& ' . s 65 J’”—
o} i :
B ) g ¢ et e T 9 1 r §
C -l e TN
—'l |
) j) X

A comlyionnild 19



Vztah mezi Cetnostni funkci a empirickou distribucni funkei

VxeR: F(x)= gp(t)

p(t) i

0,4 - .

0,2 -

= I *
0,0 i f ;

1,0 SR
08 |
0,6 [
04 |

1 F(z) = % plt)
0,2 1<z

0,0



Grafické znazornéni jednorozmérného
bodového rozdéleni Cetnosti

Teckovy diagram: na ¢iselné ose vyznacime jednotlivé varianty znaku
X anad kazdou variantu nakreslime tolik tecek, jaka je jeji absolutni

éetnost.
-
- -
. .
. »
& -
™ ™ ™
. ] - L .
. . . . Polygon cetnosti: je lomena ¢ara spojujici body, jejichZ x-ova

= soufadnice je varianta znaku X a y-ova soufadnice je absolutni ¢i
relativni Cetnost této varianty.

—
L
faL |
o =

=
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Grafické znazornéni jednorozmérného
bodového rozdéleni Cetnosti

Sloupkovy diagram: je soustava na sebe nenavazujicich obdélnik,
kde stfed zakladny je varianta znaku X a vyska je absolutni Ci relativni
éetnost této Varianty. Sloupkovy diagram znamek z matematiky

Vysecovy graf: je kruh rozdéleny na vysece, jejichz vnéjsi obvod
odpovida absolutnim ¢etnostem variant znaku X.

22



Dvourozmeérné bodové rozlozeni cetnosti

X Y

Necht’ je dan dvourozmérny datovy soubor , kde znak X ma r variant a

Xy Y

znak Y ma s variant. Pak definujeme:
nx =NX =X [ A Y =y ) — simultanni absolutni cetnost dvojice (x (j, yx]) ve
vybérovém souboru

n. . , , . ;v .. r 1w r
pix = — — simultanni relativni ¢etnost dvojice (xj), yp) ve vyb&rovém souboru

n

n;. = N(X =xpj) =nj1 + ... + njs — marginalni absolutni Cetnost varianty xj

n. 1 . r v .
pi. = —* =pj + ... + pjs— marginalni relativni Cetnost varianty xj

n
nx=N(Y = ypg) = nix + ... + ng — marginalni absolutni cetnost varianty yy

n S P . 7w .
Px= —* =pi + ... + p— marginalni relativni ¢etnost varianty yp

Ny = N(X SxpAY < J’[k]): Z Znuv Absolutni kumulativni ¢etnost dvojice (X[}, Yix)

usj v<k

Simultanni Cetnosti zapisujeme do kontinen¢ni tabulky.

Kontingenc¢ni tabulka simultannich Y Yy o Yis |1y
absolutnich ¢etnosti ma tvar: X [Nk
X[1] nj; ... N |Np.
X[r] Ny ... Ny [Ny
Nk n; .. ng |n




Priklad

Priklad: Mame datovy soubor, ktery obsahuje udaje o znamkach z matematiky
(znak X), z anglictiny (znak Y) a pohlavi studenta (znak Z, 0 — zena, 1 — muz) u
20 studentti:

112(3|4/5/6(7|8/9/10{11/12|13|14|15/16{17|18|19|20
X[214114331 1 4 4 2 4 2 4 1 4 4 1
Y|233124341 1 2 4 2 3 3 4 1 3 4 3
Z|011011100 0 1 001 1 00110

Vytvoite kontingen¢ni tabulku simultannich absolutnich a relativnich ¢etnosti
pro znamky z matematiky a anglictiny.

b e i1 2 3 4| ny i

ReSeni: !— : ik : 15§ —1

Kontingen¢ni tabulka simultannich absolutnich Cetnosti || _ 0 9 ]” tJ :;: |
3 YR S S I

S S T

| A A1 7 5| n=20]

Ty |1 2 3 4 | p; l

‘1 “

; Xt : o 1 . 1 0.20 0,05 0,10 0,00 | 0,35 ]
Kontingen¢ni tabulka simultannich relativnich ¢etnosti 5 0.00 D10 005 000|015

3 0,00 0,00 0,05 0,05 | 0,10

1 0,00 005 615 020040 ) >4

E 1020 020 035 0,25 | 1,00




Simultanni a marginalni Cetnostni funkce

Pomoci simultannich relativnich ¢etnosti zavedeme simultanni
¢etnostni funkci:
Funkce
p(x,y)z {pﬂiprox=xm, Y=Yui=L. k=1,
0 jinak
se nazyva simultanni ¢etnostni funkce.

Pomoci marginalnich relativnich ¢etnosti zavedeme marginalni
cetnostni funkce pro znaky X a Y. Odli§ime je indexem takto:

_|pjprox=xp,j=1,...,1
X —_
pi) {Ojinak ’

)= pxProy=yu,k=1,...,8
Py {Ojinak '

Mezi simultanni ¢etnostni funkci a marginalnimi ¢etnostnimi
funkcemi plati vztahy:

pi ()= 2p(x ), p2 ()= 2px.y).

y=—00 =

25



Priklad

Priklad

Cetnostni funkce pro znamky

14

anni

Sestrojte graf simult

z matematiky a angliCtiny.

: Vyjdeme z kontingenc¢ni tabulky simultannich relativnich

Seni

Re

cetnosti.

. i a5 (53
o R R L3
N ==

o I B T w8
S =R =R=RY
_;nu [t I o -
i I P B O u i o
I ==
e U R e T e ) e |
(Tp R I cm =
o e e ]
(s T T v N e
I— iZy L n..l.__.uu_
— Lot e =R Y
Lot T e O o nu___nu"

=l
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Cetnosti nezavislost znaku v daném
vybérovém souboru

Rekneme, Ze znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru cetnostné
nezavisle, pravé kdyz pro vSechna j=1, ..., ra vSechnak =1, ..., s plati
multiplikativni vztah:

Pix = Pj. px neboli pro ¥ (x, y) € R? p(x, y) = pi(X) pa(y).

Priklad: Ovéite, zda v naSem datovém souboru jsou znamky z
matematiky a anglitiny Cetnostné nezavisle.

ReSeni: Vyjdeme z kontingenéni tabulky relativnich ¢etnosti.

 Tw |1

| = | Pl

)

3

4 -

0,20
0,00
0,00
0,00

i

iy (0,2

o

0,05
0,10
0,00
0,05

0,10
0,05
(1,05
(.15

0,00
0,00
0,05
0,20

0,35 |

0,15
0,10
0,40

0,20

0,35

0,35 | 1,00

|

Znamky z matematiky a anglictiny nejsou ¢etnostné nezavislé, protoze
uz pro j = 1, k=1 je multiplikativni vztah porusSen:
p11 = 0,20, p;.= 0,35, p.; = 0,20, tudiz 0,20 = 0,35.0,20

27



Radkové a sloupcové podminéné
relativni Cetnosti

Sloupcové podminéna relativni Cetnost varianty Xgi)
za ptedpokladu y;,
P ==
Jk) =
n,

Radkové podminéna relativni detnost varianty ¥k
za piedpokladu x;
3
P =
n;
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Priklad

Priklad: Pro datovy soubor znamek z matematiky a angli¢tiny sestavte
kontingencni tabulku sloupcové a poté fadkové podminénych
relativnich Cetnosti.
ReSeni:
Nejprve se budeme zabyvat sloupcové podminénymi relativnimi
¢etnostmi. Pouzijeme vzorec p,, = E—Jk

k

Vyjdeme z kontingen¢ni tabulky simultannich absolutnich Cetnosti.

___ y 11 2 3 M 1w 1 2 3 4 ”
T I =1y
1 |4 1 2 ¢ 7 | 1 1,00 025 029 0,00 |
| 2 (NN 10,00 050 0,4 0,00 |
| 3 a o bo1p 3 | 0,00 0,00 014 0,20 |
i+ 81 3 4] 8 4 ! 10,00 025 043 0,80 |
lne 14 4 T Sfwn=3y Y100 1,00 1,00 1,00

Interpretujeme napft. tfeti sloupec: ztéch studenti, kteti méli trojku
z anglictiny, mélo 2/7 = 29% jednicku z matematiky, 1/7 = 14% dvojku
z matematiky, 1/7 = 14% trojku z matematiky a 3/7 = 43% CcCtyiku
z matematiky.
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Priklad

Déle se budeme zabyvat fadkové podminénymi relativnimi ¢etnostmi.

voe n,
Pouzijeme vzorec p(;, =—~.

1

Opét nam poslouzi kontingencni tabulka absolutnich ¢etnosti.

i ¥y i1l 2 3 : i | y T 1 . I_ 1| E |
e T T .

!_l o [ . |‘|‘-I' l P 1_ [ |' —
oL e 1 2 ¢f 7 0 [ 0,57 0,14 0,29 0,00 | 1,00 |
| 2 02 0t 6| 3 | |2 | 000 067 033 0,00 | 1,00
|8 aonor o1 2 | 3 0,00 0,00 050 050 1,00 |
| 4 O 1 3 47 B 4 4 0,00 0,12 0,38 0,50 | 1,00 |
-:-i:-__ o | -l_ T :. il = "'J{j _li - o - T

Interpretujeme napt. prvni fadek: z téch studenti, ktefi méli jednicku
z matematiky, mélo 4/7 = 57% jednicku z anglictiny, 1/7 = 14% dvojku
z anglictiny a 2/7 = 29% trojku z anglictiny.
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Dvourozmeérny teCkovy diagram

Dvourozmérné rozloZeni ¢etnosti 1ze znazornit pomoci
dvourozmérneho teckoveého diagramu. Na vodorovnou osu vyneseme
varianty znaku X, na svislouvarianty znaku Y a do pfislusnych
prusecikl nakreslime tolik tecek, jaka je absolutni cetnost dané dvojice.
V naSem piikladé se studenty dostaneme tento diagram:

Dvourozmérny teckovy diagram svédci o nepfili§ vyrazné tendenci
k podobné klasifikaci v obou pfedmétech.
Zcela odlisny vzhled ma diagram pro muze a pro Zeny:

Pro muze Pro Zeny

Yy Yy

4 a9 | [ ] [ 1 ]

3 ® o o N 3 ®

2 ® ® 2 (1)

1 1 4
T i

e
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Intervalové rozlozeni ¢etnosti

Necht' je dan jednorozmérny datovy soubor. Jestlize pocet variant
znaku X je blizky rozsahu souboru, pak Cetnosti pfifazujeme nikoliv
jednotlivym variantam, ale celym intervaliim hodnot. Hovofime pak o
intervalovém rozloZeni ¢etnosti.

Ciselnou osu rozlozime na intervaly typu (-wo,u), (u.u,), «.n (u.u,,),

(u,.,,) tak, aby okrajové intervaly neobsahovaly Zadnou pozorovanou
hodnotu znaku X. Uzivame oznaceni:
(uj,uj+1> — j-ty tfidici interval znaku X,j=1, ..., 1.
d: = u;;; — u; — délka j-tého tfidiciho intervalu znaku X
i Y ] J

u. +u. v s L7 P b4 .
J 5 . — stied j-t€ho tfidiciho intervalu znaku X

X[ —

|
Ll
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Intervalové rozlozeni ¢etnosti —
stanoveni poctu trid

Ttidici intervaly volime nejastéji stejn€ dlouhée. Jejich pocet uréime
napt. pomoci Sturgersova pravidla: r=1 + 3,3 log n, kde n je rozsah
souboru.

pocet tfid (r):
do 100 prvki............... 6 az 9 trid
do 500 prvkd............... 10 az 15 ttid
nad 500 prvki.............. Sturgesovo pravidlo

r~1+3,3 log 71 | log...dekadicky logaritmus!!!
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Sestaveni tabulky rozlozeni Cetnosti

Hodnoty znaku X rozttidime do r tfidicich intervald. Pro j =1, ..., r definujeme:
nj = N(y; < X < uj41) — absolutni Cetnost j-teho tfidiciho intervalu ve vybérovém
souboru

n. . ’y v . 7 ~vr 1 7 . /4 W 4

pj = —L —relativni Cetnost j-teho tfidiciho intervalu ve vybérovém souboru
n

f; = % — Cetnostni hustota j-t¢ho ttidiciho intervalu ve vybérovém souboru
i

N; = N(X < ujy1) = ny + ... + nj — absolutni kumulativni Cetnost prvnich j tridicich

intervall ve vybérovém souboru

N4 . 7 . r v 4 . w7 M 4 M o]
F;= —L =p; + ... + p; — relativni kumulativni Cetnost prvnich j tfidicich intervalu ve
n

vybérovém souboru.
Tabulka typu

[TLj,'i'_f,j;+]_::l [d;, Ty Iy fj 1'"'-"_3; Fj|
(up,ue) |dir n1 p 1 N1 B

(wp ttpq1) [de me p- o Ne F
Ii Soudet T 1

se nazyva tabulka rozlozeni cetnosti.



Priklad

Priklad: Do laboratoie bylo dodano 60 vzorkt a byly zjistény a hodnoty znaku X —
mez plasticity (v kp/cm?) a Y — mez pevnosti (v kp/cm?®). Datovy soubor ma tvar:

[ 154 178 ] B3 08 [ 73 76
133 164 106 111 | 77 &8s
BE 75 a2 1404 47 il
145 161 85 103 63 85
04 107 112 118 137 142
113 141 ¢ 98 102 44 68
ET | 103 108 ar 116
121 127 | o9 119 141 157
119 138 14 128 155 189
112 125 107 118 136 155
85 07 98 140 82 &1
41 72 97 115 136 163
95 113 105 1M 7279
45 &0 7193 G 81
a9 100 30 &0 4% Bl
51495 122 147 113 123
101 114 33 52 42 85
1600 169 T8 117 133 147
87 1M 114 137 153 179
88 130 125 149 | 85 91 |

a) Pro znak X stanovte optimalni pocet tfidicich intervala dle Sturgersova pravidla.
b) Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti.



Priklad

ReSeni:

ad a) Rozsah souboru je 60. Podle Sturgersova pravidla je optimalni pocet tiidicich
intervali r = 7. Budeme tedy volit 7 intervalll stejné délky tak, aby v nich byly
obsazeny vSechny pozorované hodnoty znaku X, z nichZ nejmensi je 33, nejvétsi 160;
volba u; = 30, ..., ug = 170 splituje pozadavky.

ad b)

wpu) | di | x|y | py N; | F; fi

(30,50) {2040 |8 |[8/60=013 |8 |8/60=013 8/(60-20) = 0,006

(50,70) {2060 |4 |4/60=006 |12|12/60=0,2 4/(60-20) = 0,003

(70,90> 20180 |[13|13/60=0.216 | 25| 25/60=0,416 | 13/(60-20) =0,0183

(90,110) {20100 | 15]15/60=0,25 |40 | 40/60=0,6 | 15/(60-20)=0,0125

(110,130) [20 [ 1209 [9/60=015 |49 | 49/60=0816 | 9/(60-20)=0,0075

(130150 2011407 |7/60=0116 |56/ 56/60=0,93 | 7/(60-20)=0,00583

(150,170) [ 20| 160 [4 | 4/60=0,06 |60 | 60/60=1 4/(60-20) = 0,003

SoucCty 60 |1




Histogram, hustota Cetnosti, intervalova

empirické distribucni funkce

Intervalové rozloZeni Cetnosti graficky zndzornujeme pomoci histogramu. Je to graf
skladajici se zr obdélniku, sestrojenych nad tfidicimi intervaly, pficemZ obsah j-tého
obdé¢lniku je roven relativni Cetnosti p; j-t€ho tfidiciho intervalu, j=1, ..., .

Dy f}, - HT

U Ug+1

Histogram je shora omezen schodovitou carou, kterd je grafem funkce zvané hustota
cetnosti:
f(x :{fj .I?rouj <xXSuy,j=Ler
0 jinak
Pomoci hustoty Cetnosti zavedeme intervalovou empirickou distribucni funkei:

F(x)= If(t)dt.

Hustota cCetnosti je nezdpornd (vxeR:f(x)>0) a normovana ( jf(x)dx =1). Intervalova

empirickd distribucni funkce je neklesajici, spojitd a normovana (lim_, F(x) = 0,
lim,  F(x)=1).
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Priklad

Priklad: Pro mez plasticity oceli nakreslete histogram a pod histogram graf
intervalové empirické distribucni funkce.

Reseni: Vyjdeme z tabulky rozlozeni ¢etnosti.
(o) |4 x| | Nj | Fy f

Go,50) [20140 [8 [s8/60=013 |8 |8/60=013 8/(60°20) = 0,006

(s0,70) [20]60 [4 [4/60=006 |12]12/60=0. 4/(60-20) = 0,003

(70,90) |20 (80 [13]13/60=0216 |25 | 25/60=0,416 | 13/(60°20)=0,0183

(9(),11()> 20 | 100 | 15| 15/60=0,25 |40 | 40/60=0,6 15/(60-20) =0,0125

610,130> 20112019 | 9/60=0,15 49 49/6020,816 9/(60-20) =0,0075

(130,150) |20 [ 140 |7 | 7/60=0,116 |56 | 56/60=0,93 | 7/(60-20)=0,00583

(150,170) [20 | 1604 | 4/60=006 |60 60/60=1 4/(60-20) = 0,003

Soucty 60 |1




Priklad

(oue) | & x| |p N | F f
(0,500 20|40 |8 | 8/60=013 |8 |8/60=013 | 8/(60-20)=0,006
(50,700 20|60 |4 | 4/60=006 |12]12/60=02 | 4/(60-20)=0,003
(70,90 20|80 | 13| 13/60=0216 | 25| 25/60=0,416 | 13/(60-20)=0,0183
(00,110 |20]100] 15| 15/60=0,25 | 40| 40/60=0,6 | 15/(60-20)=0,0125
(110,130 | 20 120]9 | 9/60=015 [49| 49/60=0816 | 9/(60-20)=0,0075
(30,150 | 20| 140|7 | 7/60=0116 | 56| 56/60=093 | 7/(60:20)=0,00583
(150,170 | 20| 160|4 | 4/60=0,06 | 60| 60/60=1 4/(60-20) =0,003
Soucty 1

fof,t.jll

o,50

0, 00

o0 LD 134

g B0

. e e
110 Tan 150

Flz)= | f(t)dt
e 39

170 120 210



Dvourozmeérné intervaloveé rozlozeni cetnosti

Déle se budeme vénovat dvourozmérnému intervalovému rozloZeni
cetnosti, tj. budeme pracovat s dvourozmérnym datovym souborem.
Zavedeme podobné pojmy jako u dvourozmérnéhobodového
rozloZeni Cetnosti
X Y
Necht je dan dvourozmérny datovy soubor [X
A

], kde hodnoty
znaku X ro ztfidime do r tfidicich intervali @j,uj+1> ,J=1,..,r

sdélkamid; , ...,d; ahodnoty znaku Y roztfidime do s tfidicich
intervaldi (,.v,..), k=1, ..., s s délkami hy, ..., h,.

Obdélnik @j,ujﬂ> x (v, vir) e nazyva (j,k) -ty dvourozmémy tiidici
interval.

hy

oy i+l 40



Simultanni a marginalni ¢etnosti

njik = N(uj < X < ujr1 A Ve <Y < i) — simultanni absolutni cetnost (J, k)-teho tridiciho intervalu.
Pik = nTJk — simultanni relativni ¢etnost (j, k)-t€ho ttidiciho intervalu.

n;. = nj; + ... + nj; — margindlni absolutni cetnost j-t€¢ho tfidiciho intervalu pro znak X.

pi. = H;J — margindalni relativni ¢etnost j-t¢ho tfidiciho intervalu pro znak X.

nx =ni + ... + ngk — marginalni absolutni cetnost k-tého tfidiciho intervalu pro znak Y.

Px= % — marginalni relativni ¢etnost k-tého tiidiciho intervalu pro znak Y.

fik = L simultanni &etnostni hustota v (, k)-tém tfidicim intervalu.
ik

£ = Bi _ marginalni ¢etnostni hustota v j-tém tfidicim intervalu pro znak X.

fio= 2 _ marginalni ¢etnostni hustota v k-tém tfidicim intervalu pro znak Y.

Kteroukoliv ze simultannich Cetnosti zapisujeme do kontingenéni tabulky.

Kontingenéni tabulka . (s vk41) | (vr,02) oo (s ve0) ||
simultannich absolutnich ¢etnosti: (1, wj+1) ik | 7j-
(21, us) 111 . Thls 1.
(tp, Upsq) Tr1 e Thrs Tip.
.k 1.1 ca Ti.s 7L 41




Priklad

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici tdaje o mezi plasticity (znak X) a mezi
pevnosti (znak Y) oceli

a) stanovte dle Sturgersova pravidla optimalni pocet tfidicich intervalli pro znak Y

b) sestavte kontingencni tabulku simultannich absolutnich ¢etnosti.

Reseni:

ad a) Rozsah datového souboru je 60. Podle Sturgersova pravidla je tedy optimalni
pocet ttidicich intervali 7. Nejmens$i hodnota je 52 a nejvétsi 189. Volime v; = 50, v,
=170, ..., vg = 190,

ad b)
fig, U} | (50,708 (70,905 (90, 1100 (100, 130) (130, 1500 (150, 170F (170, 100
i T i, I::_ _———I—--_—-_ ! i )
| (30, 507 — | & 3 il i 0 0 i [ 8
(50, T 0 3 ] 0 ] 0 ] .
(70, 90 0 4 7 1 I ) 0 13
FO. 110 0 0 & 8 | 0 0 [ 15
Il (110, 130) 0 0 0 ; 5 0 0o | 9
|| (130, 150) 0 0 i 0 2 5 o | 7 |
I (150, 170) L ] 1 3 | -
[ .4 s 10 14 3 96 3 [n=60]
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Stereogram

Dvourozmérne¢ intervalove rozloZeni Cetnosti graficky znazorfiujeme pomoci
stereogramu . Je to graf skladajici se z r * s kvadri, sestrojenych nad dvourozmérnymi
tfidicimi intervaly, pficemZ objem (j, k)-t¢ho kvadru je roven relativni Cetnosti pj

(J, k) -tého tfidiciho intervalu,

j=1,..,r,k=1, ..., s. VySka kvadru tedy vyjadifuje simultanni ¢etnostni hustotu.

#

V nasem piiklad¢ s mezi plasticity
a mezi pevnosti oceli bude mit stereogram tvar:
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Simultanni a marginalni hustota Cetnosti

Pomoci simultannich ¢etnostnich hustot zavedeme simultanni hustotu
¢etnosti:
f, prou; <x<u,,v, <y<v,,,j=L-, k=1,

j+l°

9 S 4 /4
Funkce f(x,y) :{ se nazyva

0 jinak
simultanni hustota ¢etnosti. Jejim grafem je schodovita plocha shora
omezujici stereogram.

Hustoty Cetnosti pro znaky X a Y odliSime indexem takto:
¢ (X _ f, prou; <x<u,,j=1,---,1
‘ 0 jinak

9

f . prov, <y<v,, k=1,---,s
fz(Y): 0 i
jinak

Mezi simultanni hustotou Cetnosti a marginalnimi hustotami ¢etnosti
plati vztahy:

fl(x): If(x, y)dy, fz(y): If(x, y)dx .
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Cetnostni nezavislost znaku v daném
vybérovém souboru pri intervalovém
rozlozeni cetnosti

Pomoci simultannich a marginalnich Cetnostni zavedeme pojem cetnostni nezavislosti
znakll v daném vybérovém souboru pii intervaloveém rozlozeni Cetnosti:

Rekneme, Ze znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru &etnostné nezavislé pfi
intervalovém rozlozeni Cetnosti, jestlize pro vSechna j =1, ..., ra vSechnak =1, ...;s
plati multiplikativni vztah: fj, = f; f neboli pro v (x,y)eR’: f(x, y) = fi(x) f5(y).

V nasem ptiklad€ nejsou mez pevnosti a mez plasticity ¢etnostné nezavisle, protoze uz
pro j =1, k =1 je multiplikativni vztah poruSen:

(g Uper} | (50,70) (70,90 (90, 110p (110,130) (130, 150) (150,170 (170, 190}
(30, 50 3 0 0 0 0 0 EE
(50, 70 i 3 | 0 i 0 0
{710, 903 -: : T 1 l [ 1] 13
a0, 1108 { 1] [i] 3 | [ 0 15
| (110, 130 i i i | 5 { 0 | 9
| (130, 150) i fi 0 0 2 5 | [ 7 |
| (150, 170) ( 0 0 0 ] 1 3| 4 |
[ n | s 10 1 3 9 6 3 |[n=60]
5 8 5

f, = =0,000208, f, =——— =0,006667, f, =———=0,004167, tudiz
60-20-20 ©60-20 16020

0,000208 # 0,006667.0,004167 = 0,000028
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2. Ciselné charakteristiky
znaku

Doposud jsme se zabyvali funkciondlnimi charakteristikami znakd,
jako jsou:

- empiricka distribu¢ni funkce F(x),

- simultanni ¢etnostni funkce p(x,y),

- marginalni Cetnostni funkce p(x), p2(y),

- simultanni hustots ¢etnosti f(x,y),

- marginalni hustoty Cetnosti f;(x), f5(y),

které nesou uplnou informaci o rozloZeni Cetnosti.

Nyni zavedeme ¢iselné charakteristiky, které nas informuji o nékterych
rysech tohoto rozloZeni Cetnosti:

- 0 poloze (tirovni) hodnot znaku,

- 0 jejich variabilité (rozptyleni),

- 0 tésnosti zavislosti dvou znaka

- a pod.

Pro rizné typy znaka se pouzivaji rizné Ciselné charakteristiky, proto
se nejdiiv seznamime s jednotlivymi typy znaki.



Typy znaki

Nominalni znak: pfipousti obsahovou interpretaci pouze u relace rovnosti =. O dvou
variantach nominalniho znaku lze pouze konstatovat, Ze jsou bud’ stejné¢ nebo rtizné.
Cisla, ktera piifadime jednotlivym variantdm znaku, nereprezentuji skute¢nou hodnotu
pouzitych cisel, ale jsou pouhym oznacenim variant znaku.

Ptiklady nomindlnich znaki: 1ékatskd diagnoza, typ profese, barva oci, rodinny stav,
narodnost, ...

Ordinélni znak: pfipousti obsahovou interpretaci nejen u relace rovnosti =, ale téZ u
relace uspofadani <. MiuZeme tedy konstatovat, Ze varianta xp; je vEtSi (dokonalejsi,
silnéj$i, vhodnéjsi) nez varianta Xp.

Ptiklad ordindlniho znaku: Skolni klasifikace vyjadfuje mensi nebo véEtsi znalosti
zkouSenych zaki — jedniCkar je lepsi nez dvojkat, ale intervaly mezi znamkami nemaji
obsahovou interpretaci. Nelze tvrdit, Ze rozdil ve znalostech mezi jednickdfem a
dvojkafem je stejny jako mezi trojkafem a ¢tyikafem.

Dalsi ptiklady: Rzna bodovani ve sportovnich a uméleckych soutézich, posuzovani
riznych ryst socialniho chovéani, posuzovani stavu pacientli, hodnoceni postoji
respondentl k riznym otazkam, ...
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Typy znaki

Intervalovy znak: kromé relaci rovnosti = a uspofadani < umoznuje obsahovou
interpretaci také u operace rozdilu -, tj. stejny interval mezi jednou dvojici hodnot a
jinou dvojici hodnot vyjadiuje i stejny rozdil v extenzité¢ zkoumané vlastnosti.

Ptiklad intervalového znaku: teplota méfena ve stupnich Celsia. Napt. naméiime-li ve
¢tyfech po sobé jdoucich dnech poledni teploty 0, 2, 4, 6 °C, znamena to, ze kazdym
dnem stouply teploty o 2 °C. Nelze vSak fici, Ze z druhého na tfeti den vzrostla teplota
dvojnasobné¢, kdezto ze tfetiho na ¢tvrty den pouze jeden a pil krat.

Dalsi priklady: kalendaini systémy, smér vétru, inteligenéni kvocient, ...

Spole¢ny znak intervalovych znaki: nula byla stanovena uméle, pouhou konvenci.

Pomérovy znak: kromé relaci rovnosti = a uspofddani < umoznuje obsahovou
interpretaci také u operaci rozdilu - a podilu /, tj. stejny pomér mezi jednou dvojici
hodnot a jinou dvojici hodnot vyjadiuje 1 stejny podil v extenzité zkoumané vlastnosti.
Ptiklad pomérového znaku: délka predmétu méfend v cm. Mé-li jeden pfedmét délku 8
cm a druhy 16 cm, ma smysl prohlasit, Ze druhy ptedmét je dvakrat delSi nez prvni
predmét.

Dalsi priklady: pocet déti v rodiné, vySka kapesného v K&, hmotnost osoby, ...
Spole¢ny znak pomérovych znakli: Pomérovy znak ma ptirozeny pocatek, ke kterému
jsou vztahovany vSechny dalsi hodnoty znaku.

Mimo uvedenou klasifikaci stoji alternativni znaky, které nabyvaji jen dvou hodnot,
napt. 0,1, coz znamend absenci a prezenci n&jakého jevu. Napiiklad 0 bude znamenat
neuspéch, 1 uspéch pii feSeni urcité tlohy. Alternativni znaky mohou byt ztotoznény s
kterymkoliv z predchazejicich typu.
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Typy znaku I

» Demografickeé znaky:

Klienta (vék, pohlavi, rodinny stav, pocet deéeti, druh bydieni,
kraj/okres trvalého bydliste...)

Prodejniho mista (kraj/okres, typ, prodejni plocha,...)

Prodejce (vék, pohlavi, kraj/okres trvalého bydliste...)

» Behavioralni znaky:
Klienta (,,stari“ klienta, doposud splacena jistina, dluzna jistina,
pocet dni po splatnosti,...)
Prodejniho mista (,,stari“ prodejny, pocet uzavienych smluv, objem
uzavienych smluv, podil nesplacenych uvér,...)
Prodejce (pocet uzavienych smluv, objem uzavienych smluv, podil
nesplacenych uvéru ...)

» Produktove znaky:

VysSe uvéru, délka smlouvy, akontace, RPSN,... 49



Ciselné charakteristiky
nominalnich znaku

Charakteristika polohy: modus — nejCetné;jsi varianta resp. stfed nejcetnéjsiho
ttidiciho intervalu.

Priklad na stanoveni modu
20 ndhodné vybranych osob mélo odpoveédét na otazku, ktery z péti vyrobkill (oznacime
je A, B, C, D, E) preferuji. Vysledky mame v tabulce:

Vyrobek A|/B|C|D|E
Cetnost odpovédi |3 |5 [3 |6

Stanovte modus.

Resenti:
Modus =D

<>

Oznacenti:



Crameéruv koeficient

Charakteristika tésnosti zavislosti dvou nominalnich znaka: Craméruv koeficient
kontingence.

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik
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Crameéruv koeficient

Necht’ znak X nabyva variant Xy, ..., Xy @ znak Y nabyva variant ypyj, ..., yis. Mame

X1 Y
dvourozmérny datovy soubor | ... ... |. Zjistime absolutni Cetnosti nj, dvojice variant

Xn YII

Xpy)sJ =1, ...,1, k=1, ..., s auspofadame je do kontingencni tabulky:

Y 1Y - Vs
X Dk |7
X[1] npp ... Nyg 0y,
X[r] Ny ... Ny Dy
ny n; .. ng|n

n;n,

Vypocteme tzv. teoretické Cetnosti a s jejich pomoci pak statistiku

2
n;n,
r_ s (njk - n J K
K=>)> . Craméruv koeficient: v =
1 k=1 n;ng n(m—1)

, kde m = min{r,s}. Tento

n
koeficient nabyva hodnot mezi 0 a 1. Cim bliZe je 1, tim je t&sn&jsi zavislost mezi X a
Y, ¢im bliZe je 0, tim je tato zavislost volngjsi. 22



Crameéruv koeficient

Vyznam hodnot Crameérova koeficientu:

.. zanedbatelna zavislost,
.. slaba zavislost,

.. stfedni zavislost,

.. silna zavislost.
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Priklad

Priklad na vypocet Cramérova koeficientu:
686 nahodné vybranych osob bylo dotdzano, zda vlastni auto (znak X, varianty 1—
ano, 2 — ne) a zda jsou ochotny pouzivat MHD (znak Y, varianty 1 — ano, 2 — ne).

Vysledky prizkumu jsou uvedeny v kontingen¢ni tabulce X Y n;
ano | ne
ano| 56 [312|368
Vypoététe a interpretujte Cramériiv koeficient. ne |283| 35 (318
ny [3391347[686

Reseni: Nejprve vypodteme teoretické Getnosti:

n,n, _368-339 _ 1818542, nn, _368-347 _ 186,1458,
n 686 n

n,n, _318-339 _ 157.1458, n,n, _318-347 _ 160,8542
n 686 n 8

Nyni dosadime do vzorce pro vypocet statistiky K:

oo (56-1818542F  (312-186,1458)  (283-157,1458)  (35-160.8542)
181,8542 186,1485 157,1458 160,8542

Nakonec vypocteme Cramériiv koeficient:

v = 2180 g 735
6861

=371,456

Hodnota Cramérova koeficientu svédc¢i o tom, Ze mezi znaky X a Y existuje silna zavislost.
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Ciselné charakteristiky
ordinalnich znaku

Charakteristika polohy: o-kvantil. Je-li a (0;1), pak a-kvantil x, je Cislo, které
rozdé€luje uspotfadany datovy soubor na dolni tsek, obsahujici aspont podil a vSech dat
a na horni usek obsahujici aspon podil 1 — a vSech dat. Pro vypocet a-kvantilu slouzi
algoritmus:

X(e) T X (1)

no=/ celécisloc=x, = 5

cvwr

Pro specialné zvolena a uzivame nazvi: x¢ 5o — median, X5 — dolni kvartil, x 75 —
horni kVEII'tﬂ, X0,15 -5 X0,9 — decily, X0,015 +++» X0,99 — percentily.

Charakteristika variability: kvartilova odchylka: q = X¢.75 — Xo.5.
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Priklad

Priklad na vypocet kvantilt:
U 50 74kt 7. ro¢niku jedné zakladni Skoly byly na pololetnim vysvédceni zjistény
znamky z matematiky:

znamka 112 |3 [4]5
Cetnost znamky |9 ]15120 (4|2

Urcete medidn, 1. a 9. decil a kvartilovou odchylku.

ReSeni:
Pro snadnéjsi v ypocet tabulku doplnime jesté o absolutni kumulativni ¢etnosti:

znamka|1]|2 |3 |4 |5
n; 9115(2014 |2
N; 9124144 |48 |50
Rozsah souboru n = 50 a__[no C [Xq
0,50 500,5:25 25 X125!+X!26):ﬂ:3
2 2
0,10(50.0,1=5 5 X0t Xe _1+1_,
2 2
0,90 500,9 =45 45 X(45!+X(46) :M:4
2 2
0,25150.0,25=12,5]13|xu3 =2
0,75 500,75 :37,5 38 X(38) =3

Kvartilova odchylka: q=3 —2=1.

Interpretace napft. dolniho kvartilu: V souboru zak je aspon ¢tvrtina takovych, ktefi
maji z matematiky jednicku nebo dvojk u (neboli v souboru 50 zaki jsou aspon tfi Ctvrtiny
takovych, ktefi maji z matematiky dvojku ¢i hor$i znamku).



Priklad

112|134 [5[6|7[8]9[10/11{12|13]|14 |15

11414156 [8]8[12]12{13|14[{14 1411819
1 1 L
X
n N, |p; |F

1 | 1]1]0,07]0,07 _ =X — X =14—5=9

4 231013020 o 10,25 = S 4= %075~ Foas

5 | 1]4]0,07[0,27 ~

6 |1]5]/007/0,33 Xgs =X = 12 Xy,25 je tedy hodnota, u které

8 |2]|7]0,13|047 / F, poprvé prekroci 0,25.

12 | 2[90,13[0,60 Xo.75 = 14

12 :13 1|Oi OQ’OZE Oi’??ﬁ . !!! Pokud ale F;=a pro néjake
18 | 1[14]0,07]0,93 x=14 Xjjp %a = 0+ 3,.0)/2

19 | 1[15]0,07[1,00
Soutet | 15] x | 1,00 x = X, =(4+5)/2=4,5 -




Modus a kvantily pro intervalové
tridéna data

A n,—n,_
x=d, + moml
2nm o nm—l - nm—l—l

dy je dolni mez modalni tridy,

Ny sy 151,41 J€ Cetnost modalni, pfedchéazejici a nasledujici tiidy,

h je Sifka tridy

P-F
_ P-1
Pp
dp je dolni mez tfidy obsahujici pfislusSny P-kvantil,

Pp  jerelativni Cetnost této tiidy,
F,,  je kumulativni relativni Cetnost predchazejici tridy,
h je Sitka tridy
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i Priklad

UrCete modus a median.

méné nez 15>
(15:20>

(20:25>

(25:30>

(30:35>
vice nez 35
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Priklad

méné nez 15>

i

0,16

0,16

(15:20>

0,09

0,25

0,28

0,53

0,22

0,19

0,06

1,00

38—12




Spearmanuv koeficient

Charakteristika tésnosti zavislosti dvou ordinalnich znaki: Spearmantv koeficient
potadové korelace

Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky psycholog a statistik

Nejprve je nutné vysvétlit pojem poradi cisla v posloupnosti cisel.

Necht’ x, ..., X, je posloupnost redlnych cCisel.

a) Jsou-li ¢isla navzajem rizna, pak potadim R; ¢isla x; rozumime pocet téch ¢isel x;,
..., Xp, ktera jsou mensi nebo rovna cislu x;.

b) Vyskytuji-li se mezi danymi ¢isly skupinky stejnych Cisel, pak kazdé takoveé
skupince pfifadime pramérné potadi.
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Priklad

Priklad na stanoveni poradi
a) Jsou dana ¢isla 9,4, 5,7, 3, 1.

b) Jsou déna ¢isla 6, 7,7, 9, 6, 10, 8, 6, 6, 9.

Stanovte potadi téchto Cisel.

Reseni

ad a)

usp. Cisla|1(3|4|5|7|9

pofadi  |1]2(3|4|5|6

ad b)

usp. Cisla 6 |6 |6 |6 |7 |7 |89 |9 |10
poradi 1 |2 |3 |14 |5 |6 |78 [9 |10
prim. potadi|2,5|2,5|2,5/2,5|5,5|5,5|7/8,5|8,5|10
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Spearmanuv koeficient

Vzorec pro vypocet Spearmanova koeficientu:

XY
Ptredpokladejme, ze mdme dvourozmérny datovy soubor {

Xn yn

. Oznacime R; poradi

hodnoty x; a Q; potadi hodnoty y;,1=1, ..., n.

Spearmanitiv koeficient potfadové korelace: (i

Vlastnosti Spearmanova koeficientu poradové korelace:

Koeficient nabyva hodnot mezi—1 a 1. Cim je blizsi 1, tim je siln&j$i pfima poradova
zavislost mezi znaky X a Y, ¢im je bliz§i —1, tim je siln€j$i nepiima potadova zavislost
mezi znaky X a Y.

Je-li rg = 1 resp. rs = -1, pak dvojice (x;, y;) lezi na néjaké vzestupné resp. klesajici
funkci.

Hodnoty rg se nezméni, kdyZ provedeme vzestupnou transformaci piivodnich dat.
Hodnoty rg se vynasobi -1, kdyZ provedeme sestupnou transformaci ptiivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentni vii¢i odlehlym hodnotam.
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Spearmanuv koeficient

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:

... zanedbatelna potadova zavislost,
.. slaba poradova zavislost,

.. sttedni pofadova zavislost,

.. silna poradova zavislost.
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llustrace vyznamu Spearmanova
koeficientu poradové korelace

rs = 0,82 rs = 0,69
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Priklad

Priklad na vypocet Spearmanova koeficientu poradové korelace:
Je dan dvourozmérny datovy soubor

2,5 134

3.4 152

13 118

58 13,

3,6 14,5

Vypoctéte Spearmantiv koeficient poradové korelace.

ReSeni:
X; 2,5 13,4 (1,3 |5,8 3,6
Vi 13,4|15,2|11,8|13,1|14,5
R; 2 |3 1 |5 |4
Q; 3 |5 1 |2 |4
R-Q)’[1 |4 |0 |9 |0

i=1 5 ° 24 5 * 24
Znamena to, Ze mezi znaky X a Y existuje slaba pifima potfadova zavislost.

6 & 6 6-14
rS:I—mZ(Ri—Qi)zzl— (1+4+0+9+0)=1-——=0,3



Ciselné charakteristiky
intervalovych znaku

Charakteristika polohy: aritmeticky prumeér je soucet hodnot déleny jejich poctem . Pomoci priméru

zavedeme i-tou centrovanou hodnotu x; — m (podle znaménka pozndme, zda i-td hodnota je podprimérna ¢i nadprimérna).

Znazornéni rozloZeni Cetnosti dvou datovych soubori, které se lisi aritmetickym priimérem

500

cetnost

Rozdéleni s riznymi polohami

400 -

300 4

200 -

100

5 10

hodnota znaku

15

20

Casto se aritmeticky prumér oznacuje Xx:

)?zl-zn:xi
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Priklad

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi
pevnosti oceli (znak Y) vypoctéte aritmetické priiméry znakt X, Y.

154 178 53 08 75 TH
133 164 ms 111 Ti B
58 75 02 10d 47 6l
145 161 85 103 BE 83
a4 107 112 118 137 142
113 141 08 102 44 3
&G af ‘03 108 9% 118
121 127 93 119 141 157
119 138 D4 128 155 189
112 13% 07 118 136 155
25 07 o8 140 #1 8l
41 72 97 115 136 163
a6 1l: 105 10 T T
45 89 71 92 66 81
0g 100 30 69 | 4% @/l
51 95 122 147 113 123
101 11s 33 52 42 &
160 1464 T8 117 133 147
8T 1M 114 137 153 179
28130 125 149 L & 91 |
ReSeni:

:154+133+...+85 ~959, m, :178+164+...+91 1144

60 60

m,



Aritmeticky prumér

Vlastnosti aritmetického priméru

VoV

nadprimérnych hodnot — oba soucty jsou v rovnovaze.

o . . / R I & I & 1
- Primér centrovanych hodnot je nulovy, protoze —» (x,-m)=—>x,-=> m=m-—-n-m=0 =0.
n g n g n'ig n

- Vyraz i(xi —a)’ (tzv. kvadratickd odchylka) nabyva svého minima pro a = m. Uvedeny vyraz charakterizuje
i=l1

celkovou chybu, které se dopustime, kdyz datovy soubor nahradime jedinou hodnotou a. Tato chyba je tedy nejmensi,
kdyz datovy soubor nahradime aritmetickym primérem, pfi¢emz za miru chyby povazujeme kvadratickou odchylku.

- Aritmeticky pramér je siln€ ovlivnén extrémnimi hodnotami.

- Aritmeticky primér je vhodné pouZit, pokud je rozlozeni dat ptiblizn¢ symetricke.
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Rozptyl, smérodatna odchylka

Charakteristika variability: rozptyl je priméra kvadratickd odchylka hodnot od jejich aritmetického priméru
=L Zn:(xi ~m) . Kladn4 odmocnina z rozptylu se nazyva smérodatnd odchylka s = +/s> . Pomoci smérodatné odchylky
n i

X, -

zavedeme i-tou standardizovanou hodnotu 2 (vyjadiuje, o kolik smérodatnych odchylek se i-ta hodnota odchylila

S
od praméru).

Vypocetni tvar vzorce pro rozptyl: s* = [l > xfj —-m’
n o

Znazornéni rozloZeni ¢etnosti dvou datovych soubort, které se 1i§i rozptylem:

Rozdéleni s riiznymi variabilitami
500
400
®
8 300 -
£
o 200
0
100
0 .
0 5 10 15 20 25
hodnota znaku
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Priklad

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y) vypoctéte rozptyly
a smérodatné odchylky znaki X, Y. Pfitom jiz vime, ze m; = 95,5 am, = 114 4.

154 178 ] B3 08 a3 TG
133 164 106 111 77 &5
T S 92 104 a7 61
145 161 25103 G2 8h
94 107 112 118 137 142
113 141 | a8 102 44 G
07 103 108 92 116
121 137 | B9 119 141 157
119 138 104 128 135 18D
112 125 107 118 136 155
B OY 98 140 B2 81
41 72 a7 115 136 163
96 113 105 101 T
45 BY a3 GG 81
99 109 KL 2] 42 61
A1 45 122 147 113 123
01 114 33 52 42 85
160 169 T8 1T 133 147
&7 1M 114 137 153 179
&8 130 123 148 | & 91 |
ReSeni:
n
$7 =LY % ~m, = (154° +133% +...+852)- 95,5 =1052,40,5, = 1052,40 = 32,4
n‘s 60
n
s =13y —m),’ =%(1782 +164% +... 4912|1144 =1057,21,s, = [1057,21 =325
n g
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Rozptyl, smérodatna odchylka - vlastnosti

Vlastnosti rozptylu a smérodatné odchylky:
- Smérodatna odchylka je nulova pouze tehdy, kdyZ jsou vSechny hodnoty stejné, jinak je kladna.

- Rozptyl centrovanych hodnot je roven ptivodnimu rozptylu, nebot’ ! i [(x, —m)-0] = lZ(x —m)’ =5’
n 5 n g

n B 2
- Rozptyl standardizovanych hodnot je 1, protoze 1 Z[Xi Sl O] =

i=1 S
- Rozptyl ¢1 smérodatna odchylka jsou stejné jako primér siln€ ovlivnény extrémnimi hodnotami.

- Rozptyl ¢i smérodatnd odchylka se nehodi jako charakteristiky variability, je-1i rozloZeni dat nesymetrické.
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Sikmost

Charakteristika nesymetrie dat: Sikmost o, ==

IZ::(Xi _m)3

S3

Je-li rozlozeni dat symetrické kolem aritmetick¢ho priméru, pak o, = 0.
Ma-li rozloZeni dat prodlouzeny pravy konec, jde o kladné zesikmen¢ rozlozeni a,> 0.
Ma-li rozlozeni dar prodlouzeny levy konec, jde o zaporné zeSikmené rozlozeni 03<0.

Znazornéni rozloZeni cetnosti dvou datovych soubort, které se lisi aritmetickym primérem a Sikmosti

cetnost

500

400 A

300 T

200 ~

100

Rozdéleni s riiznymi polohami

a Sikmostmi

0 5

10 15

hodnota znaku

20

25

a, < 0: Pravostranna asymetrie

o, = 0: Symetrie =

it

o, > 0: Levostranna asymetrie




Spicatost

:IZ (Xi - m)4
Charakteristika koncentrace dat kolem prauméru: spicatost o, =—""———-3

4
S

Je-li rozlozeni dat normalni (Gaussovo), pak o, = 0.
Je-li rozlozeni dat strmé, pak a, > 0.
Je-li rozloZeni dat ploche, pak o, <0.

Znazornéni rozloZeni cetnosti dvou datovych soubort, které se 1i8i Spicatosti

Rozdéleni s riznymi $picatostmi

o, <0: Podnormalni Spicatost |

250

200 1 a,=0: Normalni SpiCatost wmmp

150 A

c¢etnost

100 A

5 o, > 0: Nadnormalni Spicatost

0 T T T "
2 7 12 17 22

hodnota znaku




Kovariance

Charakteristika spole¢né variability dvou intervalovych znaki: kovariance

X Y
Ptedpokladejme, Ze mame dvourozmérny datovy soubor | --- --- |. Ozna¢me m;, m, priméry znakli X, Y a s, s

Xn Yn
smérodatné odchylky znakll X, Y. Zavedeme kovarianci jako charakteristiku spolecné variability znakii X, Y kolem
jejich praméra

1 n
S12 ZEE ,(Xi _m1)(Yi _mz)'
P

Kovariance je prumérem soucinil centrovanych hodnot.

Pokud se nadprimérné (podprimérné) hodnoty znaku X sdruzuji s nadprimérnymi (podpramérnymi) hodnotami znaku
Y, budou souciny centrovanych hodnot x; — m; a y; — m, vesmés kladné a jejich primér (tj. kovariance) rovnéz.
Znamena to, e mezi znaky X, Y existuje uréity stupefi piimé linearni zavislosti. Rikame, 7e znaky X, Y jsou kladné
korelované.

Pokud se nadprtimérné (podprimérné) hodnoty znaku X sdruzuji s podpraimérnymi (nadprimérnymi) hodnotami znaku
Y, budou souciny centrovanych hodnot vesmés zaporné a jejich primér rovnéz. Znamena to, ze mezi znaky X a Y
existuje urcity stupenl nepiimé linedrni zavislosti. Rikdme, ze znaky X, Y jsou zaporn¢ korelované.

Je-li kovariance nulova, pak fekneme, ze znaky X, Y jsou nekorelované a znamena to, ze mezi nimi neexistuje zadna
linearni zavislost.

Pro vypocet kovariance pouzivame Vzorec -



i Kovariance

Znézornéni vyznamu kovariance

= 5,5 Si2 = -5,5 S = 0

0,9

@ T @
. . 08
. 07
06
. E (r9~2) . 7 . . (m1, m2)

0,5

0,3
o © ¢

-1 0,1




Priklad

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi
pevnosti oceli (znak Y) vypoctéte kovarianci znakl X, Y. Pfitom jiz vime, Ze m,
=955, my=114,4,s,=32,4,s,=32,5

154 173 81 08 ™8
135 164 106 111 ' B
o8 TE a2 104 47 il
145 161 85 103 6% 85
a4 107 112 118 137 142
113 141 98 102 44 (i1
54 a7 103 105 g2 116
121 127 | gn 119 141 167
119 138 104 128 155 189
117 125 107 118 136 155
85 07 98 140 82 81
41 72 a7 115 136 163
a5 113 10a 10 72 ™
45 89 71 93 |
g9 109 30 649 | 42 i1
51 a5 122 147 113 123
100 114 33 52 2 8
160 169 T& 117 133 147
8 101 114 137 159 179
B8 139 125 149 I E5 91 |

Reseni:

s, = leiyi —mm, = é(154-178+133-164+...+85-91)—95,5-114,4 = 985,76

n g



Pearsonuv koeficient korelace

Charakteristika tésnosti zavislosti dvou intervalovych znakii: Pearsontv koeficient korelace
Jsou-li_smérodatné odchylky s, s, nenulové, pak definujeme Pearsonliv koeficient korelace znakt X, Y vzorcem:

e to primér soucini standardizovanych hodnot. Pocita se podle vzorce

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y) vypoctéte
koeficient korelace znakt X, Y. Pfitom jiz vime, Zze m; = 95,5, m, = 114,4, s, =32,4, s, = 32,5, s, = 985,76.
Reseni:
oSl 98576 ou

s,s, 32,4325
Koeficient korelace svédci o tom, Ze mezi obéma znaky existuje velmi silna pfima linearni zavislost — ¢im je vyssi mez
plasticity, tim je vy$§i mez pevnosti a ¢im je niZ8i mez plasticity, tim je niZ§i mez pevnosti.

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace:

Pro koeficient korelace plati -1 <, <1 a rovnosti je dosazeno pravé kdyZ mezi hodnotami xy, ..., X, a yi, ..., y, existuje
uplnd linearni zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze y; = a + bx;, 1 = 1, ..., n, pfi¢emz znaménko + plati pro b > 0,
znaménko — pro b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Buniakovského nerovnost.)

Tedy ¢im je 1y, blizsi 1, tim je siln€j$i pfima linearni zavislost mezi znaky X a Y, ¢im je bliz§i —1, tim je silné;si
nepiima linearni zavislost mezi X a'Y.

Je-li rj = 1 resp. 11, = -1, pak dvojice (x;, y;) leZi na n&jaké rostouci resp. klesajici ptimce.

Hodnoty 1, se nezméni, kdyZ u x-ovych a y-ovych hodnot souc¢asné¢ provedeme vzestupnou resp sestupnou linearni
transformaci.

Hodnoty 1, se vynasobi -1, kdyz u x-ovych hodnot provedeme vzestupnou (resp. sestupnou) a u y-ovych hodnot
sestupnou (resp. vzestupnou) linearni transformaci.

Koeficient je symetricky, tj. rj, = 15;. 78



Pocetni pravidla pro Ciselné
charakteristiky

Pocetni pravidla pro Ciselné charakteristiky

Necht m; je aritmeticky primér a s 2 rozptyl znaku X. Pak znak Y = a + bX ma:

aritmeticky pramér m2 =a -+ bml , rozptyl S22 = 2S12

Necht m;, m; jsou aritmetické praméry, s 280 rozptyly a s 12 kovariance znakii X, Y. Pak znak U =X + Y ma

) ) L 2 2 2
aritmeticky pramér m3 = ml + m2 , rozptyl S3 = Sl + S2 + 2S12

Necht’ s, je kovariance znakl X, Y a m, m;, jsou aritmetické priméry znaka X, Y. Pak znaky U=a + bX, V=c+dY
maji kovarianci

Sy, = bds,,
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Priklad

Piiklad:
a) Znak X ma aritmeticky primér 2 a rozptyl 3. Najdéte aritmeticky primér a rozptyl znaku Y = -1 + 3X.

b) Znaky X a Y maji aritmetické priméry 3 a 2, rozptyly 2 a 3, kovarianci 1,5. Vypoctéte aritmeticky primér a rozptyl
znaku Z =5X —4Y.

¢) Soucet rozptyli dvou znak je 120, soucin 1000 a rozptyl jejich souctli je 100. Vypoctéte koeficient korelace téchto
znak.

ReSeni:
ada)m,=-1+3m;=-1+3x2=5,5"=3"x5°=9x3=27,

adb)m;=5m; —4my, =5x3-4x2=7,8"=5" x5+ (-4)> x8," + 2 x 5 x (-4) x 5., =25 x2+ 16 x 3 —40 x 1,5=38.

ad C) 812 + 522 = 120, 812 X 822 = 1000, Sl+22 =100 = 812 + 822 + 2812 = S1p = %(SPJ2 - S12 - S22 ):%(100—120):—10

_ S, _ -—10
S| XS, V1000

=-0,3162.
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Vazené Ciselné charakteristiky

Pokud neméame k dispozici plivodni datovy soubor, ale jenom tabulku rozloZeni ¢etnosti (resp.
kontingencni tabulku), mizeme vypocitat tzv. vazené Ciselné charakteristiky.

r o~ r . . r o % 1 L
Viazeny aritmeticky promér: m=—> nx,
n ‘45
r o~ I4 1 r 1 T
.« 2 2 2 2
Vazeny I'OZptyl.s :Hz;nj(xm —m) :;Z;njx[j] —-m
j= j=

4 /4 - . 1
Vazend kovariance: s, =—> Y, (x;, —m, Ny, -m,)=

1 iy S
=1 k=l LS R

D XY — MM,
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Priklad

Priklad na vypocet vazenych Ciselnych charakteristik
Z dvourozmérného datového souboru rozsahu27, v némz znak X ma varianty 1, 2, 3 a znak Y mé rovnéz varianty 1, 2, 3, byly urceny
simultanni absolutni ¢etnosti: n1 =5, np=1,n3=3, m1 =4, mr =3, m3=4,m3; =2, n3p =3, n33 = 2.

a) Vypoctéte priméry a smérodatné odchylky znaki X a Y.

b) Vypoctéte a interpretujte koeficient korelace znaki X a Y. X y n;.
ResSeni: 1 (213
Kontingen¢ni tabulka simultannich absolutnich Cetnosti: 1 |5 111319
2 14 [314]11
3 12 (31217
adaym, = (-9+2-11+3-7)=2=1926, m, = (- 11+2-7+3-9)=2 =1926 ny [11 17 [9 127
27 27 27 27
2

T AP 7)_(2) _LI6_2704 428 o

27 27 27 729 729

2

o =L@ 1422743 9}[2j _120 2704536 oo

27 27 27 729 729
ad b)
Sy =15+ 1-2-1+1-3-342-1-442:2:3+2-3-4+3:1-2+3-2:3+3-3-2)- 2. 22

27 27 27
_ 102 2704 _ 2754-2704 _ 50 _ 0,0685871

27 729 729 9
50
=729 _(10439. Mezi znaky X a Y existuje velmi slaba pfima linearni zavislost.

I, =
428 536 82
729 729



Koeficient variace, geometricky prumér

Pro pomérové znaky pouzivame jako charakteristiku variability koeficient variace . Je to bezrozmérné
m

Cislo, které se Casto vyjadiuje v procentech. UmoZnuje porovnat variabilitu n¢kolika znakii.

Jsou-li vSechny hodnoty pomérového znaku kladne€, pak jako charakteristiku polohy lze uzit geometricky

prﬁmér X X, .

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y)
vypoctéte koeficienty variace znakt X, Y. Pfitom jiz vime, ze m; = 95,5, m, = 114,4, s, =32,4, s, = 32,5
Regeni:

S 32,4 S, 32,5

cV, = =——=0,339%cv,=——=—7"—-=0,284
m, 955 m, 1144
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Vypocty zavedenim pomocné

i proménné

pomocna prom¢nna = V, =

konstanty:
. a — stred tfidy s nejvyssi Cetnosti
. h — Sifka tfidy
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Vypocty zavedenim pomocné

proménné
- X—da o
V= —x=vh+a
h
2 Sz 2 2 2
_ X _
S, = 5 = s, =h"s]
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i Priklad

_Celkem | 100

Vypocitejte:

aritmeticky prumer, rozptyl, smérodatnou odchylku a
variaCni koeficient zavedenim pomocné proménné

86



i Priklad
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i Priklad

Xi n; Vi Vil;

Soucet

v=094=X=vh+a=
=0,94-10 + 45 = 54,4
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i Priklad

Xi n; Vi V; h;
35 10 1 10
45 31 0 0
55 27 | 27
65 19 2 76
75 13 3 117
Soucet 100 X 230
5 = LS (v n.)— 2,3-0,8836 =1,4164
n

= 52 =h2.sv =10°-1,4164 = 141,64

X



i Priklad

s =4ls2 =4/141,64 =11,9
nbo 5. =h s> =10-4/1,4164 =119

s, 119
"X 55,4
h-s, 10-1,19

nebo CV_ = — = =0,2188
v-h+a 094-10+45

=0,2188




i SpoleCny rozptyl

2 —2 2
ST =85 +s2

5’ ......vnitroskupinova variabilita (s;)!

2

S~ ......meziskupinova variabilita (s’)

1) Znaceni ze skript ,,Popisna statistika“
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i Spolecny rozptyl

vnitroskupinova variabilita
k
-2 1 2
= —ZSZ. ‘1,
n i

meziskupinova variabilita

2 1 ‘ 2
Sy = Z('xi —X) -,
i=l1

n
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i Priklad

D1: 104 108
D2: 93 65
Vypocitejte:

dil¢i prumeéry,
spole¢ny prumeér,
dil¢i rozptyly,
spole¢ny rozptyl.

79
76

155
111
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i Ptiklad

=i-(104+108+79+155)=111,5

X, :l-(93+65+76+111)=86,25
4

fz%-(111,5-4+86,25-4):98,875
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i P¥iklad
Sy :%nzl(le _)_61)2 =

- 7,57 +3,5° +32,5" +43,5°

— 754,25

4

2 6,75 +21,25* +10,25% + 24,75
x2
4

= 303,69
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i Priklad

5 Ilzk:Siz ‘1, =é(s§l 4+ 52 -4):

= % +(754,25-4+303,69-4) = 528,97

1 k
2 (_ _)2. _
sp=—2 (%, —X) -, =
i=1

n -
~ (111,5-98,875)” - 4) +(86,25-98,875)" - 4

=159,39
8
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i Priklad

st =57 +S§ =
= 528,97 +159,39 = 688,36

Pro kontrolu jesté spocteme rozptyl primo:

2=t X, —X° L 83717 —98,875°
no 3

=10464,63 -9776,27 = 638,36
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3. Regresni analyza,
PocCet pravdépodobnosti

Cil regresni analyzy: vystizeni zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X.
Pt1 tom je nutné vyftesit dva problémy:
jaky typ funkce pouzit k vystiZeni dan¢ zavislosti

jak stanovit konkrétni parametry zvolen¢ho typu funkce?

Typ funkce ur¢ime bud’ logickym rozborem zkoumané zavislosti nebo
se snazime ho odhadnout pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

Pribéh zavislosti

70

\Y2 4
?2 i ‘ primka
40 “?p .::"’

" oW y=P0+Bx s

e
2 :‘. 1Y 2

10

B8&s883J3
v

. = ‘ parabola
*aer TN 2
R TIET Y =Byt Bix+frx

N

LN

S o S
<
b 33
o
i
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Regresni primka

Zde se omezime na linedrni zavislost y =po+ P1x.

X1 Y
Odhady by a b; neznamych regresnich parametra o, B1 ziskame na zaklad¢ datové ho souboru [ J metodou nejmensich
XH yn

« o . . , 13 , . .. , . Y
&tvercii. Pozadujeme, aby vyraz —Y_(y, —B, —B,x,)* nabyval svého minima vzhledem k B, a B . Tento vyraz je minimalni,
i=1

jsou-li jeho prvni derivace podle o a B nulové. Staci tyto derivace spocitat, polozit je rovny 0 a fesit systém dvou rovnic o
dvou neznamych, tzv. systém normalnich rovnic.

X; Y
Necht je dan dvourozmérny datovy soubor { ] a ptfimka y = Bo + Bix.
Xn yn

Vyraz q(Bo, B1) = ;i(yi -B, —B,x,)? se nazyva rozptyl hodnot znaku Y kolem piimky y = Bo + Bix,
i=1

pifimkay =b ¢ + b 1x, jejiZ parametry minimalizuji rozptyl q( o, B1) v celém dvourozmérném prostoru, se nazyva regresni

pfimka znaku Y na znak X,

y, =bo+bixi,1=1, ...,n ... regresni odhad i-t¢ hodnoty znaku Y,

r,” =ID*... index determinace (Index determinace udava, jakou ¢ast variability hodnot znaku Y vystihuje regresni pfimka.

Nabyva hodnot z intervalu (0,1). Cim je bliz§i 1, tim 1épe vystihuje regresni pfimka zavislost Y na X. )
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‘L Odvozeni odhadu regresnich parametru

Systém normalnich rovnic ziskame derivovanim vyrazu

1< 2 cr1w
q(BO’Bl):HZ(Yi By _lei) parCIalne pOdle B, apB:

i=1

oa(By.B) _ 2
ﬁ == (yi =By —Bix; X-1)=0 Systém normalnich rovnic:

i=1

Wbub) 28 g g0 T (XN =rh AT
Bl n D Zy’ P ZbOle_ +blzxi2

Resenim tohoto systému ziskame odhady

ZXiZZYi_ZXiZXiYi aniYi_ZXiZYi '
_Ga i1 i1 il _ o i1 il
= - b, =
2 2
nLx, (ZX] S

Po jednoduchych upravach dospéjeme ke tvaru b, = S% , kde s,, je kovariance znakii X, Y a s,’je rozptyl znaku X. Dale
8

| Soe e pEmeEem)

dostavame b, =m, —b,m,, tedy regresni pfimku mizeme vyjadfit ve tvaru y =m, +S¢§(x ~-m,).

8
Usek by regresni piimky udava, jaky je regresni odhad hodnoty znaku Y, nabyva-li znak X hodnoty 0.
Smérnice b, udava, o kolik jednotek se zméni hodnota znaku Y, zméni-li se hodnota znaku X o jednotku. Je-li b; >0,
dochézi s ristem X k ristu Y a hovotime o pfimé zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X. Je-li b; <0, dochazi
s ristem X k poklesu Y a hovofime o neptimé zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X. 100



Priklad

riklad: Pro datovy soubor obsahujici udaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y)
a) UrCete regresni ptimku meze pevnosti na mez plasticity.
b) Zakreslete regresni ptimku do dvourozmérného teckového diagramu.
c) Jak se zméni mez pevnosti, vzroste-li mez plasticity o jednotku?
d) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity = 60.
e) Vypoctete index determinace a interpretujte ho.
Ptitom jiz vime, ze m; = 95,5, m, = 114,4, s, =32,4, s, = 32,5, 51, = 985,76, 11, = 0,936 .
ReSeni:

ada)b, = %2 = ?3;72 0937, by=mm, — bym, = 114,4 — 0,937 . 95,9 =245, y = 24,5 + 0,937x.
S, ,

ad b)

130 ; —
§70 e i
150

130

meaz pevnast

ST | O S S— e
;D s ,1 s

FO

50:%; 50 ?;51“5'0 1o 150 150 170
mez plasticity

ad ¢) Mez pevnosti vzroste 0 0,937 kpem™ — viz parametr by vypodteny v bodé (a)

ad d) § =24,5+ 0,937 x 60 = 80,72. 101

ad e) ID* =r1,,2 = 0,936 = 0.876. Znamena to. Ze 87.6% variability hodnot meze pevnosti e vysvétleno regresni pfimkou.



Priklad

X yi | x| X 1154=10-b, +1001-b,
o ee o a00l M) 118754 =1001-b, +104767
86 | 95 | 8170 | 7396 ! ]
94 100 | 9400 | 8836 y=44,41+0,709-x
120 | 135 | 16200 | 14 400
135 | 140 | 18900 | 18 225
79 102 | 8058 | 6 241 - -
62 | 98 | 6076 | 3844 *
110 | 125 | 13750 | 12 100 I ——
125 | 134 | 16750 | 15625 I —
118 754 | 104 767 S T
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Priklad

Index determinace lze vyjadrit ve tvaru:
X Yi )A/i yi2 y i2
100 120 115 14 400 13 301
90 105] 108 11 025 11715
86 95| 105 9 025 11 109
94 100 111 10 000 12 337
120 135 130 18 225 16 773
135 140 140 19 600 19 642
79 102 100 10 404 10 088
62 98 88 9 604 7 811
110 125 122 15 625 14 987
125 134 133 17 956 17 704
1001 1154 1154 135864 135468

135468—i-11542

ID? = 110 — 0,853
135864 — — -1154*
10

103



i Maticové vyjadieni MNC

b 1 x, M1
O .
bl
1 x, Y
b sloupcovy vektor 2 neznamych parametru regresni funkce,
X matice rozmeéru n X 2, tvorena konstantou 1 a hodnotami
znaku X

y sloupcovy vektor n hodnot znaku Y

b=(x"-x)" X"y
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Priklad

Naleznéte koeficienty regresni piimky:

x{

(120
105
95
100
y= |135
140
102
08
125
134

1 1

100 90

1
86

1
94

1
120

100
90
86
94

120

135
79
62

110

[RS \Q L QA \L \ L \. . N N - N

125

1 1
135 79

1
62

1
110

1
125

|
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i Priklad

1154

T _ oTeu_| 10 1001
9= X7V | q1g75a| AT XUX=

1001 104767

2,2941 -0,0219
| -0,0219 0,0002

44,414

:A_1* =
PR o700
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Sdruzené regresni primky

V nékterych situacich méa smysl zkoumat nejenom zavislost znaku Y na znaku X, ale téz zavislost X na Y. V takovém
piipadé€ hledame druhou regresni pfimku a souhrnné hovotime o sdruZzenych regresnich ptimkach.
Regresni pfimkou znaku X na znak Y nazveme tu pfimku x =

n

D> (x, =B, —By,)? v celé roving. Nazyva se téZ druha regresni piimka. Regresni pfimka znaku Y na znak X a regresni p¥imka

i=1

b, +b,y, jejiz parametry minimalizuji rozptyl q( B,.B, ) =

znaku X na znak Y se nazyvaji sdruzen¢ regresni primky.

Rovnice regresni piimky znaku X na znak Y ma4 tvar: S
_ 12
= Uit ( il )
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Vlastnosti sdruzenych regresnich primek

Sdruzené regresni piimky se protinaji v bod¢ (m;,m,).
r e r P 2
Pro regresni parametry b,,b, plati: b,b, =11,".
Rovnice sdruzenych regresnich pfimek miizeme psat ve tvaru
s ls .-
y=m,+1r,—>(x-m,),y=m, +—-=(x—m,) (Je-li r;p #0).
5 I, 8
P RTOT iz vy o x o 1
Regresni pfimky sviraji tim mensi Gthel, ¢im méné se od sebe liSirj; a —.
Iy
14 w7 . M 2 M /4 W . . . . 4 14 . 14 14 /4 M W
Regresni ptimky splynou, je-li rj;” = 1. K tomu dojde prave tehdy, existuje-li mezi X a Y Uplnd linearni zavislost. VSechny
body (x;, y;), 1= 1, ..., n leZi na jedné ptimce, tedy ze znalosti x; miizeme presn¢ vypocitat y;, 1 =1, ..., n.
Jsou-li znaky X, Y nekorelované, pak maji sdruzené regresni pfimky rovnice y = m,, X = m; a jsou na sebe kolmé.
Oznacime-li a thel, ktery sviraji sdruzené regresni piimky, pak plati:
cos a = 0, pravé kdyZ mezi X a Y neexistuje zadna linearni zavislost,
cos a = 1, pravé kdyZ mezi X a Y existuje uplna piima linearni zavislost,
cos a = -1, pravé kdyz mezi X a Y existuje uplna neptima linearni zavislost.
y

. -
MLy ________x./__,)é-’

< EHS r 108



Priklad

Piiklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti oceli (znak Y):
a) Urcete regresni pfimku meze plasticity na mez pevnosti.

b) Zakreslete tuto druhou regresni pfimku do dvourozmérného te€kového diagramu.

Pfitom jiz vime, ze m; = 95,5, my, = 114,4, s; =32,4, s, = 32,5, s12 = 985,76, r1, = 0,936 .

Reseni:

ada) b, =2 = 985,76 _ 0,932,b, =m, —b,m, =95.9—0,932x114,4 =—-10,7 , tedy x = -10,7 + 0,932y.
s, 105721
ad b)
170
150
2 130
=
“%’ 110
a a0
o ]
E "ro. SPSSSNNE. R\ e A
S0t
a0l ———

50 70 90 110 130 150 170 190
mez pevnosti
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i Priklad

Poptavka po veprovém mase | 154 | 1641123 [ 1811193 ] 105|143 1167|158 62

| Poptivka po hovézim mase | 103 | 116] 98 [175]165] 90 | 103] 140{113] 49

* Sestrojte sdruzen¢ regresni primky.

* Vypoctéte koeficient korelace.
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Priklad

2

2

ARLLTA NP
1367,2

ERILIANYYS
1228,76

S12

_ _ . _ . 1 1
xI yl xI yl xI yl
154 103| 15862| 23716] 10609 M —145 m, —E-1152—115,2
164| 116| 19024 26896| 13456
123 98| 12054 15129 9 604 , 1 ,
181 175 31675 32761] 30625 _
193]  165| 31845| 37249] 27225 S = 223922 -145" = 1367,2
105 90 9450 11025 8 100 10
143]  103] 14729] 20449] 10609
167| 140] 23380/ 27889] 19600 ) ] )
158]  113] 17 854] 24964] 12769 S5 =—144998 1]5,2 :1228,76
52 19 2-844
<! 1 45(0) 1 15?|§178 91%!_223 922'@44 99%)

Q78911

—145-115,2=1187,1
10

b, =115,2-0,868-145=-10,66

b, =145-0,966-115,2 =33,72
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Priklad

Sdruzené regresni pfimky

Hovézi maso

175

155 -

135

115

(]
(&)}
L

~
()]

(o))
()]
L

w
()]

RN
(@)

45

65

85

105

125 145

Veprové maso

165

185

205
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i Priklad
_ inyi_”mzmz
- wi [ v )
xl- nm] yi nm2
S

12

V1o
S,°S,

Vo= Sgn(bl) \/b] 'B]
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i Piiklad

o 178911-10-145-115,2
© Vp23922-10-145° [ 144998-10-115.2’

=0,916

1187,
36,976-35,054

=0,916

2P

r, =+/0,868-0,966 = 0,916
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i Priklad

X; Yi
154 103
164 116
123 08
52 175
193 165
105 90
143 103
167 140
158 113
191 49

* Sestrojte sdruzené regresni primky.

* Vypoctéte koeficient korelace.

» Porovnejte vysledky s vysledky
ptedchoziho ptikladu.
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Priklad

=154,31-0,270-x

X; Yi Xi"Y; Xi2 Yi2
154 103] 15862 23716 10609
164 116 19024, 26896 13456
123 98| 12054, 15129 9 604
52 175 9100 2704, 30625
193 165| 31 845| 37249 27225
105 90 9450, 11025 8 100
143 103 14729 20449 10609
167 140 23380 27889 19600
158 113 17854 24964 12769
191 49 9359 36481 2 401
1450| 1152 162 657| 226 502 144 998

pruméry 145,0
115,2

rozptyly 1625,2
1228,76

smérodatné odchylky 40,3138
35,0537

r=—4/0,270-0,357 =—0,310

Hovézi maso

Sdruzené regresni primky

175 @

155

135 ———

115

95

75

55

35

15

45

65

85 105 125 145 165

Vepriové maso

185

205

116



i Priklad

Rozhodnéte zda nasledujici dvojice primek mohou
byt sdruzenymi regresnimi primkami:

A) y=13-2x B)y=13-2x C)y=13-2x
x=2,5 x=0,4y xX=8—y

D)y=13-2x E)y=13-2x F)y=13-2x
x=6,5-0,5y x=—2-04y x=-0,5y
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i Priklad

A)y=13-2x
x=25
D)y=13-2x

x=65-0,35y

B)y=13-2x
x=0,4y

E)y=13-2x
x=-2-0,4y

2.

4.

rel-1,1] i

pro r=1/r=-1 plati

b, i b, majistejnd znaménka

je-li jeden roven nule, pak je 0-vy 1 druhy

b,+by €0,1]
b

=Dt

bl

C)y=13-2x
xX=8—Yy
F)y=13-2x
x=-0,5y

A) NE(2) D)ANO
B) NE(1) E)ANO
C) NE(3) F)NE(4)
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Pocet pravdépodobnosti -uvod

PocCet pravdépodobnosti se zabyva studiem zakonitosti v ndhodnych pokusech. Matematickymi
prostiedky modeluje situace, v nichZ hraje roli nahoda. Pod pojmem ndhoda rozumime pisobeni faktord,
které se zivelné méni pii riznych provedenich téhoZ pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

Pocet pravdépodobnosti jako védecka disciplina se zacal vytvaret v 17. stoleti a jeho pocCatky jsou spjaty se
jmény Blaise Pascala, Pierra de Fermata, Christiana Huygense (studovali hazardni hry, zformulovali takové
pojmy, jako je pravdépodobnost a stfedni hodnota, odvodili jejich vlastnosti) a predevSim Jakoba
Bernoulliho (dokézal zakon velkych Cisel).

V 18. stoleti: Abraham de Moivre a Pierre Simeon Laplace — formulace jedné z forem centralni limitni véty,
Georges Buffon odvodil binomickou vétu, zavedl diferencialni a integralni pocet do teorie
pravdépodobnosti, Thomas Bayes odvodil zpisob vypoctu aposteriornich pravdépodobnosti pomoci
apriornich pravdépodobnosti (Bayesiv vzorec).

V 19. stoleti: Petrohradskd matematicka Skola — dala teorii pravdépodobnosti pevny logicky a matematicky
zaklad (Viktor Jakovlevi¢ Bufiakovskij, Pafnutij Lvovi¢ Cebysev, Andrej Andrejevi¢ Markov, Alexandr
Michailovic Ljapunov), Karl Fridirich Gauss (mj. vyvinul netodu zpracovani experimentalnich udaja
znamou pod nazvem metoda nejmensSich Ctvercl), Simc¢on Denis Poisson (zobecnil Bernoulliho zakon
velkych ¢isel a odvodil specialni zakon rozloZeni pravdépodobnosti - Poissontiv zakon rozloZeni).

Ve 20. stoleti: Andrej Nikolajevic Kolmogorov (axiomaticka teorie pravdépodobnosti), Norbert Wiener ,
William Feller (rozvoj reorie stochastickych procesi).

Odkaz na zajimavou webovou stranku:

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history

http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Statistics.html
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http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history
http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Statistics.html

Z.:akladni prostor

Definice (definice pokusu): Pokusem rozumime jednorazové uskute¢néni konstantné vymezeného souboru
defini¢nich podminek. Predpokladame, ze pokus miizeme mnohondsobné nezavisle opakovat za dodrZeni
defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou ménit, proto riznd opakovani pokusu mohou vést k
riznym vysledktim). Dale pfedpokladdme, ze opakovanim pokusu vznika opét pokus.

Deterministickym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k jedinému moznému
vysledku.

Nahodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k pravé jednomu

z vice moznych vysledk, které jsou vzajemné neslucitelne.

Ptiklad deterministického pokusu: pii tlaku 1015 hPa zahfivame vodu na 100 °C. Jedinym moZnym
vysledkem je var vody.

Ptiklady nahodnych pokusti: hod hraci kostkou, hod minci, vylosovani ¢isla z osudi apod.

Definice (definice zakladniho prostoru): Neprazdnou mnozinu mozZznych vysledkii ndhodného pokusu
zna¢ime Q a nazyvame ji zakladni prostor. Mozné vysledky zna¢ime o, , kde teT, T je indexova mnoZina.
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Priklad ?

Priklad
a) Nahodny pokus spociva v hodu kostkou. Mozny vysledek o, znamena polohu kostky ¢islem 1 nahoru, 1 =
1, ..., 6. Zakladni prostor Q= {o,....,0,}, pocet moznych vysledkli m(Q)=6.

b) Nahodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Mozny vysledek je uspofadana dvojice |o,0,|, 1,j =1,
..., 6. Zékladni prostor Q = {o,,0,L[o,,o,]...[0,0]....[o..0]}, poCet moznych vysledkl m(Q)=6* =36.

c) Nahodny pokus spociva v opakovaném hazeni minci tak dlouho, dokud nepadne prvni lic. Potom
zékladni prostor Q={0,,0,,0,...},, kde o, znamend, Ze hned v prvnim hodu padl lic, », znamena, Ze az ve

druhém hodu padl lic, o, znamena, ze az ve tretim hodu padl lic atd. Sybmolicky Ilze zapsat o, =[L],
o, =[R,L], o, =[R,R,L], ... Tedy zékladni prostor & ma nekonecné spocetné¢ mnoho moznych vysledki.
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Jevoveé pole

Definice (definice jevového pole): Systém podmnozin A zakladniho prostoru Q, ktery spliuje
nasledujici tf1 axiomy:
I5:A,A,e A =A,-A, e A,
J6: ae A ,

J8: A A,,... € A :>LOOJAi e A

se nazyva jevove pole. Jestlize A ¢ A, pak fekneme, ze A je jev. Dvojice (@, A ) se nazyva meritelny
prostor.

(Axi6m J5 nam tik4, Ze jevové pole obsahuje s kazdymi dvéma mnozinami i jejich mnoZinovy rozdil. Axiom
J6 tika, Ze jevove pole obsahuje cely zdkladni prostor a konecné axiom J8 k4, ze kdyz jevoveé pole obsahuje
kazdou ze spocetné posloupnosti mnozin, obsahuje i jejich spocetné sjednoceni. Znamena to, ze systém A je
uzavieny vzhledem k mnoZinovym operacim.

ProtoZe jevy jsou mnoziny, pro operace s nimi plati stejné zdkony jako pro operace s mnoZinami -
komutativni zdkon, asociativni zakon, de Morganova pravidla.)
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i Mnozinové a pravdépodobnostni pojmy

Poznamka (slovnik mnozinovych a pravdépodobnostnich pojmti)
Q se nazyva jisty jev, @ se nazyva nemozny jev
e A znamena, Ze mozny vysledek o je pfiznivy nastoupeni jevu A
A c B znamena, Ze jev A ma za dusledek jev B
A UB znamena nastoupeni aspoil jednoho z jevi A, B
A nB znamena spole¢né nastoupeni jevi A, B
A -B znamend nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B
A =Q-Aznamena jev opacny k jevu A
ANB=gznamena, Ze jevy A, B jsou neslucitelné.
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Priklad

Priklad: Je dan systém slozeny ze dvou bloku, ktery jednorazoveé pouzijeme. Necht jev A, znamena
bezporuchovou funkci i-tého bloku, 1= 1, 2. Pomoci jevi A,,A, vyjadiete jevy:
a) bezporuchova funkce aspoii jednoho bloku: A, VA,
b) bezporuchova funkce obou blokli: A, N A,
¢) porucha aspoil jednoho bloku: A, UA,
d) porucha obou blokli: A, NA,
¢) porucha pravé jednoho bloku: (X1 N Az)u(ql ﬂA_z)
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Jevove pole - poznamky

Poznamka: Systém axiomt jevového pole je bezesporny (tj. na kazdém zakladnim prostoru Ize sestrojit
asponl jedno jevove pole) a neuplny (tzn., Ze na kazdém aspon dvouprvkoveém zakladnim prostoru lze
vytvofit jevovych poli vice).

Netplnost systému axiomu jevového pole je vyhodnd, protoZze umoziuje rozliSovat vysledky ndhodného
pokusu s riznym stupném podrobnosti.

Napf. jevové pole A i, = 2,9} se nazyva minimalni jevové pole a charakterizuje krajné ,,tupozrakého*
pozorovatele, ktery rozlisi pouze jev jisty a jev nemozny.

Jevové pole A = {Q,QA,K} jiz dovoli rozeznat, zda nastal jev A nebo jev opacny A.

Tak mizeme konstruovat stile bohatsi jevova pole, az dostaneme maximalni jevoveé pole A pax = A;A S QF,
To charakterizuje krajné ,,bystrozrakeho* pozorovatele, ktery rozlisi jevy do vSech podrobnosti. Pro
libovolné jevové pole A ovSem plati: A ;i € A < A hax
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Priklad

Priklad: Sestrojte vSechna moZna jevova pole na zdkladnim prostoru Q= {o,,0,,®,}.
ReSeni:

A= {2)(=A min)

A= {02 o }{o,.0)

As= {00 }ho.o)

A 4= {220 o0,

A 5= {02 jo o, o0, 1o, o0 o0, (5 A nax)

126



Jevove pole - vlastnosti

Véta (vlastnosti jevového pole): Necht' (@, A) je méfitelny prostor. Pak jevové pole Ama
nasledujicich 9 vlastnosti:
JI: A =0,
J2: e A,
J3: AL,A,e A =>A UA € A,
Jd: A,A, e A =>AnA, e A,
J5: A,A, e A =A -A, ¢ A (axiom),
J6: Qe A (axiom),
J7: Ac A =>Aac A,
I18: ALA,...€ A 3QAie A (axiém),

Diikaz: J1 plyne zJ6.
J2 plyne zJ5 a J6, protoze Q-Q=9,
J3 plyne zJ2 J8 specialni volbouA, =@,A, =@,... Pak [JA, =4, uA,.

i=1

JO: ALA,,...€ A zaAi cA. J7 plyne J5 a J6, protozeA=Q-A.

J9 odvodime zJ7 a J8 uzitim de Morganovych pravidel nAi =Ua,:

i=1

ALA,,...e A =ALA,,..cA :OKE A :OZG A , oviem OKzﬁAi.
i=1 i=1 i=1 i=1

J4 plyne zJ9 speciélni volbouA,=Q,A, =Q, .
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Pravdépodobnostni prostor

Motivace: Provadime opakovang nezavisle tyZ ndhodny pokus a v kazdém pokusu sledujeme
nastoupeni jevu A, kterému fikame aspéch. Oznaéme n celkovy pocet pokust a N(A) pocet téch pokust, kdy

rrrrr

4 W 4 . 4 . ’r v 4 4 I\I Iﬁl r
nastal uspéch. S rostoucim n pozorujeme, Ze relativni ¢etnost tspéchu —— se blizi ¢islu P(A), které
n

povazujeme za pravdépodobnost uspéchu. (Tento poznatek je znam jako empiricky zakon velkych Cisel ).

Ilustrace empirického zakona velkych cisel

Provadime n nezavislych hodii minci. Padnuti lice povazujeme za Gispéch. Budeme sledovat zavislost
relativni Cetnosti Uspéchu na poctu pokusti. (Pocet pokusti volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000,
2000.)

ni2 |5 1020 | 50 100 /200,500 [1000|2000
p10,510,210,4/0,610,5410,5810,5 10,488[0,49 10,4975

0,65

0,60 -
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0,50 L4 - -
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0,40 -
0,35
0,30
0,25

0,20 -
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Axiomaticka teorie pravdépodobnosti

Vznika otazka, jak zavést pravdépodobnost, aby byla ,,zidealizovanym* protéjskem relativni ¢etnosti. Zdalo

by se vhodné zavést pravdépodobnost takto:

P(A)=lim N(A).

00
n—> n

Jde o tzv. statistickou definici pravdépodobnosti. Z matematického hlediska tato definice neni v poradku,
protoze pocet pokust je vZdy konecny a nelze se presvédCit o exstenci uvedené limity. Proto ve 30. letech
20. stoleti rusky matematik A. A. Kolmogorov (1903— 1987) vybudoval axiomatickou teorii
pravdépodobnosti.

Axiomaticka teorie pravdépodobnosti zavadi pravdépodobnost jako funkci, kterd kazdému jevu ptitazuje

Cislo mezi 0 a 1 a pfitom je zidealizovanym protéjSkem relativni Cetnosti. Ma tedy vSechny vlastnosti

relativni Cetnosti a kromé toho nékteré dalsi vlastnosti, které vyplyvaji z vnitinich potieb matematické teorie.
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Pravdépodobnost - definice

Definice: Necht’ (Q, A ) je méfitelny prostor. Realnd mnozinové funkce P: A — R se nazyva
pravdépodobnost, kdyz spliuje nasledujici 3 axiomy:
P2: vae A : P(A)>0 (nezapornost)
P10: P(@)=1 (normovanost)

P15: A,,A,,...€ A jsou nesluditelné = P(UAJ => P(a,) (spocetna aditivita)
=1 i=1

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. (Je to matematicky model jednorazového provedeni
nahodného pokusu.)

Ilustrace pravdépodobnostniho prostoru

0 P(A) 1

Poznamka: Systém axiomil pravdépodobnosti je bezesporny (tj. na kazdém métitelném prostoru lze
sestrojit pravdépodobnost) a netiplny (tj. na kazdém méfitelném prostoru, jehoz jevové pole neni minimalni,
1ze sestrojit pravdépodobnosti vice). 130



Pravdépodobnost - vlastnosti

libo
P1:
P2:
P3:
P4:
P5:
Pé6:
P7:
P8:
P9:

P10:

P11

P12:
P13:

P14:

P15:

Ple6:

P17:

Véta (vlastnosti pravdépodobnosti): Necht (@, A , P) je pravdépodobnostni prostor, A,A,,A,,.

volné jevy. Pak pravdépodobnost P ma nasledujicich 17 vlastnosti:
P(@) =0

P(A) > 0 (nezépornost — axidm)

P(A; U Ay) +P(A; n Ay))=P(A)) + P(A,)

1+P(A; n Ay) 2P(A)) + P(Ay)

P(A; u Ay) <P(A)) + P(A,) (subaditivita)

Al N A2: D = P(A1 U Az) = P(Al) + P(Az) (ad1t1V1ta)
P(Az - A1) =P(A2) - P(A1 1 Ay)

A] c A2 = P(A2 - A]) = P(Az) - P(A]) (subtraktivita)
Ay ¢ Ay = P(A,) <P(A) (monotonie)

P(Q2) = 1 (normovanost — axiém)

: P(A) + P(4) =1 (komplementarita)

P(A)<1

P(O Aij < iP(Ai) (spocetnd subaditivita)

i=1 i=1

A A,....e A jsou neslucitelné = iP(Ai)<oo (absolutni konvergence)

A A,,...e A jsou neslucitelné = P[D Ai] = iP(Ai) (spocetnd aditivita — axidm)

A cA,c..e A = P(G AiJ =1imP(A,) (spojitost pravdépodobnosti zdola)

A 2A,0..c A = P[ﬁAiJ =1imP(A,) (spojitost pravdépodobnosti shora)

e A
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Pravdépodobnost - vlastnosti

8.
P14 Polozme Ay = U A;. Pak jevy Ap, A1, Ao, ... jsou neslucitelné a je-
jich sjednocenim ;v cely 7r1klc1dm prmtor tedy podle axiomu P10 dostavame:

1 = P(Q) = P( U 4 z P(A,;). pricemz posledni rovnost vyplyva z axi-
=1 i=10

dmu P15. 37 P(A;) tedy absolutné konverguje, tudiz bude konvergovat také
i—0

[
> P(A;). kde jsme vynechali prvni ¢len.

P1 Polozme 4, = O, 4, = 0O.... Pak U A; = 0., tedy podle axiomu P15

i=1
= P(0) = P( U () = Z P(0), coz je mozné jen tak. ze P(0) =
i=1 i=1
P6 V axiomu P15 polozime 43 = O, 4y = O, .. tedy P( U )= P(AU Ay) =
Z P(A;) = P(A,) + P(A,).

P11 Plyne z vlastnosti P6 a axiému P10: P(AU Ad) = P(Q) =1 = P(4) +
P(A).

P12 Plyne okamzité z axiomu P2 a vlastnosti P11. 132



Pravdépodobnost - vlastnosti

Pro ditkaz vlastnosti P3. P4 a P5 jevy 47 U Ao, A; a Ay rozlozime na soucet
disjunktnich scitancin:
:1] LJ :'l;g — (:1] \ :12) LJ {:1] M :1;;\} U (:1;3 \:1]\}
A=A\ A) U (4, NAy)
:1-3 — liflg \ :1]\) ) {:1] M :12\}

P3 Podle P6 dostavame: P(A4;UA, )+ P(A1NA,) = P(AN\NA)+P(A; N Ay )+
P(A2\ A1) + P(A1N A2) = P(A1) + P(As).

Protoze podle P12 je P(A; U As) < 1 a podle P2 je P(A, N Ay) > 0. dosta-
vame z P3 okamzité P4 a P5.

P7 Opét vyjadiime Ay jako sjednoceni neslucitelnych jevii: Ay = (Ao \ AU
(A; N Ay). Podle P3 pak dostaneme: P(A,) = P(A, \ A1) + P(A; N Ay, tedy
P(Ax\ A)) = P(42) — P(A; N Ay).

P& Jelikoz A1 C 4., platt 4, N4y = A4, a P8 plyne z P7.

P9 Plyne z P8, protoze podle P2 je P(A,\A4,) > 0, tudiz P(4,)—P(4,) > 0,
ti. P(4;) < P(As).
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Pravdépodobnost - vlastnosti

[
P13 Polozime U A= AU (A \ AU (A3 \ (4 U Ay))U ... Tim jsme
dostali H}(‘(hl()((‘nl pc:ﬁlnupnc)atl neslucitelnyeh jevi a aplikujeme axiom P15 a

vlastnost P7: P( U A)=PA)+ P(A2\ A+ P(As\ (AL UA))+ ... <
P(Ay) + P(As) + P(As) —ZP 4
P16 Jev U A; vyjadrime jako sjednoceni neslucitelnych jevi. Z predpokladn
i=1

A; C Ay C ... plyne U Ay = AJU(A2\ A)U(A5\ A2)U. . .U(A\A; 1)U . ., tedy

podle axiomu P15 a vlastnosti P8 dostavame: P U A))=P(A)+P(As \ Ay)

P(As\Aa)+ .. .+ P4\ A 1) +... = P(4 ) [P{ As) — P(AL)] + [P(As) +
P(Ay)]+... [F{ A; ) —I—P’ 4, 1))+ llm P(A,).
P17 Podle vlastnosti P16 dostavame P( U A;) = lim P(A;). Z de Morgano-
i ] T O
vych pravidel plyne P( ﬂ A;) = P( U A)=1- P( U A4,)=1- lim P(4;) =
=1 i=1 =1 1=
1 — lim[1— P(4;)] = lim P(4;). 134

1o 1—r0C



Pravdépodobnost - vlastnosti

Véta (dalsi vlastnosti pravdépodobnosti): Necht' (2, A , P) je pravdépodobnostni prostor,
ALA,,..,A €A libovolné jevy. Pak plati:

n—2 n—l n

a) P(UA )= ZP(A) ZZP(A NAD+2 D DP(ANA NA)—+ ()" TP(A, NN A,)

i=1 j=i+l i=1 j=itlk=j+1

(Pro neslucitelné jevy Ay, ..., A, dostavame P(UA )= ZP(A ).) (Véta o sCitani pravdépodobnosti)

i=1

b) %%XP(Ai )< P(QAJ < Z:P(Ai)

¢) 1-n+d P(A,)< P(ﬂ Aij < minP(.) (nerovnost vlevo se nazyva Bonferroniho nerovnost)
i=1 i=1

1<i<n
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Pravdépodobnost - vlastnosti

Diikaz:
ad a) Vlastnost vyjadiuje princip inkluze a exkluze. Tvrzeni o neslucitelnych jevech plyne z axiomu P15,
kde poloZzime A,., =9,A,,, =9, ..

Tvrzeni musi platit i pro ten index i, pro ktery je P(A;) maximalni.
Prava strana: Plyne ze spoCetné subaditivity P13, kde poloZime A, =9,A,., =9,...

ad c) Leva strana: P(ﬁAij = P(CEJ = l—P(OA_i] > 1—2P(AT)=l—i[l—P(Ai)]=1—n+iP(Ai)

Prava strana: Plyne z monotonie P9. Pro Vie {,...,n}je A, 2 Na ., tedy pro Vied,....n} plati
i=1

P(A,)> P(ﬁ A J}. Tvrzeni musi platit i pro ten index i, pro ktery je P(A;) minimdlni.
i=1
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Priklad

Priklad: Je dan systém sloZeny ze dvou bloku. Jev A; znaci bezporuchovou funkci i-té¢ho bloku, 1=1, 2.

Je znamo, ze pP(A,)=9,,1=1, 2.
a) Odhadnéte pravdépodobnost spravné funkce celého systému, jsou-li bloky zapojeny

a) sériove, B) paralelné.
b) Pfedpokladejme navic, ze P(A, nA,)=9,,. Vypoctéte nyni pravdépodobnost spravné funkce celého
systemu, jsou-li bloky zapojeny

a) sériove, B) paralelné.
Reseni:
ad a)
Ptipad sériového zapojeni

P(A, nA,) lze shora 1 zdola odhadnout pomoci véty 2.5. (c¢), kde n = 2:
1-2+P(A,)+P(A,)<P(A, nA,)<min{P(A, ), P(A,)}

9, +9, -1<P(A, nA,)<min{9,,9,} 137



Priklad

Ptipad paralelniho zapojeni

P(A, UA,) lze shora i zdola odhadnout pomoci véty 2.5. (b), kde n = 2:
max{P(A, ) P(A, )} <P(A, UA,)<P(A,)+P(A,)
max{9,,9,}<P(A, UA,)< 9, +9,

ad b)

Ptipad sériového zapojeni: P(A, nA,)=9,,
Ptipad paralelniho zapojeni: Podle vlastnosti P3 dostadvame: P(A, UA,)=P(A,)+P(A,)-P(A, nA,)=9,+9, -9,
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4. Diskrétni pravdépodobnost.

i Stochasticky nezavislé jevy.

Motivace: V Kolmogorovové axiomatickeé definici
pravdépodobnosti se nespecifikuje jak na daném méfitelném
prostoru (€2, A) zkonstruovat pravdépodobnost P. Jednou z
moznosti je zavedeni tzv. diskrétni pravdépodobnosti. Pouziva
se v situacich, kdy pouze spocetné¢ mnoho moznych vysledku
ndhodného pokusu ma realnou Sanci na uskuteénéni. Sance
téchto vysledku se ohodnoti vahami a pravdépodobnost jevu se
pak ziska jakou soucet téch vah moznych vysledki, které jsou
priznivé nastoupeni danc¢ho jevu. Jestlize je¢ moZznych vysledki
pouze konefné¢ mnoho a vSechny maji stejnou Sanci na
uskuteCnéni, dostavame klasickou pravdépodobnost jako
specialni ptipad diskrétni pravdépodobnosti.
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Konstrukce diskrétni
pravdépodobnosti

Oznaceni: Necht’ M # Z,Bc M,g: M - (-=,) je funkce, ktera je vSude nulova s vyjimkou nejvyse spocetné
mnoziny G M. Pak symbol ) g(x) ma tento vyznam:
x€B

a) Je-li BNnG=92, pak D> g(x)=0.

b) Je-li BNG kone¢na mnozina, pak prvky tohoto priniku uspofaddme do kone¢né posloupnosti «,,....x,} a

D elx)= Zn]:g(xi)-

X€B 1=
¢) Je-li BNG spocetna mnozina, pak prvky tohoto priniku uspofddame do spocetné posloupnosti &,.x,,...} a
> elx)= )y g(x,), pokud tato suma absolutné konverguje. Neni- li podminka absolutni konvergence splnéna,

nema uvedeny symbol smysl.

x€B =

Je-li B= (=) nebo B=.x), pak piSeme Ye)- k)  Feb)-Te)
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Konstrukce diskrétni
pravdépodobnosti

Definice (definice diskrétni pravdépodobnosti): Necht (2, A ) je méfitelny prostor, I' = Q nejvyse
spocetna podmnozina zékladniho prostoru. Funkce v:Q — R, ktera je kladnd pouze na T a jinak je nulova a
splituje podminku ) v(®@)=1, se nazyva vihova funkce. Realnd mnozinova funkce P: A — R dana vzorcem

weQ)

vae A : P(a)= D () se nazyva diskréini pravdépodobnost.

WEA

Véta: Diskrétni pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice, tzn., Ze ma
vlastnosti P1 — P17.
Diikaz: Staci ovérit platnost axiomi P2, P10, P15.
P2: P(A) > 0 — plyne z definice vahové funkce.
P10: P@)= Y v(@)=1 - splnéno.
P15: A,A,,...€ A jsou neslucitelné = P(UAJ= 2 1@)= 2 )+ Yrl)+.. =P, )+ P(A,)+ =2 P(A,) - splnéno.

WEA, WEA,
€| |A;
J
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Priklad

Pi"iklad° Hézime kostkou, jejiz téiiété je posunuto z geometrického sttedu k onomu vrcholu, v némz se

A4

ReSeni: 0=, .o}, A A max = {A AcQ}. V souladu se zadamm a vzhledem k symetru Gllohy volime
Véhy 7(034): y(co )= Y((D )— — < 9<1, 7(0) )= y(co )= Y(")s):%-
1—8 9 8 _1+9

A={0,,0, 0}, PA)=70, )+y(oa )+v(0,)="—= E 37

W 2 J 4 r 5 -
Napft. pro 9= 3 dostavame P(A)=—3= 9 0,5,
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i Klasicka pravdépodobnost

Poznamka: Z matematického hlediska je pfipustné zavést jesté mozny vysledek o,- poloha kostky na

hrané. Tomuto moznému vysledku pfifadime vahu v(©,)=0. Tim se pravdépodobnostni prostor (2, A , P)
sice formaln& zméni, ale vysledky zlstanou stejné. Polozime-li A, = {o, §, pak P(A,)=0. Jde o jev
s pravdépodobnosti 0, nikoli vS§ak nemozny jev.

Definice (definice klasické pravdépodobnosti): Necht’ (22, A ) je métitelny prostor, @ kone¢nd mnoZzina.
Funkce P: A — R dana vzorcem

VAe A : P(A)z%,

kde m(a) je pocet moznych vysledki piiznivych nastoupeni jev u A a m(@) je pocet vech moznych
vysledkt, se nazyva klasicka pravdépodobnost.

Véta: Klasicka pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice, tj. ma vlastnosti
P1 az P17. Kromé toho pro ni plati: P(A)=0=A=2, P(A)=1=A=Q,
Diikaz: Klasicka pravdépodobnost je specialnim pfipadem diskrétni pravdépodobnosti s vahami ()= ﬁg)

Posledni dvé implikace vyplyvaji z definice klasické pravdépodobnosti.
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Priklad

Dtevenou, natfenou krychli o stran¢ 4 cm rozieZeme na jednotkové krychlicky. Jaka je
pravdépodobnost, Ze ndhodn¢ vybrana krychlicka

a) ma prave 2 natfené stény,

b) nema Zadnou natfenou sténu?

ReSeni:

8.3 3
P(4)=—-—"==
(4) 64 8

22 1
P(4)="-==
(4) 64 8
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Priklad

1) Jaka je pravdépodobnost, ze slovem nahodné sestavenym z
pismen A, A, A,E, L, K, M, M, T, T bude MATEMATIKA?

3121201
100 151200

ReSeni:  P(4)=

2) Jaka je pravdépodobnost, Ze z n lidi n¢ktefi dva slavi narozeniny
ve stejny den (n < 365)?
365-364-----(365—n+1) 365!

P(A)=1-P(A4)= -
4 ) 365" (365—n)!-365"

Ptes pravdépodobnost 1/2 se dostaneme uz pii n = 23:

n| 10 | 20 | 22 | 23 | 30 | 40 | 50 | 60 |
p | 0,117 | 0,411 | 0,476 | 0,507 | 0,706 | 0,891 | 0,870 | 0,994 | 145




Priklad

Priklad: V dodavce 100 kusii vyrobki nema poZzadovany priimér 10 kust, pozadovanou délku 20 kusti a
soucasn¢ nema pozadovany pramér i délku 5 kusi. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek z
této dodavky ma pozadovany primér i delku?

Reseni:
Jev A spociva v tom, ze vyrobek ma pozadovany primér a jev B v tom, ze vyrobek ma pozadovanou délku.
Pocitame

_ _ _ — - = 10 20 5
P(A ~ B)=P(auB)=1-P(AuB)=1—[P(a)+P(B)—P(A ~B)] = 1_(100+1oo_100j:0’75
Pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek z dodavky mé pozadovany prumér i délku, je 0,75.
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Priklad

Jsou dany dvé€ rizné rovnobézné piimky a, b. Na a je n riznych bodu
A, ...,A,nabmriznych boduB,, ... ,B_.Jaka je pravdépodobnost,
ze 3 ndhodné vybrané body tvofti trojuhelnik?

2\ 1) (1)\2 T,
P(A4)= =

n+m _(m+n)(m+n—1)(m+n—2):
( 3 j 3-2-1

B 3mn
- (m+n)(m+n-1)
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Priklad

Po Ciselné ose se posuneme o jednicku vpravo, nebo vlevo,
podle toho, zda ndm na minci padne rub, nebo lic. Zac¢indme v 0.
Jaka je pravdépodobnost, Ze po 2n krocich budeme v 0?

ReSeni: Pravdépodobnostnim prostorem mohou byt posloupnosti nul a
jedni¢ek délky 2n (oznacujici kam v kterém kroku jdeme).
Abychom po 2n-tém kroku stali v nule, musime jit v pribéhu
stejnckrat (tj. n krat) doleva a n krat doprava:

]

H2n (10}
5 10-9-8-7-6 63
Napt. pro n=5 (2n=10): P(A4)= = = =0,246

210 5.4.3.2.1024 256

P(A4) =
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Priklad

Cisla 1, . .., n promichame. Jaka je pravdépodobnost, Ze aspon
jedno Cislo bude na svém misté? Najdéte jeji limitu pi1 n —oo.

ResSeni: Necht jev A. je ,,Cislo 1 na svém misté*“. Podle vzorce pro sjednoceni
1

p(J AiJ:nl‘{tjl}l _ (;)1'1-::—%! o
i=1 : ,

—e 141,

—
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Priklad

Priklad # : Z mnoziny {a,,...,a, } zvané zakladni soubor rozsahu n vybereme k-krat po jednom prvku,
ktery vzdy vratime zpét. Ziskame usporadanou k-tici |a, .....a, |, ktera se nazyva uspotadany vybérovy soubor
rozsahu k s vracenim. Pfedpokladame, Ze v zakladnim souboru je pravé r prvkl oznaceno, r <n. Zavedeme
jevy A,,B,,C, takto:

Aj ... jev, ze kazdy z prvkl zakladniho souboru se ve vybérovém souboru ocitne nejvyse 1x,

B, ... jev, Ze ptedem pevné dany prvek zakladniho souboru se ve vybérovém souboru ocitne aspon 1x,
C, ... jev, ze ve vyb&rovém souboru se ocitne pravé x oznacenych prvki, x <k.

Reseni:

Q, ... mnoZina vSech uspotfadanych k-tic utvotenych z prvki a,,...,a,, kde se prvky mohou opakovat,
m(Q, )=n*.

Jevu A, jsou pfiznive ty k-tice, kde se prvky neopakuyji, tedy m(A,)=n(n—1)n-2)-...-(n -k +1).

P(A,):n(n_l)"";(n_k”)=(1—1)(l—zj.....[l—ﬁj=ﬁ(l—ij

n n n n il n

B, ... jev, Ze predem pevné dany prvek zakladniho souboru se do vybéroveho souboru viibec nedostane.
Jevu B, jsou priznivé ty k-tice, ve kterych se dany prvek viibec nevyskytuje. Je ziejmé, ze m(B_1)= (n—1)<. Pak

P(Bl)z1—P(B_1)=1—@=1—£1—1jk.

n n

Jevu C, jsou ptiznivé ty k-tice, které¢ maji na x mistech oznacen€ prvky a na zbylych k-x mistech neoznacené

N L
prvky. Pak m(Cl):rx(n—r)kXCj,P(Cl): ) :[kj(zj (1_£j | 150
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Priklad

Priklad ##: Za jinak stejnych podminek jako v pf. & . nevracime vybrane¢ prvky zpét do zakladniho
souboru (pfedpokladame, Ze k <n,x <r). Ziskanou uspotadanou k-tici nazveme usporadany vybérovy soubor
rozsahu k bez vraceni. Jevy A,,B,,C, jsou definovany stejné jako v pt. &, . Vypoctéte jejich
pravdépodobnosti.

Reseni:
Q, ... mnozina vSech uspotfadanych k-tic utvorenych z prvki a,,...,a,, kde se prvky nemohou opakovat,

m(QZ):(n%.k)!'

A, =Q,,P(A,)=1
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Priklad

Priklad ##%: Za jinak stejnych podminek jako v pi. ##  povazujeme za vybérovy soubor rozsahu k bez
vraceni nikoliv uspofadanou k-tici, ale podmnozinu i, .....a; . Vypoctéte pravdépodobnosti jevil A,,B,,C,.
ReSeni:

Q. ... mnoZina vsech neuspotfadanych k-tic utvofenych z prvki a,,...,a,, kde se prvky nemohou opakovat,

m(Q,)= (EJ

A, =Q,,P(A,)=1

Dospéli jsme ke stejnym vysledkiim jako v piikladé ®*% | ikdyZ jsme pouzili jiny model. Je to zpiisobeno
tim, Ze v pt s . jsme pouzili variace bez opakovani a v pi.deded kombinace bez opakovani. Kazdé
kombinaci f{a, ,...,a, | odpovida pravé k! variaci.
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Priklad

Poznamka: Nemd smysl uvazovat o kombinacich s opakovanim. Model by byl nerealisticky, protoze
mozné vysledky pokusu by nemély stejnou $anci na uskute¢néni. Napf. kombinaci 4,,...,a, } odpovida k!
variaci (s opakovanim), zatimco kombinaci 4,....,a, } odpovida pouze jedina variace s opakovanim.

Priklad: Necht r, je poCet pfedem oznacenych prvka v zakladnim souboru rozsahu n. Necht’ rozsah

k vybérového souboru je pevny a predpokladejme, Ze [jm - = 9. Dokazte, Ze jmP(C,)="P(C,) pii oznadeni

-9,
n

ReSeni:

n—>®w n—>®

] , X!(r:“!-x)'(k-x')giij)_m) )

lim P(C, )= lim~~

:@jmrn(rn -1, —xll(l)l(lj)r)(n(;r_;)l)(n—r “ktxt1)_

r,(r, 1 r, x-—1 I, r, +1 r, k—x-1
B T 1= 1= T I
(k). n\n n n n n n n n
= lim . e —1 =
X Jno® -
1(1_‘j.'...(1_‘j
n n

= Ej&" (-9)™ =pr(c,) 153




Priklad

Priklad: Pfedpokladame, Ze rozsah k vybérového souboru je pevny. Vypoctéte limity
pravdépodobnosti jevil A,,B,,A,,B, z prikladii 3.10.a 3.11. pro n > .
Reseni:
lim P(A, ) = lim n(n —1)...£n—k+1)

n—oo n—oo

=1, limP(A,)=liml=1

n n—oo n—oo

k
limP(Bl)zlim{l—(l—lj }:1—1:0, 1imP(Bz)=1im5=o

n n—oo n—o 1

Zavér plynouci z ptikladii 3.14. a 3.15.: Pokud je rozsah vybéroveého souboru konstantni a rozsah zakladniho
souboru roste nade vSechny meze, stira se rozdil mezi vybérovym souborem s vracenim a bez vraceni.
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Stochasticky nezavislé jevy

Motivace: Pi1 provadéni pokusu se mize stat, ze z informace o nastoupeni ¢i nenastoupeni jednoho jevu
jsme schopni odvodit, zda jiny jev nastoupi ¢i nenastoupi, tzn., Ze plati jedna zinkluzi
AcB,AcB,AcB,AcB. Vtakovém piipad¢ hovofime o deterministicky zavislych jevech. Jejich protipdlem
jsou jevy stochasticky nezéavislé — informace o nastoupeni ¢i nenastoupeni jednoho jevu nijak neovlivni
Sance, s nimiz o¢ekavame nastoupeni jiného jevu.

V popisné statistice jsme zavedli Cetnostni nezédvislost dvou mnozin G,,G, v daném vybérovém souboru
pomoci multiplikativniho vztahu: p(G,~G,)=p(G,)p(G,). V poctu pravdépodobnosti pozadujeme pro
stochasticky nezavislé jevy A,,A, splnéni multiplikativniho vztahu: p(A, nA,)=P(A,)P(A,). Pro tii1 jevy budeme
pozadovat, aby 1 jevy A ,nA, a A, byly stochasticky nezavislé, coz vede ke vztahu
P(A, nA, nA,)=P(A,)P(A,)P(A,). Tak mizeme pokracovat pro libovolny pocet jevil.

Definice: Necht' (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Rekneme, Ze jevy A, B e A jsou stochasticky
nezavislé (vzhledem k P), jestlize P(A ~ B) =P(A) P(B).
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Stochasticky nezavislé jevy

Véta: Pro libovolné jevy A, B ¢ A plati:
a) @ a A jsou stochasticky nezavislé jevy.
b) Q a A jsou stochasticky nezavislé jevy.
c) Jsou-li A, B stochasticky nezavislé jevy, pak jsou stochasticky nezavislé téz jevy A,B a A,B a A,B.
Dikaz:
ad a) P(@NA)=P(@)P(A):0=0-P(A)=0
ad b) P(QnA)=P(Q)P(A): P(A)=1-P(A)=P(A)
ad c) P(A ~B)=P(B-(AB))=P(B)- P(AB)=P(B)-P(A)P(B)=P(B)i - P(A)] = P(A )p(B)
Tvrzeni pro jevy A,B se dokaze analogicky.
P(K m§)= P(ﬁ): 1-P(AUB)=1-[P(A)+P(B)-P(AnB)|=1-P(A)-P(B)+P(A)P(B)=1-P(A)-P(B)[1 - P(A)]=

~[1-P(a)]1-P(B)]- P( )p(B)
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Stochasticky nezavislé jevy

Definice: Necht' (2, A , P) je pravdépodobnostni prostor. Jevy Ay, ..., A, e A jsou stochasticky
nezavisle (vzhledem k P), jestlize plati systeém multiplikativnich vztahu:

<j<n:  P(Aj n Aj) =P(Aj) P(A;) (dvojmistny multiplikativni vztah)
vi<i<j<k<n: P(Aj n Aj nAy) = P(A)) P(A;) P(Ay) (trojmistny multiplikativni vztah)

P(Ain ... nAy) =P(A)) ... P(A,) (n-mistny multiplikativni vztah)

Jevy Ay, Ao, ... e A jsou stochasticky nezavislé (vzhledem k P), jestlize pro vSechna pfirozena n jsou
stochasticky nezavislé jevy Ay, ..., A, e A..

Priklad: V osudi jsou 4 listky s ¢islicemi 000, 011, 110 a 101. Oznacme A; jev, Ze na ndhodné&
vytazeném listku je 1 na i-tém misté. Zjistéte, zda jevy A, A,, Az jsou stochasticky nezavisle.
Reseni: p(a,)= %, P(A,)= % , P(A,)= % , P(A,nA,)= % , P(A,nA,)= % , P(A, nA;)= %. Vidime, Ze dvoumistné
multiplikativni vztahy jsou splnény, avSak trojmistny vztah nikoli, nebot’ P(A, nA, nA;)=0 a

P(A,)P(A,)P(A,)= % Jevy Aj, A,, Az nejsou stochasticky nezavisle.
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Priklad

Ukazka prikladu, kdv jsou jevy po dvou nezavislé, ale jsou celkove zavislé. Uvazujme ndahodny
pokus ., hod dvéemi mincemi®, kdy sledujeme zda na mincich padl lic (L) nebo (R). Mnozina véech
moznych vysledku (elementdrnich jevii) je tedy Q = {LL, LR, RL, RR} a vsechny elementarni

jevy jsou stejné pravdépodobné, tj. maji pravdéepodobnost T
Najdeéte pravdépodobnost a zjistéte zda jsou nezdvislé a po dvou nezavislé jevy

(a) Ay na prvni mince padne lic;
(b) As na druhé minci padne lic;

(c) Az na obou mincich padne totéz.

Reseni: 2 = {wy, wy, wz,wy}, Plw;) = 1/4 Ay = {wy,wp}, P(A4;) =1/2
J’-‘lg = {-i:.-‘l_,-i.dg}, fPL"jlg] = ]._;IQ
“'-113 = {u!l,w4}, fPL"jlg] = ]._;IQ
jevy Ay a Aj jsou nezavislé, protoze Ay M Ay = {wy} a
PlA MA)=1/4=1/2.1/2
jevy Ay a Aj jsoun nezavislé, protoze Ay M Az = {wy} a
PlA MAz)=1/4=1/2.1/2
jevy A a Aj jsoun nezavislé, protoze Ay M Az = {wy} a
PlAsmAz)=1/4=1/2.1/2
jevy Ay Ay a Az jsou zavislé, protoze A) M Ay M Az = {wy} a

P(A MA N A) =1/4£1/2-1/2-1/2 158



Priklad

Mohou byt neslucitelné (disjunktni) jevy A a B nezavisle?

Reseni: 0 =P(J)=P(ANB)=P(A)-P(B)

tedy disjunktni jevy mohou byt nezavislé, jen kdyz alespon
jeden z nich ma nulovou pravdépodobnost.
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Stochasticky nezavislé jevy

Priklad: Zjistéte, zda existuje jev, ktery je stochasticky nezavisly sam se sebou.
ReSeni: P(AnA)=P(A)P(A), tedy P(A)=P(A)’. To je mozné jen tak, Ze P(A)=0 nebo P(A)=1.

Véta:
a) Jestlize z tfidy n stochasticky nezavislych jevii vybereme libovolnou podttidu r jevil (2 <r <n), dostaneme
op¢t tfidu stochasticky nezavislych jeva.
b) Stochastickéd nezavislost se neporusi, jestlize nékteré (nebo 1 vSechny) jevy nahradime jevy opacnymi.
c) Jestlize z tfidy n stochasticky nezavislych jevii vybereme r disjunktnich podtiid jevli (2<r<n) a ¢leny
téchto podtiid libovolné sjednotime nebo pronikneme, pak vznikla sjednoceni a priiniky jsou opét
stochasticky nezavislé jevy.
d) Neslucitelné jevy nemohou byt stochasticky nezavisl¢ (pokud nemaji vSechny nulovou pravdépodobnost).
¢) Nemozny jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.
f) Jisty jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.
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Priklad

Priklad: Firma investovala do tii nezavislych projektt. Pravdépodobnost zisku z téchto projekti je 0,4, 0,5 a 0,7. Jaka
je pravdépodobnost, ze firma bude mit zisk

a) prave jedenkrat (jev A)
b) alesponi jedenkrat (jev B)

¢) pravé dvakrat (jev C) Reseni:

d) aspon dvakrat (jev D) Oznalme A; jev, ze firma bude mit zisk z i-tého projektu, i =1, 2, 3.

e) ze vSech tfi projektl (jev E) ad a)

f) ze zadného projektu? (jev F) P(A)=P(A,)-P(A,) P(A;) +P(A,) P(A,) P(A,) +P(A,) - P(A,) P(A;) =
=0,4-0,5-0,3+0,6-0,5-0,3+0,6-0,5-0,7=10"(60+90+210)= 0,36
ad b)
P(B)= 1—P(K1 NA, NA, ) =1—P(K1) P(g)P(A—3)=1 ~0,6-0,5-03=1-0,09=0,91
ad c)

P(C)=P(A,)-P(A,) P(Ay) +P(A,) P(A,) P(A;) +P(A,) P(A,) P(A;) =
=0,4-0,5-03+0,4-0,5-0,7+0,6-0,5-0,7=10"(60+140+210)= 0,41

ad d)

P(D)=P(C)+P(A, A, NA,)=P(C)+P(A,) P(A,) P(A;)=041+0,4-0,5-0,7 =
=0,41+0,14=0,55

ad e)

P(E)=P(A, NA,NA,)=P(A,) P(A,) P(A;)=0,4-0,5-0,7=0,14

ad f)
p(E)=P(a, N A, na, =P, ) p(a, ) P@, )= 0,6-05-03=0,09 161



5. Podminéna pravdépodobnost.
Geometricka pravdépodobnost.

Podminéna pravdépodobnost:

Motivace: Opakované nezavisle provadime tyZ nahodny pokus a sledujeme nastoupeni jevu A v téch
pokusech, v nichZ nastoupil jev H. Podminénou relativni ¢etnost A za podminky H jsme v popisné statistice

zavedli vztahem p(A/H) = %. Tato podminéna relativni Cetnost se s rostoucim poctem pokusti ustaluje
p

kolem konstanty P(A/H), kterou povazujeme za podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky H.

Definice: Necht’ (Q2, A , P) je pravdépodobnostni prostor, H €A . jev s nenulovou pravdépodobnosti.
Podminénou pravdépodobnosti za podminky H rozumime funkci

P(/H): A — R danou vzorcem: vA ¢ A {P(A/H) = %.
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Podminéna pravdépodobnost

Véta: Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice a kromé toho
pro ni plati:
a) P(A] N Az) = P(Al) P(Az/Al) pro P(Al) #().
b) P(A] N Az) = P(Az) P(A]/Az) pro P(Az) = ().
c) Jevy Aj, A, jsou stochasticky nezavisle, pravé kdyz P(A/A,) = P(A) nebo P(A;) =0 a praveé kdyz
P(Az/Al) = P(Az) nebo P(Al) =0.
Diikaz:
Stac¢i ovéfit platnost axioma P2, P10, P15.
ad a), ad b) Plyne piimo z defini¢niho vzorce.

ad ¢) Necht'A;, A, jsou stochasticky nezavislé = P(a, /A, )= PN A)_ P PA,) P(A,)).

P(A,) P(A,)
Necht’ naopak P(A/A,) = P(A)). Z definice: P(A,/A,)= P(I;ITN;Z): P(A,)=P(A, nA,)=P(A, P(A,), tedy A}, A,

jsou stochasticky nezavislé.
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Priklad

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze pti hodu kostkou padlo sudé ¢islo, je-li znamo, ze padlo ¢islo
mensi nez 57
Reseni: Q={,,. .o}, A ... padlo sudé &islo, A ={,,0,,0,}, H ... padlo ¢islo mensi nez 5, H={o,,0,,0,,0,},
ANH= {0)2 N }

Priklad: Dvakrat hodime kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet ptesahne 10, vime-li, Ze padla
(aspon jedna) Sestka?

f{e§enl’: | {[695]9[536]9[696]} |
_ 6-6 _ 3
P(AH)= 2-5+1 11
6-6
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Véta o nasobeni pravdépodobnosti

Véta: (Véta o ndsobeni pravdépodobnosti)
Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, A;, A, ..., A, takové jevy, ze P(A;n ... n A,) =0.
Pak|P(A; ~n Ay n ... n A)) =P(A)) P(AYA)) P(A3/A1n A)) ... P(AV/A I~ ... 0 AL).
Dikaz: Matematickou indukci. Predpokladame, ze vztah plati pro libovolné prirozené n>2 a dokaZzeme jeho
platnost pro n+1:

P(A,N...NnA,NA,, )= P(ﬁAi mAnH] = P(ﬁAiJP(AnH /ﬁAiJ =P(A,)P(A,/A,)..P(A,,, /A, N...0A,)
i=l1 i=1 i=1

Priklad: Ze skupiny 100 vyrobki, ktera obsahuje 10 zmetki, vybereme ndhodné bez vraceni 3 vyrobky.
Vypoctéte pravdépodobnost jevu, Ze prvni dva vyrobky budou kvalitni a tfeti bude zmetek.
Reseni:
Jev A; znamena, Ze 1-ty vybrany vyrobek je kvalitni, 1 =1, 2, 3.

Pocitame P(A; ~ Asn A, ) =P(A;) P(A/A)) P(A, /A~ Ay) = 1%%%% =0,083.
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Véta o uplné pravdépodobnosti,
Bayesuv vzorec

Véta (vzorec pro vypocet uplné pravdépodobnosti a Bayestiv vzorec)
Necht (Q,A ,P) je pravdépodobnostni prostor, H; €A , 1 € I (I je nejvyse spocetnd indexova mnozina) takové

jevy, ze P(H;) > 0, Un,= Q, Hin H; = @ pro i # ] (fikame, Ze jevy H;, i € Itvofi uplny systém hypotéz).

a) Prolibovolny jev A € A plati vzorec tplné pravdépodobnostif P(A) = ZP(Hi)P(A/Hi)

b) _Pro libovolnou hypotézu Hy, k € Ia jev A€ A s nenulovou pravdépodobnosti plati Bayestv vzorec:

_ P(H,)P(A/H,)
P(H/A) Ay
(P(H/A) se nazyva aposteriorni pravdépodobnost hypotézy Hy, P(Hy) je apriorni pravdépodobnost.)
yvaap p
Diikaz:

ad a) Jev A vyjadiime jako sjednoceni neslucitelnych jevii: A = u(A NH,).

Pak P(a)- P(u (anm, )] = 2 PanH)= 2 P@H, PA/H,)
i€ i€l iel &
ad b) P(H, /A)= P%([SA): P(Hk}))l(’:;/Hk)

Ilustrace vzorce pro uplnou pravdépodobnost
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Priklad

1) Bez vraceni tahame z urny s a Cernymi a b bilymi koulemi. Jakd je
pravdépodobnost, Ze ve druhém tahu vytahneme Cernou kouli, jestlize v prvnim
tahu jsme vytahli kouli bilou?

ReSeni: b a

_a+b.a+b—1_ d
P(A|H) = b .a+b—1_a+b_1

a+b a+b-1

2) V dostihu zvitézi kin A (B) s pravdépodobnosti 0,5 (0,3). Kin A ztratil na startu
prilis a je jisté, Ze nezvitézi. Jaka je nyni pravdépodobnost, Ze zvitézi B?

ReSeni:

P(ANH) __P(4) _03_

PAD =0 “1opan) 05
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Priklad

V prvni urné je 6 bilych a 2 ¢erné koule, ve druh¢ jsou 4 bilé a 2 Cerné koule.
Nahodné zvolime urnu a vytdhneme jednu kouli. Jaka je pravdépodobnost, Ze
bude bila?

Reseni:
Pravdépodobnost tahu z prvni (resp. druhé) urny, je 1/2. Oznacime-li B =[tah
bil¢ koule], U, = [tah z urny 1], je podle véty o celkove pravdépodobnosti

P(B)=P(B|U,)-P(U,)+ P(B|U,)- P(U,) :M%%+

1176708
4+2 2 24
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Priklad

Automat X vyrobi za sménu dvakrat vice vyrobku nez automat Y. Pravdépodobnost
vzniku zmetku je u automatu X 0,02, u Y 0,05. Po skonceni smény se vyrobky
ukladaji do jedné bedny. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyrobek ndhodné vybrany z
této bedny neni zmetek?

ReSeni:

Podle véty o celkove pravdépodobnosti (pomér vyrobki v bedné je 2 : 1 ve
prospéch automatu X, tj. 2/3 vyrobki pochazi od X a 1/3 od Y)

P(A4) = %0,98 +%-0,95 _ 2!

= 0,97
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Priklad

Mezi 20 stielci jsou 4 vyborni, 10 dobrych a 6 primérnych s pravdépodobnostmi
zasahu 0,9, 0,7 a 0,5. Jakd je pravdépodobnost, Ze dva nahodné vybrani stielci oba
zasahnou cil?

ResSeni:

Podle toho, ktera dvojice bude vybrana

4.3 4-10 10-9
P(A4)=(0,9-0,9)-——+(0.,9 +(0,5-0,5)- = = 0,46
(4)=( ) 5019 T (02-0.7)- o =g+ +(0,5:0,9)- =
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Véta o uplné pravdépodobnosti,
Bayesuv vzorec

Thomas Bayes (1702 — 1761): Presbytariansky duchovni

Poznamka (Navod na pouziti vzorce pro vypocet tplné pravdépodobnosti a Bayesova vzorce)
Nejprve podle textu ulohy stanovime Uplny systém hypotéz, tj,. jevy, které se navzajem vylucuji a pfitom
vycerpavaji v§echny mozZnosti.
V ulohach vedoucich na vzorec pro vypocet uplné pravdépodobnosti se zajimame o pravdépodobnost jevu,
ktery s hypotézami nesouvisi, zatimco v ulohach vedoucich na Bayestv vzorec nas zajima pravdépodobnost
nckteré hypotézy za podminky, Ze nastal jev, ktery s hypotézami nesouvisi.
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Priklad

Priklad: Test obsahuje 100 otazek. ZkouSeny si nejprve vylosuje otazku a pak si jeho postup
zjednodusené predstavime takto: zna.li spravnou odpovéd’, zatrhne ji. Nezna-li spradvnou odpovéd’, zvoli se
stejnou pravdépodobnosti kteroukoliv ze ¢tyf moznych odpovédi. Piedpokladejme, Ze ve skute¢nosti zna
zkouSeny prave k spravnych odpovédi.

a) S jakou pravdépodobnosti spravné odpovi?

b) S jakou pravdépodobnosti je pii spravné odpovedi pravdivé tvrzeni, ze zkouSeny ve skute¢nosti jenom
hadal?

Reseni: H; ... zkou$eny zna spravnou odpovéd’, H, ... zkouseny nezné spravnou odpovéd’, A ... zkouseny
spravné odpovi

k 100 -k 1
P(H,)=——/P(H,,)= P(A/H,)=1LP(A/H,)=—
( 1) 100’ ( 21) 100 > ( / 1) > ( 2) 4
k . 100-k 1 3k+100
ad a) P(A)_P(Hl)P(A/H1)+P(Hz)P(A/Hz)_100-1+ 00 3" 200
100-k 1
P(H,)P(A/H,) 100 4 100-k
ad b) P(H,/A)=—"2 2] =
) P, A) P(A) 3k+100 3k +100
400
k 0 10 50 90

P(A) |0,25/0,325[0,625]0,925
P(H/A) |1 ]0,692[0,2 [0,027
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P(A

Priklad

1,1

r(a) =

Zavislost P(A) na k

400

3k +100

1,0t
0,9¢t
0,8¢
0,7t
0,6
0,5¢
0,4+
03¢
0,2

.20

20

40

60

80

100

120

H/A)

N—

1,2

100 —k
3k +100

P(H,/A) =

Zavislost P(H/A) na k

1,0t
0,8t
0,6}
0,4t
0,2}
0,0t

-0,2

120
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Priklad

Priklad: K osevu byly vybrany dvé odridy psSenice, a to 20% prvni odridy a 80% druhé odrudy.
Pravdépodobnost, Zze ze zrna vyroste klas, je pro prvni odridu 0,95 a pro druhou odradu 0,98. Jaka je
pravdépodobnost, ze
a) z nahodng vybraného zrna vyroste klas?

b) ndhodné vybrané zrno, z né¢hoz vyrostl klas, pochazelo z prvni odridy pSenice?

¢) nahodné vybrané zrno, z néhoz vyrostl klas, pochazelo z druhé odrtidy pSenice?
d) nahodné vybrané zrno, z néhoz nevyrostl klas, pochazelo z prvni odrady pSenice?
e) nahodné vybrané zrno, z néhoz nevyrostl klas, pochazelo z druh¢é odriady pSenice?
ReSeni:

Jev A ... znahodn¢ vybraného zrna vyroste klas

Jev H, ... zrno pochazi z prvni odridy pSenice

Jev H, ... zrno pochazi z druhé odriidy pSenice

P(H,)=0,2, P(A[H,)= 0,95, P(H, )= 0,38, P(A|H, )= 0,98

ad a) P(A)=P(H,)P(A/H,)+P(H,)P(A/H,)=02-0,95+0,8-0,98 = 0,19+ 0,784 = 0,974

ad b) P(H,/A)= P(H, JP(A/H,) _ 02-0.95 0,1951

P(A) 0,974
ad c) P(H,/A)= P(H%P(ES/HJ = 0’3 '9(;’28 = 0,8049
ad d) p(H,/A)= P(H, (A /H,)_02:005 _ 001 _ 0,3846
p(A) 1-0,974 0,026
ad e) pli, /)= P(H,)P(A/H,)_08-002 _ 0016 _ 06154 174

plA)  1-0974 0,026



Priklad

1) Jeden ze 3 sttelct s pravdépodobnostmi zasahu 0,3, 0,5, 0,8 vystielil a zasahl. Jaka
je pravdépodobnost, Ze sttilel druhy stfelec?

1
Reseni: PA 0,5'3 5 03125
(4)= 1 1 1 16

03-—+0,5-—+0,8-—
3 3 3

2) Mezi 20 stielci je 5 vybornych, 9 dobrych a 6 primérnych s pravdépodobnostmi
zasahu 0,9, 0,8 a 0,7. Nahodné vybrany stfelec ze 2 ran trefil jednou. Jaka je
pravdépodobnost, Ze Slo o vyborného (dobrého, primérného) stielce?

Reseni: 2.0,9- (),1.5
P(byl to vyborny ) = - 290 —=0,143

2-:09-01-—++2-0,8-0,2-—+2-0,7-0,3- —
20 20 20

P(byl to dobry) = 0,457

P(byl to primérny ) = 0,4 175



Priklad

Vime-li, Ze pravdépodobnost odhaleni AIDS pfi testu je 0,999, ze pravdépodobnost
spravného otestovani zdravého jedince je 0,99 a Ze AIDS se vyskytuje u 0,006 lidi,
jaka je pravdépodobnost, ze ¢lovek, u kterého byl test pozitivni, AIDS skutecné ma?

ReSeni:

OznacCime-li A = [ma AIDS], T = [test fika AIDS], zname P(T |A) = 0, 999,
P(T | 4)=0,99, P(A) =0, 006. Bayesova véta nam da

P(A|T) = PT|APA)

P(T | A)P(A)+ P(T | A)P(A)
- 0,999 - 0,006 -
0,999 0,006 + (1-0,99)-(1—0,006)

b
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Geometricka pravdépodobnost

Motivace: V nékterych situacich je vhodné zvolit za zékladni prostor nikoliv obecnou mnozinu Q, ale
n-rozmérny prostor R" a za mozné vysledky realné vektory (x,....,x,). Za jevové pole viak nevezmeme
systém vSech podmnozin prostoru R" (ten totiz obsahuje i tzv. neméfitelné mnoziny), ale méné& podrobné
borelovské pole B".

Emile Borel (1871 — 1956) — francouzsky matematik a politik. Zabyval se teorii miry, teorii pravdépodobnosti
A teorii her. Byl poslancem francouzského parlamentu a ministrem namotnictva.

Na borelovském poli pak specidlnim zptisobem zavedeme geometrickou pravdépodobnost a dostaneme

pravdépodobnostni prostor (R", 87, Q). 177



Borelovskeé pole,
Borelovské mnoziny

Definice
Necht n je prirozené ¢islo. Mnozinu R" = (—oc,00) X ... X (—00,00) =
(—o0,00)™ nazyvame n-rozmérnym prostorem. Minimalni jevové pole na R”
obsahujici tfidu vSech polouzavrenych intervala typu (—oc,xr) X ... x (=00, x,)
pro (ry,...xr,) € R" nazyvame n-rozmérnym borelovskym polem B" a
prvky tohoto pole nazyvame (n-rozmérnymi) borelovskymi mnoZinami.
Dvojice (R™, B™) je tedy méritelny prostor.
(Neni podstatné, Ze borelovské pole je generovano pravé intervaly typu (-eo,x,)x...x(~w,x,). Mohlo by byt

generovano 1 jinymi typy intervalii.)
Véta: Borelovskeé pole je jevove pole, tzn., Ze spliiuje axiomy J2, J6, J8.

Véta: Mezi borelovské mnoziny néleZi zejména prazdna mnoZzina, cely zakladni prostor, vSechny
jednobodové, konecné a spocetné mnoziny, intervaly vSech typi, vSechny uzaviené a oteviené oblasti a
vSechna konecna a spocetna sjednoceni a priniky téchto mnoZin. Rovnéz kartézsky soucin borelovskych

mnozin je borelovska mnozina, ovS§em vyssi dimenze.
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Borelovsky méritelna zobrazeni,
Borelovskeé funkce

Definice

Necht (2, A). (R™, B") jsou méritelné prostory. Zobrazeni X : (1 — R"™ se
nazyva borelovsky méritelné (vzhledem k A), praveé kdyz tplny vzor kazdé
n-rozmeérné borelovské mnoziny je ]m tj.

VB e B": X'""(B) ={we % X(w) € B} € A

Ve specialnim pripadé, kdy 2 = R’” aA=B"X=g=(g1,---,9n), tj.

VB e B" :g"'(B) =

{(er,..,x) € R (i (xy, o csx)y ooy gnl@y, ..y r,)) € B} € B™, hovo-
iime o borelovské funkei.

Véta: Mezi borelovské funkce nalezi zejména vSechny spojité a po ¢astech spojité funkce. Rovnéz
limita vSude konvergentni posloupnosti borelovskych funkci je borelovska funkce.

Definice:
Necht (R"™,B") je méritelny prostor a G € B" je borelovskd mnozina. Ob-
jemem borelovské mnoziny G rozumime ¢islo

mes(G) = [ ... [dx,...dr,, pokud Riemanniv integral vpravo existuje. 179



Geometricka pravdépodobnost

Definice:

Necht objem mes(G) borelovské mnoziny G je nenulovy a konecny. Geo-
metrickou pravdépodobnosti soustredénou na mnoziné G rozumime funkci

Q : B" — R danou v;

oreenn

VB eB" BCG:

Q(B

) =

mes(B)

mes({y)

. pokud mes(B) existuje.

Véta: Geometrickd pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické definice, tj. spliiuje

axiomy P2, P10, P15. Trojice (R", 8", Q) je tedy pravdépodobnostni prostor.
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Priklad

- Priklad: Na usecce AB délky d jsou nahodné zvoleny body X a Y, pficemz vzdalenost bodu X od
bodu A je mensi nez vzdalenost bodu Y od bodu A. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tiseCky AX je vétsi

nez délka usecky XY?

Reseni:
G ZI(X,y)E R*0<x<d,0< yﬁd,xﬁy} B=1{kx,y)eG;x>y—x}
X
—
I I
I I I
A A X Y B
y

B 42 ~ d? d mes(B)
meS(G)—j’meS(B)___ B ’Q( )= mes(G) 2

De¢lka useCky AX je vétsi nez délka tseCky XY s pravdépodobnosti 0,5.
181
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Priklad

Divka a chlapec si smluvili schiizku mezi 12:00 a 13:00. Pfijdou nahodné v tomto
rozmezi a Cekaji na sebe 20 minut, nejdéle vSak do 13:00. Jaka je pravdépodobnost,

ze se setkaji?

Reseni:
13:00 G
12:20
12:00] 12 13:00

mes(G) =1

mes(B) =

W o5)-

O | L

5
9
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Priklad

10

0.3

06

04

02

Volime nahodné¢ dvé ¢isla z intervalu (0,1). Jaka je pravdépodobnost, ze jejich soucet
je mensi neZ jedna a soucasné jejich souc¢in mensi nez 0,097

ReSeni
-y 0,09
X
x> —x+0,09=0
x,=0,1,x,=0,9

0,9
O(B) = 1 j (1 —x— 0’O9jdx =0,29775
2 o X
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Priklad

Buffonova loha. V roviné jsou rozmistény rovnobézky ve vzdalenosti d > 0. Na
rovinu hodime ndhodné jehlu deélky 0 <1 < d. Jaka je pravdépodobnost, ze jehla
protne nékterou rovnobézku?

Reseni

Ptredpokladejme, Ze nahodné znamena, Ze kazda poloha (sttedu) a kazda orientace jehly je

stejn¢ pravdépodobnd a ze tyto dvé nahodile proménné jsou na sobé nezavislé. Necht' x je

vzdalenost stfedu jehly od nejbliz§i rovnob&zky a ¢ je thel, ktery jehla svira s rovnob&zkami.

/ ‘
h :

X ) (LT 0
[sing S S o

<

0 FT

mes(A) _[0 Ismedg 21

{
A={(p,z) e Q:x <lsiny A) =
Hpr vt QD= O d d
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i Software

MRDCL
NCSS

OpenEpi

Origin

Ox programming

language
OxMetrics
Origin
Partek

AcaStat GAUSS
ADaMSoft GAUSS
Analyse-it GenStat
ASReml| Golden Helix
Auguri gretl

BioStat JMP
BrightStat  MacAnova
Dataplot Mathematica
EasyReg Matlab

Epi Info MedCalc
EViews modelQED
Excel Minitab

Primer
PSPP
R

R Commander[4]

RATS StatsDirect
RKWard[4] Statistix
SalStat SYSTAT
The
SAS Unscrambler
SOCR UNISTAT
Stata VisualStat
Statgraphics Winpepi
STATISTICA WinSPC
Statlt XLStat
StatPlus XploRe
SPlus
SPSS

186



Data miningovy software

Cca 20 az 30 dodavatelu
Hlavni hraci na trhu:

Clementine, } IBM SPSS Modeler
IBM’s Intelligent Miner, (PASW Modeler)
SGI’s MineSet,

SAS’s Enterprise Miner.

Rada vestavénych produkti:
fraud detection:
electronic commerce applications,
health care,

customer relationship management
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* Software - SAS

WWW.S4S.com

Fie Edt View Toos Run Sokkions Window e

Ubrares

.
L

Fll Shartcuts

Tento potkat

@ Eploer

BRI

He xX0&

Results Viewer - SAS Output

Okresy Stiednich Cech

W Produkt A
Produkt B
W Ostatni produkty.

e
/* sednoquchy prikiad */
Jenarrersunsnasnannenns)

/* dopoctent hustoty asidlent */

data czobec:
set czdats.czobec:
hustotasobyvatel/ (plochati) ;

/* nastaveni grafickych parametru a volani procedury GHAP */

goptions reset=all colors=(grayed grayed graydd grayed graybQ grayad graysd grayed
Gregn0 grayes grayso greyi0 creyoD graysd grapis) ericieerasiarr crexeopiecks

“proc gmap datarczobes map-czdata.czobec_map:
14 1dobecy
choro obyvatel:

B output - (Untited) | ElLog- (Untited) || mapy.sas 4 GRAPH1_ WORK.GS... | [ Results Viewer - Sa.

nt, colt
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o Inpou Data
Graph

B e Plt
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[5 Bubbi Plot

B ConaunPt

M Create Map Feature Table

€ Dot Chat

I Line Plot
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Time Series
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I Canonical Conelaton
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Task Status Quewe Server
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i SAS

Spolecnost SAS Institute
Vznik 1976 v univerzitnim prostredi

Dnes: nejvetsi soukroma softwarova spolecnost na
sveté (vice nez 11.000 zaméstnanci)

pres 45.000 instalaci
cca 9 miliond uzivatell ve 118 zemich

v USA okolo 1.000 akademickych zakaznik{ (SAS
pouziva vétsina vyssich a vysokych skol a
vyzkumnych pracovist)
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SAS

Studentske soutéze o hodnotné ceny

~ ™ o a4 = Lokalni (CR)soutéZ o
. o | nejlepsi studentskou praci

= SAS Student Ambassador
- celosvétova soutéz o
nejlepsi prace s vyuzitim
SAS

= Moznost ucéasti a

o prezentace na SAS
ki e e i s konferenci v Seattlu

s o et 190
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‘L SAS

Podpora studentu

Moznost rozsireni licence na
domaci instalace pro studenty

SAS Fellowship Program —
software zdarma pro diplomku
ci dizertaci

Zadavani a vedeni
diplomovych praci

Sdileni informaci, zkusenosti
¢i prikladu v uzivatelskych
skupinach

= |nteraktivnhi moduly nebo
programovaci prostredi

Statisticka analyza
Matice

Casové frady
Operacni vyzkum
Kontrola kvality
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i SAS

Statisticka analyza:
Popisna statistika
Analyza kontingencnich (frekvencnich) tabulek
Regresni, korelacni, kovarian¢ni analyza

Logisticka regrese e ——
Analyza rozptylu e e
Testovani hypotéz | =
Diskriminacni analyza = ==
Shlukova analyza —|
Analyza pteziti =
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i SAS

Analyza Casovych tad:
Regresni modely
Modely se sezonnimi faktory
Autoregresni modely
ARIMA
Metody exponencialniho vyrovnani




i SAS

vice o0 SASu: http://www.sas.com/offices/europe/czech/

(netplny) seznam komercnich spoleCnosti vyuzivajici SAS:
http://www.sas.com/offices/europe/czech/reference/list.html

o akademickém programu:
http:// www.sas.com/offices/europe/czech/academic/index.html

o konferenci SAS forum:
http://www.sas.com/reg/offer/cz/2010 sas_forum 2010
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* Software -SPSS
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e Edt

S1818| 8] ol k| &l Tl D5 ol
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SPSS

IBM SPSS/ PASW Modeler 13 (dfive Clementine)

http://www.spss.cz/ibmspss_modeler.htm

# fraud* - PASW® Modeler 13
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‘L SPSS

vice o IBM SPSS Modeler 13 (dfive Clementine):
http://www.spss.cz/ibmspss_modeler.htm

(neuplny) seznam zakazniku:
http://www.spss.cz/zakaznici.htm

akademicky program:
http://www.spss.com/academic/
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& Software -Statistica

fwstatsoft Statistica: www.statistica.cz
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‘L Statistica
vice o Statistica Data Miner: http://www.statistica.cz/produkty/5-

dataminingove-nastroje/21-statistica-data-miner/detail/

(neuplny) seznam zakaznik: http://www.statsoft.com/customers/

akademicky program: http://www.statsoft.com/academic/

Petra Beranova — stru¢ny manual k ovladani programu STATISTICA:
http://www.statsoft.cz/download/soubory/STATISTICA manual.pdf

PO,
s88E*
bEH

e
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http://www.statistica.cz/produkty/5
http://www.statsoft.com/customers/
http://www.statsoft.com/academic/
http://www.statsoft.cz/download/soubory/STATISTICA_manual.pdf

* Software

MS Excel: http://office.microsoft.com/en-us/excel/default.aspx

pruEs=ETemgaEE oA
T O O < B |

2| e

Excel 2007

- F T RO RO

38%

Vékova struktura podnikajicich cizinct

4% 1%1%1% 7%

O -19 @ 20-24 O 25-39 O 40-54 m 55-59 O 60-64 M@ 65+

48%

—

See what's new

http://office.microsoft.com/en-us/excel/HA100738731033.aspx

|
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i Software

MS

Excel:

PoCet z id
score k ,00 1,00]|Celkovy soucet
, 72 9,42% 23,22% 13,06%
, 73 5,43% 11,15% 6,94%
, 73 9,98% 11,15% 10,29%
, 73] 19,51% 20,74% 19,84%
, 741 10,31% 9,29% 10,04%
, 741 11,31% 6,50% 10,04%
,74] 11,09% 7,12% 10,04%
, 741 10,75% 7,43% 9,88%
, 741 12,20% 3,41% 9,88%
Celkovy soucet|100,00% 100,00% 100,00%
score
25,00% 80,00%
+ 60,00%
20,00% - /
+ 40,00%
15,00% - t 20,00%
10,00% + + 0,00%
t -20,00%
5,00% -
t -40,00%
0,00% - + -60,00%
0,72130,72760,73220,73410,73520,73560,73670,73980,7423
= good mmmm bad ] all === BR em——\\/OE

good bad all BR WOE
0,721263 9,42%  23,22% 13,06%  46,88% -0,392
0,727551 5,43%  11,15% 6,94%  42,35% -0,312
0,732201 9,98% 11,15% 10,29% 28,57% -0,048
0,734083 19,51% 20,74% 19,84% 27,57% -0,027
0,735168  10,31% 9,29% 10,04%  24,39% 0,045
0,735632 11,31% 6,50% 10,04% 17,07% 0,240
0,736706  11,09% 7,12% 10,04% 18,70% 0,192
0,739753  10,75% 7,43% 9,88% 19,83% 0,161
0,742267 12,20% 3,41% 9,88% 9,09% 0,554
Lorenzova kfivka
Lift
1
0,9 1 2,0
0,8 N\\
0,7 - 1,5
0s ] \M
0,5 -
04 | 1,0
0,3 -
0,2 1 0,5
0,1 1
0 ‘ ‘ ‘ 0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 04 0,6 0.8 1 0,72 0,73 0,73 0,73 0,74 0,74 0,74 0,74 0,74
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* Software

Matlab 4\ : www.mathworks.com,
www.humusoft.cz
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Software

Matlab4\:

J MATLAB 7.
Fle Edt Text Debug Faralel

[)

Go Cell Toolks Desktop Window  Help

—iBix|

CI 9 o @ 21| @ |[overdalseninesiz008prpravlPrezentaceivatisb

© shorteuts 2] Howto Add 2] What's Hew

[ variable Editor - 2 woa x|

http://www.humusoft.cz/produkty/matlab/matlab

workspace = 00 2 X Command History |

= B B B | [ - stec[Eese <

CIER:N R "0 = x
FH z <41x41 double>
Y 2 3 L %% Graf funkce Z-X'2+¥°2 L
L 2 1.9025 1.8100 2 % skript vypocita hodnoty funkee 2
z 1.9025 1.8050) 1.7125 o % =& vykresli grafy
3 1.8100) 17125 1.6200; a
+ 1.7225) 1.6260) 1.5326 5| | 1:0.05:1;
s 16400 15425 1.4500 6 [, ¥] =meshgrid —|
3 15625 14650 13725 7= IR.ZAV.2:  [pesmgridmy)
7 1.4900 13925 1.3000 8-  SULL(X,Y,Z)7 |meshgrid(x)
8 1.4225 1.3260) 1.2325 1= colorbar: meshgrid(x,y,z}
s 13600 12625 11700 10 -  hold on; More Help
1o 13025 1.2090 1.1125 Bl coTtewriYeEl:
11 1 25 11575 1.0RNN
LT Bl rigures O a x|

>Eoe &0

Smallest elements in array

C = minia) returns the smallest elements along
different dimensians of an amay.

It 15 @ vector, min (A] retums the smallest elementin
A

I is @ matrix, min|&) treats the columns o & as
westors, retuming a row vector containing the minimum
elementram each column

If&is a multidimensienal array, nin operates along the
firstnonsingleton dimension.

&5 Data Analysis
Basic Operations

[Pame = [value: [rin mex |
x <d41xd1 double> -1 1
Y <4141 double> -1 1
z <d1x41 double> O 2
x <l double> -1 1
Current Directory woa x|
() <« Priprava » Prezentace » Matlab + @ % 43~
[ | ame Date Modfied |
£ Graf iy 20.10.08 9:37 % Figure | x‘ Figure 2 x‘
) Obrazek jpy 20.10.08 9:55
) Skript.m 201008 9:37 Command Window
FH Data.mat 20.10.08 10:35 >3 ¥=-1:0.05:1;
8] Madel.mdl 20.10.08 9:36 >> [¥, T]=meshgrid (x,x) ;
Fr Z=K."24Y.723
Jx >>
[
min More Help... ) Mathematics

(& Descriptive Statistics

fx coneoef
frcov

S max

f mean
J median
J min

¢ mode
Fxostd

Correlation coefiicients

Covariance matrix
Largest slements in array

o

Average or mean value o
Median value of array
Srmallest elements in array
Most frequent values in
Standard deviation |

All products

Reporting and
ocumentation

< \ Deployment
)
-
-
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i Software - MU

https://inet.muni.cz/app/soft/licence

Nabidka softwaru

Aplikace je uréend pro registraci softwaru a nasledné ziskani pfistupu k instalagnim kligim a dalgim informacim (popf. pfistup k samotnému softwaru). Ffihldéeny ufivatel si
\) mii#e nechat zobrazit dostupny software podle zvolené kategorie a aktudlnosti. Po zvoleni uréité kategorie se zobrazi tabulka dostupného softwaru. Po kliknuti na 'Popis' je v
nékterych pfipadech nutné pfi prvni ndvétévé odsouhlasit licenéni ujednani a nasledné zadat poet licenci (po&et po&itadld, na kterych bude software provozovan). Po potvrzeni
jiZ budou nabidnuty vegkeré dostupné informace ke konkrétnimu softwaru. Zde je mozné | nadale ménit podet licenci. Pokud je dostupny soubor = uréitou instalaéni verzi, tak pro
jeho staZeni na disk stadi jen kliknout odkaz "Stahnout" a pokradovat dle instrulcci internetowého prohlizede.

Software

Wybér kategorie softwaru: |Aplikace hd

[“lpouze aktudini software (platny)

[“lpouze volné licence

Nazev softwaru Lokalizace Popis Platnost od Platnost do
= SPSS CR, spol. s r.o.

Clementine 13 (PASW Modeler 13) EN - Anglicka verze Akademicka multilicence pro MU 2010 04.01.2010 31.01.2011
SPSS 18 (PASW Statistics 18) EN - Anglicka verze Akademicka multilicence pro MU 2009 09.12.2009 01.02.2011
¥ StatSoft

Statistica 9.0 CZ - Ceskd verze JednouZivatelska verze 09.12.2009 31.12.2010
Statistica 9.0 EN - Anglickd verze JednouZivatelska verze 30.09.2009 31.12.2010
Statistica 9.1 EN - Anglicka verze JednouZivatelska verze 10.03.2010 31.12.2010

Kontaktni e-mail soft-inet@ics.muni.cz
Informace o serveru inet.muni.cz

Matlab 2009a: UVT MU
http://www.muni.cz/ics/services/software
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i GIGO

Garbage in, Garbage out (smeti dovnitr,
smeti ven)

sebelepsi model/proces/software nevyrobi ze
smeti nic jiného nez opét smeti.
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Vizualizace — zdroje

Na prvnim mist€ se obvykle cituji knihy prof. Tufteho, napt. Tufte
E.R. (1983) The Visual Display of Quantitative Information, Graphic
Press, Chesire, Conn.

Weby o vizualizaci, napt.
http://www.math.yorku.ca/SCS/Gallery/noframes.html - galerie s
poucnym vykladem a priklady 1 nezdafenych ¢i 1Zzivych grafu
http://www.agocg.ac.uk/ - John Lansdown (1992) Aspects of

Design in Computer Graphics: Some Notes —
http://www.agocg.ac.uk/train/hitch/hitch.htm

Jin€ weby, napft. stranky ruznych vizualizacnich programu a
organizaci

http://www.cybergeography.org/atlas/atlas.html nebo
http://miner3d.com/products/gallery.html 207
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* Vizualizace — historie

William Playfair, 1786: prvni publikovana prezentacni grafika

o —
-
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i Vizualizace — historie

Dr. John Snow, 1845: epidemie cholery v Londyné
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* Vizualizace — historie

Florence Nightingale, 1858: dlivody Umrti v priibéhu
Krymské valky (1853-1856)

THECAUSES or MORTALITY
N THE ARMY N THE EAST.

‘ WEH NS

.' FREVENTIRLE INSEARE

‘ OTHER CAURES
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Vizualizace — historie

Harry Beck, 1931: schéma Londynského metra
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Vizualizace —
investigativni analyza

H http://www.i2inc.com/

» Counterterrorism

» Narcotics
investigations

» Organized crime

» Intelligence analysis
» Fraud

» Missing persons

» Major investigations
» Counterfeiting

» Immigration control
» Major event security
» Money laundering

» Gang investigations

» Criminal prosecutions

» National security

» Military intelligence

» Embassy security

» Postal inspection and
fraud

» Prison investigations

» Park and wildlife services
» Antitrust investigations

» Tax fraud investigations
» Customs investigations

» Forensic accounting

» Money laundering

» Insider trading violations

» Corporate security

» Anti-pirating investigations
» Entertainment copyright
violations

» Competitive intelligence

» Civil lawsuits

» Fraud:
» Credit card

» Insurance

» Retail

» Health care
» Commercial
» Telephone
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Vizualizace —
investigativni analyza
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Vizualizace —
investigativni analyza

Prani Spinavych
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Vizualizace — portfolio management
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10 management

Vizualizace — portfol
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Vizualizace — portfolio management

Test stability scoringové funkce
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i Vizualizace — portfolio management

Vizualizace kreditnich rizikovych nakladd (KRN)
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Vizualizace — portfolio management

Histogram, Distribucni funkce
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Vizualizace — portfolio management

Bodove grafy

KRN contours
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i Vizualizace — portfolio management

L orenzova krivka
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Vizualizace - dendrogram

Credit ranking (1=default)

Node 0
Category % n
H Bad 52,01 168]
B Good 47,99 155

Total  (100,00) 323

| =
Paid Weekly/Monthly

Adj. P-value=0,0000, Chi-square=179,6665, df=1

Weekly pay

Category % n

Node 1

E Bad 86,67 _143]|
0O Good 13,33 22
Total (51,08) 165
I =

Social Class

Adj. P-value=0,0004, Chi-square=20,3674, df=2

Monthly salary

Category

Node 2

% n

E Bad

15,82 25||

O Good

84,18 133

Total

(48,92) 158

[_

Age Categorical
Adj. P-value=0,0000, Chi-square=58,7255, df=1

Management;Professional Clerical;Skilled Manual Unskilled Young (< 25) Middle (25-35);0Id ( > 35)
Node 3 Node 4 Node 5 Node 6 Node 7
Category % n Category % n Category % n Category % n Category % n
@ Bad 71,1132 @ Bad 97.56__80|| @ Bad 81,58 31]| B Bad 4898 24| @ Bad 0,92 1
0O Good 28,89 13 0O Good 244 2 O Good 1842 7 0O Good 51,02 25 ﬁ Good 99,08 108||
Total (13,93) 45 Total (25,39) 82 Total (11,76) 38 Total (15,17) 49 Total (33,75) 109
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Vizualizace — ekonomie

Four Bad Bear Markets dshort.com

Dow in ; S&P 500 in 1973-74, 2000-02, 2007-09 2/10/2010
nominal price excluding dividends

Crash of 1929
1973 Oil Crisis

-10% 2000 Tech Crash
2007 Financial Crisis
-20%
-30%
-40%
-47.9%
-50% |
-49.1%
-60%
-56.8%
-70%
-80%
Dow Crash of 1929: 9/3/1929 -7/8/1932 (34.2 months) Currently
g0% | 1973 OilCrisis: 1/11/1973 - 10/3/1574 (20.7 months) -31.8%
Tech Crash: 3/24/2000 - 10/9/2002 (30.5 months) Up 57.9% -89.9%
Financial Crisis: 10/9/2007 - ? {17 manthsif the low halds) from low
-100%

01 2 2 4 5 6 7 8 9% 10 11 12 13 14 15 16 17 18 15 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
<--- Months --->
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Vizualizace — ekonomie

S&P Composite Index: Regression to Trend

Real (inflation-adjusted) Price since 1871 with Regression
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This log-scale chartillustrates regression tothe trend across 139 years of
market history. The peak in 2000 was an unprecedented 162% above trend

— double the peak in 1925. The index had been abowve trend for 17 years.
The latest daily Close was 34% above trend.
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| Vizualizace — ekonomie

Percent Job Losses Relative to Peak Employment Month
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Vizualizace v biologii/chemii

3D zobrazeni proteinu

Molecular Electrostatic Potential Coloring of Salvent-Accessible Surfaces of Phage
Cro Repressor Protein 3CRO: Comparison of Three Visualization Packages

. bl ab Viewer MDL Chime =~
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& Meteo-vizualizace

Current Surface
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Kartogram

Obce s poctem 500 a vice obyvatel s vysokorychlostnim
pripojenim k internetu, podle okresti (%), k 31.12.2006
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i Kartogram

AladAant ol Koncentrace v pg/m?®
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24hodinovy primér : s - _mm 3 39: fnr:nSu
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.'f_ 3 Tikin

Zdroj: Casig hydromateorclogicky Gstav
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i Kartodiagram

ZASAHY JEDNOTEK PO PROTI HMYZU
v okresech Ceské republiky v letech 1997-2000
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Politics too complicated

Slovenia
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Geograficka data

Source: World Development Indicators, World Bank, 2001

Overall waste production in the regions of the Czech Republic

Total waste production in the period:
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i 7. Nahodné veli¢iny

Motivace: Vysledky ndhodného pokusu Ize popsat redlnymi Cisly (resp. redlnymi vektory) pomoci né¢jakého zobrazeni
X: Q>R ( X=(X,,....X,): Q> R"). Pokud bude toto zobrazeni spliiovat uréité podminky, nazveme ho nahodnou veli¢inou.

Ptiklady nahodnych veli¢in: pocet ¢lenii nahodné vybrané domdacnosti, pocet chyb, jichZ se dopusti néjake zatizeni za
urcitou dobu, doba do poruchy néjakého zatizeni, hmotnost ndhodn¢ vybraného vyrobku apod.

Vztah mezi znakem a ndhodnou veli¢inou
Pojem ,,znak®, ktery jsme zavedli v popisné statistice, je sice blizky pojmu ,,ndhodna veli€ina®, ale neni s nim totoZny. Znak
muZe byt povaZzovan za ndhodnou veliCinu, jestlize jeho hodnoty zjiStujeme na objektech, které byly vybrany ze zakladniho

souboru nahodné.

Definice:
Necht (£2,.4), (R™, B") jsou méfitedné prostory. Zobrazeni X : {1 — R" se
nazyva nahodna veli¢ina (vzhledem k A), pravé kdyz je borelovsky méritelné

(vzhledem k A). Pron = 1 hovorime o skalarni ndhodné veli¢ing, pron > 2
o nahodném vektoru. Pritom zobrazeni X, : 1’.."-' — I, ..., . "u n 1= R se
nazyvvajl slozky nahodného vektorn. Obraz Xi{w) = (XN(w), ..., Nolw)) se

nazyva ¢iselna realizace nahodné velidiny X Irrr-‘h]-rrm moinému vysledka w.
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Ilustrace nahodné veliCiny

Necht (€2, .A4), (R™, B™) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni X : ) +— R" se
nazyva borelovsky méritelné (vzhledem k A), pravé kdyz aplny vzor kazdé
n-rozmérné borelovské mnoziny je jev, tj.

VB € B" : X""(B) = {we Q; X(w) € B} € A

Zékladni prostor

-

{weRixw)sden (- x> X
o

Jev Borelovska mnozina

Jevove pole 234



Priklad

Priklad: Nahodny pokus spo¢iva v hodu kostkou. Zakladni prostor Q= 1{o,,...,0, }. UvaZime dvé jevova
pole,ato A pax= WACQfaA = 0,0{,0,0,}{, 0,0 Zjistéte, zda zobrazeni X:Q— R, které poloze
kostky ¢islem i nahoru pfifazuje ¢islo i, 1= 1, ..., 6, je ndhodna veli¢ina vzhledem k A ,x a vzhledem k A .
Reseni:

b h: = "\-.\ o
Y - N
| 5 i

TR .
b e, k. e
\

RV IR\ NI

Zobrazeni X:Q—R je ndhodna veliCina vzhledem k A .« , protoze uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je
jev vzhledem k A .« . Vzhledem k A vSak X neni ndhodna veli¢ina:

Uplny vzor mnoziny (— 0,4)je {0,0,,0,,0,}¢A.
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Priklad

Zavedeme zobrazeni Q — R | které poloze kostky lichym &islem nahoru pfifazuje 0 a sudym 1.

A= {(Z’g,{ml,0)3,0)5}<&02’(04,(06}}

I‘ . --J_» — 1 ‘ :
1L : ! 1 \ r
(] \k’l A ‘\I“ \:\’ L '\\ \
{ Y
=11l N
v U L I‘. LYY Yy \ "\\
- , ' \
T X WA \ \
¢ \/ \
\\\ j\‘ W \k, ‘ E\J - \1,
0 1

Toto zobrazeni je ndhodna veli¢ina vzhledem k A a nazyva se ukazatel parity.
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Nahodna veli¢ina

Oznaceni

a) Jestlize nehrozi nebezped nedorozuméni, zapisujeme nahodnou veli¢inu
I jeji ¢iselnou realizaci tymz symbolem X.

b) Mnozinu {w € 0 X(w) € B} #kriacend zapisujeme {X € B} a ¢teme: ni-
hodna velicina X se realizovala v borelovské mnoziné B. Ve specidlnim pfipadé,
kdy B = {x} resp. B = {—oc, x), piSeme { X = x} resp. {X < x}.

¢) Zapis pravdépodobnosti zkratime takto:

P({w € ;X (w) € B}) = P(X € B)

Piwe b X(w) e B} f{fwe :Y(w)eC}) = P(X e B/Y € ().
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Transformovana nahodna veli¢ina

IVéta:- 0 " 0 " 0 " -
Necht (12, .4), (R", B7), (R™, B™) jsou méfitelné prostory. Necht X : ) — R

j& nahodna velidina a g : B® — R™ je borelovska funkee. Pak slozené zobrazeni
Y : 1 = R™ dané vzorcem Yw € §1: Yi{w) = g(X(w)) je ndhodna veli¢ina. Na
zvva se transformovana nahodna veliéina, pro m = 1 skalarni, prom > 2
vektorovi.

Dukaz:

Aby zobrazeni Y: Q — R™ bylo nahodnou veli¢inou vzhledem k A , musi platit:
vBe B™: Y™(B) ={0eQY(©)eB}je A . Necht tedy B eB™. Protoze g je borelovska funkce, je g™ (B) €B".
Protoze X je nahodna veli¢ina, je X (g (B)) € A . Ovsem X (g™ (B)) = Y (B).
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Transformovana nahodna veli¢ina

Poznamka: (Ptiklady transformovanych nahodnych veli¢in) Necht' X = (X, ..., X,,) je ndhodny vektor.
a) Necht' {1, ..., j} = {1, ...,n} — {k, ..., I}. Nahodny vektor (X, ..., Xj) se nazyva vybrany marginalni
vektor, (Xy, ..., X)) se nazyva zbyly marginalni vektor. Pivodni ndhodny vektor (X, ..., X;) se v této
souvislosti nazyva zbyly marginalni vektor.

.....

Definice: Posloupnost {X, J., spo¢etné mnoha nahodnych veli¢in definovanych na témz méfitelném

prostoru (Q2, A ) se nazyva ndhodna posloupnost.
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Distribucni funkce nahodné veliCiny

Motivace: Pti pozorovani realizaci nahodné veliCiny si pov§imneme, ze nékteré jeji hodnoty se
vyskytuji s vétsi pravdépodobnosti, jiné s mensi. Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny X budeme
popisovat pomoci distribu¢ni funkce, kterd udava pravdépodobnost jevu, Ze ndhodna veli¢ina X se realizuje
hodnotou nejvyse x:

Vx eR:®(x)=P(X <x)

Je to zidealizovany protéjSek empirické distribu¢ni funkce zavedené v popisné statistice:

Vx €R :F(x)= ——N(X <x)

Lze oCekavat, ze s rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty empirické distribucni funkce
F(x) ustalovat kolem hodnot distribu¢ni funkce ®(x). Vlastnosti empiricke distribu¢ni funkce se prenaseji i
na distribu¢ni funkci.
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Distribucni funkce nahodné veliCiny

Definice:

a) Necht (€2, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, X : 0 +— R je skaldrni
nahodna veli¢cina. Funkce ® : R — R dana vzorcem:

Vee R:®(x)=P(X <ux)

se nazyva distribucéni funkece nahodné veliciny X.

b) Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (Xy,...,X,): Q@ — R"
je nahodny vektor. Funkce ® : R" +— R dana vzorcem:

V(ry,...,on) ER" :®(xy,...,¢,) =P(X) <oy AL ANX, <xp)

se nazyva distribuéni funkce nahodného vektoru X.
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Priklad

Priklad: Najdéte distribuéni funkci ndhodné velic¢iny X, ktera udava, jaké ¢islo padlo pii hodu kostkou a
nakreslete graf této distribu¢ni funkce.
ReSeni: )
Nahodna veli¢ina X miize nabyvat hodnot 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ciselnou osu tedy rozdélime na 7 intervali.
X e (-0, 1): ®(x) =P(X <x)=0,% e (1, 2): D(x) =P(X <x) = é

1 1 2 1 1 1 3
. — = e . —_ < et = - = =
Xe (2,3): Px)=P(X<x) 6+6 6,Xe<3,4)_q)(x) P(X <x) 6+6+6 :
- = =l 1 14 : =P(X =Ll 1.5
X e (4,5): O(x) =P(X<x) ctot ot 6,x€(5,6).CD(x) P(X <x) R A
1 1 1 1 1 1 6
: =PX<x)=_1 4+ +1+14+ 1+ =0=
X e (6,0): Px)=P(X<x) R 1

0.6 |

0.4t

0.2}
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Vlastnosti distribuc¢ni funkce NV

Véta Lt

Necht ®(x) je distribuéni funkce skalarni ndhodné veliciny X. Pak ®(x) ma
nasledujici vliastnosti:

a) ®(r) je neklesajici, tj. Vo, < ay 1 P(ay) < $(a).

b) ®(x) je zprava spojita, tj. pro libovolné, ale pevné dané xy € R je

lim ®(x) = P(xg).

T4

¢) ®(xr) je normovana, tj. lim ®(x) =1,

Tr—y 20

lim ®(x) =0.

d) Va,be Ra<b= Pla< X <b)=®(b) — P(a).
e) Pro libovolné, ale pevné dané xg € R : P(X = xg) = ®(x¢) — lim P(x).

T—+T—

Dukaz: Jenom ndznakem.
ad a) Plyne z monotonie pravdépodobnosti P9. LSS G R sl P(‘f‘l)

ad b) Plyne ze spojitosti pravdépodobnosti shora P17. PI17: 4, 04,2...c A = P[ﬂai] = limP(&,)
ad ¢) lim (x)= lim P(X <x)=P(@)=0, lim®(x)=limP(X <x)=P(Q)=1 . 7"

. . : P8 A; ¢ A; = P(Az - A)) = P(Ag) - P(AY)
ad d) Plyne ze subtraktivity pravdépodobnosti P8.

ad e) Plyne ze spojitosti pravdépodobnosti zdola P16. P16: 4, ca,c.c A = PLL_IJ‘&‘J B liﬂlp(‘ﬁ‘i)
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Priklad

Priklad: Nahodna veli¢ina X udava denni pocet obsazenych pokojl v ur€itém penzidnu. Zname jeji

distribu¢ni funkci, tj. pravdépodobnost, Ze bude obsazeno nejvyse x pokoji:

0 prox<7
0,02 pro7<x<8
q)(x): 0,05 pro8<x<9
0,12 pro9<x<10
1 prox =10

a) Urcete pravdépodobnost, Ze v nahodné zvoleny den bude obsazeno praveé 7, 8, 9, 10 pokojti.
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze bude obsazeno nejvyse 10 a neyjméné 8 pokoji?

Reseni:
ad a) Vyuzijeme vlastnost (e) z véty3t,
P(X=7)=d(7)- lim ®d(x)=0,02-0=0,02

P(X =8)=d(8)- lim ®(x) = 0,05-0,02 = 0,03
P(X =9)=®(9)- lim ®(x)=0,12-0,05 = 0,07
P(X =10)=®(10)- lim ®(x)=1-0,12=0,88

ad b) VyuZijeme vlastnost (d) z véty ¥¥.

P(8<X <10)=P(7<X<10)=®(10)-D(7)=1-0,02 =098
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Priklad

Je funkce CD(x) =sinx distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X v intervalu

a) <O,7r> ,
b) <o,%> ?

ReSeni: a) NE b) ANO

0z - 0z
064 06

0,44 0,44

02 02+
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Priklad

UrcCete

a) konstanty A, B tak, aby funkce ®(x) = A + Be " byla distribu¢ni funkci
nahodné veli¢iny pro xe(0,),

b) pravdépodobnost P(1< X <4),

x—0 x—0

Refeni: a) 0=1limA+Be * = A+ Blime ™ =A+B ‘ =
l=limA+Be " =A+1limBe ™ = A4 =-1

X—>00 X—>00

‘ D(x)=1-e"

b) Pl<X<4)=d@4)-Dd()= e -1

4
e

=0,3496
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Vlastnosti distribué¢ni funkce
nahodného vektoru

Véta g:gg:} }.'(:*cht' Pz, ..., x,) jedistribucni funkce ndhodného vektoru X. Pak ®{z,,....z,)
wa nasledujici vlastnosti:
a) ®(x.....x,) je neklesajici vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné.
b) ®(xy,...,z,) je zprava spojitd vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné.
¢) lim ®(xy,...,2,) =1
Irq— 00
Ty X
Vie{l,...,n}: lim &(z,....z,)=0
,.r.;.—? [
d) ¥Y(z1,...,2,) € R",V(h1,...,h,) € R} :
P'::-'EI < -rl {_i € + hl FAN ﬂﬁn. < -Y.r.l. E Iy + h.r.l.:l = (-IJI::,E| + jIr]rl-_- sl + h.r.l.:l
T T I T
Sz th, e the )+ Y Y Rt ok Ty + hy)
i=1 i=1 j=i+]
_|_{ 1);:.¢{;I!| _____ ,,'[:”J
e)Vie{l,....n}: lim ®(z.....z,) = Pi(x;).
Iy —0C
T q1—F0OC
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Vlastnosti distribué¢ni funkce
nahodného vektoru

Diikaz: Jenom naznakem.

ad a), ad b) Podobn¢ jako ve skalarnim ptipadé.

ad ¢)

lim CI)(Xl ..... xn): lim P(Xl <X ALAX S Xn):P(X1 eRA..AX, € R):P(Q):l

Vie{l ..... n}: lln} d)(xl ..... xn): 11n:1 P(Xlle/\.../\XiSxi/\.../\Xnan):P(Xlle/\...A@i/\.../\Xnan):P(Q)zo
ad d) Vlastnost vyjadtuje princip inkluze a exkluze.
ad ¢)

lim (I)(x1 ..... xn): lim P(X1 <X, AL AX an):P(X1 eRA..AX <x, A AKX eR):P(Q/\.../\Xi <X /\.../\Q):

Xj_ >® Xj_|>®
X4 % X%

X0 X0

:P(Xi SXi):(Di(Xi)
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Marginalni/simultanni
distribuc¢ni funkce

Funkce &;{x;) je distribuc¢ni funkee nahodné veliciny X. Nazyva se marginalni
distribuéni funkce a ®{x,.....x, ) se v t¢to souvislosti nazyva simultanni

distribuéni funkce. Analogicky lze zavést marginalni distribucéni funkee & pro-
ménnych, k € {2.3.....n — 1}.
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Vlastnosti distribué¢ni funkce
nahodného vektoru

Poznamka: (Ilustrace vlastnosti (d) z véty £33 pro n = 2)
Pro libovolné (x,,x,)eR? udava @(x,,x,) pravdépodobnost, ze nahodny vektor (X,,X,) se bude realizovat

v oblasti oo,x,)x(o0,x,):

ey
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Vlastnosti distribué¢ni funkce
nahodného vektoru

Pro libovolné h; > 0, h, > 0 nds zajima pravdépodobnost, Ze ndhodny vektor (X,,X,) se bude realizovat
v obdélniku (x,,x, +h1>>< (X,,X, +h2>:

P(x1 <X, <x+hAax,<X,<x, —|—h2)
=(I)(x1 +h,x, +h2)— CI)(x1 +h1,x2)—CD(x1,x2 +h2)‘+ CD(xl,xz)

nth [

"M}:"‘
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Priklad

Priklad: Nahodny vektor (X;, X,) ma distribu¢ni funkci ®(x, x,) = Lz(arctg X + g) (arctg x, + g).
T

Vypoctéte pravdépodobnost, Ze nahodny vektor (X, X,) se bude realizovat v jednotkovém ¢tverci (0,1)x(0,1).
Najdéte ob€ marginalni distribu¢ni funkce @;(x;), D, (x,).

ReSeni:
PO<X;<1A0<X,<1)=D(1,1) - D(1,0) - D(0,1) + ®(0,0) =

=S GG - G0+ D) - S0+ DG+ S0+ D0+ D)= .

D,(x;) = lim,__,, Lz (arctg x; + g)(arctg Xy + g) = l(arctg X; + g)
T T

Dy(x,) = lim,_, - (arctg x; + g) (arctg x, + g) = %(arctg Xy + g)

X|—>00 2
T
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Existence distribuc¢ni funkce

Véta: (existencni véta)
a) Skalarni pripad: Jestlize funkce ®(x) ma vlasinosti (a). (b). (¢) z véty
o vlastnostech distribuéni funkee skalarni nahodné veli¢iny, pak existuje prav-
dépodobnostni prostor (£2. A. P} a na ném definovana skalirni nihodna veli¢ina
X tak. ze ®(x) je jeji distribuéni funkee.

b) Vektorovy pripad: Jestlize funkce ®{x;.....x,) ma vlastnosti (a). (b).
(¢) z véty o vlastnostech distribu¢ni funkce nahodného vektoru, pak existuje
pravdépodobnostni prostor (£2. A, P) a na ném definovany nidhodny vektor X =
(Xy.....X,) tak, ze ®(x,.....x,) je jeho distribu¢ni funkce.
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i 8. Diskreétni a spojité NV

Motivace: Distribu¢ni funkce popisuje pravdépodobnostni chovani jakékoliv nahodné veli€iny. V praxi v§ak maji
vyznam dva specidlni typy ndhodnych veli€in, a to diskrétni a spojité nahodné veli¢iny.
Diskrétni nahodna velicina nabyva nejvySe spocetné mnoha izolovanych hodnot. Je to napt.
pocet zasahil do terce pfi stielbge,
pocet chyb, jichz se dopusti néjaké zatizeni za urcitou dobu,

pocet zakaznikl ve fronté apod.
Pravdépodobnostni chovani diskrétni nahodné veliCiny popisujeme pravdépodobnostni funket:

VXER:R(X):P(sz),

Je to zidealizovany protéjSek Cetnostni funkce zavedené v popisné statistice v souvislosti s bodovym rozlozenim cCetnosti:

VxeR:p(x):N(X—:X).

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty ¢etnostni funkce ustalovat kolem hodnot pravdépodobnostni

funkce.
Vlastnosti Cetnostni funkce se pfendseji 1 na pravdépodobnostni funkci, tedy pravdépodobnostni funkce

je nezaporna VX € R: TE(X) >0,

0

je normovana Z Tt(X) =1 )

X=—00

s distribucni funkci je spjata souctovym vztahem VxeR: CD(X) = Z 715('[) 554

t<x




Ilustrace vztahu mezi ¢etnostni funkci
a pravdépodobnostni funkci

Provedeme n hodl kostkou. Zajimame se o Cetnostni funkci poctu ok.

n = 60: -
0,20F
0,15} @ @ @ ®
P(x)o,m s )
0,05}
0,00
0

n = 600: ' ' ' ' ' '
0,20f
0,15} ® () ® ® @ ®
0,10}

P(X) gosl

0,00
0

n—o:

0,20 @ @ @ @ @ @

0,15¢

(x) 0,10
( ) 0,05¢
0,00

0
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Spojita nahodna veliCina - motivace

Spojita nahodna velicina nabyva vSech hodnot z néjakého intervalu. Je to napf.

vysledek né¢jakého fyzikalniho ¢i chemického méteni,

hektarovy vynos pSenice,

hmotnost sériové vyrabéného vyrobku apod.

Pravdépodobnostni chovani spojité nahodné veliCiny popisujeme hustotou pravdépodobnosti @(x), coZz je zidealizovany
protéjSek hustoty Cetnosti f(x) zavedené v popisné statistice v souvislosti s intervalovym rozloZenim €etnosti. S rostoucim
rozsahem vybérového souboru a klesajicimi Sitkami tfidicich intervalii se budou hodnoty hustoty Cetnosti ustalovat kolem
hodnot hustoty pravdépodobnosti.

Vlastnosti hustoty €etnosti se pienaseji 1 na hustotu pravdépodobnosti, tedy hustota pravdépodobnosti

je nezaporna VX € R: (p(X) >0,

je normovana j@(X)dx =1 ,

—00

s distribuéni funkeci je spjata integralnim vztahem VX € R: CD(X) - I(p(t)dt :
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Ilustrace vztahu mezi hustotou ¢etnosti
a hustotou pravdépodobnosti

Nahodné vybereme n sériové vyrabénych soucastek, zmétime jejich délku a budeme se zajimat o hustotu ¢etnosti odchylek
téchto méteni od deklarované délky soucastky.
n=40,r=4:

1) V/////////é\ %////4

X
n=400, r = 8:

.

7

J ()

.

i

1 —>» 00,7 —> 0

@(x)
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Diskrétni nahodna velicina

Definice:

Necht (€2, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina defino
vani na méfitelném prostoru (£2, A4), kterd ma distribué¢ni funkei @ (x). Rekneme,
ze ndhodna velicina X je diskrétni (vzhledem k P), pravé kdyz existuje redlna
funkce w(x), ktera je nulova v R s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyie spocetné

mnoha bodi, kde je kladna a plati pro ni: Yo € R : ®(x) = > «w(t). Tato funkce
i<z

se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné velic¢iny X
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Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

Véta: _
Necht 7{x) je pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veliciny X. Pak
plati:
a) Vo e R :w(xz) > 0 (vlastnost D1 - nezapornost)
" x " "
b) > w(x) =1 (vlastnost D2 - normovanost)
T=—00
c)WVee R:m(x) =P(X =)
d)WVBeB:P(Xe B) = > w(x).

el

Dukaz:
ad a) Vlastnost D1 je soucast definice.

ad b) Zﬂ(x) lim Zﬂ(x) hmq)(t) 1
ad c) P(X=x,)= <D(x )— hm d(x)= Zﬁ(t)— hm Zn(t)— hm Zn(t)= n(x,)

t<x, T tsx - x<t<x
ad d) Oznaéme G R tu nejvyse spoetnou mnozinu, na niz n(x ) nabyva kladnych hodnot. Pak pro libovolnou borelovskou
mnozinu B plati:

P(XeB)zP(XeBmG)+P6<eBmE)bP[Xe Umix j+0—xa§5(><—x) éﬂ(x
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Priklad

Piiklad: Nahodna veli¢ina X udava pocet licti pii hodu dvéma mincemi. UrCete jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni
funkci a nakreslete jejich grafy.

ReSeni:
Zékladni prostor: Q= {[L,L] [L,R] [R,L] [R,R]}, jevoveé pole: maximalni, pravdépodobnost: klasickd, nahodna velic¢ina X
nabyva hodnot z mnoziny {0, 1, 2}.

n(0)= P(X=0):l x€(=2,0): ®(x)=0
’ 1
x €(0,1): ()= 7(0)=—

m()=px=1)=7 4

f0)=p(x=2)=L (1,2): D(x )= (0)+ =(1)= %

4 xe(2,2): 0k)=m0)+n)+x2)=1

n(x)= 0 jinak

. D 8l

A s 4 — et
| C | :

4 *: 5 ¢ { J|, '. z/ Hf) [

1 !: '- q — {

'“EIIFZ_:“;—{#)“———EU-———A, & }_“ o) ol e

1 Z X 4 1 ¥, X 260



Priklad

Dva stielci (s pravdépodobnostmi zasahu p, a p,) se stfidaji ve stfelbé, dokud nékdo

nezasahne. Urcete pravdépodobnostni funkci poctu vystiela.

ReSeni:

Pro p,=p,=0,5:
05 —@
0251
0z2r
0asr
01r

005

0

ﬂ(2n+l):(l_p1)n(1_p2)np1

r2n+2)=(1-p,)" (1-p,)' p, n=0,1,...

7 (x) =0 jinak

Pro p,=0,8ap,=0,3:

07r

0B

0sr

04r

03r

02r

01r

25
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Priklad

Lovec ma 5 patron a pravdépodobnost zadsahu 0,4. Sttili, dokud netrefi (a dokud ma ¢im).
Urcete pravdépodobnostni funkei.

Refeni:  7(k)=0,6"-04 k=1,..4
7(5)=0,6"
m(x) =0 jinak

0.4

03r

T (x) o2

01rF ®
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Diskrétni nahodny vektor

Poznamka: Distribuc¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny mé schodovity prubéh. Pravdépodobnostni funkce je
distribu¢ni funkci urcena jednoznacné.

Definice: .

Necht (0. A. P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X,...... X;) nahodny
vektor definovany na méritelném prostoru (€2, A). Necht ®{x,,....,: ry,) je jeho
distribu¢ni funkce. Rekneme, ze nahodny vektor X je diskrétni (vzhledem k P),
prave kdyz existuje realna funkce w{x,....,x,). kterd je nulova v R s vyjimkou
nejméné jednoho a nejvyée spocetné mnoha bodi, kde je kladna a plati pro ni:

Vi{ry.....: rp) € R @lay, ... .. rn)= 3. ... Y w(ty.....t;). Tato funkece

t1 =<2, bn “Zn

se nazyva pravdépodobnostni funkee diskrétniho nahodného vektorn X.
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Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

Véta:

Necht w(ry.....: rn) je pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného
vektoru X. Pak plati:

a) Viry..... ) € R s mley.. ... ry) = 0 (vlastnost D1 - nezapornost)

by Y ... Y a#wlx.....xz,) =1 (vlastnost D2 - normovanost)

L1 i s = I _—
e) Wry. ..., Tn) € R rawlxy.....: ra)=P(Xy = A ANX, =1,)
dA)VBeB":P(XeB)=> ...>mlr.....x,)
[J‘. I'n :E ’;
[ = O o o
e) Vi e {1,..., n} 5 3 > S owlwy... rn) =
I =—00 Lij—-1=—00 Tjg1=—0C Ly — 20

ﬂj(-'r::l

Funkce m;(r;) je pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X ;. Nazyva se
marginalni pravdépodobnostni funkce. Funkee o(r;.....: ry)se v této sou
vislosti nazyvva simultanni pravdépodobnostni funkee. Podobné lze zavést

marginalni pravdépodobnostni funkce k proménnych, kde k€ {2.3,....n—1}.
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Priklad

Priklad: Je dan systém sloZeny ze dvou blokii. Pravdépodobnost, Ze i-ty blok spravné funguje, je v;,

1= 1, 2 a pravdépodobnost, ze spravné funguji oba bloky, je v,. Necht’ nahodna veli¢ina X; je ukazatel fungovani i-t€ho

. 1, pokud i - ty blok fi j
bloku, tj. X; = { ;PO Iyl iunane
0, pokud i - ty blok nefunguje

,1=1, 2. Najdéte simultdnni pravdépodobnostni funkci n(x;, X,) ndhodného

vektoru (X, X,) a obé marginalni pravdépodobnostni funkce m(X;) a my(x,).

Reseni:

Hodnoty pravdépodobnostnich funkci zapiSeme do kontingencni tabulky.

X1 X2 7T1(X1)
0 1

0 1-9,-9,+9,(9,-9,,|1-9,

1 81 _812 912 91

m(x2)| 1-9, %, |1

TC(0,0) = P(X]ZO 7\ X2:O) =1- P(X]ZI \Y% Xzzl) =1- (D] + v, - 1)12) =1- V1 -V T Vpp
TC(O,I) = P(X]ZO A Xzzl) = P(Xzzl) — P(X]:1 A Xzzl) =V -2

TE(I,O) = P(X1:1 A X2:O) = P(Xlzl) — P(Xlzl A ngl) =V1 -2

7'[(1,1) = P(X1:1 A Xzzl) =Dz
n(X1,X2) = 0 jinak
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Existencni véta

Véta (existencni véta)

a) Skalarni pripad: Jestlize funkce w(x) ma vlastnosti D1, D2 z véty o vlast
nostech pravdépodobnostni funkce skalarni ndhodné velic¢iny, pak existuje prav
dépodobnostni prostor (£2, .4, P) a na ném definovang skalarni diskrétni ndhodna
velidina X tak, ze w(x) je jeji pravdépodobnostni funkce.

b) Vektorovy pripad: Jestlize funkce w(xq,...,2,;) ma vlastnosti D1, D2
z véty o vlastnostech pravdépodobnostni funkee ndhodného vektoru, pak exis
tuje pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) a na ném definovany diskrétni na
hodny vektor X = (X4, ..., X,) tak, ze w(xy, ... . x,) je jeho pravdépodobnostni

funkce.
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Spojita nahodna veliCina

Definice:

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina defino

vana na méfitelném prostoru (0, .4), ktera ma distribuéni funkci ®(x). Rek
neme, Ze nahodnd velidina X je spojita (vzhledem k P), pravé kdyz existuje

po ¢astech spojita nezdporna redlna funkee (x) tak, ze proVe € R : ®(x) =
I
| @(t)dt. Tato funkee se nazyva hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné
_.x_

velicdiny X.
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Spojita nahodna veli¢ina - poznamka

Poznamka: Na rozdil od pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veli¢iny nema hustota pravdépodobnosti spojité
nahodné veliiny vyznam pravdépodobnosti Jeji vyznam lze odvodit z integralniho vztahu mezi distribu¢ni funkci a
hustotou pravdépodobnosti.

X

Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina se bude realizovat vintervalu (x, x+h], je:

Pl <X < x+h)= 0 +h)-06)= [olhii— [0kt = [k

Bude-li h dostate¢n¢ malé ¢islo, 1ze plochu pod grafem hustoty nahradit obsahem obdélnika o strandch ¢(x) a h, tj.

P(X <X< X-i-h)z (P(X)'h
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Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

Veta

Necht () je hustota -..|m]11£' nihodné veli¢i ny X. Pak plati:

a) '%.-": [ H wlr) > 0 (vlastnost S1 - nezapornost)

j pl(x)dr = 1 (vlastnost 52 - normovanost)

b z+h
c)Vee RVYh>0: Ple< X <z +h)= [ ot)dt
d) Pro libovolné. ale pevné dané + e R : P(X =x) = (.
e) plr) = ”ITF” ve viech bodech spojitosti funkee @(r).
Dukaz:
ad a) Vlastnost S1 je soucast definice.
ad b) I(p(x)dx = lim J.(p(t)dt = lim®(x)=1
):fh x+h ” X
ad ¢) J.(pt)dt—J.(p dt—j(p X+h) @(X):P(X<XSX+h)
ad d) P(X =x) —jq) (t)dt=0
ad I ) ve vSech bodech spojitosti funkce o(x).

—00
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Priklad

Priklad: Na automatické lince se plni ldhve mlékem. Kazda lahev ma obsahovat presné 1000 ml mléka, ale v disledku
plisobeni ndhodnych vlivli mnoZzstvi mléka kolisa v intervalu (980 ml, 1020 ml). Kazdé mnoZstvi mléka v tomto intervalu
povazujeme za stejné mozné. Nahodna veli¢ina X udavd mnozstvi mléka v ndhodné vybrané lahvi. Najdéte jeji hustotu
pravdépodobnosti ¢(x) a distribu¢ni funkci ®(x). Jaka je pravdépodobnost, Ze v nahodné vybrané 1dhvi bude aspoit 1000 ml
mléka?

y A g
Reseni: o(x) = k pro x €(980,1020) :
0 jinak * J Yy
1020 1 w0 | ’
Z normovanosti hustoty plyne: 1 = _[k dx = 40k, tedy k= 0
980 - Fg .
44 ¢ 10LC
o —_ R, x—980 B
Pro distribucni funkei plati: O(x) = '[40 dt = pro 980 <x <1020 s
980 40 A P ()
1 pro x 21020 4 P, I
‘« Sl
. ’ f) %)z "' ( _“ﬁ— t0
1020 gl s
1 1 r qo0 20 ol = o b
40 40 #0.5'h

1000
270



Priklad

Napiste distribucni funkci rozdéleni daného hustotou f(x) = x/2 na (0, 1), 1/2 na (1, 2),

(3 —x)/2na (2, 3).

ReSeni:

Na(0,1):
F(x)= jf(r)dt—jg =;M -
Na(1,2):
11
F(x):Z—I—E(x—l),
Na(2,3):

2 4 2

F(x)—i+;+x—d _3_1{(34)2} G

2
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Priklad

Rozd¢€leni ndhodné veli¢iny X je dano hustotou f(x) = 2x+2, na (—1, 0) a nulovou jinde.
Najdéte P(—2< X <-0,5).

ReSeni:

P(-2<X<-0,5)=P(-1< X <-0,5)=
-0,5

j(2x+2)dx_

L
2 2
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Priklad

. . a
Nahodna veli¢ina X ma hustotu f (X ) = 132 na R.
X

Uréete a, distribuéni funkci, P (X >3 )

Refeni: ] — j f(x)dx = a(lim arctg(x)— lim arctg(x)) =

T T |
_a(z 2] 4T
F(x):joof(x)dx—;( rctg(x)+%j
(X>f) 1— F( ) (7; %j:%
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Spojity nahodny vektor

Definice:

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X;,..... X ;) nahodny
thm definovany na méfitelném prostoru (€2, 4). Necht ®(x,...,x,) je jeho
distribu¢ni funkce. Rekneme, ze ndhodny vektor X je spojity (v 5111&(1&111 k ).
pravé kdyz existuje po ¢éastech spojitd neziporna realnd funkce @(rq,...,x,)
tak, #e pro

bl | e P
V(zr,....2p) ER" 1 ®(xy,....xn) = [ ... [ @(t1.....tn)dt; ... dt,. Tato
— 0 — 0
funkee se nazyva hustota pravdépodobnosti spojitého nahodného vektoru X.
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Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

Véta: Necht’ o(x,,...,x, ) je hustota pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru X = (X, ...

, Xn). Pak plati:

a) Viey,....orn) € R™: @(xy, ..., xq) = 0 (vlastnost S1 - neziapornost)

o s
b) j . J wlry,....xn)dey ... dr, =1 (vlastnost S2 - normovanost )
—0 —_
c)VBe B":P(XeB)=[...[¢lx.....x0n)dry ... dry
1
) A" P(r1,....Tn)

{].J ':?_TI::I]-----:.F?EJ = l!?.T]---lf?.T-n

—0 — 0

ve viech bodech spojitosti funkce p(x; , ..., z,).

e)Vie{l...., nty: [ o0 ] @le,.. . xp)dey o odei_ydrgyy o dey, = i),

e w;(x;) je hustota ni s velicdiny X ;. Nazvva se marginalni hus-
Funkce ;(x;) je hustota nidhodné veli¢iny X ;. Nazyvi se inalni h

tota. Funkce @(x,...,x,) se v této souvislosti nazyva simultanni hustota.
Podobné lze zavést margindlni hustoty k& proménnych, kde £ € {2,3,...,n—1}.
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Existencni véta

Véta: (existencni véta)

a) Skalarni pfipad: Jestlize funkce ¢(xr) ma vlastnosti S1, S2 z véty o vlast
nostech hustoty skaldrni ndhodné veli¢iny, pak existuje pravdépodobnostni pro
stor (€2, A. P) a na ném definovana skalarni spojita nahodna veli¢ina X tak, ze
w(x) je jeji hustota.

b) Vektorovy pripad: Jestlize funkce (. ..., r,) mi vlastnosti S1, S2 z véty
0 vlastnostech hustoty ndhodného vektoru, pak existuje pravdépodobnostni pro
stor (€2, 4, P) a na ném definovany spojity nahodny vektor X = (X,....X,;)
tak, ze w(xq,...,x,) je jeho hustota.
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Priklad

Priklad: Spojity nahodny vektor (X;, X,) ma simultanni hustotu pravdépodobnosti ¢(x;, X;) =

Najdéte obé marginalni hustoty ¢i(x1), ¢2(X2).

Reseni:
< 1 1 T
1X1) = dXzZ dx, =
Pilx) £>nza+xﬁx1+xf) n20+x3>{J+xf ’
1 1 T T 1
= arctg x w:— — () = .
(1+x,’ frcte . [ 7'52(1+X2)(2 ( 2)j n(1+x,%)
1 1 1

Analogicky dostavame @a(x2) = ———.
T(1+x,7)

1

w1+ x,)(1+x,7)
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9. Stochasticky nezavislé NV.
Vybrana rozlozeni.

Motivace: Pii provedeni pokusu se miize stat, Ze se realizace jedné nahodné veli¢iny Y daji jednozna¢né urcit ze znamé
realizace druhé ndhodné veli€iny X, tedy je mezi nimi funkéni vztah Y = g(X). Takové ndhodné veli¢iny se nazyvaji
deterministicky zavislé.

Jejich protipolem jsou ndhodné veliCiny stochasticky nezavislé: informace o realizaci jedné z nich nijak neméni Sance,
s nimiz pti témz pokusu ocekavame realizaci druhé.

Napft. ndhodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Ndhodna veli¢ina X udéava pocet ok, ktera padla na 1. kostce a
ndhodna veli¢ina Y udava pocet ok, kterd padla na druhé kostce. Nahodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé.
Stochastickou nezavislost nahodnych veli¢in zavadime na ziklad€ analogie s Cetnostni nezavislosti znakli v daném
vybérovém souboru, kterd se pouziva v popisné statistice. Musi platit multiplikativni vztah:

2
V(X) Y) eR": P(X, Y) =D (X)pz (Y) pro bodové rozlozeni &etnosti,
2, :
V(X) Y) eR": f(Xa Y) = f] (X )f2 (Y) pro intervalové rozloZeni ¢etnosti.
V poctu pravdépodobnosti nahradime cetnostni funkci pravdépodobnostni funkci resp. hustotu €etnosti nahradime hustotou

pravdépodobnosti. Misto dvou nahodnych veli¢in X, Y mizeme uvazovat n nahodnych veli¢in:
Nahodné veli¢iny X4, ..., X, jsou stochasticky nezavisle, kdyz plati:

V(x,,....x,)e R" :n(x,,....,x, )= m,(X,)... 7, (X, ) v diskrétnim pripade,
V(Xl,...,Xn)E R" I(p(Xl,...,Xn)Z (P1(X1)'---'(Pn(xn) ve spojitém piipade,

‘v’(xl,...,xn)e R" ZCD(XI,...,XH)Z ‘D1(X1)'---"Dn(xn) v obecném piipadé.
278



Stochasticky nezavisle
nahodné veliCiny

Definice:

a) Obeeny pripad: Rekneme, ze nahodné veli¢iny X,.....X, s marginél
nimi distribuénimi funkcemi ®,(x,)....,®, (x,) a simultanni distribu¢ni funkc
$(ry.....7,) jsou stochasticky nezavislé. prave kdyvz

V(ry,....on) €E R ¥y, ooxp) =Py (x) ... P (ay).

b} Diskrétni piipad: Rekneme, ze diskrétni ndhodné veliciny X, ..... Xn
s marginalnimi pravdépodobnostnimi funkcemi m (x,)..... Tn(Ty) asimultanni
pravdépodobnostni funket w{r..... Tn) jsou stochasticky nezavislé. pravé
kdyz

Yixy..... Tp) €E R i7(xy, ... .;xn) =mi(x) ... wn(xn).

¢) Spojity pfipad: Rekneme, Ze spojité ndhodné veli¢iny X,..... X, s margi
nalnimi hustotami ¢y (1 ). . ... @a(x,) a simultanni hustotou ¢(ry....,x,) jsou
stochasticky nezavislé. prave kdyvz

V(... .. Th) € R ley.....xp) = @1(r1) ... pplxy) s pripadnou vyjim
kou na mnoziné bodi neovliviwjicich integraci.

. Definice:
Rekneme, ze posloupnost { X, }7° | je posloupnost stochasticky nezavis-
I¥ch nahodnych veli¢in, prave kdvz pro viechna prirozena n jsou stochasticky

nezavislé ndhodné veliciny X, ... .. X,,.
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Priklad

Priklad: Diskrétni ndhodny vektor (X;, X,) ma simultanni pravdépodobnostni funkci n(x;, x,) danou hodnotami:
7(0,0) = n(0,2) = n(1,1) =n(2,0) =n(2,2) = 0, n(0,1) = =(1,0) = n(1,2) =n(2,1) = 0,25. Jsou ndhodné veli¢iny X;, X,
stochasticky nezavisle?

ReSeni:

Sestavime kontingen¢ni tabulku, v niZ budou hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkce a obou marginalnich
pravdépodobnostnich funkci.

X1 X2 m(X1)
0 1 2
0 0 0,250 0,25
1 0,250 0,2510,5
2 0 0,250 0,25
(X2)]0,25]0,5 [0,25(1

Ovétime splnéni multiplikativniho vztahu v (x4, X;) € R*: (X, Xp) = m1(X)) Ma(Xy). JiZ pro x; =0, x, = 0 vztah splnén neni,
protoze m(0,0) = 0, avSak m;(0) = 0,25 am,(0) = 0,25. Veliciny X;, X, tedy nejsou stochasticky nezavisl1é.
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Priklad

Priklad:
Necht spojity vektor (X;, X;) mé simultanni hustotu pravdépodobnosti
~24%x,’x,(1-x,)pro0<x, <1,0<x, <1 v v L e . . A
0(X1, Xp) = {0 jinlak 2 : ! > 7. Dokazte, ze ndhodné veli€iny X, X, jsou stochasticky nezévislé.
ReSeni:
Vypocitame ob¢ marginélni hustoty a ovétime platnost multiplikativniho vztahu
Y (X1, .oy Xp) € R Q(X1, ...y Xp) = 01(X)) ... @u(X,) s pfipadnou vyjimkou na mnoziné bodt neovliviiujicich integraci.

2

1 1
O1(x1) = [24x,’x,(1-x, )dx, = 24x,” (1-x,) {%} =12x,> (1-x)) pro 0 < x, < 1,
0 0

(PI(XI) =0 _]lnak

1 3 4!
Pa(x2) = [24x,7x, (1-x, ) dx, = 24x, {XT‘XT} =2x%,pro0< x, <1,
0 0
(PQ(Xz) =0 Jlnak
Vidime, ze multiplikativni vztah je splnén, tudiz veli¢iny X;, X, jsou stochasticky nezavislé.
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Stochasticky nezavisle
nahodné vektory

Definice: ,
Xpi1)seons X, =

hodné vektory jsou stochasticky nezavislé, praveé kdyz kazda slozka nahod
ného vektoru X; je stochasticky nezavisla se véemi slozkami niahodného vektoru

X pro Vi # k.

Véta:

Nechf X, ..... X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny, g;..... |
borelovské funkee. Pak transformované ndhodné veliciny Y7 = g,( Xy )..... Y,
gn( Xy ) jsou opét stochasticky nezavislé nihodné velic¢iny.

(Tvrzeni lze zobecnit i pro transformované nidhodné vektory.)
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Priklad

Priklad:
Necht’ X,,...,X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny s distribu¢nimi funkcemi @, x,)...,® (x.). Zavedeme
transformované ndhodné veliiny Y = max{X,,..., X, }, Z=min{X,,...,X, }. Odvod'te jejich distribuéni funkce @ )P, ().

Reseni:

@ . ()=P <y)=Plmax{X,,...X, }<y)=PX, <yr X, <y)=PX, <y).  PX, <y)=,(). @)

® _(z)=P(Zz<z)=Pmin{X,,.. . X, }<z)=P(X,<zv. .. vX, <z)=1-P(X,>zA. . AX, >2)=1-P(X, >z)...-P(X, >z)=

=1-[-p(x, <. - I-PX, <2l=1-1-2,)..-[-®, &)
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Priklad

Priklad:
Na automatické lince jsou ldhve plnény mlékem. Je zndmo, Ze mnozstvi mléka v 1dhvich kolis4 od od 0,98 1 do 1,02 L.
V tomto intervalu povazujeme kazdé mnozstvi mléka za stejn¢ mozné. Za 1 sse naplni 3 lahve. Jaka je pravdépodobnost, ze
a) nejméné naplnéna lahev obsahuje aspoinl 1 1 mléka,
b) v nejvice naplnéné 1dhvi neni vic nez 1,01 1 mléka?
Reseni:
Nahodna veli¢ina X; udavd mnozstvi mléka v i-t€ 1ahvi, 1 =1, 2, 3. Je to spojitd nahodna veli¢ina, jeji hustota
pravdépodobnosti je konstantni na intervalu (0,98; 1,02). Z podminky normovanosti S2 dostaneme, ze hustota

0 prox e(—00,98O>

1
— €(980,1020 X -
o(x)=140P°% ( ) Distribuni funkee: D(x )= I —dt -1 Xl = 980 pro xe (980,1020)
0 Jlnak o0 4 40

1 proxe <102O,00)

3 3
ad a) P(z>1000)=1-P(Z <1000)=1-®_. (1000)=[1-®(000)] = [1 —%} = Gj = é =0,125

ad b) P(y <1010)=®__(1010)= [®(010)] = (%j = % =0,42
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Vybrana rozlozeni diskrétnich

o\ e

a spojitych nahodnych velicin

Motivace

Nyni se sezndmime s prehledem dilezitych pravdépodobnostnich funkci a hustot pravdépodobnosti. Uvedeme nejenom
analytické vyjadfeni téchto funkci, ale tézZ jejich grafy. Vysvétlime rovnéz, v jakych situacich se lze s uvedenymi
rozloZenimi pravdépodobnosti setkat. Zvlastni pozornost budeme vénovat normalnimu rozlozeni, které hraje velkou roli v
celé fadé praktickych aplikaci po¢tu pravdépodobnosti 1 v matematické statistice.

Oznaceni

Zname-li distribu¢ni funkci ®(x) nahodné veliCiny X (resp. pravdépodobnostni funkeci n(x) v diskrétnim piipadé resp.
hustotu pravdépodobnosti ¢(x) ve spojitém piipad€), pak fekneme, Ze zname rozloZeni pravdépodobnosti (zkracené
rozlozeni) ndhodné veliCiny X. Toto rozloZeni zavisi na néjakém parametru 3, coz je nejcastéji realné ¢islo nebo redlny
vektor.

Zapis|X ~ L(9 )| ¢teme: ndhodné veli¢ina X ma rozlozeni L s parametrem 3.

Na webu:

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of probability_distributions
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Vybrana rozlozeni diskrétnich

(A A

nahodnych veliCin

Dulezita diskrétni rozdéleni:
Degenerovane rozlozeni
Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni
Binomickeé rozdéleni
Multinomické rozdéleni
Poissonovo rozdéleni
Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni
Geometrickée rozdéleni (zvlastni piipad negativné binomického rozd€leni)
Hypergeometrické rozdéleni
Rovnomérné rozdéleni
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Degenerované rozlozeni

Degenerované rozloZeni: Nahodna veli¢ina X nabyva pouze konstantni hodnoty p, piSeme X ~ Dg(n).
1 p—

m(x) = { PorTH
0 jinak

Pravdep. funkce Dg(1)

2

14

287



Alternativni rozlozeni

Alternativni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet tispéchil v jednom pokusu, pticemz pravdépodobnost tispéchu je
9. PiSeme X ~ A(9).

1-3prox=0 ) .
(X) = <9prox=1 neboli n(x) = 9 (1_8) prox=0,1
i 0 jinak
0 jinak
Pravdep. funkce A(0.75)
1
0.751 .
0.5;
0.25-
0
-0.251 |
051765 0 05 1 15 2
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Binomickeé rozlozeni

Binomické rozlozeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet uspéchii v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokusti,

pii¢emz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu 8. PiSeme X ~ Bi(n, 9).

n(x) =

(HJSX(I—S)HX prox=0,...,n
X

0 jinak

(Alternativni rozlozeni je specidlnim piipadem binomického rozlozeni pron = 1.

Jsou-li X, ..., X,, stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(9),i=1, .., n, pak X = ) X; ~ Bi(n, 9).)
i=l1

0.6

0.4

0.2

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)

025

020

0.05 0.10 015

0.00

ssosdoscbone®

+ p=05 and n=20
* p=0.7 and n=20
* p=05and n=40

*tesnnsnnnnne

T

0

T

10

T T

30 40
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Priklad

Priklad na binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Firma se ucastni Ctyt
nezavislych vybérovych fizeni. Pravdépodobnost, Ze uspéje v kterémkoliv

z nich, je pro vSechny konkurzy stejna a je rovna 0,7. Jaka je pravdépodobnost,
ze firma uspéje

a) praveé 2x

b) aspoii 2x

c) nejvyse 2x?

Reseni: X ... podet Gsp&snych konkurzd, X ~ Bi(4; 0,7)

ad a) P(X=2)=n(2)= @0,720,32 =0,2646
4 4 4
ad b) P(X >2)=n(2)+n(3)+n(4)= (2]0,720,32 + (3]0,730,3 + (4]0,74 =0,9163

ad ¢) P(X <2)=®(2)=n(0)+ (1) + n(2) = @0,34 + @0,7 -0,3% + [;j0,720,32 =0,3483

290



Priklad

Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Urcete takovy pocet déti,
aby pravdépodobnost, Ze mezi nimi bude aspon jeden chlapec, byla vetsi
nez 0,99.

ReSeni:
Oznacme jako X veli¢inu udavajici pocet chlapclh mezi n détmi, je
X~Bi(n,0,515). Hledame takové n, aby P(X > 0) > 0,99, ptitom plati

P(X >O)=1—P(XSO)=1—P(X=0)=1—(Zj-0,515° .(1-0,515)""°

=) 1-(0,485)" >0,99
In0,01 _
In0,485

=) n>7

n>

b
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i Multinomické rozlozeni

Multinomické rozloZeni: Zobecnéni binomického rozloZeni. SloZzky ndhodného vektoru
(X,,...X,) udavaji pocty uspéchu (nastane jev A,,...A,) v posloupnosti n nezavislych
opakovanych pokust, pficemz pravdépodobnosti Gispéchii jsou 9,,...,9,. Piedpokladame, ze
pii kazdém pokusu nastane praveé jeden z jeva A ,... A, , pfiemzZ plati 9, +,...,+8, =1. PiSeme
X ~Mu(n,$,,...,9,)

k
n! . .
(X5, X, )= GG, XX, € {1,...,n},2xi =n
x!...x,!

=0 inak
]
Plati: X, ~ Bi(n,9,)
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Multinomické rozlozeni —
priklady vyuziti

Ptedvolebni prizkum:
" n — pocet tdzanych
=8, — skute¢ny podil voli¢d j-té strany v populaci
= X — pocet (Cetnost) volicu j-te strany ve vyberu

Hody hraci kostkou:
" n —pocet hodi
*3,....,9, — pravdépodobnost jednotlivych stran kostky
= X,,...X¢ — absolutni Cetnosti jednotlivych stran kostky

Krevni skupiny:
* n=4 (skupiny 0,A,B,AB)
" 9,,9,,9,,93,, —pravdépodobnosti skupin 0, A, B, AB
" X Xp» X, Xap — pOCty 0sob se skupinami 0, A, B, AB
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Poissonovo rozlozeni

Poissonovo rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet udalosti, které nastanou
v jednotkovém casovém intervalu (resp. jednotkové oblasti), pfiCemz udalosti
nastavaji ndhodné, jednotlivé a vzajemné nezavisle. Parametr A > 0 je stfedni

pocet téchto udélosti. PiSeme X ~ Po(}).

(Poissonovym rozloZzenim se fidi napi. pocet vyzev, které dojdou na telefonni
ustfednu béhem urc€itého cCasového intervalu nebo pocet mikroorganizmii
v zorném poli mikroskopu. Jde o tzv. fidce se vyskytujici jevy.)

= e prox=0,1,...
a(x) = X!
0 jinak
Pravdep. funkce Po(5)

0.22
0.18 ..
0.14{ - -

0.061 "
0.02; ]
-0.02

0 2 4 6 8 10 12 14 16

04F

0.3

0.2

0.1

0.0k

<
> > >

<
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Priklad

Vztah mezi pravdépodobnostni funkci binomického a Poissonova rozloZeni:
Necht ndhodna veli¢ina X ~ Po(A) a ndhodné veli¢ina Y ~ Bi(n,3,). Necht 3, — 0 pro n — oo a pfitom n9, — A. Pak
pravdépodobnostni funkce ndhodné veli€iny Y konverguje k pravdépodobnostni funkci ndhodné veliiny X, tj.

1im(nj3nyo -9, )7 = L)
y |

n—oo Y‘

(Aproximace binomického rozlozeni pomoci Poissonova rozlozZeni je vyhovujici, kdyZn>30a 9 <0,1.)

Priklad na Poissonovo rozloZeni: Délnice v ptadelné obsluhuje 800 vieten. Pravdépodobnost toho, Ze se ptize pietrhne
béhem casového intervalu délky t, je pro vSechna vietena stejnd a je rovna 0,005. Urcete pravdépodobnost, ze b&hem
intervalu délky t dojde k nejvyse 10 ptetrZzenim.

Reseni: Y — podet pretrzeni v ¢asovém intervalu délky t, Y ~ Bi(800;0,005).

10
Presny vypodet: P(Y <10)= Z(goojo,oosya ~ 0,005 =0,997239

y=0

Aproximativni vypocet: podminky dobré aproximace jsou spln€ny, parametr
10 4

L =n$ =800.0,005 =4, P(Y <10)= Z%e“ =0,9971602

y=0
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Priklad

1) Primérny telefonni hovor trva 1,5 min. Ma-li Ustfedna 10 linek a dochazi-li
pramérné k 120 hovorlim za hodinu, jaka je pravdépodobnost ztraty volani?

ReSeni: X udava pocet volajicich, X~Po(2*1,5). Ke ztraté volani dojde, pokud

chce soucasné volat vice nez 10 volajicich (tj. neni volna linka). Tedy
10 x

P(X >10)=1-P(X < 10):1—2—'53 =~ 0,001.
x=0 X.
2) Primérny telefonni hovor trva 1,5 min. Kolik linek musi Gstfedna mit, dochazi-li

prumérné k 240 hovortim za hodinu a pravdépodobnost ztraty volani nema piekrocit
a) 0,01, b) 0,001?

Reseni: X udava pocet volajicich, X~Po(240/60*1,5). Hledame n tak aby P(X > n) <0,01
n 6x
ti. P(X<n)>099 MM > —e 20,99 mmp n=12.

x=0 X.

n X

6" _
Pro pfipad b) chceme Z—'e ©20,999 =) n=15. 296
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Negativni binomickeé
(Pascalovo) rozlozeni

Negativni binomické rozloZeni (Pascalovo):
Nahodna veli¢ina X udava pocet netispéchii pted n-tym uspéchem v posloupnosti n nezavislych
opakovanych pokusti, pticemz pravdépodobnost tispéchu je v kazdém pokusu 8. PisSeme X ~ NB(n,9).

n+x—1 .
(x)= 9"(1-9), x=01,..., 0<9<I
X

=0 jinak

NB(2,0.2) a NB(2,0.4)

u,zl o
O

jde o rozdéleni Pascalovo.

o
01 1 O
e ®®*O ® oo, Negativné  binomické rozdéleni lze
* TP o . definovat obecnéji. Tak jak je zde uvedeno
O
9

i
=]
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Geometrickeé rozlozeni

Geometrické rozloZeni: Nahodnd wvelicina X wudava pocet neuspéchli
v posloupnosti opakovanych nezavislych pokusti pifedchéazejicich prvnimu
uspéchu, pricemz pravdépodobnost Uspéchu je v kazdém pokusu rovna 9.
PiSeme X ~ Ge(9)

1-9)*8prox=0,1,...
n(x)=19. ..
0 jinak
Pravdep. funkce Ge(0.25)

0.3 1.0
* ® p=ﬂ2
0.8f * p=0.5
0.27 " o p=0.8
N .61
0.1 i = 0.4\
0 e ””"'3\._9
:..0_ 5 .
0.0 o388 88569
2 4 3 B
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Priklad

Dva hraci stfidavé hazejyi kostkou. Vyhrava ten, kdo prvni hodi Sestku. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vyhraje ten, ktery zacinal?

Refeni: X udava podet nehozeni Sestky (neuspéch) pred prvnim hozenim Sestky
(Gspéch), X ~ Ge(1/6). Hledame tedy pravdépodobnost jevu
A: 1. Gspéch po sudém poctu netspéchd.
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Hypergeometrickeé rozlozeni

Hypergeometrické rozlozeni: Vsouboru N prvkii je M prvkll oznaceno.
Néhodn¢ vybereme n prvkli bez vraceni. Nahodna veli¢ina X udava pocet
vybranych oznacenych prvki. Piseme X ~ Hg(N, M, n)

(MJLN_MJ
x \n-x ,
prox =max {0, M -N+n},..., min{M, n}

1 )

|0 jinak

Pravdep. funkce Hg(10,7,5)
05

0.4/
0.3
0.2
0.14 - »

0
-0.1

101 2 3 4 5 6
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Priklad

V klobouku jsou 3 Cerné a 4 bil¢ koule. Urcete pravdépodobnost, Ze pi1 vytazeni 3
kouli budou aspon 2 ¢erng¢.

Refeni: X udava poéet vytazenych &ernych kouli, X ~ HG(7,3,3). Hledana
pravdépodobnost je

O o 1 )

- 7
3
14436 22 13

1 |-—=—=0,371.
35 35 35
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Rovnomeérné diskrétni rozlozeni

Rovnomérné diskrétni rozloZeni: Necht G je kone¢na mnoZzina o n prvcich.
Néahodna veli¢ina X nabyva se stejnou pravdépodobnosti kazdé hodnoty
z mnoziny G. PiSeme X ~ Rd(G)

1
—proxe@G
n(x)= |1
0 jinak
(Typickym ptikladem je ndhodna veli¢ina udéavajici pocet ok pii hodu kostkou.)

Pravdep. funkce Rd({1,2,...,10})
0.18

0.14

0.11 % = = % = = x = = =
0.06
0.027
-0.02

01234567 891011
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Vybrana rozlozeni spojitych

nahodnych veliCin

Dulezita spojita rozdéleni:
Rovnomérné rozdéleni
Normalni rozdé€leni (oznacovane take jako Gaussovo rozdéleni)
Logaritmicko-normalni rozdéleni (takeé log-normalni rozdéleni)
Studentovo rozd¢leni
Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni
v* rozdéleni (Chi-kvadrat)
Cauchyho rozdéleni
Exponencidlni rozdéleni
Laplaceovo rozdéleni (nebo také dvojité exponencidlni rozdéleni)
Weibullovo rozdéleni

303



Rovnomérné spojité rozlozeni

Rovnomérné spojité rozloZeni: Pfedpokladejme, Ze velicina X

- muze nabyt jakékoliv hodnoty mezi Cisly a, b

- pravdépodobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv intervalu v tomto
rozmezi je stejna jako pravdépodobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv
jiného intervalu stejné deélky.

Jsou-li tyto podminky splnény, pak X ma rovnomérné spojité rozloZeni na

intervalu (a, b). Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X je konstantni na

intervalu (a, b) a plocha pod kiivkou hustoty tvoii obdélnik.

PiSeme X ~ Rs(a, b).

1 0 x<a
——prox €(a,b) Y—a
p(x)=1b -a D(x) = x €(a,b)
0 jinak 1 “>h
1.0
|_ _ _ 08
b-a i H
& & 0.0

a b a b 304



Normalni rozlozeni

Normalni rozloZeni: Tato ndhodna veliCina vznika napf. tak, ze ke konstanté p
se pricita velké mnoZstvi nezavislych ndhodnych vlivli mirn€ kolisajicich kolem
nuly. Proménlivost téchto vlivll je vyjadiena konstantou ¢ > 0.

_(x-p)?

r 2 1 , .
PiSeme X ~ N(u, 67), hustota (x) = ——e 2°° . Grafem této hustoty je tzv.
oV2m
Gaussova kiivka.
1.0 | T | T | T | T | T T T | T I T I T lll:l T I T I T T T T T T T -'_.I_A_
[ =0, o=02,— [ [#=0, @i=p2,— | i
p=i, @=L, — p=p, ohipp, — ’{" ,,f"f
08| : ' i i 1 p=0, =50, — ] PEMp=n, O9=50, —
[ p=-2,0=085, — - [p=-2,0%=05, = /
=" =" /
% ] gl / ]
B::-I:I_:. } | I ] ] I I I I } -EE"M. / !
02 : ! ) : : : ! 0z ;’/’1/7
00 0.0 /
P | ded 1 Po | Pa | Pa | P | P | Po | Po | 1 1 1 Po | Pa | Pa | P | 1 1 1
-5 -3 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 B - -3 -3 -2 =1 L] 1 2 3 4 B
K
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Galtonova deska

Iustrace vzniku normalniho rozloZeni pomoci Galtonovy desky:

Deska obsahuje n fad pravidelné uspotadanych klint, a to tak, Ze v k-té fad¢ je pravé k klinti. Do otvoru nahote pada;ji
kulicky, které jsou v kazdé fadé se stejnou pravdépodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Pod posledni radou je n -
1 prihradek, ve kterych se kulicky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto systému velké mnozstvi kulic¢ek, vytvoti v
piihradkéch jakysi “kopec”, jehoz tvar je velmi podobny tvaru grafu hustoty nahodné veli¢iny s normalnim rozloZenim.
Néhodné vychylovani kuli¢ek jednotlivymi fadami prekazek je mozno chépat jako specialni piipad velkého mnozstvi
chybovych faktort, ndhodné piisobicich na néjaky proces, jako plisobeni mnoha blize nespecifikovatelnych vlivii, které
ovliviiuji zcela ndhodné rozlozeni jeho vysledku.

Obrazek
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Standardizované normalni rozlozeni

Standardizované normalni rozloZeni:
2 . 14 . r r r W 14 rw
Pro n=0, 6" =1 se jedna o standardizované normalni rozloZeni, piSeme

)

u

U ~ N(0, 1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto ptipadé tvar ¢(u) = \/;_ e 2.
T
Hustota N(0,1) Distr. funkce N(0,1)

0.5 1

0.4 0.8

0.3 0.6

0.21 0.4

0.11 0.21

% 2 1 0 1 2 3 % 2 1 0 1 2 3
v ot
() = Fe 2 dt je tabelovana pro u > 0, pro u < 0 se pouziva piepoctovy
T

—00

vzorec O(-u) =1 - O(u).
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Priklad

Piiklad na normalni rozloZeni: Vysledky u pfijimacich zkousek na jistou VS jsou normalné rozlozeny
s parametry p = 550 bodi, o = 100 bodi. S jakou pravdépodobnosti bude mit ndhodné vybrany uchazec
aspont 600 boda?

ReSeni:

X — vysledek nahodné vybraného uchazeée, X ~ N(550, 100%),
P(X>600)=1-P(X<600)+P(X=600)=1-P(X <600)=

-1 - P(X‘“g“‘)‘“j =1- P(Ugm]&f”j =1 -®(0,5)=1-0,69146 = 0,30854.

(o (o)

0,0045
0,0040¢
0,0035¢
0,0030¢
0,0025¢
0,0020¢
0,0015¢}
0,0010¢}
0,0005}

0.0000 NS S S S
300 400 500 600 700 800 308

350 450 550 650 750




Normalni rozlozeni - vlastnosti

Nékteré vlastnosti normalniho rozlozZeni:
Jestlize X~ N{uo?), pak U=2"" ~ N(0,1).
()
Jestlize X~ N(w0?),a Y =a+bX, pak Y~ Nfa+bub’c?).

Jestlize X,,...,X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X,~ N(u,,0), i=1,....,n, Y=YX,, pak Y ~
i=1
N(Zui’zﬁizj .
i=1 i=1

Vyznam normalniho rozloZeni:

Normalni rozloZeni hraje ustfedni roli v poctu pravdépodobnosti i matematicke statistice. Jeho vyznam
spo¢iva jednak vtom, Ze normalnim rozloZenim se tidi pravdépodobnostni chovani mnoha nahodnych
veli¢in a jednak v tom, Ze za urCitych podminek konverguje k normalnimu rozlozeni soucet nezavislych
nahodnych veli¢in s tymz rozlozenim (viz centralni limitni véta).

J

wkoncentrace hodnot* normalni NV:

Ptes 68% hodnot ,,lezi* v intervalu (u-c, p+o).
Ptes 95% hodnot ,,lezi* v intervalu (u-2c, ut20).
Ptes 99% hodnot ,,lezi* v intervalu (u-36, ut30).

1

|

0.2 03 04

34.1% 34.1%

1

0.0 0.1

l
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Dvojrozmérné normalni rozlozeni

Definice:
O spojitém nahodném vektoru X = (E;) fikime, Zze ma dvojrozmérné normalni rozlozeni

2
s parametry g = (:i;) aX= ( p{flg prz:gf;rg ), kdyz jeho hustota je dana vzorcem
102 2

2 2
1 Ea el )1 :L H N T3 —p3
1 21—p2) [( “1 ) —2 T2 ( T2 ) ] 2
e ., xe R~

X) = ;
o) Imayaa/1 — p?
Zkracené pivseme X = ( ) ro No(p, 22).

Pro p = (g) = ( ?) mluvime o standardizovaném dvojrozmérném normalnim rozlo-
Zeni.
Poznamka:

Vyznam parametri je IlEI.blEd'Ll_]lE‘l"

m = E(Xy), po = E(X3), 07 = D(X,), o3 = D(Xs), p= R(X;, X5)
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Logaritmicko normalni rozlozeni

Logaritmicko normalni rozloZzeni: Nahodna veli¢ina X ~ LN(u, o) vznika v situacich, kdy
kladna konstanta logaritmu p je nadsobena velkym mnoZstvim nezavislych ndhodnych veli€in,
kolisajicich mirné kolem jednicky. Variabilita jejich logaritmi je charakterizovana parametrem
o. Logaritmicko normalni rozd€éleni ma hustotu

1 ln::—,u? )
X;U,0) = — 5T 250
@(x; u,0) oy , x>0

| —a=I0 i
15f /( Y | — a3 ]
a=| | I

o=1/2 . Ly
— a=1/4 r
a=l/k

4

) 30 (1X1) L L i e ". . 312



Pearsonovo y* rozloZeni

Pearsonovo rozlozeni chi-kvadrat s n stupni volnosti: Necht’ Xj, ..., Xk jsou
stochasticky nezéavislé ndhodné veli¢iny, X; ~N(0, 1),i=1, ..., k.

Pak néhodna veli¢ina X = X;> + ... + X, ~ x*(K).

1 kI2-1  —x/2
X ‘e x>0
o(x,k)=12"*.T(k/2)
0 Jinak
0.2
0.0

T(s)=[e" -+ dt
0

0.8
.6

h4
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Studentovo rozlozeni

Studentovo rozloZeni s n stupni volnosti: Necht’ X, X, jsou stochasticky
nezavislé ndhodné veli¢iny, X, ~ N(0, 1), X, ~ ¢*(n).

X t(n).

X2
n

F(Mj _n+l
— 2 . x_2 ’ — 00, 00
Pl = Jnz T(n/2) [H )

0.40
0.35}
0.30f
0.25}

= 0.20}
0.15}
0.10}
0.05}
0.00

Pak nahodna veli¢ina X =
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Fisher-Snedecorovo rozlozeni

Fisherovo-Snedecorovo rozloZeni s n; a n, stupni volnosti: Necht’ X, X, jsou
stochasticky nezavislé nahodné veliGiny, X;~ yx*(n;), 1= 1, 2.
X, /n,

Pak nahodna veli¢ina X = ~ F(ny, ny).
2/ 1y
NI TCSNE
5 1 2 x(n1—2)/2
@(x,n,n,) = ' (s prox >0
1+13)/2
1“(111 /2)1“(112 /2) (n, +n,x)
= <
& =
o
w =T
- n=1n,=1 oo
=T = n=2,n,=1 o
™ T on=5,n,=2 = _| — =1, n,=1
o n, =100, n, =1 = — =2, 1, =1
= \\\-‘ n, =100, n, =100 ’g — — o =5,0,=2
g — n, =100, n, =1
o | — o | n, =100, n, =100
e T 1 1 1 1 e T 1 I I 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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Cauchyho rozlozeni

Cauchyho rozloZeni pravd€épodobnosti s parametry X, a y, pro —o < x, <oo @y > 0, je definovano
hustotou pravdépodobnosti ve tvaru 1

P(x;x),7) = - [1+ (@)1 .

_1 g

B [(I —To)* + ’?‘2]
kde x, je parametr, urujici umisténi nejvetsi hodnoty rozdéleni.
Zvl1astni ptipad, kdy x, = 0 a y = 1 se nazyva standardni Cauchyho rozdéleni s hustotou
pravdépodobnosti vyjadienou vztahem

0.7
1 0.6 2y =0, y=0.5
0(x;0,]) = ——r. 8 o
?T(l +I2) 0.5 — x, =0, =2
Standardni Cauchyho rozdé€leni je specialni = 0.4} —zy=-2,7=1

ptipad Studentova rozdéleni (pron =1).
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Exponencialni rozlozeni

Exponencialni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava dobu ¢ekani na ptichod
n¢jaké udalosti, ktera se miize dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez

ohledu na dosud procekanou dobu. (Jde o tzv. ¢ekani bez paméti.) Pfitom %
vyjadiuje sttedni dobu ¢ekani. PisSeme X ~ Ex(A)

B Ae™ prox >0 D) = 1-e™ prox >0
°(x) = 0 jinak T o jinak

1.6
1.4
1.2
1.0 ]

gu.s- -
0.6} -
0.4
0.2
0.0

A=0.5 |

:
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Priklad

Priklad na exponencialni rozloZeni: Doba (v minutach) potifebna k obslouzeni zakaznika v prodejné

potravin je nahodna veliCina, kterd se tidi rozloZzenim Ex(;) Jaka je pravdépodobnost, Ze doba potiebna
k obslouZeni ndhodné vybraného zadkaznika v této prodejné bude v rozmezi od 3 do 6 minut?

ReSeni:

X — doba pottebna k obslouzeni nahodn¢ vybraného zakaznika, X ~ Ex (;j ,

PB<X<6)= ‘(f%ezdx - %(_ 3){&} —e?+e'=0,233.

S pravdépodobnosti 0,233 bude zdkaznik obslouzen v dobé€ od 3 do 6 minut.

0,35

0.30

0,25

0,20

0,05

0,00
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Laplaceovo rozlozeni

Laplaceovo rozloZeni: Nahodna veli€ina, kterd vznikne rozdilem dvou NV z
exponencialniho rozloZeni, se fidi timto rozlozenim. Vyuziti ve fyzice,
ekonomii — Browniiv pohyb. Hustota je dana vzorcem

in
EEETF
i

oo
o=
nmwun
ol B =

. . l _ |I — Ji'_,!.| ! I|”|
o(x;u,b)= 5 exp ( 7 ) ! Il P

1 [ew(-4)  e<an
2 \exp(-532)  z2>p

Plati napf' 0 8 6 4 2 0 1-1 6 & 10

X ~ Laplace(0,b) = ‘X ‘ ~ Ex(%)

X, ~Ex(A), X, ~ Ex(A,)) = A X, — A, X, ~ Laplace(0,])
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Weibullovo rozlozeni

Weibullovo rozdéleni: Nahodné veli¢ina X ~ Wb(9, €) vyjadiuje dobu ¢ekani na néjakou
udalost, ktera se kazdym okamzikem muze dostavit se Sanci umérnou mocninné funkci
procekan¢ doby. Pfitom ¢isla 6 > 0 a € > 0 se nazyvaji parametry métitka a formy.

g-0-X e pro x >0 Jina forma zépisu:
(P(.X,S,g) - ( k-1 )
0 prox <0 k(x —(J
(p(x;/l,k):<1; e pro x>0
0 prox <0

1.0

2.5

N

> >0 > >
ST,

Lol ol o o
~R AR
wun
VRO

o wn

2.0
0.8

15

0.6

1.0
0.4

0.5

0.2
> >
wno
w w

Pt et Bt b

nnnn

Ve==o

xoxxx
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10. Rozlozeni transformovanych
i NV. Ciselné charakteristiky NV.

Motivace: Mame ndhodnou veli¢inu X s distribu¢ni funkei ®(x) (resp. pravdépodobnostni funkci n(x) v diskrétnim ptipadé
resp. hustotou ¢(x) ve spojitém piipad¢) a borelovskou funkci g: R — R. Zavedeme transformovanou nahodnou veli¢inu Y

= g(X) a hledame jeji distribuc¢ni funkci ®«(y) (resp. pravdépodobnostni funkci m«(y) v diskrétnim ptipad¢ resp. hustotu
¢0+(y) ve spojitém piipadé).

Véta: Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s pravdépodobnostni funkci n(x) a g je borelovska ryze monoténni funkce, tedy

v oblasti C < R existuje inverzni funkce g = 1. Pak pravdépodobnostni funkce 7+(y) transformované nahodné veli¢iny Y =
g(X) ma tvar:

r(y)= {n(r(y))proy eC .

0jinak

Diikaz: 7.(y)=P(Y = y)=P(g(X)=y)=P(X = g (y))= P(X = 1(y)) = n((y)) pro yeC, m(y) = 0 jinak.

Priklad: X ~ n(x), Y =a+ bX, n«(y) =?

Reseni:

a)b#0: Tc*(y)=P(Y=y)=P(a+bX=y)=P[X y_aj=n[y_aj
b)b=0:Y=a =Y ~Dg(a)
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Rozlozeni transformovaneé
spojité nahodné veliCiny

Véta: Necht’ X je spojitd ndhodna veli€ina s hustotou ¢(x) a g je borelovska ryze monotdnni funkce se spojitou a
nenulovou derivaci v R, tedy v oblasti C = R existuje inverzni funkce g = t se spojitou a nenulovou derivaci. Pak hustota
¢+(y) transformovan¢é ndhodné veli¢iny Y = g(X) ma tvar:

0.(y)= {(P(T(Y)]T' (y)proy e C |

0jinak

Diikaz:
@.(y)=P(Y <y)=P(g(X)<y)= {P(X < 1(y))= @(x(y)) pro g rostouc

P(X > 1(y)) = 1- ®(t(y)) pro g klesajici

do, (y) _ {(p(r(y))r'(y) pro g rostouci

- (P(T(Y )T'(y) pro g klesajici

} (T(Y))| (Xproyec ¢+(y) = 0 jinak

Piiklad: X ~ Rs(—g,gj, Y =tg X, @«(y) =?
Reseni:
L prox (_ Ej
(p(x) =17 P 2°2),
0 jinak

@.(y)=P(Y < y)=P(tg(X) < y) = P(X < arctg(y)) = D(arctg(y))

do.(y) 1 1
* = = t =
.(y) r” o(arc g(Y)/1 oy YY)

Rikame, ze Y ma Cauchyovo rozlozen, piseme Y ~ t(1). 322



Nemonotonni transformace

Véta: Neni-li transformacni funkce g ryze monotonni, pak mezi X a Y neexistuje vzajemné jednoznacny vztah.
Distribu¢ni funkce transformované ndhodné veli¢iny Y se vypoéte podle vzorce: @.(y)=P(X e A,)+P(XeA,)+..., kde
A,,A,,... jsou ty intervaly, pro kter¢ Y <.

Piiklad: X ~N(0,1), Y = X, ¢«(y) =?
ResSeni:
o(x)=——e *,

2n
0.5)~ (¥ £3)= P <3} P4 < X< 5 0l ol )= ols) |- alys)-

y

2

dq;;(Y):z‘P(\/;)$=ﬁe'

Y ma y’ rozlozeni s jednim stupném volnosti, pieme Y ~ y* (1).

1 1 Z ..
—= e? proy >0, ¢«(y)=0 jinak
Jy  2my

X ~ 22(k):
1 k/2-1 -x/2 1
- - . . >0 T ==
o k)=12"2Tk/2y T ¢ 7 (2) ir

0 Jjinak 323



Rozlozeni transformovaného
nahodného vektoru

Véta (transformace nahodného vektoru X = (X, ..., X,,) na skaldrni ndhodnou veli¢inu Y = g(Xj, ..., X}))
a) Diskrétni piipad: X = (X, ..., X,) ~ 1(Xq, ..., X,), g: R" — R je borelovska funkce =
Y =8(Xty coos Xn) ~ Y1y oo Y) = D, (XX, ), kde
(%1%, JeS(y)

S(Y):{(Xl ----- Xn)eRn;g(Xl aaaaa Xn):y}

b) Spojity piipad: X = (X, ..., X,) ~ ¢ (X, ..., X,), & R" — R je borelovska funkce =
— _d
Y =g(X1, o0y Xp) ~ @ (Y1, ooty Vo) = d_y.[s(y)"'j(P(X‘ ..... x, )dx, ...dx, , kde

S(y):{(xl ..... Xn)eR“;g(xl,...,xn)Sy}
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Véta o konvoluci

Véta (véta o konvoluci)
a) Diskrétni ptipad: X;, X5 jsou stochasticky nezéavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ wi(xi),1=1,2 =

Y =X+ Xy~ m(y) = ;iwnl(xl)zz(y_xl): inl(y_xz)nz(xz)

Xy ==

n+(y) se nazyva konvoluce funkci m;(x1), m2(X2).
b) Spojity ptipad: X, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~ @i(xi),1=1,2 =

Y=Xi+X,~ (P*(Y) = _T(pl(xl)pZ(y_thxl = Tq)l(y_xz)l)z(xz}lxz

¢+(y) se nazyva konvoluce funkci @i1(x1), @2(x2).
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Priklad

) Priklad: X, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, Xi ~ Po(A;),1=1,2, Y =X;+ Xy, m«(y)=?
ReSeni:
ni(Xi)z ;e "prox; =0,1, ...
0 jinak
7. (y)= iwnl(xl)nz(y—xl)qxl >0,y-x,20=0<x, <y|= ionl(xl)nz(y_xl):

= i:}blx1 e A e = e—(7»1+7»z)l 2(), Jklxlxzy—xl _ (}‘1 +7‘2)y e—(’~1+7»2)pr0y=0’1’m
=0 X! (Y_X1) Y oo\ X y!

n(y) = 0 jinak.

Vidime, Ze Y ~ Po(A; + 4).

Zobecnéni: X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny, X; ~ Po(A;),1=1, 2, ...

Y=X1+ +Xn~PO(7L1 + ... +>\.n)

9n:>
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Linearni transformace
nahodného vektoru

Véta (linearni transformace n-rozmérného nahodného vektoru)
Necht X = (X, ..., X4)’ je ndhodny vektor, a = (ay, ..., a,)’ je redlny vektor a B = (bjj)ij=1, .., n je redlna ¢tvercova pozitivné
definitni matice (tj. Vx € R" je kvadraticka funkce x’Bx > 0). Pak pro rozlozeni pravdépodobnosti transformovaného
nahodného vektoru Y = a + BX plati:

a) Diskrétni pripad:|m.(y) = n(B™ (y - a))l

b) Spojity pipad:| @.(y) = det(B)_l(p(B_l (y— a))

Véta: Necht nahodny vektor X = (X1, ..., X,)” ma n-rozmérné normalni rozlozeni Ny(p, X). Polozme Y = a + BX.
Pak Y ~ Ny(a + Bp, BEB’).
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Ciselné charakteristiky
nahodnych velicin

Motivace: Doposud jsme pracovali s funkcionalnimi charakteristikami nahodnych veli€in (napft. distribu¢ni funkce,
pravdépodobnostni funkce, hustota pravdépodobnosti), které plné popisuji pravdépodobnostni chovani nahodné veliiny.
Ciselné charakteristiky vystihuji pouze nékteré rysy tohoto chovani, napf. popisuji polohu realizaci nahodné veli¢iny na
Ciselné ose Ci jejich promeénlivost (variabilitu). Jsou jednodussi nez ¢iselné charakteristiky, ale nesou jen ¢asteCnou
informaci. Podobné jako v popisné statistice volime vhodnou ciselnou charakteristiku podle toho, jakého typu je dana
néhodna veli¢ina - zda je ordinalni nebo intervalova ¢i pomérova. Ciselné charakteristiky znak? maji své teoretické
protéjsky v Ciselnych charakteristikdch nahodnych velicin.

Definice:
Necht’ X je nahodna veli¢ina aspon ordinalniho charakteru a o < (0,1). Cislo K, (X) se nazyva o-kvantil ndhodné veli¢iny X,

jestlize spliiuje nerovnosti:

P(X<K_ (X))2aArP(X>K_ (X))>1-a

Kvantil K 50(X) se nazyva median, Jiné moZzné oznaceni kvantilu: X,
Ko25(X) dolni kvartil,

Ko.75(X) horni kvartil,

kvantily Ky 19(X), ..., Ko9o(X) jsou decily,
Ko,01(X), ..., Ko.99(X) jsou percentily.
Kterykoliv a-kvantil je charakteristikou polohy ¢iselnych realizaci nahodné veli€iny na Ciselné ose.
Jako charakteristika variability slouzi kvartilova odchylka q = Kg75(X) - Ko25(X).
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i Kvantil spojité NV

Diisledek: (pro spojitou ndhodnou veli¢inu)
K. (%)
Je-1i X spojitd ndhodna veli¢ina, pak K (X) je takové ¢islo, pro které plati: a = ®(K (X)) = I(p(x)dx :

Ilustrace:
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———

q=K,, (X) K,

Priklad

Priklad: Necht’ X ~ Ex(1). Urcete median a kvartilovou odchylku.

0j 1nak

e “prox >0

, (I)(x _ {1 —¢ "prox >0

0jinak

—P(K,(X))=1-¢ M =K _(X)=-In(l-a)

X)=—-In(1-0,5)= —h% =1n2=0,693

02s(X)=~1n(1-0,25)= —ln% =In4-1n3=0,288

075(X)=~-In(1-0,75)= —lni =1n4=1,386

Dolni kvartil

1.0

08

06

0.4

02

,:(X)=1,386-0,288 = 1,098

Median

Horni kvartil

00
02 06 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46

0.0
02 06 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46

0,0
02 06 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46
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i Kvantily vybranych rozlozeni NV

Oznaceni:
X ~N(0, 1) = Ky(X) =u,,
X ~(n) = Ko(X) = uln),
X ~t(n) = Ky(X) = ty(n),
X~ F(l’l], 1’12) = KQ(X) = Fa(nl, 1’12).
Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkach. Pii jejich hledani pouzivame vztahy:

Uy = - U,
ta(n) = - tl_a(n),

1
Fo(ny, ny) =

Fl—(x(n27n1).

Kvantily lze také vypocitat pomoci statistického software.

Priklad:
a) Necht U~ N(0, 1). Najdéte median a horni a dolni kvartil.
b) Urcete X20,025(25).
C) Urcete t0’99(30) a t0,05(14).
d) Urcete F0,975(5, 20) a F0’05(2, 10)
ReSeni:
ad a) Up,50 = 0, Up 25 = -0,67449, Ug,75 = 0,67449
ad b) x%0.025(25) = 13,12
ad C) t0’99(30) = 2,4573, t0’05(24) = -1,7613
ad d) Fo75(5, 20) = 3,2891, Fy05(2, 10) = 0,05156 331



i Kvantily transformované NV

Véta:
Necht’ X je spojitda ndhodna veli¢ina s distribuéni funkci ®(x), a e (0,1) a g:R — R ryze monotdnni borelovska funkce. Pak
pro a-kvantil transformované ndhodné veliCiny Y = g(X) plati:

a) Je-li g vSude rostouci funkce, pak|K(Y) = g(K«(X)).
b) Je-li g vSude klesajici funkce, pak| K,(Y) = g(K;.(X))
Diikaz:

_____ Priklad:
Necht' U ~ N(0, 1). Najdéte 9. decil transformované ndhodné veli¢iny Y = 3 + 2U.

Reseni:
Funkce y = 3 + 2u je vSude rostouci funkce, tedy K oo(Y) =3 +2up99 =3 +2x1,28155 =5,5631.

332



Stredni hodnota NV

Definice:
Necht’ (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina aspon intervalového typu definovand na métitelném
prostoru (2, A).
a) Je-li X diskrétni nahodna veli¢ina s pravdépodobnostni funkei m(x ), pak jeji stiedni hodnota (vzhledem k P) je

CisloE(X)= an(x) pokud suma vpravo je kone¢na nebo absolutné konverguje. Jinak fekneme, Ze stitedni hodnota

neexistuje.
b) Je-li X spojita ndhodna veli¢ina s hustotou pravddpodobnosti ¢(x), pak jeji stiedni hodnota (vzhledem k P) je &islo

E(x)= Ix(p(x)dx ,|pokud integral vpravo je konecny nebo absolutné konverguje. Jinak fekneme, Ze stfedni hodnota

neexistuje.

(Stfedni hodnota je Cislo, které charakterizuje polohu realizaci nahodné veli€iny na ¢iselné ose spiihlédnutim k jejich

WOV e v

WVt v

rozprostieni hmoty popsano hustotou pravdépodobnosti ¢(x). Stiedni hodnota je teoretickym proté&jskem vazeného
aritmetického primeéru.)
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Priklad

Priklad a):
Nahodna veli¢ina X udava pocet ok pfi hodu kostkou. Vypoctéte jeji stfedni hodnotu.
ReSeni:

l = 6
n()=16""" 1""’6,E(X)=ZXTE(X)Z%(1+2+3+4+5+6)=%=3,5.

x=1

0 jinak

Priklad b):

RozloZeni nahodné veli¢iny X je dano hustotou ¢@(x) = 2x+2 na (—1, 0) a nulovou jinde.

Vypoctéte jeji sttedni hodnotu.

ReSeni

E(X)= _[xw(x)dx = j)‘x(2x+2)dx = {Zx—3+x2} 2!

R -1
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Stiredni hodnota transformované NV

Véta:

a) Diskrétni pfipad: Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s pravdépodob
nostni funkci w(x) (resp. (Xi,...,. X,) je diskrétni ndhodny vektor s pravdé
podobnostni funkei w{zy,...,2,;) ). Necht g : B — R je borelovska funkce,
Y = g(X) je transformovana nihodni veli¢ina (resp. g : B" — R je bore
lovska funkce, Y = g(X,,...,. Xn) je transformovani nahodna veli¢ina). Pak
E(Y)= Y g(z)n(z) pokud soucet vpravo je koneény nebo absolutné konver

r——00 . - - | |
gentni (resp. E(Y' )= Y ... > glx,...,>xy)7(x1, ..., 2,), pokud soucet
I — T w — i

vpravo je koneény nebo absolutné konvergentni).
a) Spojity pfipad: Necht X je spojitd nahodna velidina s hustotou @(x)

{resp. (X, ..... X, ) je spojity nahodny vektor s hustotou @(z,...,x,) ). Necht
g : B — R je borelovska funkce, ¥ = g(X') je transformovana nahodna veli¢ina
(resp. g : B™ — R je borelovska funkee, ¥ = g( Xy, ..., . X)) je transformovana
o0
niahodna veli¢ina). Pak |E(Y) = | g(x)p(r)dr.|pokud integral vpravo je ko
—
necny nebo absolutné konvergentni (resp.
oo oo
EY)= [ ... | glz1,....¢n)p(xe, ..., 20)dry ... dr,, pokud integral vpravo
— o —o

je kone¢ny nebo absolutné konvergentni).
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Priklad

Priklad:
Necht' X ~ Ex(1), Y = ¢", kde v > 0 je konstanta. Vypoctéte E(Y).
Reseni:
Ae ™ prox >0 T A
— — vy —Ax —
(P(X) {Ojinak , E(Y) !e e dx —7»+y .
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Rozptyl NV

Definice:
Necht’ (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodna veli¢ina aspoi intervalového typu definovana na méfitelném
prostoru (22, A ), ktera m4 stiedni hodnotu E(X).Rozptylem ndhodné veli¢iny X rozumime &islo|D(X) = E([X-E(X)T),
pokud stfedni hodnota vpravo existuje. CisloyD(X) se nazyva smérodatna odchylka.
(Rozptyl je ¢islo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodné veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty s ptihlédnutim
k jejich pravdépodobnostem. Je teoretickym protéjskem vazeného rozptylu. Je vhodnéjsi pocitat rozptyl podle vzorce
D(X)= E(X2 )— [EX)F, jak bude ukazano pozdgji.)

Dusledek:
V diskrétnim piipadé je rozptyl dan vzorcem|D(X)= Y. [x - EX)] (x)= > x*n(x)- [EX)] ’

X=—0 X=—00

x 2 2 2
a ve spojitém piipadé vzorcem| D(X)= J[x ~EX)] ox)dx = j x2o(x) dx —[EX)]

(pokud suma ¢i integral vpravo absolutné konverguji).
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Centrovana a standardizovana NV

Definice:

Transformovana ndhodna veli€ina X— E(X) se nazyva centrovana nahodna velicina

14 14 14 W X - E X 4 14 M 4 4 4 W
Transformovana ndhodna veli¢ina D()(()) se nazyva standardizovana ndhodné velidna.

Priklad: Nahodna veli¢ina X udava pocet ok pti hodu kostkou. Vypoctéte jeji rozptyl.

1 _ 6
Reseni: n(x)=16"°* "% E(X)=3.5 (viz pt. 12.10.), D(X)Zszé—f%,Sz — .= % ~2,92.
0 jinak x
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i Kovariance a korelace NV

~___Definice: Kovarianci ndhodnych velicin X, X», které maji stifedni hodnoty E(X;), E(X3), rozumime cislo
[C(X1, X5) = E([X - E(X))] [X2 - E(X2)])|(pokud stfedni hodnoty vpravo existujf).

Kovariance je €islo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodnych velicin X, X, kolem jejich stfednich hodnot

s ptihlédnutim k jejich pravdépodobnostem. Je-li kovariance kladna (zapornd), pak to svéd¢i o existenci jistého stupné pifimé
(neptimé) linedrni zavislosti mezi realizacemi ndhodnych veli¢in X;, X». Je-li kovariance nulova, pak fikame, ze nahodné
veli€¢iny X, X; jsou nekorelované a znamena to, zZe mezi jejich realizacemi neni zadny linearni vztah. Pozor —
z nekorelovanosti nevyplyva stochastickd nezavislost, zatimco ze stochastické nezavislosti plyne nekorelovanost.
Kovariance je teoretickym protéjsSkem vazené kovariance. Je vhodnéjsi pocitat kovarianci podle vzorce

C(X,,X,)=EX,X,)-EX,)EX, )}

Koeficientem korelace ndhodnych veli€in X;, X, rozumime ¢islo
X, _E(Xl) . X, _E(Xz)

D(X;)4/D(X 0
R(Xi, Xp) = ( VD(X,)) VD(X,) me\/ (X)D(X3) > , pokud stfedni hodnoty vpravo existuji.
0 jinak

......

1, tim tésngjsi je piima linearni zavislost, ¢im bliZsi je -1, tim tésnéj$i je nepfima linearni zavislost. Je vhodnéjsi pocitat
C(X,.X,)

w/Din .NDZX2 )

koeficient korelace podle vzorce [R(X,,X, )=
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i Kovariance NV

Disledek:
V diskrétnim ptipad¢ je kovariance dana vzorcem

C(Xan): xi i[x1 _E(X1)]' [Xz _E(Xz)] Tc(Xan): i ixlxzn(xnxz)_E()Q )E(Xz)

| =90 X, =—00 X =00 X, =—0

a ve spojitém piipadé vzorcem

o0 00

C(Xlaxz): T T[Xl _E(Xl)]' [Xz _E(Xl)](P(Xlaxz)dxldxz - I IXIXZ(P(XI,XZ)dXIdXZ _E(Xl) E(Xz)

—o0—0 —00—00
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Priklad

Priklad:
Nahodna veli¢ina X udava ptijem manZela (v tisicich dolarti) a ndhodna veli¢ina Y ptijem manzelky (v tisicich dolart. Je
znama simultanni pravdépodobnostni funkce n(x,y) diskrétniho nahodného vektoru (X,Y): n(10,10) = 0,2, ©(10,20) = 0,04,
7(10,30) =0,01, n(10,40) = 0, ©(20,10) = 0,1, ©(20,20) = 0,36, 7(20,30) = 0,09, n(20,40) = 0, n(30,10) = 0, ©(30,20) = 0,05,
7(30,30) = 0,1, (30,40) = 0, n(40,10) = 0, n(40,20) = 0, n(40,30) = 0, n(40,40) = 0,05, n(x,y) = 0 jinak. Vypoctéte koeficient
korelace pfijml manzela a manZzelky.
ReSeni: Nahodna veli¢ina X i ndhodna veli¢ina Y nabyvaji hodnot 10, 20, 30, 40. Sestavime kontingen¢ni tabulku:

Y
10 |[ 20 | 30 || 40 ||=,(x),
10 ]0,20]|0,04{0,01{{0,00][0,25
20 0,10[0,36|0,09]/0,00(0,55
30 {0,00(0,05]0,10]/0,00]0,15
40 0,00(|0,00|0,00](0,05/(0,05
m,(y)[0,30(0,45(0,20(0,05||1,00

X

Spocteme

E(X) = 10.0,25+20.0,55+30.0,15+40.0,05 = 20, E(Y) = 10.0,30+20.0,45+30.0,20+40.0,05 = 20,

D(X) = 10°.0,25+20%.0,55+30%.0,15+40%.0,05 — 20 = 60, D(Y) = 10%.0,30+20%.0,45+30%.0,20+40>.0,05 — 20*> = 70,
C(X,Y) =10.10.0,20 + 10.20.0,04 + ... 40.40.0,05 — 20.20 = 49,

R(X,Y) = 4960770 = 0,76, 341



Stredni hodnota a rozptyl vybranych
typu rozlozeni NV

Poznamka: Uvedeme stfedni hodnoty a rozptyly vybranych typt diskrétnich a spojitych rozlozZeni:
a) X~Dg(w) = E(X) =y, D(X)=0
b) X~A(9%8)= EX)=9,DX)=29 (1-9)
c) X~Bi(n, 9) = E(X)=n3,DX)=n3 (1-9)

d X~Ge(8) = E(X) =12, DX) = 17

82

¢) X~Hg(N,Mn) = EX)= %n ,D(X) = @(1 MJN —n

N U NJ/N-1

n? -1

12

n-1

D X~Rd(©G) = EC)= "1, D(X) =
g X~Po(d) = E(X) =2, D(X) =2
h) X~ Rs(a,b) = B(X)= 2" px)y=b-a) ;23)2

) X ~Ex(h) = E(X)= % D(X) = %2

Do X~ N(Ms 62) = E(X) =L, D(X) = 02
k) X~ XZ(I’I) — E(X)=n, D(X)=2n

) X~t(n) = E(X)=0pron=>2, pron=1 E(X) neexistuje, D(X) = Lz pron >3, pron=1,2 D(X) neexistuje
n —

2
%2 pron, >3, pron, = 1,2 E(X) neexistuje, D(X) = 2n,°(n, LS 2)
n, =2 n,(n, -2)(n, - 4)
2, 3,4 D(X) neexistuje.

m) X~ F(n;, np) = E(X) = pron, > 5, pron; =1,
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Priklad

Priklad:

V sadé 15 vyrobkt je 5 zmetka. Ndhodné vybereme 4 vyrobky. Urcete stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veki¢iny X, ktera
udava pocet zmetkd, jestlize vybér provadime

a) bez vraceni,

b) s vracenim.

ReSeni:
ada) X ~Hg(N,M,n), N=15,M=5,n=4
E(X)=Mn=%4=g=l,§, D(X)=%(1—MJN_H =f(1 > j“ _ 4 06984

N N/N-1 3_ 15)14 63
adb)X~Bi(n,8),n:4,3=i=l
15 3
| 4 1y 8 =
E(X)=n3=4-=1,3, D(X)=n3{1-9)=—|1-=- |==—=0,8
(x) 3 (X)=n9( >3( 3j9
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Priklad

Najdéte median rozlozeni ur¢eného hustotou p(x) =1 —x/2, 0 <x <2.

ReSeni:Distribuéni funkce: F(x) =0 prox <0, F(x)=1prox>2a
2

F(x)zjl—%dtzx—x? proxe(O,Z)
0

Median x, 5 je feSenim rovnice F(x) = 0,5 , tedy

+4/16— 3,4142
x'—4x+2=0 :>x12:4_ 16 8:2i\/§:
’ 2 0,5857

Protoze 3,4142 > 2, je hledanym feSenim x,, s = 0,5857.

L0+

08 . F( X )
o(x)

0.4

L0

0,5

0,5

0.2
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Priklad

4

Nahodna veli¢ina ma hustotu @(x)=a-e "™ xe€ (— 00, OO) . UrcCete a, stiedni
hodnotu a rozptyl.
Refeni: a=1 2_[ e “dx |= 1
) 2
E(X)= Jx@(x)dx = Ix%e_x dx=0 D(X)= E(X2)= sz %e_x dx=2

—00 —00 —00

o(x)

T
E(X) 345



Priklad

Necht Zivotnost (v letech) vyrobki se fidi exponencialnim rozloZenim s distribu¢ni
funkci F(x) = 1-e*’ , x > (. Tj. stfedni doba zivotnosti je 5 let. Tvar distribu¢ni
funkce znamena, Ze k poruSe vyrobku dojde s velkou pravdépodobnosti velmi brzy
po jeho prodeji. Jakou zaru¢ni dobu stanovi vyrobce, nema-li pocet reklamovanych
vyrobku prekrocit 10%?

Reseni: Nahodna veli¢ina X udava Zivotnost vyrobku. Hledame takové x, aby platilo

P(X <x)=0,1 Tedy hleddme 10% kvantil.

= Ol=1-¢" «

=) x=-5In(0,9)=-5-(~0,10536) = 0,5268

02
000000000000

Pro splnéni poZadované podminky je tfeba stanovit zarucni dobu na cca %2 roku.
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Priklad

Necht' Zivotnost (v letech) vyrobkil se fidi Weibullovym rozloZenim s distribucni
funkci F(x) = 1-e®¥% | x > (. Tj. stfedni doba zivotnosti je cca 3.67 let. Tvar
distribu¢ni funkce znamena, Ze k poruSe vyrobku pravdépodobné nedojde hned po
jeho prodeji, ale az po néjaké dobé. Jakou zarucni dobu stanovi vyrobce, nema-li
pocet reklamovanych vyrobki prekrocit 10%?

Reseni: Nahodna veli¢ina X udava Zivotnost vyrobku. Hledame takové x, aby platilo

P(X <x)=0,1 Tedy hleddme 10% kvantil.

= 0l=1-¢" 4 o

=) x=4-3/~In(0,9) = 2,55

“““
000000000

9 10

Pro splnéni poZzadované podminky je tfeba stanovit zaru¢ni dobu na cca 2,5 roku.
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i Momenty, Sikmost a Spicatost NV

Definice:

Necht X..X,. Xy jsou ndhodné veliciny, k. k. ko € R.r.s € N,

a) Cislo E([X — k|") se nazyvd r-ty moment ndhodné veli¢ciny X kolem
konstanty k. Je-li k=0, jde o r-ty podateéni moment, jeli k= F{X ), jedna
se 0 r-ty centralni moment.

b) Cislo E([X1 = k] [Xo = k2]*) se nazyva r x s-ty moment nihodnych
velicin Xy, Xy kolem konstant ky, ko Je-li by = By =0, jde o r xs-ty podateéni
moment, jeli by = F(X,). ko = E(X,). jedni se o rxs-ty centralni moment.

3
E([X _ E(X)] ) se nazyva sikmost ndhodné veli¢iny X.

J/DX)[

4
Cislo|A,(X)= E([X — E(X4)] )— 3 |se nazyva Spicatost ndhodné veliiny X.
1/DiXi
Je-li A3(X) =0, jde o symetricke rozlozeni. Je-li A3(X) >0, jde o kladné sesikmené rozlozeni a je-li A3(X) <0, jde o zaporné
seSikmené rozlozeni.
Je-li Ay(X) =0, jde o rozlozeni s normalni Spicatosti. Je-li Ay(X) > 0, jde o Spicate rozlozeni a je-li Ay(X) <0, jde o ploché
rozloZeni.

Cislo|A,(X)=
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Vektor strednich hodnot, variacni a
korelaéni matice nahodného vektoru

Definice:
Necht X = Ir D, ST Xn) Ji—‘ nahodny vektor. He.ﬁluf vektor
F(X) = (F(X,).....FE(X,)) se nazyva vektor stifednich hodnot. Redlna

Etvercova symetrickd matice

D(Xy) Cl(X1,X2) ... ClX1,AXy)
var({X) = .

C(X,. X)) CX, X)) ... D{X,)
se nazyva varianéni matice nihodného vektoru X a redlnd étvercovd symet
ricka matice

1 R(Xy, Xo) ... R(Xy1 AL
cor(X) =

R(Xn. X1) R(XnX3) ... 1
se nazyva korelaéni matice nahodného vektoru X.
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Priklad

Priklad:
Pro nahodny vektor (X, Y) z ptikladu 12.19. najdéte vektor stfednich hodnot, varian¢ni a korela¢ni matici.

Reseni:

Bylo spocteno, Ze
E(X) =20, E(Y) =20,
D(X) =60, D(Y) =170,

C(X,Y) =49,
R(X.Y) = 0.76.
20 60 49 1 076
X — — — b
E(X) (20]’Var(x) (49 70j,cor(X) (0,76 1 ]

350



11. Vlastnosti Ciselnych
charakteristik NV

Véta: Necht a, aj, ap. b, by, by jsou realna ¢isla, X, X, ..., X, Y1, ..., Y jsou ndhodné veli¢iny definované na témz
pravdépodobnostnim prostoru. V nésledujicich vzorcich vzdy z existence Ciselnych charakteristik na pravé strané vyplyva
existence vyrazu na levé strané.

Vlastnosti stifedni hodnoty
a) E(a)=a
b) E(a + bX) =a + bE(X)
c) EX-EX))=0

d) E(ZXJ = ZH:E(Xi)

e) Jsou-li ndhodné veliCiny Xj, ..., X, stochasticky nezavislé¢, pak E(li[XiJ = ﬁE(Xi)
i=1

i=1
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Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— Kovariance

Vlastnosti kovariance

a) C(ar, X)) =C(Xy, ap) = C(ar, a) =0

b) C(ay + b X,, a5 + byXa) = bibyC(X), Xo)
c) C(X, X) =D(X)

d) C(X, X;) = C(X,, X)

e) C(Xi, Xz) = E(X1X2) - E(X1E(X)

) C(ixi,i%}: >y Cx.y))
i=1 =

i=1 j=1
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Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— rozptyl

Vlastnosti rozptylu

a) D(a)=0
b) D(a + bX) = b’ D(X)

¢) D(X) = E(X?) - [Ex))’

i=1 j=i+1 =1

2. D(Xy))
i=1

n n n—1 n n
d) D(inj = Y D(X;)+22 2 C(X;,X;) (jsou-li nahodné veli¢iny X, ..., X, nekorelované, pak D(Z X,
i=1 i= 1

J:
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Vlastnosti Ciselnych charakteristik NV
— korelace

Vlastnosti koeficientu korelace

a) R(a;, X;) = R(Xy, @) =R(aj, ap) =0

b) R(a; + b1 X, a; + baX,) = sgn(b;by) R(X, X2)
c) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) =0 jinak
d) R(Xy, X2) = R(Xz, X1)

C(X1, X, ]
e) R(Xj, X3) = {J/DX)/D(X,)
0 jinak

pro~/D(X;){/D(X,) >0
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Vlastnosti stifedni hodnoty - dukaz

Diikaz:
Pro vlastnosti sttedni hodnoty

ad a) X ~ Dg(a), TE(X)= {;I}:ﬁ;z a’ E(X)= Xixﬂ(x)= aﬁ(a)= a‘l=a
ad b) Diskrétni pfipad: E+bX)= i(a Foxnlx)= ian(x)+ ibxn(x): a in(x)ﬂ) ixn(x): a+bE(X)
Spojity piipad: E(a+bX)= I(a +bx)p(x)dx =a Iqo )dx +b qu) )dx = a+bE(X)

—00

ad c) Plyne z (b), kde a =-E(X), b= 1.

ad d) Spojity ptipad: E( j J‘ J’xl_,_ T+ x )<P(x1> )dxl“'dxn=
I xlq)xl, X, )dx, ---dx, +-- +I Ix (x,5..0s, )dx, ---dx, =

J‘xl{j jgoxl, a’x2 dx}dx1+ +j {j jgoxl, a’x1 -dx, | |dx, =

—00 —0o0 —0o0 —0o0

0

= Ix1¢1(x1)dx1+ +J n(Pn(xn)dxn :E(X1)+"'+E(Xn):iE(Xi) 355
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Vlastnosti stifedni hodnoty - dukaz

ad d) Diskrétni ptipad: analogicky jako ve spojitém ptipad¢.
ad e) Spojity ptipad:

E(HXJ j j o x Jp(xr e x )y, - dx, =

—00 —00

T ox o(x,)-..o(x, )dx, --dx, =

e
T o(x, a’x1 Txngo(xn)dxn =
&)

i=1

ad e) Diskreétni ptipad: analogicky jako ve spojitém ptipadé.
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Vlastnosti kovariance - dukaz

Pro vlastnosti kovariance:
ad a) C(a,,X,)=E(a, -E(a,)[X, -E(X,)) = Efa, -a,]X, -E(X,)) = E(0) =0
d b)
E(l:("11 +b,X,,a, "'bzXz): E([a1 +b,X, _(al +b1E(X1))][az +b,X, _(az "'sz(Xz))]): b1b2E([X1 _E(X )][X E( )]) b,b C(X X )

ad ¢) ¢(x.X) = E(X - E)IX - (X)) - E(X - E(X)F )~ D(X)
ad d) C(Xl X, ) = E([Xl - E(Xl )][Xz - E(Xz )]) = E([Xz - E(Xz )][Xl - E(Xl )]) = C(Xz X )

ad ¢e)
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i Vlastnosti rozptylu - dukaz

Pro vlastnosti rozptylu:

ada)  D(a)=E(a-E@})=E(a-af)=E©
adb)  D(a+bX)=E(a+bX - E(a+bX) ) ([a+bX a—bE(X)F)=

- E[p[x - ECO)F )= D(X)
we D)= E[X-ECNF)= Bl -2XE@) +[EOT )
= E(x?)-2E(X)E(X)+[E)] = E(x?)-[EX)T

ad d) D(g)@j [ZX ZX) ZZC(XZ,X].):
=C(X,, X,)+C(X,,X,)+.. +C(X X )+,
+C(X,,X,)+C(X,,X,)+...C(X,. X, )=

:ii:D(Xi)+2ni Zn:C(Xian)

i=1 j=i+l
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Vlastnosti korelace - dukaz

Pro vlastnosti koeficientu korelace:

ad a) Plyne pfimo z definice, protoze D(a,) = D(a,) =0,

adb) R(a,+bX,,a,+b,X,) :EL% +b X, —E(a1 +b1X1). a,+b,X, —E(a2 +b2X2)j:

JDla, +b X)) JDla, +b,X,)

_ E{ a,+bX, —a -bEX,) a,+bX —a, —sz(Xz)]
Jb2D(X,) b, > D(X,)
b, b
‘b ‘ ‘bz‘ R(X,,X,)=sgn(b -b,)R(X,, X,)
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Vlastnosti korelace - dukaz

ad c) Pro D(X) = 0 plyne ptimo z definice, jinak plati

R(X,X):E[X_E(X)-X_E(X)j ! E([X—E(X)]Z):;D(X):l

/D) Jpx) | D(X) D(X)

ad d) Ztejme.

ade) R(X,,X,) —E[Xl _EWX) X, E Xz)j—

D(X,) D(X,)
:E([Xl_E(Xl)]'[Xz_E(Xz)]): C(XlaXz)
\/D(Xl)'\/D(Xz) \/D(Xl)'\/D(Xz)
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Priklad

Priklad:
Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl
a) centrované ndhodné veli¢iny Y = X — E(X),
X -E(X)

b) standardizované nahodné veli¢iny U= 550

Reseni:
ad a) E(Y) = E(X u) E(X) E(w) = u p=0,D(Y)= D(X u) D(X) c’,
ad b) E(U) = E( )——E(X— )—— 0=0,D(U)= D( )——D(X u)—cL ol=1.

Priklad:
Nahodné¢ veliciny X, Z jsou ndhodné chyby, které vznikaji na vstupnim zatizeni. Maji stfedni hodnoty E(X) =-2, E(Y)=4 a
rozptyly D(X) =4, D(Y) = 9. Koeficient korelace téchto chyb je R(X,Y) = -0,5. Chyba na vystupu zatizeni souvisi
s chybami na vstupu funkéni zavislosti Z = 3X* — 2XY + Y*- 3. Najdéte stiedni hodnotu chyby na vystupu.

Reseni: E(Z) = E3X* = 2XY + Y?- 3) = 3E(X?) — 2E(XY) + E(Y?) — E(3) = 3{D(X) + [E(X)]*} - 2[C(X,Y) + E(X)E(Y)] +
D(Y) + [E(Y)]* - 3 = 3[D(X) + [E(X)]"] - 2[R(X,Y)/D(X)/D(Y) +EX)E(Y)]+D(Y) + [E(Y)]*- 3 =3(4 + 4) -2[-0,5x2x3
+(-2) x4]+9+16-3=24+22+25-3=68
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Priklad

Nahodna veli¢ina X udava pocet ok pi1 hodu kostkou. NV Y = 2+ 3X. Vypoctéte:
a) E(X) a D(X),
b) E(Y) a D(Y),
¢) C(X,Y),
d) R(X,Y).

6 6
ReSeni: a) E(X)= éZx =35 D(X) = %sz ~E(X)* = % ~3,5* =2,9167
x=1

x=1

b) EY)=EQ+3X)=2+3E(X)=2+3-35=12,5
DY)=DQ2+3X)=3"D(X)=9-2,9167 = 26,25

¢) C(X,Y)=C(X,2+3X)=3C(X,X)=3D(X)=3-29167=8,7501

d) R(X,Y)=R(X,2+3X)=sgn(3)R(X,X)=1-1=1
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Priklad

Nahodna veli¢ina X udava soucet poctu ok pti hodu 2 kostkami. Vypoctéte E(X).

Reseni: X. ... pocet ok pii i-tém hodu,1=1,...,6

E(Xl) =3,5
2 2 2
B0 = 31, |- 3 6x)- 3357
i=1 i=1 i=1
Nebo: souégt podet m102nost|' r1’n102nosti . {
3 2 1221 E(X)=) xn(x)==—(2-1+3-24+4-3+5-4+6-5
4 3 22 13 31 — 36
5 4 2332 41 14 555
: e +7-6+8:5+9.4+10-3+11-2+412.1) =227
8 5 44 35 53 26 62 36
9 4 54 45 36 63
10 3 55 64 46
11 2 56 65
12 1 66
Celkem 36
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i Markovova nerovnost

Véta (Markovova nerovnost):
Necht pro ndhodnou veli¢inu X se stiedni hodnotou E(X) plati P(X> 0) = 1. Pak plati Markovova nerovnost:

Ve>0: P(X>8E(X) Sé.

Ilustrace pro spojity pripad:

=2

i)
a

;
3
A Y
h D&

E(X) & EX)

Diikaz: Pro spojity piipad:

E(X)= [ xp(x)dx > ;f);qo(x)dxz ¢ E(X)p(x)dx = E(X) [g(x)dx =& E(X)P(X > 2 B(x)

0 ) eE(X)

[}
&
~—3

= P(X >¢ E(X))<

M| -
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Priklad

Priklad:
Necht P(X>0) =1 a E(X) =9, kde 6 > 0 je konstanta.
a) Odhadnéte P(X > 35).

b) Necht' X ~ Ex(%j . Vypodététe P(X >39).
ReSeni:

ad a) P(X >33)< % =0,3

X

1.5 PR N
ad b) X ~ Ex(éj =ok)=15° PO EX)=5P(x>35)= J.%e Sdx = {—e 5} =e¢” =0,04975
0jinak 38 3
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CebySevova nerovnost

Véta (Cebyéevova nerovnost):

Necht ndhodn4 veli¢ina X ma stfedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X). Pak plati Ceby$evova nerovnost:

vt > 0: P(X - E(X) > tyD(X )stiz

Ilustrace pro spojity pripad

Px)=2

<1/

\
’ )
’ A
‘ \
’ A
4 )
’ A
’ \
'
‘. \
/ 3
, \
. .
. R
. N

Diikaz: Pro spojity pfipad: Plyne z Markovovy nerovnosti, kde poloZime Y =[X -E(X)[’. Pak P(Y > 0)=1 a pro
Ve >0:P(Y > gE(Y))< 1 tj. pro Ve > 0: P([X ~EX)} > sE([X ~E(X)J ))S 1 Polozme &= t*. Po odmocnéni mame
€ €
1
t_2 .

vt > 0: P(X - E(X) > tyD(X))<
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Priklad

Piiklad: Necht E(X) =, D(X) = 6°.
a) Odhadnéte P (X - p| > 3c).
b) Jestlize X ~ N(u, 6%), vypoététe P QX —p > 36).
Reseni:
1

1 -
ad a) P(X -y/>30) < 750l

(Tomuto vysledku se tiké pravidlo 36 a tika, Ze nejvyse 11,1% realizaci ndhodné veliCiny leZi vné intervalu
(n-30, u+30).)

ad b) P(X-p|>30) =1 -P(-36 <X -pn<30)=1-P(3< %s 3)=1-®3)+ B(3) =2[1 — D3)] = 2(1 — 0,99865) =

0,0027. (Mé-li ndhodna veli¢ina normalni rozlozeni, pak pouze 0,27% realizaci lezi vné intervalu (u — 3o, pu + 306).)
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Cauchy - Schwarzova - Bunakovského
nerovnost

Véta (Cauchyova — Schwarzova — Buiiakovského nerovnost):
Necht' R(X, X>) je koeficient korelace ndhodnych velic¢in X, X,. Pak|[R(X;,X,)| <1|a rovnost nastane tehdy a jen tehdy,

kdyZ mezi veli¢inami X, X, existuje s pravdépodobnosti 1 Gplna linedrni zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze
P(X;=a+bX;)=1.

o . r . o X, —E(X.) .
Diikaz: Zavedeme standardizované ndhodné veliiny U, = W}i) ,1=1,2.

0<D(U, +U,)=D(U,)+2C(U,,U,)+D(U,)=2[1+R(X,, X, )| = |R(X,.X,) <1.
Predpokladejme nejprve, ze R(X;, X,) = 1. V tomto pfipadé po¢itime D(U, - U,)=2[1-R(X,,X,)]=0. To je mozné jen tak, Ze

P(U, =U,)=1L4P(U,-U,=0)=1,t. 1= P(Xl “E(X,)_X, _E(Xz)J = PLXz =E(X,)- D(X, E(X,)+ D Xz)xl} tudiz

a=E(X,)- [];(éz))E(X]), b= [];g((z; .

Predpokladame-li, ze R(Xy, X;) = -1, pak poéitame D(U, +U,).

Necht’ naopak P(X, =a+bX,)=1. Pak R(X,,X,)=R(X,,a+bX,)=sgn(b)R(X,,X,)=sgn(b) = {1 ITO b ; 0 .,
—1pro <
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12. Slaby zakon velkych
¢isel a centralni limitni véta

S rostoucim poétem opakovanych nezavislych pokusi zjistujeme, ze empirické charakteris-
tiky, které popisuji vysledky téchto pokusi, se blizi teoretickym charakteristikam. Napri-
klad relativni ¢etnost uspéchu se blizi pravdépodobnosti Gspéchu; priimér méfeni zatizenych
nahodnou chybon se blizi hledané neznamé stfedni hodnoté; empiricka distribuéni funkce
se blizi distribuéni funkei. Témito skutecénostmi se zabyva Slaby zakon velkych éGisel, spe-
cifikovany napt. CebySevovou vétou, nebo Bernoulliovou vétou.

Podstatou centralni limitni véty je tvrzeni, Zze ndhodna veliéina X, ktera vznikla jako soucet
velkého podtu vzajemné nezavislych nahodnych velicin X, X», ..., X, ma za velmi obec-
nych podminek pfiblizné normalni rozdéleni. Nejjednodussi specifikaci centralni limitni
vety je Moivre-Laplaceova véta. Zobecnénim Moivre-Laplaceovy véty je véta Lindbergova-
Lévyova. Nejobecnéji centralni limitni vétu formuloval Ljapunowv, jeho vétu vsak nebudeme
uvadét. V soucasné dobé, kdy databaze maji ohromné mnozstvi polozek, je aplikace CLV
nesmirné uzitecna.

Pii uvedeni zminénych vét se neobejdeme bez pojmu konvergence posloupnosti nahodnych
velicin, V poétu pravdépodobnosti se nabizi fada zpisobi, jak konvergenci posloupnosti
nahodnych velicin definovat, my si uvedeme nasledujici tii.
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Typy konvergence posloupnosti NV

Definice:
Rikdme, Ze nahodna posloupnost (X;, X5, ..., X,,...) konverguje k nahodné veli¢iné X

(i.) jisté, pravé kdyz viechny realizace nahodné posloupnosti (X, (w), Xao(w), ..., Xp(w),...)
konverguji k realizaci nahodné veli¢iny X (w). Tedy plati:

Yw e (2 : JIIEI;L Xn(w) = X(w)
[Jedna se o "obyéejnou” konvergenci ¢iselné posloupnosti]

(i1.) podle pravdépodobnosti, pravé kdyz pro kazdé = > 0 plati:

A, P(

Xn—X

<g)=1

[Pfi vzristajicim poétu pokusi jsou vétsl odchylky X, od X krajné nepravdépo-
dobné]

(111.) v distribuci, pravé kdyz pro distribucni funkce Fi(r1) ~ Xi1,..., Fa(zn) ~ X, ..
popt. F(z) ~ X plati:

nll_n;lu F,.(z) = F(z) pro viechna x, kde je funkce F spojita

[Jedn4 se o nejslabsi z uvedenych typu konvergence, definuje se jen s uzitim distri-

buénich funkei] 370



Typy konvergence posloupnosti NV

Poznamka:
Nahodna posloupnost (X, Xs. ..., X,,...) mizZe konvergovat i ke konstanté, coz je v pred-
chozi definici zahrnuto. Sta¢i uvazovat nahodnou veli¢inu X degenerovanou.

Véta:
Necht (X, X5,...,X,....) je nahodna posloupnost.

1. Jestlize tato nahodna posloupnost konverguje k nah. vel. X jisté, pak k ni nutné
konverguje i podle pravdépodobnosti. Konverguje-li k X podle pravdépodobnosti,
pak k ni nutné konverguje i v distribuci. [Obracené implikace obecné neplati.|

2. K tomu, aby nahodna posloupnost (X;. Xs. ..., X,....) konvergovala podle pravdé-
podobnosti k éislu p, staéi splnéni podminek

lim E(Xa)=p A lim D(Xn) =0

n—0o n—0oo
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Slaby zakon velkych Cisel —
CebySevova véta

Véta: CebySevova  (slaby zakon velkych éisel)
Necht nahodna posloupnost (X, X. ..., X, ...) je posloupnost stochasticky nezavislych
a stejné rozlozenych nahodnych veli¢in se th.'_]IlGll stredni hodnotou it a stejnym rozpty-

lem o°. Potom nahodna pn:-.loupno:-.t a,rltmetlck) ch prumeru ()n = Z Xi,....+ 2 Xi,.. )
= i=1

1 N o’
P(l->_Xi—pl<e)>21-—
o ne
neboli )
lim P([lZX? —pu|l<eg)=1
n—oo 1 =

[Pri velkém poétu nezavislych pokusi mizeme témér jisté ocekavat, ze aritmeticky pru-
meér jednotlivych pokusi se bude od stfedni hodnoty p lisit krajné nepatrné. Proto pii
dostatecné velkém n lze stfedni hodnotu g odhadnout primérem vysledki jednotlivych
pokusi.]
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Bernoulliova véta

Véta: Bernoulliova (disledek Cebysevovy vety)

Necht nahodna veli¢ina Y,, udava pocet uspéchu v posloupnosti n nezavislych opakovanych
pokusu, kdy nspéch nastava v kazdém pokusu s pravdépodobnosti ¢, 0 < o < 1. Pak
posloupnost relativnich cetnosti (Y7, l}, . %5 ...) konverguje podle pravdépodobnosti k
pravdépodobnosti nspéchu 9. Tedy pro kazdé £ > 0 plati:

p(|%_19|{5)31_u

ne?

L

neboli

lim P(|% | <e)=1

fl— o0

373



Priklad

Priklad:

Pravdépodobnost vyrobeni zmetku je 3unn

nosti vvskytu zmetku 1lisi nejvvse o 0,017

Reseni:

Oznacme Y300 nahodnou veli¢inu udavajici pocet zmetku (aspéchii) v 3000 pokusech.
Potom Y300 ~ Bi(3000, z2-)

Relativni éetnost tispéchu by se s rostoucim n méla blizit k pravdépodobnosti tspéchu. My
checeme uréit pravdépodobnost, ze pro n = 3000 se relativni éetnost uspéchi od pravdépo-
dobnosti tspéchu neodchyli o vice, nez o 0,01. Tedy v Bernoulliove vété budeme za ¢ volit
0,01.

Pro kazdé ¢ > 0 plati: P(|¥2 — 9| <¢) > 1 - 209,
(-3

- 12 12
Tedy P(|%8e — ;12| < 0,01) > 1 — B —S) = 0,872

Pokud bychom chtéli vyuzit pfimo Cebysevovu vétu, pak bychom za X, volili nahodnou
veliéinu s alternativnim rozlozenim, kde jedniéka symbolizuje vyrobeni zmetku (aspéch) a
nula vyrobeni kvalitniho vyrobku.

Tedy X;NA(%}, i=1,...,3000 E(X;}:% D(X;) = (1— 22y X7, .., X3000
jsou stoch. nezavislé. Dale staéi za ¢ volit 0,01 a dosadit do Ceb}'semvy véty. (Uvedomte
si, ze binomicka nahodnéa veli¢ina vznika jako soucet nezavislych, stejné rozlozenych alter-
nativnich nahodnych veliéin.)

Pri vvstupni kontrole bylo testovano 3000 vy-
robku. Jaka je pravdépodobnost, ze relativni ¢etnost vyvskytu zmetkt se od pravdépodob-
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Centralni limitni véta

Véta: Lindbergova-Lévyova (centralni limitni véta)
Nechf nahodna posloupnost (X,,...,X,,...) je posloupnost stochasticky nezavislych a
stejné rozlozenych nahodnych velié¢in se stejnou stfedni hodnotou p a stejnym rozptylem
n
o2. Uvazme soudet X = Y. X, a odvodme stfedni hodnotu a rozptyl nové nahodné veli-
i=1
éiny X.
n n n
B(X)= E(§ X) = . B(X) = § p = np
= i= 1=
n n n
DX)=D(Z X)) =X D(Xi))=X a? = no?
i=1 =1 =1

En: _Xi—ﬂj.l
X-E(X) _ =1 - ) —
JDX)  © " [n miZzeme libovolné zvét
Sovat|

Potom nahodna posloupnost standardizovanych souétu (U, Us, ..., U,,...) konverguje v
distribuci k ndhodné veli¢iné U ~ N (0, 1). Tedy

Nyni uvazme standardizovany souéet U, =

u 1 2
VueR: lim P(Up <u)= f e~ T dt
n—od — 00 27I.-
Zkracené piseme U, ~# N(0, 1) a fikame, ze U,, se asymptoticky fidi normalnim standardi-

13 Xiu

i=1

zovanym rozlozenim. [Vsimnéte si, ze U, = . Centralni limitni véta tedy tvrdi, ze

W n
s rostoucim n se distribuéni funkce pruméri nahodnych velicin X,, ..., X, blizi distribuéni

. » ” - » o » 2 * -

funkei normalniho rozlozeni se stfedni hodnotou p a rozptylem % Toto nastava bez ohledu
o g w ’ r » .

na ptvodni rozlozeni nahodné veli¢iny X |
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* Moivre — Laplaceova véta

Véta: Moivre-Laplaceova (disledek Lindbergovy-Lévyovy véty)

Necht Y, ~ Bi(n,?), n =1,2,.... Potom E(Y,)=nd D(Y,)=nd(1—1)
T _ Yn—nd o~ N

a Up = S22l ~ N(0,1)

[Moivre-Laplaceova véta fika, Ze pfi dostatecné velkém poétn nezavislych pokusii konver-

guje v distribuci binomické rozdéleni k normalnimu.]

Poznamka:

Na zakladé Moivre-Laplaceova véty se pouziva priblizny vzorec, ktery nahrazuje pracny

vypocet distribu¢ni funkce binomického rozlozeni jednoduchym hledanim v tabulkach dis-

tribuéni funkce normalniho standardizovaného rozlozeni. Porovnejte

Pfesny vipocet:

¥
PYo<y)=% (?)19'(1 — 7)"" ... naroéna sumace

Aproximace normalnim rozlozenim:

r - Y.—nt y—nt y—nv AT
Pllasy)=P (v’nﬂu—a} = v’mi(l—ﬂ}) ~ @ (M) ~ N(0.2),

kde ®(u) je tabelovana distribuéni funkce standardizovaného normaélniho rozloZeni.

Aproximaci je vhodné pouzit pokud jsou splnény nasledujici podminky:
nd(l-9)>9 A —=<d<ts

n+l"’
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Priklad

V urcite skupiné zaméstnancu je 10% s piijmem, ktery piekraCuje celostatni
prumér. Kolik zaméstnanct z této skupiny je tfeba vybrat, aby s pravdépodobnosti
aspon 0,95 bylo mezi nimi 8% az 12% zaméstnancll s nadprimérnym piijmem?

ReSent:

X — pocet zamé&stnancli s nadprimérnym piijmem, X ~ Bi(n, 0,1), E(X) = 0,1n,
D(X) = 0,09n,

0,95 < p(o,og <X o,1zj — P(0,08n < X <0,12n) = P[ 0.08n —0.In _ X ~0ln 0,12~ O»I"J
n

{0,097 : J0,097 /0,097
A2t ) o) f ) )l

15 .J0,09n 15 15 15 15

tedyl—‘/? > 1y g7s = 1,96 = n > 29,4 = n > 865.
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Priklad

100-krat nezavisle na sobé hazime kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze Sestka padne aspon
20-krat?

Reseni:

Oznacéme Yoo nahodnou veli¢inu, udavajici pocet padnutych Sestek ve 100 hodech,
Nejdfive ovéfime pﬂdminky pru pouziti aproxjmace normélm’m rozlozenim:

nd(1—4) = 100- (1 — —) =259 A ﬁ <z {: ﬁ? tedy obé podminky jsou splnény.
Hledanou pravdepodobnost Gdhadneme pomoci MuwrehLaplacemy véty.

—_1 _ - _ —1 Yy00—100/6 19-100/6 _
P(Yioo > 20) =1 — P(Yi00 < 20) = P(Yi00 < 19) = 1 (m—m)—
— P(U, <0,626) ~ 1 — ®(0,626) = 1 — 0, 73565 = 0, 2635.

(Pfesny vypocet pomoci softwaru by vysel 0,2198.)

Aproximace binomického rozlozeni normalnim rozlozenim nemusi byt vidy nejvhodnéjsi.
Pro extrémné malé pravdépodobnosti Gspéchu v uzivame pfiblizny vzorec, ktery vychazi z
Poissonovy véty.

378



Poissonova véta

Véta: Poissonova
Necht Y7, Y5, ... je posloupnost stochasticky nezavislych nahodnych velicin, Y, ~ Bi(n,,),
n=1,2,... aplati lim n,, = A. Pak posloupnost ¥7.Y5,...Y,, ... konverguje v distribuci

N—00
k nahodné veli¢iné ¥ ~ Po()), tedy Y, & Po(A).
[Néhodna veli¢ina Y ma Poissonovo rozlozeni s parametrem A, nahodnou veliéinu Y}, s bi-
nomickym rozlozenim lze aproximovat Poissonovyn rozlozenim.|
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Priklad

Poznamka:
Na zakladé Poissonovy véty se pouziva priblizny vzorec, ktery nahrazuje pracny vypocet

distribuéni (resp. pravdépodobnostni) funkce binomického rozlozeni jednoduchym hleda-
nim v tabulkach distribuéni (resp. pravdépodobnostni) funkce Poissonova rozlozeni.

oP(Y, <y) = i (':)19‘(1 — )"t & Fuply) ~ Po(nd), kde F,s(y) je distribuéni funkce
t=>0
Poissonova rozlozeni s parametrem A = nd

oP(Yon=1y)= (;)-ﬂy(l — )" Y %ﬂ!EE_”ﬂ (Srovnej s pravdépodobnostni funkei Poisso-
nova rozlozeni, ktera je tabelovana.)

Aproximaci je vhodné pouzit, pokud jsou splnény nasledujici podminky:
n>30A0<0,1.
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Priklad

Béhem zkousky spolehlivosti se pfistroj poroucha s pravdépodobnosti 0,05. Jaka je prav-
dépodobnost, ze pfi zkouseni 100 pristroju se jich poroucha pravée 57

ReSeni:

Oznacme Yoo nahodnou velicéinu, udéavajici pocet porouchanych pristroju ve 100 zkouskach,
Nejdfive ovéfime podminky pro pouziti aproximace Poissonovym rozloZzenim:

100 >30 A 005<0,1.

Uréeni hledané pravdépodobnosti aproximaci Poissonovym rozlozenim:

P(Yyp0 = 5) =~ iﬁﬁ}ie—lm”‘ﬂf‘, coz nemusime pocitat, jelikoz jde o pravdépodobnostni
funkci Poissonova rozlozeni v bodé 5 s parametrem A = 100 - 0,05, ktera je v tabulkach.
Tedy p5(5) = 0, 17547

Urcéeni hledané pravdépodobnosti pfesnym vypocétem:

P(Yi0 = 5) = (‘2“)03 055(1 —0,05)% = ... =0,18
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i 13. Statistické tabulky

Nasledujici tabulky obsahuji hodnoty:
Pravdépodobnostni funkce Binomického rozloZeni
Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozloZeni
Distribu¢ni funkce standardizivaného normalniho rozlozeni
Kvantili standardizivaného normalniho rozlozeni
Kvantilu rozloZeni %2 rozlozeni
Kvantilu Studentova rozlozeni
Kvantili Fisherova-Snedecorova rozlozeni
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Pravdépodobnostni funkce
binomického rozlozeni Bi(n,p) 1. Cast

1 X .01 .05 10 15 20 25 30 1/3 35 A0 A5 49 .50
2 0 9801 9025 8100 7225 6400 5625 4900 4444 4225 3600 3025 2601 2500
1 0198 0950 1800 2550 3200 3750 4200 4444 4550 4800 4950 4998 5000
2 0001 0225 0100 0225 0400 0625 0900 1111 1225 1600 2025 2401 2500
3 0 9703 8574 7290 6141 5120 4219 3430 2963 2746 2160 1664 1327 1250
1 0294 1354 2430 3251 3840 4219 4410 4444 4456 4320 4084 3823 3750
2 L0003 0071 0270 0574 0960 1406 1850 2222 2389 2880 3341 3674 3750
3 0000 0001 0010 0034 0080 0156 0270 0370 0429 0640 0911 1176 .1250
4 0 9606 8145 6561 5220 4096 3164 2401 (1975 1785 1296 0915 0677  .0625
1 0388 1715 2916 3685 4096 4219 4116 3951 3845 3456 2995 2600 2500
2 L0006 0135 0486 0975 1536 2109 2646 2963 3105 3456 3675 3747 3750
3 L0000 0005 0036 0115 0256 0469 0756 0988 1125 1536 2005 2400 2500
4 0000 0000 0001 0005 0016 0039 0081 0123 0150 0256 0410 0576 .0625
5 0 9510 7738 5905 4437 3277 2373 (1681 (1317 1160 0778  .0503 0345 0312
1 0480 2036 3280 3915 4096 3955 3602 3292 3124 2592 2059 1657  .1562
2 L0010 0214 0729 1382 2048 2637 3087 3292 3364 3456 3369 3185 3125
3 L0000 0011 0081 .0244 0512 0879 1323 1646 1811 2304 2757 3060 3125
4 0000 0000 0004 0022 0064 0146 0284 0412 0488 0768 (1128 1470 1562
5 0000 0000 0000 0001 0003 0010 0024 0041 0053 0102 0185 0283 0312
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Pravdépodobnostni funkce
binomického rozlozeni Bi(n,p) 2. ¢ast

0 | 9415 7351 5314 3771 2621 1780 1176 0878 0754 0467 0277 0176 0156
1 | 0571 2321 3543 3993 3932 3560 3025 2634 2437 1866 1359 1014 0938
2 | 0014 0305 0984 1762 2458 2966 3241 3292 3280 3110 2780 2437 2344
3 | 0000 0021 0146 0425 0819 1318 1852 2195 2355 2765 3032 3121 3125
4 | 0000 0001 0012 .0055 0154 0330 0595 0823 0951 1382 .1861 2249 2344
5 | 0000 0000 0001 .0004 0015 0044 0102 0165 0205 0369 .0609 0864 0938
6 | 0000 0000 0000 .0000 0001 0002 0007 0014 0018 0041 .0083 0139 0156
0 | 9321 6983 4783 3206 2097 1335 0824 0585 0490 0280 0152 0090 0078
1 | 0659 2573 3720 3960 3670 3115 2471 2048 1848 1306 0872 0603 0547
2 | 0020 0406 1240 2097 2753 3115 3171 3073 2985 2613 2140 .1740 1641
3 | 0000 0036 0230 .0617 1147 1730 2269 2561 2679 2903 2918 2786 2734
4 | 0000 0002 0026 .0109 0287 0577 0972 1280 1442 1935 2388 2676 2734
5 | 0000 0000 0002 0012 0043 0115 0250 0384 0466 0774 1172 1543 1641
6 | 0000 0000 0000 .0001 0004 0013 0036 .0064 0084 0172 0320 0494 0547
7 | 0000 0000 0000 .0000 0000 0001 0002 0005 0006 0016 .0037 .0068 0078
0 | 9227 6634 4305 2725 1678 1001 0576 0390 0319 0168 0084 0046 0039
1 | 0746 2793 3826 3847 3355 2670 1977 1561 1373 0896 0548 0352 0312
2 | 0026 0515 1488 2376 2936 3115 2965 2731 2587 2090 1569 1183 .1094
3 | 0001 0054 0331 0839 1468 2076 2541 2731 2786 2787 2568 2273 2188
4 | 0000 0004 0046 0185 0459 0865 1361 1707 1875 2322 2627 2730 2734
5 | 0000 0000 0004 0026 0092 0231 0467 0683 0808 1239 1719 2098 2188
6 | 0000 0000 0000 0002 0011 0038 0100 0171 0217 0413 0703 1008 1094
7 | 0000 0000 0000 .0000 0001 0004 0012 0024 0033 0079 .0164 0277 .0312
g | 0000 0000 0000 .0000 0000 0000 0001 0002 0002 0007 .0017 .0033 0039
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Pravdépodobnostni funkce
binomického rozlozeni Bi(n,p) 3. ¢ast

9 0 9135 6302 3874 2316 1342 0751 0404 0260 0207 0101 0046 .0023 .0020
1 0830 2985 3874 3679 3020 2253 1556 1171 1004 0605 0339 0202 0176
2 0034 0629 1722 2597 3020 3003 2668 2341 2162 1612 1110 0776 .0703
3 L0001 0077 0446 1069 1762 2336 2668 2731 2716 2508 2119 (1739 (1641
4 0000 0006 0074 0283 0661 1168 1715 2048 2194 2508 2600 2506  .2461
5 0000 0000 0008 0050 0165 .038% 0735 1024 1181 1672 2128 2408 2461
6 0000 0000 0001 0006 0023 0087 0210 0341 0424 0743 1160 .1542 1641
7 0000 0000 0000 0000 0003 .0O12 0039 0073 0098 0212 0407 0635 .0703
8 0000 0000 .00O00 .00OO0 0000 .OOO1 .00O0O4 .0OOO9 OO13 0035 0083 0153 0176
9 .0000 .0000 .0000 .00O0O0 .0000 .OOOO .OOOO .0OOO1 .O0O1 0003 0008 0016 .0020

10 0 9044 5987 3487 .196% 1074 0563 0282 0173 0135 0060 0025 0012 0010
1 0914 3151 3874 3474 2684 1877 1211 0867 0725 0403 0207 0114 .0098
2 0042 0746 1937 2759 3020 2816 2335 1951 1757 1209 0763 0495 0439
3 0001 0105 0574 1298 2013 2503 2668 2601 2522 2150 1665 1267 (1172
4 L0000 010 0112 0401 0881 1460 2001 2276 2377 2508 2384 2130 2051
5 0000 0001 0015 0085 0264 0584 .102% 1366 1536  .2007 2340 2456 2461
6 0000 0000 0001 0012 0055 0162 0368 .056% .068% 1115 1596 .1966  .2051
7 0000 0000 0000 0001 0008 0031 0090 0163 0212 0425 0746 .1080 1172
8 0000 0000 .0000 0000 0001 .0OO0O4 0014 0030 0043 0106 0229 0389 .0439
9 0000 .0000 .00O00 .00OOO0 .0000 .OOOO 0001 .0OOO3 0005 0016 0042 0083 .0098
10 | .0000 .0000 0000 0000 .0000 .O000 .000O0 .000O0 .ODOO 0001 .OOO3 0008 .0010
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Pravdépodobnostni funkce

Poissonova rozlozeni Po(2) 1. ¢ast

X 0.1 0.2 0.3 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.9048 8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066 3679
1 0905 1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659 3679
2 0045 0164 0333 0536 0758 0988 217 1438 1647 1839
3 0002 0011 0033 0072 0126 0198 0284 0383 0494 0613
-+ 0000 0001 0003 0007 0016 0030 0050 0077 0111 0153
5 0000 0000 0000 0001 0002 0004 0007 0012 0020 0031
6 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 0002 0003 0005
7 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001
X 1.1 1,2 1,3 1.4 1,5 1.6 1,7 1.8 1.9 2,0

0 0.3329 3012 2725 2466 2231 2019 1827 1653 1496 1353
1 3662 3614 3543 3452 3347 3230 3106 2075 2842 2707
2 2014 2169 2303 2417 2510 2584 2640 2678 2700 2707
3 0738 0867 0998 1128 255 1378 1406 1607 1710 1804
4 0203 0260 0324 0395 0471 0551 0636 0723 0812 0902
5 0045 0062 0084 0111 0141 0176 0216 0260 0309 0361
6 0008 0012 0018 0026 0035 0047 0061 0078 0098 0120
7 0001 0002 0003 0005 0008 0011 0015 0020 0027 0034
8 0000 0000 0001 0001 0001 0002 0003 0005 0006 0009
9 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 0002
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Pravdépodobnostni funkce
Poissonova rozlozeni Po(2) 2. ¢ast

X 3.0 4.0 5,0 6.0 7.0 8.0 9,0 10,0 11,0 12,0
0 0.0498 0183 0067 0025 0009 0003 0001 0000 0000 0000
1 1494 0733 0337 0149 0064 0027 0011 0005 0002 0001
2 2240 1465 0842 0446 0223 0107 0050 0023 0010 0004
3 2240 1954 1404 0892 0521 0286 0150 0076 0037 0018
4 1680 1954 1755 1339 0912 0573 0337 0189 0102 0053
5 1008 1563 1755 1606 1277 0916 0607 0378 022 0127
6 0504 1042 1462 1606 1490 1221 0911 0631 0411 0255
7 0216 0595 1044 1377 1490 1396 1171 0901 0646 0437
8 0081 0298 0653 1033 1304 1396 1318 1126 0888 0655
9 0027 0132 0363 D68E 1014 1241 1318 1251 1085 0874
10 0008 0053 0181 0413 0710 0993 1186 1251 1194 1048
11 0002 0019 0082 0225 0452 0722 0970 1137 1194 1144
12 0002 0006 0034 0113 0264 0481 0728 0948 1094 1144
13 0002 0013 0052 0142 0296 0504 0729 0926 1056
14 0001 0005 0022 0071 0169 0324 0521 0728 0905
15 0002 0009 0033 0090 0194 0347 0534 0724
16 0003 0014 0045 0109 0217 0367 0543
17 0001 0006 0021 0058 0128 0237 0383
18 0002 0009 0029 0071 0145 0256
19 0001 0004 0014 0037 0084 0le6l
20 0002 0006 0019 0046 0097
21 0001 0003 0009 0024 0055
22 0001 0004 0012 0030
23 0002 0006 0016
24 0001 0003 0008
25 0001 0004
26 0002
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Distribucni funkce ®(u)
rozlozeni N(0

o1

() u D(u) u D(u) u D(u) u D(u) u D(u) u D(u) u D(u)
0,00 | 0,50000| 0,40 | 0,65542| 0,80 | 0,78814| 1,20 | 0,88493 1,60 | 094520 2,00 | 0,97725| 240 | 099180 3,10 | 0,99903
0,01 | 050399 041 | 0,65910| 0,81 | 0,79103]| 1,21 | 0,88686 1,61 | 094630 2,01 | 097778 241 | 099202 3,12 | 0,99910
0,02 | 050798 | 042 | 0,66276| 0,82 | 0,79389| 1,22 | 0,88877 1,62 | 094738 2,02 | 097831 242 | 099224 3,14 | 0,99916
0,03 | 0,51197| 043 | 0,66640| 0,83 | 0,79673| 1,23 | 0,89065 1,63 | 094845 2,03 | 097882 243 | 099245 3,16 | 099921
0,04 | 0,51595| 044 | 0,67003| 0,84 | 0,79955| 1,24 | 0,89251 1,64 | 094950 2,04 | 097932 244 | 099266 3,18 | 0,99926
0,05 | 0,51994| 045 | 0,67364| 0,85 | 0,80234| 1,25 | 0,79435 1,65 | 095053 2,05 | 097982 245 | 099286 3,20 | 0,99931
0,06 | 0,52392| 046 | 0,67724| 086 | 080511 1,26 | 0,89617 1,66 | 095154 2,06 | 0,98030| 246 | 099305| 3,22 | 0,99936
0,07 | 0,52790| 0,47 | 0,68082| 0,87 | 0,80785| 1,27 | 0,89796 1,67 | 095254 2,07 | 098077 247 | 099324 3,24 | 0,99940
0,08 | 0,53188| 0,48 | 0,68439| 0,88 | 0,81057| 1,28 | 0,89973 1,68 | 095352 2,08 | 098124 248 | 099343 3,26 | 099944
0,09 | 0,53586| 049 | 0,68793| 0,89 | 081327 1,29 | 090147 1,69 | 095449 2,09 | 0,98169| 249 | 099361| 3,28 | 0,99948
0,10 | 0,53983| 0,50 | 0,69146| 0,90 | 0,81594] 1,30 | 0,90320 1,70 | 0,95543| 2,10 | 0,98214| 2,50 | 0,99379| 3,30 | 0,99952
0,11 | 054380 | 0,51 | 0,69497| 091 | 081859 1,31 | 0,90490 1,71 | 095637 2,1 | 098257 252 | 099413 3,32 | 0,99955
0,12 | 0,54776| 0,52 | 0,69847| 092 | 082121 1,32 | 090658 1,72 | 095728 2,12 | 0,98300| 2,54 | 099446 3,34 | 0,99958
0,13 | 0,55172| 0,53 | 0,70194| 093 | 0,82381| 1,33 | 0,90824 1,73 | 095818 2,13 | 098341 2,56 | 099477 3,36 | 0,99961
0,14 | 0,55567| 0,54 | 0,70540| 0,94 | 0,82639| 1,34 | 0,90988 1,74 | 095907 2,14 | 098382 2,58 | 099506| 3,38 | 0,99964
0,15 | 0,55962| 0,55 | 0,70884| 0,95 | 0,82894| 1,35 | 091149 1,75 | 005994 2,15 | 098422 2,60 | 0,99534| 3,40 | 0,99966
0,16 | 0,56356| 0,56 | 0,71226| 096 | 0,83147| 1,36 | 091309 1,76 | 0,96080 [ 2,16 | 0,98461| 2,62 | 099560 3,42 | 0,99969
0,17 | 0,56749| 0,57 | 0,71655| 0,97 | 0,83398| 1,37 | 091466 1,77 | 096164 2,17 | 0,98500] 2,64 | 099585| 3,44 | 0,99971
0,18 | 0,57142| 0,58 | 0,71904| 0,98 | 0,83646| 1,38 | 091621 1,78 | 0,96246| 2,18 | 0,98537| 2,66 | 0,99609| 3,46 | 099973
0,19 | 0,57535| 0,59 | 0,72240] 0,99 | 0,83891| 1,39 | 091774 1,79 | 096327 2,19 | 098574 2,68 | 0,99632| 3,48 | 0,99975
020 | 0,57926| 0,60 | 0,72575| 1,00 | 0,84134| 1,40 | 091924 1,80 | 096407 220 | 098610] 2,70 | 0,99653| 3,50 | 0,99977
021 | 058317 0,61 | 0,72907| 1,01 | 084375| 141 | 092073 1,81 | 096485 221 | 098645] 2,72 | 099674 3,55 | 0,99981
0,22 | 0,58706| 0,62 | 0,73237| 1,02 | 0,84614| 1,42 | 0,92220 1,82 | 0,96562| 2,22 | 098679 2,74 | 0,99683| 3,60 | 0,99984
023 | 0,59095| 0,63 | 0,73565| 1,03 | 0,84850| 1,43 | 092364 1,83 | 096638 223 | 098713 2,76 | 0,99711] 3,65 | 0,99987
024 | 059483 | 0,64 | 0,73891| 1,04 | 0,85083| 1,44 | 092507 1,84 | 096712 224 | 098745| 2,78 | 099728 3,70 | 0,99989
025 | 059871 0,65 | 0,74215| 1,05 | 0,85314| 1,45 | 092647 1,85 | 096784 225 | 098778 2,80 | 0,99744| 3,72 | 0,99991
0,26 | 0,60257| 0,66 | 0,74537| 1,06 | 0,85543| 1,46 | 092786 1,86 | 0,96856 2,26 | 098809 2.82 | 099760 3,80 | 0,99993
027 | 0,60642| 0,67 | 0,74857| 1,07 | 0,85769| 147 | 092922 1,87 | 096926 227 | 098840 2,84 | 099774 3,85 | 0,99994
0,28 | 0,61026| 0,68 | 0,75175| 1,08 | 0,85993| 1,48 | 093056 1,88 | 0,96995| 228 | 098870 2,86 | 0,99788| 3,90 | 0,99995
029 | 0,61409| 0,69 | 0,75490| 1,09 | 0,86214] 1,49 | 093189 1,89 | 097062 2,29 | 098899 2,88 | 099801 | 3,95 | 0,99996
0,30 0,61791 0,70 | 0,75804 1,10 0,86433 1,50 0,93319 1,90 0,97128 2,30 0,98928 2,90 0,99813 4,00 0,99997
0,31 0,62172 0,71 0,76115 1,11 0,86650 1,51 0,93448 1,91 0,97193 2,31 0,98956 2,92 0,99825 4,05 0,99997
0,32 0,62552 0,72 0,76424 1,12 0,86864 1,52 0,93574 1,92 0,97257 2,32 0,98983 2,94 0,99836 4,10 0,99998
0,33 0,62930 0,73 0,76730 1,13 0,87076 1,53 0,93699 1,93 0,97320 2,33 0,99010 2,96 0,99846 4,15 0,99998
0,34 0,63307 0,74 0,77035 1,14 0,87286 1,54 0,93822 1,94 0,97381 2,34 0,99036 2,98 0,99856 4,20 0,99999
0,35 | 0,63683| 0,75 | 0,77337| 1,15 | 0,87493| 1,55 | 093943 1,95 | 097441 235 | 099061 3,00 | 099865| 425 | 099999
0,36 | 0,64058 0,76 | 0,77637] 1,16 | 0,87698 | 1,56 | 0,94062 196 | 097500 236 | 099086| 3,02 | 099874 430 | 099999
0,37 | 0,644311 0,77 | 0,77935] 1,17 | 0,87900 ( 1,57 | 0,94179 197 | 097558 237 | 099111 3,04 | 099882| 4,35 | 0,99999
038 | 0,64803| 0,78 | 0,78230| 1,18 | 0,88100 1,58 | 0,94295 1,98 | 097615| 238 | 099134 3,06 | 099889| 4,40 | 0,99999
0,39 ] 0,65173] 0,79 | 0,78524| 1,19 | 0,88298] 1,59 | 0,94408 1,99 | 097670 2,39 | 0,99158| 3,08 | 0,99897| 4,45 | 1,00000
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Kvantily standardizovaného
normalniho rozlozeni u,

P up P up P up P up
0.50 0,000 0,75 0.674 0.950 1.645 0,975 1.960
0,51 0,025 0,76 0.706 0.951 1.655 0,976 1,970
0,52 0,050 0,77 0.739 0.952 1.665 0,977 1.995
0.53 0,075 0,78 0.772 0.953 1.675 0,978 2,014
0.54 0.100 0,79 0.800 0.954 1.685 0,979 2,034
0.55 0.126 0,80 0.842 0,955 1.695 0,980 2,054
0.56 0.151 0.81 0.878 0.956 1.706 0,981 2,075
0,57 0.176 0,82 0.915 0.957 1.717 0,982 2,097
0.58 0,202 0.83 0.954 0.958 1.728 0,983 2,120
0.59 0,22 0.84 0.994 0.959 1.739 0,984 2,144
0.60 0,253 0.85 1.036 0.960 1.751 0,985 2,170
0.61 0,279 0.86 1,080 0.961 1.762 0,986 2,197
0.62 0,305 0,87 1.126 0.962 1.774 0,987 2,226
0.63 0,332 0.88 1.175 0.963 1.787 0,988 2,257
0.64 0.358 0.89 1,227 0.964 1.799 0,989 2,290
0.65 0,385 0,90 1,282 0.965 1.812 0,990 2,326
0,66 0.412 0,905 1.311 0.966 1.825 0,991 2,366
0.67 0.440 0,910 1.341 0.967 1.838 0,992 2,409
0.68 0.468 0,915 1.372 0.968 1.852 0,993 2,457
0.69 0.496 0,920 1.405 0.969 1.866 0,994 2,512
0.70 0,524 0,925 1.440 0,970 1.881 0,995 2,576
0,71 0,553 0,930 1.476 0.971 1.896 0,996 2,652
0,72 0,583 0,935 1.514 0,972 1.911 0,997 2,748
0.73 0,613 0.940 1.555 0.973 1.927 0,998 2,878 389
0.74 0,643 0.945 1.598 0.974 1.943 0,999 3,090




Kvantily Pearsonova rozlozeni y*(v)

stupné ravdépodobnost 3 3
volnosi 0,005 0,01 . (])),025 0,05 0,1 stupne. pravdépodobnost
volnosti 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
1 0,0000 0,0002 0,0010 0,0039 0,0158 i 2.706 3841 5.024 6.635 7.879
2 0,0100 0,0201 0,0506 0,1026 0,2107 2 14605 5991 7378 9210 10597
3 0,0717 0,1148 0,2158 0,3519 0,5844 3 6251 7814 9,348 11345 12.838
4 0,2070 0,2971 0,4844 0,7107 1,0636 A 7779 0.488 11143 13,277 14.860
5 0,4117 0,5543 0,8312 1,1455 1,6103 5 9236 11,070 12.833 15.086 16750
6 0,6757 0,8721 1,2373 1,6354 2,2041 6 10,645 12592 14.449 16,812 18.548
7 0,9893 1,2390 1,6899 2,1673 2,8331 . 12017 14.067 16013 18475 20278
8 1,3444 1,6465 2,1797 2,7326 3,4895 3 13.362 15.507 17.535 20,090 21,955
9 1,7349 2,0879 2,7004 3,3251 4,1682 9 14,684 16.919 19,023 21,666 23.589
10 2,1559 2,5582 3,2470 3,9403 4,8652 10 15.987 18307 20483 23,209 25,188
11 2,6032 3,0535 3,8157 4,5748 5,5778 11 17,275 19,675 21,920 24,725 26,757
12 3,0738 3,5706 4,4038 5,2260 6,3038 12 18,549 21,026 23,337 26,217 28,300
13 3,5650 4,1069 5,0088 5,8919 7,0415 13 19,812 22,362 24,736 27,688 29,819
14 4,0747 4,6604 5,6287 6,5706 7,7895 14 21,064 23,685 26,119 29,141 31,319
15 4,6009 52293 6,2621 7,2609 8,5468 15 22,307 27,996 27,488 30,578 32,801
16 5,1422 5,8122 6,9077 7,9616 9,3122 16 23,542 26,296 28,845 32,000 34,267
17 5,6972 6,4078 7,5642 8,6718 10,085 17 24,769 27,587 30,191 33,409 35,718
18 6,2648 7,0149 8,2307 9,3905 10,865 18 25,989 28,869 31,526 34,805 37,156
19 6,8440 7,6327 8,9065 10,117 11,651 19 27,204 30,144 32,852 36,191 38,582
20 7,4338 8,2604 9,5908 10,851 12,443 20 28,412 31,410 34,170 37,566 39,997
21 8,0337 8,8972 10,283 11,591 13,240 21 29,615 32,671 35,479 38,932 41,401
22 8,6427 9,5425 10,982 12,338 14,041 22 30,813 33,924 36,781 40,289 42,796
23 9,2604 10,196 11,689 13,091 14,848 23 32,007 35,172 38,076 41,638 44,181
24 9,8862 10,856 12,401 13,848 15,659 24 33,196 36,415 39,364 42,980 45,599
25 10,520 11,524 13,120 14,611 16,473 25 34,382 37,652 40,646 44314 46,928
26 11,160 12,198 13,844 15,379 17,292 26 35,563 38,885 41,923 45,642 48,290
27 11,808 12,879 14,573 16,151 18,114 27 36,741 40,113 43,195 46,963 49,645
28 12,461 13,565 15,308 16,928 18,939 28 37,916 41,337 44,461 48,278 50,993
29 13,121 14,256 16,047 17,708 19,768 29 39,087 42,557 45,722 49,588 52,336
30 13,787 14,953 16,791 18,493 20,599 30 40,256 43,773 46,979 50,892 53,672
40 20,707 22,164 24,433 26,509 29,051 40 51,805 55,758 59,342 63,691 66,766
50 27,991 29,707 32,357 34,764 37,689 50 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490
60 35,534 37,485 40,482 43,188 46,459 60 74,397 79,082 83,298 88,379 91,952
70 43275 45,442 48,758 51,739 55,329 70 85,527 90,531 95,023 100,43 104,21
80 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 80 96,578 101,88 106,63 112,33 116,32
90 59,196 61,754 65,647 69,126 73,291 90 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30
100 67,328 70,065 74,222 77,929 82,358 100 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17
200 152,24 156,43 162,73 168,28 174,84 200 226,02 233,99 241,06 249,45 255,26 390
300 240,66 245,97 253,91 260,88 269,07 300 331,79 341,40 349,87 359,91 366,84
500 422,30 429,39 439,94 449,15 459,93 500 540,93 553,13 563,85 576,49 585,21




Kvantily Studentova rozlozeni t(n)

stupné pravdépodobnost

volnosti 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,303 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,961
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,878
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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Kvantily rozlozeni F o5(v;,v,) - 1. ¢ast

Va V]

. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 16145 199,50 215,71 22458 230.16 233,69 236.77 238,88 240,54
2 18,513 19,000 19,164 19.247 19,296 19.330 19,353 19.371 19,385
3 10.128 9,552 9,277 9,117 9.014 8.941 8,387 8,845 8.812
4 7.709 6.944 6.591 6.388 6.236 6.163 6.094 6.041 5.999
5 6.608 5.786 5.410 5.192 5.050 4,950 4.876 4818 4.773
6 5.987 5.143 4,757 4,534 4,387 4.284 4,207 4,147 4,099
7 5.591 4.737 4347 4.120 3.972 3.866 3,787 3,726 3.677
8 5318 4,459 4.066 3.838 3.688 3,581 3.501 3438 3.388
9 5.117 4,257 3.863 3,633 3.482 2.274 3.203 3,230 3.179
10 4.965 4.103 3.708 3,478 3,326 3.217 3.136 3,072 3,020
11 4,844 3.982 3,587 3.357 3,204 3,095 3.012 2,948 2.896
2 - 3.885 3.490 3,259 3.106 2,996 2.913 2,849 2,796
13 3.806 3411 3.179 3.025 2915 2.832 2,767 2714
14 3.739 3344 3,112 2,958 2,848 2,764 2,699 2.646
15 3.682 3.287 3.036 2.901 2.791 2,707 2,641 2.588
16 3.634 3.239 3,007 2,852 2,741 2.657 2,591 2,538
17 3.502 3.197 2,965 2.310 2,699 2.614 2,548 2.494
18 3.555 3.160 2,928 2,773 2,661 2,577 2,510 2456
19 3.522 3,127 2,895 2.740 2,62 2,584 2477 2,423
20 4351 3.493 3.098 2,866 2,711 2.599 2,514 2447 2.393
21 4325 3.467 3.073 2,840 2.685 2,573 2.488 2421 2.366
22 4301 3.443 3.049 2,817 2.661 2,549 2,464 2397 2.342
23 427 3.422 3.028 2,796 2.640 2,528 2,442 2375 2.320
24 4.260 3.403 3.009 2,776 2.621 2,508 2,423 2,355 2.300
25 4242 3.385 2,991 2,759 2.603 2.490 2,405 2,337 2,282
26 4.225 3.369 2,975 2,743 2.587 2,474 2,388 2321 2.266
27 4.210 3.354 2.960 2,72 2,572 2,459 2,373 2,305 2.250
28 4,196 3.340 2,947 2,714 2,558 2,445 2,359 2,291 2.236
29 4,183 3.328 2,934 2,701 2.545 2,432 2.346 2,27 2,223
30 4,171 3.316 2.922 2,690 2.534 2,421 2.334 2,266 2.211
40 4,085 3.232 2.839 2,606 2.450 2.336 2.249 2,180 2.124
60 4.001 3.150 2,758 2,525 2,368 2.254 2.167 2,097 2,040
120 3.920 3.072 2.680 2,447 2.290 2,175 2.087 2,016 1.959
= 3.842 2,996 2,605 2372 2,214 2,099 2,010 1,938 1.880
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i Kvantily rozlozeni F 5(v,,v,) - 2. ¢ast

v vy 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0

1 241788 24391 24595 248,01 24805 250,09 251.14 252,20 253,25 25432
2 19.396 19.413 19.429 19.446 19.454 19,462 19471 19.479 19.487 19.496
3 8.786 8.745 8.703 8.660 8.639 8.617 8.504 8,572 8,549 8,527
4 3.964 5,912 5.858 5.803 5,774 5.746 5.717 5,688 3,658 3.628
5 4,733 4678 4.619 4.558 4527 4,495 4. 464 4.431 4398 4.365
G 4,060 4.000 3038 3.874 3.842 3.808 3,774 3,740 3,705 3.669
7 3.637 3,573 3.511 3.443 3.411 3.37 3.340 3,304 3,267 3.230
8 3.347 3,284 3.218 3.150 3115 3.079 3.043 3,003 2,967 21928
9 3,137 3.073 3.0086 2,937 2,901 2.864 2,826 2,787 2,748 2,707
10 2,978 2,913 2.845 2774 2,737 2,700 2.661 2,621 2,580 2538
11 2,854 2,738 2719 2.646 2,609 2571 2,531 2,490 2,448 2,405
2 2,753 2,687 2.617 2,544 2,508 2,466 2,426 2,354 2,341 2,296
13 2,671 2,604 2,533 2,459 2,420 2,380 2,339 2,297 2,252 2,206
14 2,602 2,534 2,463 2,388 2,349 2,308 2,266 2,223 2,178 2131
15 2,544 2,475 2.404 2,32 2,238 2247 2.204 2,160 2,114 2.066
16 2,404 2,435 2352 2276 2,235 2,194 2,151 2,106 2,059 2.010
17 2,450 2381 2,308 2230 2,190 2148 2.104 2,058 2,011 1.960
18 2,412 2,342 2,269 2,191 2,150 2,107 2.063 2,017 1.968 1.917
19 2,378 2,308 2.234 2.156 2,114 2,071 2.026 1.980 1,930 1.878
20 2,348 2,278 2203 2.13: 2,083 2,039 1.994 1.946 1,896 1.843
21 2,321 2,250 2176 2,006 2,054 2,010 1,965 1,917 1.866 1.812
22 2,297 2,226 2,151 2,071 2,028 1,984 1,938 1,890 1,838 1,783
23 2,275 2,204 2128 2.048 2,003 1,961 1.914 1,865 1,813 1,757
24 2,255 2,183 2,108 2,027 1.984 1,939 1.892 1,842 1,790 1,733
25 2,237 2,165 2.089 2.008 1.964 1,919 1,872 1,822 1,768 1,711
26 2,220 2,148 2072 1.990 1.946 1,901 1.853 1,803 1.749 1.691
27 2,204 2,132 2.056 1.974 1,930 1.384 1.836 1,785 1,731 1.672
28 2,190 2.118 2.041 1,959 1.915 1,869 1,820 1,769 1,714 1,654
29 2,177 2,105 2.028 1.945 1.901 1.834 1.806 1.754 1,598 1.638
30 2,165 2,002 2015 1.932 1.887 1.841 1,792 1.740 1.584 1.622
40 2,077 2,004 1.925 1.839 1,793 1.744 1.693 1,637 1,577 1,309
60 1.993 1,917 1.836 1,748 1,700 1,649 1.594 1,534 1.467 1.389
120 1911 1.834 1,751 1.659 1.608 1,554 1.495 1,429 1,352 1.254
o 1,831 1,752 1.666 1,571 1,517 1.459 1.394 1.318 1,221 1.000
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Kvantily rozlozeni F o,5(v;,v,) - 1. ¢ast

V2 V]

5 1 2 3 4 3 6 7 8 9
1 64779 799,50 864.16 89058 921.85 93711 048,22 936,66 96328
2 38.506 39.000 39163 39.248 39208 30,331 39,355 39.373 39.387
3 17.443 16.044 15,439 15.101 14,833 14.735 14,624 14,340 14.473
4 12,218 10.649 9979 9.603 9.365 9,197 9.074 8.980 8.905
5 10,007 8.434 1,764 7.388 7.146 6,978 6.853 6,757 6.681
4 8.813 7.260 6.509 6,227 5.988 5,820 5.6596 5.600 5,523
T 2,073 6.542 5.890 5.523 5.285 3,119 4.995 4.899 4,823
8 7,571 6,060 5.416 3.053 4,817 4,652 4,529 4433 4,357
9 7,209 3,715 5.078 4718 4.484 4320 4.197 4.102 4.026
10 6,937 3456 4826 4468 4.236 4,072 3.950 3.855 3,779
11 6,724 3.256 4.630 4,275 4.044 3,881 3.759 3,664 3.388
2 6,554 3.086 4474 4121 3.801 3,728 3.607 3512 3436
13 6,414 4.965 4.347 3.995 3.767 3,604 3.483 3,388 3312
14 6,298 4.857 4242 3802 3,663 3,50 3.380 3.285 3.200
15 6,200 4.765 4153 3.804 3.576 3,415 3.203 3,199 3123
16 6,115 4.687 4077 3,720 3.502 3,341 3.219 3,125 3.049
17 6,042 4.619 4011 3.663 3.438 3277 3136 3.061 2,985
18 3,978 4.560 3.954 3.608 3.382 3,221 3.100 3.005 2029
19 3,922 4,508 3.903 3,359 3.333 3,172 3051 2.956 2,880
20 4.451 3.839 3.515 3.289 3,128 3.007 2913 1.837
21 4.420 3.819 3475 3.250 3,090 2,969 2.874 2,798
22 4.383 3.783 3.440 3.215 3,055 2,934 2,839
23 4.349 3.731 3408 3184 3,023 2902 2.808
24 4.319 3721 3379 3.155 2,995 2,874 2,779
25 4,291 3.694 3.353 3.129 2,969 2,848 2,753
26 4.266 3.670 3.320 3.105 2,945 2,824 2,729
27 4,242 3.647 3.307 3.083 2,923 2,802 2707
28 4.22 3.626 3.286 3.063 2,903 2,782 2,687
29 4.201 3.607 3.267 3.044 2,884 2763 2,669
30 3,568 4.182 3.589 3.250 3.027 2,867 2,746 2,651 2,557
40 3424 4.051 3.463 3126 2,904 2,744 2.624 2.529 2452
60 3,286 3.925 3.343 3.008 2,786 2,627 2,307 2,412 1,334
120 3,152 3,803 3227 1,894 2674 2,515 2,395 2,299 2,222
oo 5,024 3.689 3.116 2,786 2.567 2,408 2,288 2,192 2.114
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i Kvantily rozlozeni F o;5(v;,v,) - 2. ¢ast

va v 10 12 15 20 24 30 40 60 120 =

1 068.93 976.71 08487 993,10 997.23 1001.4 1005.6 10093 1014.0 1018.3
2 39398 39.413 39,431 39448 39456 39,465 39473 39481 39490 39,498
3 14.419 14,337 14253 14.167 14.124 14.081 14,037 13.992 13,947 13.902
4 8,844 8.751 8.657 8.560 8.511 8.461 8411 8,360 £.309 8,257
5 6,619 6,525 6.428 6.329 6,27 6,227 6.175 6,125 6,069 6,0115
6 3.461 5.366 5,269 3.168 5,117 5,065 3.013 4.859 4.905 4,840
7 4761 4,666 4 568 4487 4.415 4,362 4.309 4.256 4,199 4.142
8 4.293 4.200 4.101 4.000 3.947 3.894 3.840 3,754 3,728 3.670
9 3,964 3.868 3,769 3.667 3614 3.560 3.506 3,449 3,392 3333
10 3Ny 3.621 3.522 3419 3.363 3.311 3.255 3,198 3,140 3.080
11 3,526 3.430 3,330 3,226 3.173 3.118 3.081 3,004 2,944 2,883
2 3374 277 3.177 3.073 3.019 2,963 1.006 2,848 2,787 2,725
13 3,250 3.153 3,053 2,948 2,893 2,837 2.7880 2,720 2,659 2,396
14 3,147 3,050 2049 2,844 2,789 2,732 2674 2,614 2,552 2487
15 3,060 2,963 2,862 2,736 2,701 2,644 2,585 2,524 2.461 2,395
16 2,986 2,889 2.788 2.681 2,625 2,568 2,509 2,447 2,383 2316
17 2,922 2,825 2,723 1.616 2,560 2,502 21.442 2,380 2313 2247
18 2,866 2,769 2.667 2,359 2,503 2,445 2,384 2311 2,136 2,187
19 2,817 2,720 2.617 2,309 2.452 2,394 2.333 2,270 2,203 2133
20 2,774 2,676 2573 2,465 2408 2,349 2287 2,223 2,156 2085
3 | 2,735 2,637 2534 2425 2,368 2,308 2247 2,182 2,114 2042
22 2,700 2,602 2,498 2,389 2.332 2272 2.210 2,145 2,076 2,003
23 2,668 2,570 2,467 2.357 2,299 2,239 2.176 2111 2,042 1.968
24 2,640 2,541 2,437 2,327 2,269 2,209 2.146 2,080 2,010 1,935
25 2,614 2515 2411 2301 2,242 2,182 2118 2,052 1,981 1.906
26 2,590 2,491 2,387 2276 2.217 2,157 2.093 2,02 1,955 1.878
27 2,568 2.469 2,364 2,253 2,195 2,133 2.069 2,002 1,930 1,853
28 2,547 2,448 2344 2232 2,174 2,112 2.048 1,980 1,907 1.829
29 2,529 2.430 2,325 2,213 2154 2,092 2.028 1,959 1,886 1,807
30 2511 2,412 2,307 2,195 2,136 2074 2,009 1,940 1.866 1,787
40 2,388 2.288 2,182 2.068 2,007 1,943 1,873 1,803 1,724 1,637
] 2,270 2,169 2.061 1.945 1,882 1.815 1,744 1,667 1,581 1.482
120 2,157 2,055 1,945 1.825 1.760 1,690 1.614 1.530 1.433 1.310
o 2,048 1.945 1,833 1,709 1,640 1,536 1,484 1,358 1,268 1,000
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Kvantily rozlozeni F o4(Vv;,v,) - 1. Cast

+

1 2 3 1 3 6 7 8 9

1 10522 49955 54033 5624.6 5763.7 5839.0 50283 59316 6022.3
2 98,503 89,000 99,166 99,249 99,299 99,332 99,356 99,374 99,388
3 34.116 30,817 20457 28.710 28.237 27911 27.672 27.489 7345
4 21.198 18.000 16,694 15.977 15.522 15.207 14,976 14,709 14.639
5 16.258 13,274 12,060 11392 10,967 10.672 10,456 10,289 10.158
6 13.743 10,925 9,780 9,148 8,746 8,466 8.260 §.102 7.976
7 12246 9547 8.451 7.847 7460 7.191 6993 6.840 6,710
8 11.259 8.649 7.591 7.006 6.632 6.371 6.178 6.029 5911
9 10,561 g.022 6,092 6,422 6.057 5,802 5.613 5.467 5.351
10 10,044 7,559 6,552 5.994 5.636 5,386 5.200 5,057 4942
11 9.646 7.206 6217 5.668 5.316 5,069 4886 4,745 4632
2 9330 6.927 5.953 5.412 5.064 4821 4.640 4,499 4388
13 0,074 6.701 5.730 5.205 4,362 4,620 4441 4,302 4,191
14 8.862 6.513 5.564 5.035 4,693 4,456 47278 4,140 4030
15 8,683 6.359 5.417 4,893 4,556 4318 4,142 4,005 3,895
16 8,531 6.22 5.292 4773 4437 4202 4026 3,890 3780
17 8,400 6.112 5.185 4.669 4,336 4,102 3927 3,791 3,682
18 8,285 6.013 5.092 4,579 4428 4,015 3,841 3,705 3,507
19 8,185 5926 5.010 4500 4171 3,930 3763 3,631 3,523
20 8,006 5.849 4938 4431 4,103 3871 3.699 3,564 3457
21 8,017 5.780 4874 4,369 4,042 3.812 3,640 3,506 3,398
22 7.945 5,719 7.817 4313 3,088 3,758 3,587 3,453 3,346
23 7.881 5.664 4763 4264 3.939 3,710 3339 3,406 3209
24 5.614 4,718 4218 3.893 3,667 3.496 3,363 3,256
25 3.368 4676 4177 3.833 3,627 3457 3,324 3317
26 5.326 4,637 4,140 3,818 3,501 3.421 3,288 3,182
27 5.488 4,601 4,106 3,783 3,558 3,388 3,236 3,149
28 5.453 4,568 4,074 3,754 3,528 3,358 226 3,120
29 5421 4,538 4,045 3,725 3,500 3.330 3,198 3,082
30 7,563 4,510 4,018 3,699 3,474 3,305 3,173 3.067
40 7314 4,313 3,828 3,514 3,201 3,124 2,603 2,888
60 7.077 4,126 3,649 3,339 3,119 2953 2,823 2710
120 6.851 3,949 3,480 3174 2,856 2,792 2,663 2,559
= 6.635 3,782 3319 3.017 2,802 2.639 2511 2.407
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Kvantily rozlozeni F o

e

10 12 15 20 24 30 40 60 x
1 6035.8 65106.3 61573 6208.7 6234.6 62607 6286.8 6313.0 6366.0
2 99,399 90.416 99.432 99,449 80458 99,466 99,474 99,483 09,501
3 27,22 27.052 26,872 26,690 26,598 26,505 26.411 26.316 26,125
4 14.546 14.374 14,198 14.020 13,929 13,838 13.745 13.652 13,463
5 10,051 9.888 9.722 9.553 9,467 9,379 9.291 9,202 9,020
6 7.874 1,718 7.559 7.396 7.313 7,229 7.143 T.057 6.880
7 6,620 5,469 6.314 6.153 6,074 59902 3.908 3,824 3.650
8 5,814 5.667 5.515 5.359 5,27 5,198 5.116 5,032 4.859
9 3.257 5,111 4.962 4.808 4,719 4,649 4,567 4,483 4.311
10 4849 4,706 4.558 4.405 1327 4.247 4.165 4.082 3.909
11 4,539 4,397 4.251 4.009 4,021 3.941 3.860 3,776 3.603
2 4,296 4,155 4.010 3.858 3,781 3,701 3.619 3,536 3.361
13 4,100 3,960 3.815 3.665 3,587 3.507 3.425 334 3.165
14 3939 3,800 3.656 3,505 3,427 3,348 3.266 3,181 3.004
15 3,805 3,666 3.522 3372 3,204 3214 3132 3,047 2 868
16 3,691 3,553 3400 3259 3,181 3.101 3018 2,933 2,753
17 3,503 3,455 3312 3162 3,084 3,003 2921 2,835 2653
18 3,508 3,371 3.227 3.077 2,999 2,919 2835 2,749 2,566
19 3434 3,297 3153 3.003 2,925 2844 2.761 2,674 2,489
20 3368 323 3.088 2,938 2,859 2,774 26583 2,608 2421
21 3310 3,173 3.030 2,880 2,801 2,720 2,636 2,548 2.360
22 3,258 3,121 2078 21.827 2,749 2,668 2,383 2,495 1,306
23 i2n 3.07 2.931 2,781 2,702 2,620 2,536 2,447 2,236
24 3,168 3,032 2 889 2738 2,659 2577 2492 2,404 2211
25 3,129 2,993 2,850 2,699 2,620 2,538 2453 2,364 2,169
26 3,004 2958 2815 2.664 2,585 2,503 2417 2,327 2,132
27 3,062 2,926 2783 2,632 2,552 2,470 2384 2,294 2,097
28 3,032 2,896 2,753 2.602 2,522 2,440 2,354 2,263 2,064
29 3,005 2,869 2726 2374 2,405 2412 2325 2234 2034
30 2979 2,843 2.700 2,549 2,469 2,386 2,399 2,208 2,006
40 2,801 2,665 2522 2.369 2,288 2,203 2114 2,019 1.805
60 2,632 2,496 2352 2,198 2,115 2,029 1.936 1.836 1.601
120 2472 2,336 2192 2035 1,950 1.860 1.763 1.656 1.381
oo 2,321 2,185 2.039 1.878 1,791 1.696 1.592 1,473 1.000
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Kvantily rozlozeni F 495(v;,v,) - 1. ast

L

1 2 3 4 5 g 7 8 9
1 16211 20000 21615 22500 23056 23437 237135 23025 24001
2 198,50 199,00 199,17 19925 199.30 19933 199,36 199,37 19939
3 55,552 49799 47 467 46,196 45,392 44 838 44 434 44,126 43 882
4 31.333 26.284 24259 23,155 22,456 21973 21,622 21.352 21.139
5 22 785 18,314 16,530 15,5356 14,940 14513 14,200 13,961 13.772
G 18.635 14544 12917 12.028 11,464 11.073 10,786 10.566 10.391
7 16,236 12.404 10,882 10.030 9.522 9,153 5.883 8.678 8.514
8 14,688 11,042 9.597 8805 8.3302 7,952 7.694 7,496 7.339
9 13.614 10,107 8,717 7.956 7.471 7.134 6.885 6,693 6.541
12.826 0.427 8.081 7.343 6,872 6,545 6.303 6,116 5.968
12,226 8912 7.600 6,881 6,422 6,102 5.865 5.682 5.537
11,754 8510 7,226 6,521 6,071 3,757 5.525 5,345 5,202
11,374 8.187 6,926 6,234 5,791 3,482 5233 5.076 4,933
11.060 7922 6,680 5,998 5.562 5,257 5.031 4857 4717
10,798 7.701 6,476 5.803 5.372 5,071 4.847 4.674 4.536
10,575 7.514 6,303 3,638 5,212 4.913 4.692 43521 4.384
10,384 7.354 6,156 3497 5,075 4,779 4.559 45389 4.254
10,218 7.215 6,028 3,375 4,936 4,663 4,445 27 4.141
10,073 7.094 5,916 3,268 4 853 4561 4345 4177 4.043
0,944 6.987 5.818 3.174 4,762 4.472 4.257 4.090 3.956
0,830 6.891 5,730 3.001 4.681 4,393 4.179 4.013 3.880
0,727 6.806 5,652 3.017 4,609 4.323 4.109 3944 3.812
0,635 6,730 5,582 4.950 4.544 4.259 4.047 3,882 3.750
9,551 6.661 3,519 4.890 4,486 4.202 3.991 3.826 3.695
0,475 6,598 5.462 4,835 4,433 4.150 3.939 3.776 3.645
0.406 6.541 5,400 4,783 4,384 4,103 3.893 3,730 3,500
0,342 6,489 3,361 4,740 4,340 4.059 3.850 3.688 3.557
0,284 6.440 3,317 4.698 4.300 4,020 3.811 3.649 3.519
0,230 6,396 5,276 4,659 4,262 3,983 3.775 3.613 3.483
9.180 6.355 5,239 4.623 4.228 3.949 3.742 3.580 3.451
8.828 6.066 4976 4.374 3,986 3,713 3.500 3.350 3,222
8,405 3,795 4729 4.140 3.760 3402 3.291 3.134 3.008
8,179 3.339 4,497 3921 3,548 3,283 3.087 2,933 2.808
7,879 5.298 4279 31,715 3.350 3,091 2.897 2,744 1.621
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Kvantily rozlozeni F 495(v;,V,) - 2. Cast

.

10 12 15 20 24 30 40 120 x

1 24.224 24426 24630 24836 24940 25044 25148 25339 25465
2 199.40 199.42 199.43 199,45 199 46 199.47 199.47 199,49 199,51
3 43,686 43,387 43,083 2,77 421,622 42,466 42,308 41.989 41.829
4 20,967 20,703 20,438 20,167 20,030 19,892 19,752 19,468 19.325
5 13.618 13.384 13,148 12,903 12,780 12,656 12,530 12,374 12,144
6 10.230 10,034 0.814 0.389 9,474 0.358 0.241 9.002 8.879
7 8,380 8,176 7.968 7.754 7,645 7.735 7423 7,193 7.076
8 7.211 7.015 6.814 6.608 6,303 6,396 6,288 6,063 3.951
9 6,417 6,227 6.033 5.832 5,729 5.625 5,519 3,300 5.188
10 3,847 5.661 5471 3.274 5,17 5.071 4.966 4,750 4.639
11 3,418 5,236 5.049 4.855 4756 4.65 4.551 4.337 4226
2 3,086 4,906 4.72 4.330 4,432 4,331 4,228 4,013 3.904
13 4.820 4,643 4.460 4.270 4,173 4,073 3.970 3,738 3.647
14 4.603 4,428 4.247 4.059 3,961 3.862 3.760 3,547 3.436
15 4.424 4250 4.070 3.883 3,786 3.687 3585 3372 3.260
16 4272 4,099 3.021 3.734 3,638 3.538 3437 3224 3112
17 4,142 3,971 3.793 3,607 3,511 3412 3.3 3,007 21,984
18 4.031 3,860 3.683 3.498 3.402 3.303 3.201 2,987

19 3,933 3,763 3.587 3.402 3,306 3.208 3,106 2,891

20 3.847 3,678 3.502 3318 222 3.123 2,806 2.690
21 R | 3,602 3427 3243 3,147 3.049 2,730 2614
22 3,703 3,535 3.360 3.176 3,081 2,982 2,663 2,546
23 3,642 3475 3.300 3.117 3,021 2922 2,602 2484
24 3,587 3,420 3.246 3.062 2,967 2,868 2,546 2438
25 3,537 3,370 3.196 3.013 2918 2.819 2,496 2377
26 3,492 3,325 3.152 2.969 2873 2774 2,430 2,330
27 3,450 3,284 3.110 2028 2,832 2,733 2,408 2 287
28 3412 3.246 3073 2,890 2,794 2,695 2,369 2,247
29 3377 3,211 3.038 2,855 2,759 2,660 2,333 2210
30 3344 3,179 3.008 2,823 2,727 2,628 2524 2,300 2.176
40 3,117 2,953 2.781 2,598 2,502 2.402 2.296 3.064 1.932
60 2,904 2,742 2357 2,387 2,290 2,187 2,079 1,834 1.688
120 2,705 2,544 2373 2,188 2,089 1.984 1.871 1.606 1.431
o 2,519 2,358 2,187 2,000 1,898 1.789 1.669 1,364 1,000
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