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Reprezentace reakčńı śıtě prostřednictv́ım Petriho śıtě

Uvažujme model (reakčńı śı̌t) M = 〈S ,R, reanet, ∅,map〉. Model
lze reprezentovat jako Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉 pro vhodnou
výchoźı konfiguraci reprezentovanou označkováńım m0:

• P = S

• T = R

• f :

f (〈p, t〉) = k ⇔ 〈p, t〉 ∈ reanet ∧map(〈p, t〉) = −k

f (〈t, p〉) = k ⇔ 〈p, t〉 ∈ reanet ∧map(〈p, t〉) = k



Rozš́ıřeńı o regulačńı interakce

Uvažujme model M = 〈S ,R, reanet, regnet,map〉. Model lze
reprezentovat jako Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉 pro vhodnou
výchoźı konfiguraci reprezentovanou označkováńım m0:

• viz p̌redch. slide

• dále rozš́ı̌ŕıme f následuj́ıćım způsobem:

f (〈p, t〉) = 1⇔ 〈p, t, act〉 ∈ regnet

f (〈t, p〉) = 1⇔ 〈p, t, act〉 ∈ regnet

• jak modelovat interakce typu inh?



Interpretace token̊u

• diskrétńı sémantika proměnných si ∈ S
• SVal = N0

• 1 token ∼ 1 molekula

• p̌ri kvalitativńı analýze interpretujeme binárně:
• 0↔ JsiKM = 0
• 1↔ JsiKM > 0

• alternativńı možnost:
• 0↔ JsiKM < ki

• 1↔ JsiKM ≥ ki

kde ki ∈ N0 je prahová konstanta specifická pro ḿısto si



Analýza Petriho śıt́ı – Ohraničenost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉.
• Mı́sto p ∈ P je k-ohraničené, pokud
∃k ∈ N0,m ∈ [m0〉.m(p) ≤ k.

• Śı̌t N je ohraničená, pokud pro každé ḿısto p ∈ P existuje
k ∈ N0 t.ž. p je k-ohraničené.

• Śı̌t N je strukturně ohraničená, pokud je ohraničená pro
libovolné počátečńı označkováńı m0.



Analýza Petriho śıt́ı – Ohraničenost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti – Př́ıklad

ohraničená (tzv. 1-safe)
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Analýza Petriho śıt́ı – Živost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉.
• Přechod t ∈ T je mrtvý v označkováńı m, pokud
6 ∃m′ ∈ m[〉.m′[t〉.

• Přechod t ∈ T je živý, pokud neńı mrtvý v libovolném
označkováńı dosažitelném z m0.

• Označkováńı m je mrtvé (deadlock), pokud neexistuje
p̌rechod uschopněný v m, 6 ∃t ∈ T .m[t〉.

• Śı̌t N je slabě živá (deadlock-free), pokud m0[〉 neobsahuje
žádné mrtvé označkováńı.

• Śı̌t N je (silně) živá, pokud každý p̌rechod t ∈ T je živý.



Analýza Petriho śıt́ı – Živost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti – Př́ıklad

deadlock-free, neńı živá (t2)
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Analýza Petriho śıt́ı – Ohraničenost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti – Př́ıklad

deadlock-free, živá
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Analýza Petriho śıt́ı – Reverzibilnost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉.
N je reverzibilńı, pokud ∀m ∈ m0[〉.m0 ∈ m[〉.

Reverzibilńı śı̌t má nutnou sebeiniciačńı schopnost.



Analýza Petriho śıt́ı – Reverzibilnost
Kvalitativńı behaviorálńı vlastnosti – Př́ıklad

reverzibilńı

neńı reverzibilńı
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Analýza Petriho śıt́ı
Interpretace behaviorálńıch vlastnost́ı

• ohraničenost
• žádná substance nemůže nekontrolovaně expandovat
• uzav̌rený biologický systém by měl být za normálńıch

podḿınek vždy ohraničený

• živost
• slabá — nemůže nastat situace, kdy nemůže prob́ıhat žádná

reakce
⇒ uzav̌rený biologický systém by měl být slabě živý za
p̌redpokladu nevyčerpatelnosti energetických zdroj̊u (nutrient̊u)

• silná — každá reakce je opakovaně uplatňována
⇒ ovlivněno genetickou regulaćı (implementace genomu v
daném okamžiku)

• reverzibilnost
• vratný energetický proces
• nap̌r. fosforylace/defosforylace



Analýza Petriho śıt́ı
Kinázová kaskáda v signálńı dráze MAPK/ERK

(1) strukturně ohraničená, (2) živá, (3) reverzibilńı
(2-3) za p̌redpokladu, že proces je aktivńı (dáno vhodným iniciálńım označkováńım)
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Uzavřené vs. otevřené modely

Uvažujme model M = 〈S ,R, reanet, regnet,map〉. Model je
uzav̌rený, pokud jsou splněny následuj́ıćı podḿınky:

1. ∀s ∈ S :
(∃r , r ′ ∈ R. 〈s, r〉 ∈ reanet ∧map(〈s, r〉) < 0

∧〈s, r ′〉 ∈ reanet ∧map(〈s, r ′〉) > 0)

∨(∃r ∈ R, γ ∈ {inh, act}. 〈s, r , γ〉 ∈ regnet)

2. ∀r ∈ R :
(∃s, s ′ ∈ S . 〈s, r〉 ∈ reanet ∧map(〈s, r〉) < 0

∧〈s ′, r〉 ∈ reanet ∧map(〈s ′, r〉) > 0)

∨(∃s ∈ S , γ ∈ {inh, act}. 〈s, r , γ〉 ∈ regnet)

Je-li některá z podḿınek porušena, nazýváme model otev̌rený.
Prvek s ∈ S (resp. r ∈ R) porušuj́ıćı podḿınku (1) (resp. (2)) se
nazývá hraničńı.



Uzavřené vs. otevřené modely
Interpretace pro Petriho śıtě

Petriho śı̌t N = (P,T , f ,m0) reprezentuje otev̌rený model (je
otev̌rená), pokud obsahuje některý z ńıže uvedených paternů

a nav́ıc plat́ı některá z podḿınek:

• pro patern vlevo:
• 6 ∃t ∈ T . f (〈t, p0〉) > 0 (•p0 = ∅), hraničńı (vstupńı) ḿısto
• 6 ∃p ∈ P. f (〈t0, p〉) > 0 (t0• = ∅), hraničńı (výstupńı) p̌rechod

• pro patern vpravo:
• 6 ∃p ∈ P. f (〈p, t1〉) > 0 (•t1 = ∅), hraničńı (vstupńı) p̌rechod
• 6 ∃t ∈ T . f (〈p1, t〉) > 0 (p1• = ∅), hraničńı (výstupńı) ḿısto

Petriho śı̌t obsahuj́ıćı alespoň jedno hraničńı ḿısto nebo p̌rechod nemůže

být současně živá a ohraničená.
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Uzavřené vs. otevřené modely
Petriho śıť – Zachováńı ohraničenosti
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Analýza Petriho śıt́ı
Kvalitativńı strukturńı vlastnosti

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉.

ORD N je ordinárńı, pokud
∀x , y ∈ P ∪ T . f (x , y) 6= 0⇒ f (x , y) = 1

HOM N je homogenńı, pokud
∀p ∈ P. t, t ′ ∈ p• ⇒ f (p, t) = f (p, t ′)

CSV N je konzervativńı, pokud
∀t ∈ T .

∑
p∈•t f (p, t) =

∑
p∈t• f (t, p)

SCF N je staticky bezkonfliktńı, pokud
∀t, t ′ ∈ T . t 6= t ′ ⇒ •t ∩ •t ′ = ∅

SC N je silně souvislá pokud graf reprezentuj́ıćı N je silně souvislý



Analýza Petriho śıt́ı
Kvalitativńı strukturńı vlastnosti

• ¬ORD ⇒ buď neńı živá nebo neńı 1-safe

• CSV ⇒ strukturně ohraničená

• SCF śıtě generuj́ı deterministický p̌rechodový systém

• ¬SC ⇒ buď neńı živá nebo neńı ohraničená



Analýza Petriho śıt́ı
Strukturńı podtř́ıdy

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉.
SM N je P-systém (State Machine), pokud
∀t ∈ T . |•t| = |t•| ≤ 1

MG N je T-systém (Marked Graph), pokud
∀p ∈ P. |•p| = |p•| ≤ 1

EFC N je Extended Free-Choice systém, pokud
∀p, q ∈ P. p• ∩ q• = ∅ ∨ p• = q•

ES N je Extended Simple systém, pokud
∀p, q ∈ P. p• ∩ q• = ∅ ∨ p• ⊆ q• ∨ q• ⊆ p•

SM MG

EFC

ES



Analýza Petriho śıt́ı
Kinázová kaskáda v signálńı dráze MAPK/ERK

ORD, HOM, ¬CSV , ¬SCF , SC , ¬ES



Analýza Petriho śıt́ı
Maticová reprezentace Petriho śıt́ı

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉.

• Matićı incidence C śıtě N rozuḿıme matici C : P × T → Z
splňuj́ıćı C(p, t) = f (t, p)− f (p, t).

• Vektorem ḿıst x rozuḿıme vektor x : P → Z (libovolný
sloupec matice C).

• Vektorem p̌rechod̊u y rozuḿıme vektor y : T → Z (libovolný
řádek matice C).

Pozn.: Uvažujeme sloupcové vektory.



Analýza Petriho śıt́ı
Maticová reprezentace Petriho śıt́ı — Př́ıklad

C =


−1 1 1
−1 0 1
1 −1 −1
0 1 0


Index ḿıst (substanćı): s1...E , s2...S , s3...ES , s4...P

Matice C plně reprezentuje výše zobrazenou Petriho śı̌t.
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Analýza Petriho śıt́ı
Maticová reprezentace Petriho śıt́ı

• Incidenčńı matice nemuśı plně reprezentovat Petriho śı̌t

• Postačuj́ıćı podḿınkou pro plnou reprezentaci je vlastnost:

∀x , y ∈ P ∪ T . f (x , y) 6= 0⇒ f (y , x) = 0

• Śı̌t splňuj́ıćı tuto vlastnost se nazývá čistá (pure)



Analýza Petriho śıt́ı
P-invarianty a T-invarianty

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉, nechť C je matice
incidence N .

• Vektor ḿıst x se nazývá P-invariant, pokud je řešeńım
soustavy:

xT · C = 0T

• Vektor p̌rechodů y se nazývá T-invariant, pokud je řešeńım
soustavy:

C · y = 0



Analýza Petriho śıt́ı
Význam P-invariant̊u

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉. Nechť x = (x1, ..., xk)T

je P-invariant, k = |P|. Předpokládáme standardńı indexaci ḿıst
(substanćı) a p̌rechodů (reakćı). Pak plat́ı:

∀t ∈ T .
k∑

i=1

xi · C(i , t) = 0

Ekvivalentně lze p̌repsat:

∀t ∈ T .
∑
p∈•t

x(p) =
∑
p∈t•

x(p)

Všechna ḿısta P-invariantu jsou vždy ohraničená.
Každý p̌rechod se chová v̊uči P-invariantu konzervativně:

Celkové množstv́ı substanćı p̌ŕıslušných P-invariantu je konzervováno.



Analýza Petriho śıt́ı
Význam T-invariant̊u

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉. Nechť y = (y1, ..., yk)T

je T-invariant, k = |T |. Předpokládáme standardńı indexaci ḿıst
(substanćı) a p̌rechodů (reakćı). Pak plat́ı:

∀p ∈ P.
k∑

j=1

C(p, j) · yj = 0

Ekvivalentně lze p̌repsat:

∀p ∈ P.
∑
t∈•p

y(t) =
∑
t∈p•

y(t)

Přechody T-invariantu maj́ı nulový efekt na ḿısta (neměńı označkováńı).
T-invarianty charakterizuj́ı stabilitu systému:

T-invariant je konfigurace reakčńıho toku implikuj́ıćı stabilitu substanćı.



Analýza Petriho śıt́ı
P-invarianty a T-invarianty — Př́ıklad

x1, x2 ... minimálńı P-invarianty; y1, y2 ... minimálńı T-invarianty
minimálńı invarianty tvǒŕı bazi prostoru invariant̊u

y2 je triviálńı T-invariant (reversibilńı reakce vždy tvǒŕı T-invariant)



Analýza Petriho śıt́ı
Význam T-invariant̊u

Uvažujme Petriho śı̌t N = 〈P,T , f ,m0〉. Nechť y = (y1, ..., yk)T je
T-invariant v N . T-invariant y se nazývá realizovatelný v označkováńı m,
pokud existuje částečně uspǒrádaná sekvence p̌rechodů α = a1a2...an

obsahuj́ıćı každý p̌rechod t ∈ y právě yt-krát a α je proveditelná v m.

• sekvence r2r3 je proveditelná v m0 = (A[2],B[0],E [1]), T-invariant
y2 je tedy realizovatelný v m0

• sekvence r1r2r3r3r3 je proveditelná v m = (A[3],B[3],E [1]),
T-invariant y3 je tedy realizovatelný v m



Analýza Petriho śıt́ı
Vlastnosti indukované invarianty

• invarianty umožňuj́ı statickou analýzu z ńıž lze vyvozovat
informace o dynamice

• analýza invariant̊u je nezávislá na označkováńı

• pokryt́ı śıtě invarianty:

CPI pokryt́ı P-invarianty (každé ḿısto součást́ı P-invariantu)
CPI ⇒ strukturńı ohraničenost

CTI pokryt́ı T-invarianty (každý p̌rechod součást́ı T-invariantu)
¬CTI ⇒ existuje mrtvý p̌rechod (neživost)

SCTI (silné) pokryt́ı pouze netriviálńımi T-invarianty
¬SCTI ⇒ možnost redukovat śı̌t



Analýza Petriho śıt́ı
P-invarianty a T-invarianty — Př́ıklad

indexace ḿıst: s1...E , s2...S , s3...ES , s4...P

• P-invarianty:
• (1, 0, 1, 0): m(E) + m(ES) = 1
• (0, 1, 1, 1): m(S) + m(ES) + m(P) = 1

• T-invarianty:
• (1, 0, 1)

• CPI , ¬CTI
⇒ śı̌t je strukturně ohraničená, neńı živá



Analýza Petriho śıt́ı
Invarianty a strukturńı vlastnosti śıtě

• Uvažme śı̌t N splňuj́ıćı ORD a nálež́ıćı do SM:
• každý minimálńı cyklus v N je minimálńı T-invariant
• SC ⇒ minimálńı cykly jsou právě (minimálńı) T-invarianty
• SC ⇒ všechna ḿısta tvǒŕı minimálńı P-invariant

• Uvažme śı̌t N splňuj́ıćı ORD a nálež́ıćı do MG :
• každý minimálńı cyklus v N je minimálńı P-invariant
• SC ⇒ minimálńı cykly jsou právě (minimálńı) P-invarianty
• SC ⇒ všechna ḿısta tvǒŕı minimálńı T-invariant



Analýza Petriho śıt́ı
P-invarianty a T-invarianty — Cvičeńı

1. určete strukturńı vlastnosti (ORD, HOM, CSV , SCF , SC)
2. zǎraďte do strukturńı ťŕıdy (SM, MG , EFC , ES)
3. najděte minimálńı P-invarianty a T-invarianty
4. vyvoďte závěry pro ohraničenost a živost

Hint: (1-4) nástroje Charlie/SNOOPY http://www-dssz.informatik.tu-cottbus.de/software/charlie/

(2-4) nástroj PIPE2 http://pipe2.sourceforge.net/

http://www-dssz.informatik.tu-cottbus.de/software/charlie/
http://pipe2.sourceforge.net/

