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Znaceni, predpoklady

v

Sit G = (N, A)

Hrana (i, /) spojuje vrcholy i, j

Ohodnoceni hran — omezeni kapacity toku ¢i tokd
» Celociselné, nezaporné

A2

Hrany jsou orientované

>

» u;; — (souhrnna) kapacita hrany
» x; — (souhrnny) tok na hrané
>

c;j — cena jednotkového toku na hrané
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Maximalni tok

» Aplikace: toky v realnych sitich, planovani paralelnich
stroji,

» Zdrojovy vrchol s, stokovy vrchol t

» Objektivni funkce: max v

v, proi=s
Z Xjj — Z Xj =4 —V, proi=t
JEOUT(i) JEIN(i) 0 jinak
0 S Xij S uj

» Neékolik polynomialnich algoritmi pro reseni
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Nejlevnéjsi tok

Rozdily viici maximalnimu toku

» Kapacita toku pevné dana
» Vrcholy maji dano, kolik toku nabizeji i poptavaji
» Hodnota toku b(/)
>0 zdroj
bi ¢ <0 stok

=0 jinak
» Vice zdrojovych a stokovych vrcholi
» Hranam jsou krom kapcity pfifazeny ceny
» Hledame nejlevnéjsi tok

Aplikace
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Formulace problému

Objektivni funkce

> max Z(i,j)eA CijXij

Omezeni
> xi— Y xi=bi)

JEOUT(i) JEIN(T)

OSXUSU,'J'
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Nejlevnéjsi tok — predpoklady
Celociselné zadani

» Ceny hran, nabidka/poptavka, kapacita
» Optimalni celoCiselné Feseni

Korektni zadani
» Nulovy soucet tokii ve zdrojich a stocich
> b(i)=0
ieN

» Existence pripustného toku

Nezaporné ceny hran

» Neubird na obecnosti

Pavel Troubil Multicommodity Network Flows



Residualni sit

Definice

» Residualni sit G(x) vztazena k siti G a toku x

» Kazda hrana (i, /) € A nahrazena dvéma novymi:
> (i,j) o cené c¢; a kapacité rj = uj — x;;
> (j,J) o cené ¢jj = —cj a kapacité r; = x;;

» Zahrnuje pouze hrany s pozitivni kapacitou
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Residualni sit a optimalni tok

Optimalni residualni sit neobsahuje cyklus negativni ceny

» Odstranéni takového cyklu by prineslo zlepseni hodnoty
objektivni funkce

Neobsahuje-li residualni sit negativni cyklus, pak je tok
optimalni
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Cycle-canceling algoritmus

» V kazdém kroku spliuje omezeni
» Tok neni vzdy optimalni

Algoritmus

Najdi pfipustny tok x

while Residualni sit obsahuje cyklus negativni ceny do
Najdi cyklus W negativni ceny
Najdi nejmensi kapacitu hrany r,;, v cyklu W
Pridej tok velikosti r,,;, do cyklu W

end while
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Cycle-canceling — priklad
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Potencial vrcholu

Definice

» Realné cislo (i) prislusné vrcholu
» Konkrétni interpretace zavisla na problému/algoritmu
Vyuziti
» Redukovana cena hrany
ci =cj+ (i) — 7(j)

» Vypocet v nékterych algoritmech
» Specifikace optimalnich reseni
» Dokazovani spravnosti algoritmi
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Potencial vrcholu — priklad

Nejkratsi cesty z jednoho vrcholu

» d(i) — vzdalenost vrcholu i od pocatecniho
» Potecial 7(i) = d(i)
» V optimalnim reSeni pro vsechny hrany plati:

c,;’:c;j—f—d(i)—d(j)zo

» Pro hrany optimalnich cest plati
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Successive Shortest Path

Rozdily vaci Cycle-canceling

» Nezachovava spojity tok
» Porusuje omezeni dana b()

» Nalezeny tok je stale optimalni

Pseudotok
» Tok, ktery nespliuje podminky zachovani hmoty
e(i)=b(i)= D xi— > X
JEIN(i) jEOUT(i)

» Prebytek (e(i) > 0) nebo nedostatek (e(i) < 0) toku na
vrcholu
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Successive Shortest Path

» Pro kazdy vrchol udrzuje hodnoty e(i), m(i)
» Mnoziny E, D vrcholii s prebytky a nedostatky

x«— 0,70
e(i) < b(i)
Inicializuj mnoziny E, D
while E # do
Vyber k € E, | € D
Najdi v G(x) nejkratsi cesty ke vSem vrcholiim z k s
pouzitim redukovanych cen
(i) «— m(i) — d(i)
d « min{e(k), —e(/), min{r; : (i,j) € P}}
Pridej tok d po cesté P
Aktualizuj G(x), E, D a redukované ceny
end while
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Successive Shortest Path

Udrzovani optimality reseni

» Umoznuje hledat nejkratsi cesty v residualni siti

Vyznam potencialu v algoritmu
» Zachovani nezapornych cen hran v grafu
» Residualni sit — pridava hrany (j, i) s cenou —c;

» Maji-li na nejkratsi cesté hrany cenu 0, nevznikaji v
residualni siti zaporné ohodnocené hrany
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Successive Shortest Path — priklad
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Successive Shortest Path — priklad
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Multicommodity flows

v

Namisto jednoho toku nékolik

v

Kazdy definuje zvlast zdroje a stoky

v

Nezavislé komodity |ze rozdélit na vice problémi
nejmensich tokd
Lépe reprezentuje realné smérovaci problémy

» Doprava, distribuce zbozi, komunikaéni/pocitacové sité

v

v

Narocnéjsi na reseni
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Definice problému

Znaceni
» K komodit 1,..., k
> xlﬁf - hodnota toku komodity k na hrané (i, )

> ¢ - cena toku komodity k na hrané (i, )

Objektivni funkce
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Definice problému

Omezeni

V(i) EA: Y xf<uy
1<k<K

Vke{1,...,K}: Mxk = b*

V(i,j)eA,Vke{1,...,K}:ogx§§u§
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Predpoklady

Homogenita komodit

» Kazda komodita zabira stejny "prostor"

Nepredpokladame zahlceni

» Cena hrany nezavisi na jejim zatizeni

(Ne)délitelnost komodit

» Vysledek nemusi byt celociselny
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Lagrangeovska relaxace

» Price-directive decomposition

Obecné

» Prevod omezeni do objektivni funkce
» Poruseni omezeni se linearné promitne do jejiho zhorseni

(a naopak)
Konkrétné pro multicommodity flows

» Price-directive decomposition
» Objektivni funkce

min Z ckxk + Z wii( Z xj = uj)

1<k<K (iJ)EA 1<k<K
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Reformulace problému

Objektivni funkce

D D (e wix = (D wyuy)

1<k<K I,J EA (i,j)eA

Omezeni

Vk e {1,...,K}: Mxk = b*
V(i,j)e AVke{l,..., K} :x; >0
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Nezavislé nejlevnéjsi toky

» Kazdé omezeni se tyka pouze jedné komodity

Postup reseni

> Reseni jednotlivych nejlevnéjsich tokii
» Pevna hodnota Lagrangeovych koeficientd w

» Uprava Lagrangeovych koeficientti podle vzorce

W,';H_l = max {O7 Wij + Qq( Z y,f - UU)}

1<k<K

» Koeficienty jsou vzdy nezaporné
» Koeficient 8, = 1/q ur€uje miru zmény Lagrangeovych
koeficient(i
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Priklad

» 2 toky: 1—2 — 10 jednotek, 3—4 — 20 jednotek

> Wiy = wz, =0
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Priklad

@ (6.5)

@ (11,10) >@

> w, =5wl, =10
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Priklad
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Zhodnoceni

Vyhody

» Vyuziva struktury problému zalozené na sitovych tocich

» Vypocetné jednoduché Gpravy koeficienti

Nevyhody

» Malé kroky = pomala konvergence

» Konvergence Lagrangeovych koeficientd nemusi znamenat
konvergenci optimalnich feseni podproblému
k optimalnimu feseni hlavniho problému

» Optimalni reSeni podproblému nemusi znamenat pfipustné
reseni hlavniho problému
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Resource-directive decomposition

» Namisto vyuziti cen pro dekompozici alokuje kapacitu
hran jednotlivym komoditam

> Kazdé komodité alokovano rf < uf z celkové kapacity
hrany (i, )

Resource-directive problem

Z = min E ckxk

1<k<K

V(i) €A Y rf<uy

1<k<K
Vk e {1,...,K}: Mxk = b*
V(i,j) € AVke{l,... K}:0<xi<rf
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Ekvivalence RDP a MCF

Reseni RDP je fesenim MCF

» Je-li (x, r) pfipustné feseni RDP, pak x je pripustné feseni
MCF se stejnou hodnotou objektivni funkce.

Reseni MCF je fesenim RDP

» Je-li x pripustné feseni MCF, pak (x, r = x) je pfipustné
reseni RDP se stejnou hodnotou objektivni funkce.
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Vybér hodnot r a x

» Neprovadi se soucasné

Postup vybéru

» Nejprve fixace hodnot r,f

» Na jejich zakladé hledani nejlevnéjsich tok x,-f
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Resource-allocation problem

» z(r) je optimalni hodnota objektivni funkce RDP pro
pevné dané r

Resource-allocation problem

min z(r)

Omezeni

Vi) eA: Y rf<uy

1<k<K

V(i,j) € AVke{l,... . K}:0<rf<uf

» Ekvivalentni resource-directive problemu
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Dekompozice na nejlevnéjsi toky

» Jsou-li alokovany zdroje pro vsechny komodity, staci
vyresit K problémil nejlevnéjsiho toku:
min c¥xk

Vk e {1,...,K}: Mxk = b*
V(i,j)eA,Vke{l,...,K}:ogx,.f.gr,.f.
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Hledani optima funkce z(r)

» Reseni multicommodity flow prevedeno na problém

» s jednoduchou strukturou omezeni, ale
» komplexni objektivni funkci

v

Funkce z(r) je konvexni a po Castech linearni
Mozné postupy reseni
» Heuristika — vyména alokaci mezi hranami
Hledani lepsich feSeni posunem v prostoru proménnych

» Jak najit spravny smér a délku posunu
> Neni-li nalezené feSeni pfipustné, jak je najit?

v

v
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