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0.1 Predmluva

Véazeni Ctenafi,

dostava se vam do rukou vyukovy text pro pfedmét Optimalizaéni Ulohy, kterj mé
vysokoskolské studenty (pfedevsim na magisterském stupni studia) uvést do problema-
tiky kombinatorické, linedrni a celociselné optimalizace. Tento text je uréen predevsim
studenttim s informatickym nebo matematickym zamérenim. Pritom je latka rozvrzena
tak, aby si z ni odnesli hodnotné poznatky jak ¢tenari hledajici praktické navody k for-
mulaci a Teseni bézné se vyskytujicich optimaliza¢nich tloh, tak i studujici s hlubsim
zédjmem o matematickou teorii skryvajici se za optimalizaci.

Od c¢tenare prepokladame dobrou znalost linearni algebry na trovni bézného obec-
ného kurzu a alespon zékladni znalosti kombinatoriky a tvodu topologie. Zaroven oceké-
vame zbéhlost ¢tenafe ve vSech béznych informatickych pojmech, jak v oblasti formulace
a popisu algoritmi, tak i v zdkladech vypocetni slozitosti. (Pro pfipadné doplnéni téchto
pojmi odkazujeme t¥eba na [4])

Na rozdil od nékterych (dle naseho minéni Spatné) zazitych postupt vyuky linearni
optimalizace zde neklademe hlavni diiraz na bezduché memorovani postupi simplexové
metody, nybrz se predevsim snazime ¢tenari ukazat, co to vlastné jsou “optimalizac¢ni
ulohy” a jak je spravné matematicky “uchopit” a formulovat. Zaroven ukazeme za-
kladni matematické principy a postupy, na kterych je zalozeno feSeni linearnich opti-
malizacnich loh simplexovou metodou a celoc¢iselnych dloh metodou vétveni a mezi

(branch&bound).

e V Gvodni éasti si pfiblizime na nékolika kombinatorickych problémech (jako minimalni
kostra, matroidy, toky v sitich, rozvrhovani) principy formulace a vyfeseni optimali-
zacni tlohy. Mimo jiné si fekneme o tzv. hladovém postupu feseni a o principu dobré
charakterizace.

e V druhé ¢asti se zaméfime na tlohy spojité linedrni optimalizace. Ukézeme si, jak se
mnohé prakticky zalozené pfilady formuluji jako tlohy linearni optimalizace (také se
fika “linearni programovani” LP). Pak vysvétlime nékteré dulezité pojmy polyedralni
kombinatoriky jako mnohostény, konvexitu a dualitu tloh LP. Na né navazeme po-
pisem teoretickych principil simplexové metody pro feseni téchto tloh LP i popisem
zakladnich praktickych implementaci simplezové metody (véetné béznych triki s umé-
Iymi proménnymi a degenerovanymi fesenimi).

e Ve tieti ¢asti pfejdeme k rtiznym tloham tzv. diskrétni optimalizace, ve kterych se fe-
Seni nechovaji spojité, nybrz “po diskrétnich skocich”. Typickym pfedstavitelem jsou
ulohy celociselné linedrni optimalizace (také zvané “celo¢iselné programovani” IP).
Jedna se o velmi bohatou oblast, ve které mnohdy ani neni jasné, jak problém pte-
vést spravné do matematického jazyka, natoz jak jej efektivné vyresit. Jako zakladni
postup feseni uloh celociselného programovdni uvedeme a v obecnosti vysvétlime me-
todu vétveni a mezi. Déle si v hlubsich teoretickych souvislostech ukézeme typické
ulohy tzv. kombinatorické optimalizace a toto doplnime latkou o celoc¢iselnych mno-
hosténech.

Pri prezentaci latky vychazime z autorovych vlastnich poznatkt a zkusenosti z dob
studia na MFF UK a na Georgia Tech. Navazujeme latku na nasledujici zakladni litera-
turu: Janacek [3], Nemhauser—Wolsey [7] a online dostupné Schrijver [10]. Pro praktické
feSeni béznych dloh LP a IP pouzivame volné dostupné programové prostiedky, z nichz
predevsim odkazujeme na online rozhrani [12] a [16].

Vyklad latky lze samoziejmé vhodné uzptisobit zajmtm studujicich. Naptiklad cte-
nari s primarnim zajmem o praktické feseni optimalizacnich tloh mohou preskocit vét-
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Sinu matematické teorie prezentované v Lekcich 4, 5 a 11, 12. Na druhou stranu pro stu-
dujici, ktefi se zajimaji i o hlubsi matematickou teorii stojici za riznymi zde probranymi
oblastmi optimalizace, prezentujeme jiz zminéné teoreticky zamétené Lekce 4, 5, 11, 12
a na konci kazdé lekce pridavame komentované odkazy na literaturu vhodnou k dalsimu
studiu latky.

Ve strucnosti se zde zminime o forméalni struktufe naseho textu. Pfedneseny material
je déleny do jednotlivych lekei (kapitol), které zhruba odpovidaji obsahu tydennich pted-
nasek v semestru. Lekce jsou dale déleny tematicky na oddily. Vyklad je strukturovan
obvyklym matematickym stylem na definice, tvrzeni, tlohy, algoritmy, pripadné dikazy,
poznamky a neformalni komentafe. Navic je prolozen fadou vzorové fesenych prikladia
navazujicich na vyklddanou latku a doplnén dalsimi otdzkami a tlohami. (Otéazky a tlohy
dujici dokézali spravné odpovédét bez pomoci.) Spravné odpovédi k otdzkam a tloham
jsou shrnuty na konci textu.

Prejeme vam mnoho aspéchti pfi studiu a budeme potéseni, pokud se vam nas vy-
ukovy text bude libit. Jelikoz nikdo nejsme neomylni, i v této publikaci zajisté jsou
nejasnosti ¢i chyby, a proto se za né predem omlouvame. Pokud chyby objevite, dejte
nam prosim védét e-mailem

mailto:hlineny@fi.muni.cz.
Petr Hlinény, autor

Par slov o vzniku

Tento ucebni text vznikal v pribéhu let 2004 az 2005 podle autorovych prednasek a
cvi¢eni predmétu Optimalizaéni Ulohy na FEI VSB — TUO a déle na FI MU. Vysel z
puvodnich kratkych pocitacovych zapiski prednasek porizenych v roce 2004 studenty
VSB A. Danielem, M. Dudou, V. Michalcem, M. Ptackem, B. Rylkem, M. StrakoSem,
N. Ciprichem a M. Krucinou. Déle se na piipravé textu podileli v roce 2005 studenti
FI MU J. Marecek, M. Maska, R. Vagner, M. Vlk a Mgr. T. Brazdil, ktefi zcasti opra-
vovali stavajici text a dopliovali nové ulohy ¢i dikazy. K dalsim drobnym upravam a
doplnénim (hlavné konce) textu doslo béhem jara 2007.

Vyznamné podékovani za vznik tohoto textu a jeho vyukovych pomtcek k diskrétni
optimalizaci patii také Fondu rozvoje vysokych §kol CR, ktery nam na piipravu studij-
nich materialtt v roce 2005 poskytl grant FRVS 2270/2005. V ramci tohoto projektu
byly predevsim dale vytvoreny jako vyukové pomiicky nasledujici dvé pocitacové aplikace
s vefejnym pristupem z internetu: Web rozhrani [I6] (N. Ciprich) k volnému projektu
FeSeni linearni a celociselné optimalizace, pouzitelné i na primitivnich mobilnich zafize-
nich (PDA). Déle komfortni java rozhrani [14] (M. Krucina) k nasemu programu Macek
pro strukturalni vypocty matroid.
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Cast I
Né&kolik Uvodnich Uloh

1

O kombinatorické optimalizaci

Uvod

Pod pojmem “optimalizace” se skryva cela siroka skala tloh, jejichz podstatu Ize zhruba
shrnout nasledovné: Jsou dany jisté omezujici podminky, které popisuji obor pripustnych
reseni ulohy. Dale je dana tzv. ucelovd funkce, ktera jednotlivym fesenim prifazuje jejich
hodnotu a vzhledem ke které pak hleddme optimdlni (minimélni ¢i maximélni, dle kontextu)
feseni 1ilohy.

Optimalizac¢ni alohy se dale (zhruba) déli na hlavni podoblasti podle charkteru oboru
pripustnych FeSeni — spojité x diskrétni, a podle charakteru tucelové funkce (a omezujicich
podminek) — linearni, kvadratické, ¢i jiné. .. Cely nas vyklad se bude tykat predevsim oblasti
diskrétni (také kombinatorické) a linearni optimalizace.

Priblizme si nejprve vyznam slova “diskrétni”. (Ne, nemd to nic spole¢ného s udrzenim
néceho v tajnosti, to je jen bezvyznamna shoda slov v ¢estiné.) V diskrétnich tilohach se obor
pripustnych feseni sklada z nékolika izolovanych bodii ¢i oblasti, neboli je obvykle vyjadieny
celymi ¢isly. (Naptiklad pii optimalizaci osobni dopravy nelze dost dobie poslat polovinu ¢lo-
véka jednim autobusem a druhou jeho polovinu jinym, #e?) Ulohy takového typu se nejcastéji
vyskytuji v kombinatorice, a proto se také nékdy pouziva spojeni kombinatorickda optima-
lizace. Na tvod si ukazeme nékolik tloh, které se daji dobre resit tim asi nejjednodussim
zptisobem, tzv. hladovym postupem — bereme vzdy to nejlepsi, co se zrovna nabizi. . .

Cile

Tato tvodni lekce nam v prvé radé priblizi obecny pojem “optimalizacni tlohy” jako
takové. Dale demonstruje velice jednoduchy postup tzv. hladové optimalizace na FeSeni né-
kolika kombinatorickych problémii. V souvislosti s hladovym algoritmem si také iekneme, co
to jsou matroidy a pro¢ na nich hladovy algoritmus funguje vzdy optimalné.

1.1 Hladovy algoritmus

Asi nejprimitivnéjsim moznym piistupem pii feSeni optimaliza¢nich tloh v kombinato-
rice je postup stylem beru vZdy to nejlepsi, co se zrovna nabizi... Tento postup
obecné v Cestiné nazyvame hladovym algoritmem, i kdyz lepsi by bylo pouzit spravné;jsi
preklad anglického “greedy”, tedy nenasystny algoritmus. A jesté hezci ¢eské spojeni by
bylo “algoritmus hamouna”. Jednoduse bychom jej nastinili takto:

e Postupné v krocich vyber vzdy to nejlepsi, co se da (nabizi).

e To vyzaduje zvolit usporaddani na objektech, ze kterych vybirame.

e Pribéh a tspéch algoritmu silné zavisi na tomto zvoleném usporadani (které jiz dale

neménime).

Komenta#: Jak asi kazdy vi, nenasystnost ¢i hamounstvi nebyva v zivoté tim nejlepsim
postupem, ale kupodivu tento princip perfektné funguje v mnoha kombinatorickych tlohéach!
Jednim znamym prikladem je tfeba hledani minimalni kostry uvedené v pristi lekci. Jinym
prikladem je t¥eba jednoduchy problém pfidélovani (uniformnich) pracovnich tikold, na némz
si nejprve hladovy algoritmus priblizime.



Uloha 1.1. Pridéleni pracovnich tkoli

Uvazujeme zadané pracovni ukoly, které maji presné urceny cas zacatku i délku trvdni.
(Jednotlivé ikoly jsou tedy reprezentovdny uzaviengmi intervaly na c¢asové ose.) Vichni
pracovnici jsou si navzdjem rovnocenni — uniformni, tj. kazdy zvlddne vsechno.

Vstup: Casové intervaly danych tikoli.
Vystup: Pridéleni tkolt pracovnikim, aby celkové bylo potieba co nejméné pracovniki.

Komentaf: Pro priklad zadani takové tlohy si vezméme nasledujici intervaly tkoli:

4 o—eo
1l oe—o S3e— 0000 o
22— o e— o2

le—m———— @
Kolik je k jejich splnéni potfeba nejméné pracovniki? Asi sami snadno zjistite, ze 4 pracovnici
staci, viz zobrazené ocislovani. Ale pro¢ jich nemize byt méné?

Poznédmka: Uvedend tiloha mtze byt kombinatoricky popsana také jako problém optimélniho
obarveni daného intervalového grafu (vrcholy jsou intervaly tikolt a hrany zndzoriuji prekryvani
intervallt).

Algoritmus 1.2. Hladovy algoritmus rozdéleni pracovnich ukoli.
Uloha 1.1 je vyresena ndsledujict aplikaci hladového postupu:

1. Ukoly nejprve seradime podle cast zacatki.
2. KaZdému ukolu v poradi pridelime volného pracovnika s nejniZsim cislem.

Dikaz: Necht nas algoritmus pouzije celkem k pracovnikia. Dokazeme jednoduchou
uvahou, ze tento pocet je optimalni — nejlepsi mozny. V okamziku, kdy zacal pracovat

pracovnik ¢islo k, vSichni 1,2,... k — 1 také pracovali (jinak bychom vzali nékterého z
nich). V tom okamziku tedy mame k prekryvajicich se tkolu a kazdy z nich vyzaduje
vlastniho pracovnika. O

Komenta#: Priklad neoptimalniho pridéleni pracovnich tkolt dostaneme naptiklad tak, ze
na zacatku tkoly sefadime podle jejich ¢asové délky (tj. ¢im delsi dkol, tim dfive mu hladové
prifadime pracovnika).
5 e— oe— @3
20— 26— o
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Takovy postup by se také mohl zdat rozumny, vzdyt se v praxi ¢asto rozdéluji nejprve ty velké
tkoly a pak pribézné ty mensi. Vidime vsak na obrazku, Ze nalezené feseni neni optimalni
— vyzaduje 5 misto 4 pracovniki.

Je tedy velmi dillezité, podle jakého prinicipu setadime objekty (tikoly) na vstupu.

Doplikové otazky

(1.1.1) Pro¢ tedy nestac¢i méné nez 4 pracovnici pro splnéni pracovnich tkoli v zadédni za
Ulohou 1.17

(1.1.2) Co kdybychom v hladovém Feseni Ulohy 1.1 sefadili tikoly podle ¢asii jejich ukonceni?



1.2 Problém minimalni kostry

V dalsim oddilu se podivame na jeden problém z obasti grafii. Vzpomenme si, ze obecny
graf bez kruznic je nazyvan les a jeho souvislé komponenty jsou stromy. Blize viz tieba [I,
Lekce 4].

Definice 1.3. Kostrou grafu G rozumime podgraf v G,
ktery je lesem, obsahuje vSechny vrcholy grafu G a na kazdé souvislé komponenté G
indukuje strom.
Komentaf: Kostra daného grafu je minimalni podgraf, ktery zachovava souvislost kazdé
komponenty pivodniho grafu. Proto nam vlastné ukazuje “minimalni propojeni” danych
vrcholi, ve kterém jesté existuji cesty mezi vSemi dvojicemi, které byly propojeny i ptivodné.
Uloha 1.4. Problém minimadalni kostry (MST)
Je ddn souvisly vdZeny graf G,w s nezapornym ohodnocenim hran w. Otdzkou je najit
kostru T v grafu G, kterd md ze vSech koster nejmensi celkové ohodnoceni. Formdlné:

Vstup: Souvisly graf G' s nezdpornym ohodnocenim hran w : E(G) — RT.
Vystup: Kostra v G's minimalnim sou¢tem hodnot hran

min Z w(e)

kostra TCG ecE(T)

Praktickou formulaci tlohy je tfeba propojeni domi elektrickym rozvodem, propojeni
skol internetem, atd. Zde nés ani tak nezajimaji délky cest mezi propojenymi body, ale
hlavné celkovd délka ¢i cena vedeni/spojeni, které musime postavit. Vstupni graf nam
pritom udéva vsechny mozné realizovatelné propojky s jejich cenami. Piiklad je uveden
na nasledujicim obrazku i s vyznacenou minimalni kostrou vpravo.

3 4 3
3 2 1
1 9 1
1 2
1 4 2

Algoritmus 1.5. Hladovy algoritmus hledant minimadlni kostry v grafu.
Uloha 1.4 je vyresena ndsledujici aplikaci hladového postupu:

1. Hrany grafu seradime podle jejich ohodnoceni w od nejmenst.

2. Pridavame do (budouct) kostry postupné hrany, které nevytvari s drive vybrangmi
hranami kruznici. (Hrany uzavirajici kruznice ignorujeme — “zahodime”.)

Komentaf: Pro ilustraci si podrobné ukazeme postup hladového algoritmu pro vyhledani
kostry vyse zakresleného grafu.

Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3, 3,4, 4. (Na pofadi mezi
hranami stejné vahy nezaleZi, proto jej zvolime libovolné.) Za¢neme s prazdnou mnozinou
hran (budouci) kostry. Pak hladovym postupem pfiddme prvni dvé hrany vahy 1, v obrazku
vlevo dole, které nevytvori kruznici. Treti hrana vahy 1 vlevo s nimi uz tvofi trojuhelnik, a
proto ji pfidat nelze, je zahozena. V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté ¢ary pro
vybrané hrany kostry a teckované ¢ary pro zahozené hrany:

3 4 3 3 4 3
3 2 1 S 2 1
1 2 1] 2
1 2 1 2
1 4 2 1 4 2



Poté prejdeme na hrany s vahou 2, z nichz lze tti postupné pfidat bez vytvoreni kruznice a
¢tvrtd (aplné vpravo) jiz kruznici vytvori a je proto zahozena. Viz. obrazek vpravo. Nakonec
jesté priddme hranu nejmensi vyssi vahy 3 vlevo nahote a zbylé hrany jiz zahodime, protoze
vSechny tvori kruznice.

Ziskame tak miniméalni kostru velikosti 1+2+2+3+1+ 142 = 12, ktera je v tomto piipadé
(ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.

Poznamenavame, ze pri jiném serazeni hran stejné vahy by kostra mohla vyjit jinak,
ale vzdy bude mit stejnou velikost 12. (Napiiklad misto levé svislé hrany miize obsahovat
prilehlou thlopficku stejné vahy 1.)

Zakladni hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry byl popsan Kruskalem.
Jiné (a mnohem starsi) varianty vyse popsaného algoritmu jsou nasledujici:

e Jarnikuv algoritmus
Hrany na zacatku neserazujeme, ale zacneme kostru vytvatret z jednoho vrcholu a v
kazdém kroku pridame nejmensi z hran, které vedou z jiz vytvoreného podstromu do
zbytku grafu.

Komenta¥: Toto je velmi vhodny algoritmus pro praktické vypocty a je dodnes Siroce pou-
zivany. Malokdo vsak vi, Ze pochazi od Vojtécha Jarnika, zndmého ¢eského matematika —
ve svétové literatufe se obvykle pripisuje americanu Primovi, ktery jej objevil skoro 30 let po
Jarnikovi.

e Boruvkuv algoritmus
Toto je ponékud slozitéjsi algoritmus, chovéd se jako Jarnikiiv algoritmus spustény
zaroven ze vSech vrcholii grafu najednou. Viz popis v [0, Sekce 4.4]. Jedna se o his-
toricky viibec prvni algoritmus pro minimélni kostru z roku 1928, ktery se pak stal
inspiraci i pro Jarniktv algoritmus.

Diikaz spravnosti hladového algoritmu pro hledani minimalni kostry bude dale podan
v obecnosti u pojmu matroidu v piisti sekci.

Dopliikové otazky
(1.2.1) Co se stane, pokud v Algoritmu 1.5 sefadime hrany naopak, tedy sestupné?
(1.2.2) Cim je Jarnikiiv algoritmus pro MST vyhodnéjsi nez zakladni hladovy postup?

(1.2.3) Promyslete si Jarnikiv algoritmus, jaké datové struktury potiebujete pro jeho co
nejrychlejsi implementaci?

1.3 Pojem matroidu

Pojem matroidu se ¢asto vyskytuje ve spojeni kombinatorickou optimalizaci, viz tfeba
mnohé prace Edmondse. Jedna se o pojem velice “obtizny k uchopeni”, a proto si o
ném zde uvedeme jen néekolik zakladnich poznatkt v souvislosti s hladovym algoritmem
(Véta 1.11). Vice viz Lekce 11.

Definice 1.6. Matroid na mnoziné X, znaceny M = (X, N),
je takovy systém N podmnozin nosné mnoziny X, ve kterém plati nasledujici:



1. 0eN
2. AeNaBCA = BeN
3. ABeNal|A|<|B|] = Jye B\A: AU{yteN

Mnozindm ze systému N fikdme nezdvislé mnoZiny. Tém ostatnim pak fikame zdvislé.
Nezavislym mnozinam, do kterych jiz nelze pridat zadny prvek tak, ze ziistanou nezavislé,
fikdme bdze matroidu.
Komenta¥: Nejdilezitéjsi ¢asti definice matroidu je zvyraznény treti bod. Primo ukazkovy
ptiklad matroidu nam dava linearni algebra — vSechny linedrné nezavislé podmnoziny vek-
tord tvori matroid. Odtud také pochézeji pojmy nezavislosti a baze matroidu, které primo
odpovidaji pfislusnym pojmtm vektorového prostoru.

Lema 1.7. Vsechny baze matroidu obsahuji stejné mnoho prvki.

Dikaz: Toto primo vyplyva z tieti vlastnosti definice matroidu: Pokud nezavisla
mnozina A ma méné prvki nez baze B, tak do A lze vzdy pridat dalsi prvek x tak, ze
zustane A U {x} nezavisla. O

Nyni uvedeme nékolik poznatki o stromech, které jsou relevantni pro zavedeni “gra-
fovych” matroida.

Lema 1.8. Les na n vrcholech s ¢ komponentami souvislosti md presné n — ¢ hran.

Diikaz: Kazdy vrchol lesa L nélezi praveé jedné komponenté souvislosti z definice. Jak
znamo, kazdy strom, tj. komponenta lesa L, mé& o jednu hranu méné nez vrcholt. Ve
sjednoceni ¢ komponent tak bude pravé o ¢ méné hran nez vrcholi. O

Definice: Rekneme, 7e podmnozina hran F C E(G) je acyklickd, pokud podgraf s
vrcholy V(G) a hranami z F' neméa kruznici.

Lema 1.9. Necht Fy, Fy jsou acyklické podmnoZiny hran grafu G a |Fy| < |Fy|. Pak
existuje hrana f € Fy \ Fy takovd, Ze Fy U{f} je také acyklicka podmnoZina.

Diikaz: Jelikoz |Fj| < |F»| a plati Lema 1.8, ma podgraf G tvofeny hranami z F)
vice komponent nez podgraf G5 tvoreny hranami z F». Potom vsak néktera hrana f € F»
musi spojovat dvé riizné komponenty podgrafu G, a tudiz pridanim f do F} nevznikne
kruznice. O

Definice: Podle Lematu 1.9 tvoii systém vSech acyklickych podmnozin hran v (libo-
volném) grafu G matroid. Tento matroid nazyvame matroidem kruznic grafu G.

V analogii s grafy dale pouzivime nazev kruznice pro minimalni zavislé mnoziny mat-
roidu.

Komenta¥: Tyto dva priklady jsou hezky ilustrovany v nasledujicim obrazku, ktery ukazuje,
jak hrany grafu K, vlevo odpovidaji vektorim v matroidu vpravo. Cary (zvané “piimky”)
v pravém schématu vyznacuji linedrni zavislosti mezi vektory; tj. nezavislé jsou ty trojice
bodi, které nelezi na zadné spolecné “primce”.




Abstraktni hladovy algoritmus

V praxi se matroid obvykle nezadava vyctem vsSech nezéavislych mnozin, protoze téch je
)

prili§ mnoho (az 2" pro n-prvkovou mnozinu X). Misto toho byva dana externi funkce

pro testovani nezavislosti dané podmnoziny.

Algoritmus 1.10. Nalezeni minim. baze matroidu — hladovy algoritmus.
vstup: mnozina X s vahovou funkci w: X — R,
matroid na X urceny externi funkci nezavisla(Y);

setfidit X=(x[1],x[2],...,x[n]) tak, aby wlx[1]]l<=...<=w[x[nl];
B = (;
for (i=1; i<=n; i++)
if (nezavisla(BU{x[il}))
B = BU{x[il};

vystup: baze B daného matroidu s minimalnim souc¢tem ohodnoceni vzhledem k w.
Poznamka: Pokud X v tomto algoritmu je mnozina hran grafu, w vahova funkce na hranach a

nezavislost znamend acyklické podmnoziny hran (matroid kruznic grafu), pak Algoritmus 1.5 je
presné instanci Algoritmu 1.10.

Véta 1.11. Algoritmus 1.10 (hladovy algoritmus) pro danou nosnou mnozinu X s vdho-
vou funkciw : X — R a pro dany matroid N na X spravné najde bdzi v N s nejmensim
souctem vah.

Diikaz: Z definice matroidu je jasné, ze k vysledné mnoziné B jiz nelze pridat dalsi
prvek, aby zustala nezavisla, proto je B béaze. Sefadme si prvky X podle vah jako

v algoritmu w(z[1]) < .-+ < w(x[n]). Necht indexy iy,i2,...,i; uréuji vybranou k-
prvkovou bazi B v algoritmu a necht indexy j1, jo, ..., jr vyznacuji (tfeba jinou?) bazi
{z[j1], .., x[jk]} s nejmensim moznym souctem vah.

Vezméme nejmensi r > 1 takové, ze w(x[i,]) # w(z[j,]). Potom nutné w(z[i,]) <
w(x[j,]), protoze nas algoritmus je “hladovy” a bral by mensi w(x[j,]) jiz dfive. Na dru-

hou stranu, pokud by druhd baze {x[ji],...,z[jx|} davala mensi soucet vah, muselo by
existovat jiné s > 1 takové, ze w(x[is]) > w(z[js]). Nyni vezméme nezavislé podmnoziny
Ay =A{zfi1], ..., x[is—1]} a Ay = {x[j1],...,z[js]}, kde A2 ma o jeden prvek vice nez A;

a vSechny prvky Ay maji dle pfedpokladu mensi vahu nez w(z[is)).

Podle definice matroidu existuje y € Ay \ Ay takové, ze A3 U{y} je nezavisla. P¥itom
samoziejmé y = x[l| pro néjaké ¢. Ale to neni mozné, protoze, jak je vySe napsano,
w(y) < w(x[is]), takze by nas hladovy algoritmus musel y = z[(], ¢ < i, vzit diive do
vytvarené baze B nez vzal x[is]. Proto jind baze s mensim sou¢tem vah nez nalezend B
neexistuje. O

Tim jsme zaroven dokon¢ili dikaz spravnosti Algoritmu 1.5, ktery je jen specifickou
instanci Algoritmu 1.10.

Poznamka: Pozadavek, ze hladovy Algoritmus 1.10 hleda bazi s minimalnim souc¢tem vah je v
zésadé jen nasi konvenci. Je jasné, ze obracenim znamének u hodnot w se z minimalizace stava
maximalizace a naopak.

Na druhou stranu je obecné podstatny pozadavek, ze vyslednd mnozina ma byt bazi, ne jen
nezavislou mnozinou, nebot pfi kladnych hodnotédch w by minimdalni nezavislou mnozinou byla
vzdy (. (Naopak pii maximalizaci s kladnymi hodnotami w vychdzi automaticky béze jako ta
nez&visld mnozina s maximalnim ohodnocenim.)



Kdy hladovy algoritmus nepracuje spravné

Ctenéaie asi napadne, Ze hladovy algoritmus nemfize fungovat vzdy optimélné. My jsme
dokonce schopni popsat vSechny struktury, na kterych hladovy postup funguje univer-
zalné — jsou to pravé matroidy.

Véta 1.12. Necht X je nosnd mnoZina se systémem “nezdvislyjch” podmmnozin N spl-
nugict podminky (1,2) Definice 1.6. Pokud pro jakoukoliv vdhovou funkci w : X — R
najde Algoritmus 1.10 optimdlni nezdvislou mnoZinu z N, tak N splnuje také podminku
(3), a tudiz tvori matroid na X.

Dikaz: Tvrzeni dokazujeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze vlastnost (3) neplati pro
dvojici nezavislych mnozin A, B, tj. Zze |A| < |B|, ale pro zadny prvek y € B\ A neni
AU{y} nezéavisla. Necht |A| = a, |B| = b, kde 2b > 2a+1. Zvolime néasledujici ohodnoceni

e w(x) =—2bprozx € A,
e w(x) =—-2a—1proz € B\ A,
e w(x) = 0 jinak.

Hladovy algoritmus pfirozené najde bazi B; obsahujici A a disjunktni s B \ A podle
naseho ptredpokladu. Jeji ohodnoceni je w(B;) = —2ab. AvSak optimalni bazi je v tomto
pfipadé jind By obsahujici celé B a majici ohodnoceni nejvyse w(Bg) < (—2a — 1)b =
—2ab — b < w(By). To je ve sporu s dalsim pfedpokladem, Ze i pfi ndmi zvoleném
ohodnoceni w nalezne hladovy algoritmus optimalni bazi. Proto je sporny nas predpoklad
o mnozinach A, B a podminka (3) je splnéna. O

Nakonec uvadime néekolik prikladi dobfe zndmych kombinatorickych tloh, ve kterjch
hladovy algoritmus vyrazné selze:

Obarveni grafu. Jak jsem jiz poznamenali, v Uloze 1.1 bylo p¥idélovani tikoli pracov-
nikim vlastné barvenim grafu. Obecné hladové barvime graf tak, ze ve zvoleném
poradi vrcholil kazdému nésledujicimu pridélime prvni volnou barvu.

1 2 3 1

Tteba v nakreslené cesté délky 3 miizeme barvit hladové v poradi od vyznacenych
krajnich vrcholli, a pak musime pouzit 3 barvy misto optimalnich dvou.

Vrcholové pokryti. Problém vrcholového pokryti se ptd na co nejmensi podmnozinu
C vrcholu daného grafu takovou, ze kazda hrana mé alespon jeden konec v C. Pfi-
rozenym hladovym postupem by bylo vybirat od vrcholi nejvyssich stupna ty, které
sousedi s doposud nepokrytymi hranami. Bohuzel tento postup také obecné nefun-
guje.

Poznamka: Zminéna selhani hladového algoritmu se obecné vazou k nevhodné zvolenému poradi
krokt. Nemysleme si vSak, ze by se tato selhani dala néjak snadno napravit volbou jiného poradi
— plati, Ze nalezeni optimdalniho poradi kroki pro pouziti hladového algoritmu mutize byt (a byva)
stejné obtizné jako vyteseni tlohy samotné.

Dopliikové otazky

(1.3.1) Jak spatné miZze dopadnout hladové barveni bipartitniho grafu? (Bipartitni grafy
jsou ty, které Ize optimdlné obarvit 2 barvami.)
Presné se otazkou mysli, kolik barev se hladové pouzije pro nejhorsi bipartitni graf pri



nejhorsim usporadani jeho vrcholi, kdyz se v kazdém kroku pro novy vrchol vybira prvni
volna barva.
(1.3.2) V jakém (jednodus$e spocitatelném) poradi barvit vrcholy bipartitniho grafu, aby
stacily 2 barvy?
(1.3.3) Jak Ize (dobfe) vyuzit hladovy algoritmus pro obarveni grafu se vSemi vrcholy stupné
k pomoci k 4+ 1 barev?
*(1.8.4) Kdy selze hladovy postup pro vrcholové pokryti?

1.4 Co je optimalizacni uloha

Ke konci tivodni lekce si uvedeme obecny popis toho, co rozumime pod pojmem op-
timaliza¢ni tlohy. Cten4df by mél mit na paméti, ze se rozhodné nejedni o presnou a
exkluzivni definici, ale spise o hruby popis, ktery se muze ménit a upfesnovat podle
potfeby a naseho pohledu na tlohu.

Definice 1.13. Optimalizacni tiloha
je vypocetni problém (zhruba) uréeny nasledujicimi atributy zadani:

1. Univerzem U vsech potencidlnich feseni, jez je obvykle dano jako vektorovy prostor

s jednotlivymi proménnymi jako souradnicemi.

Omezugicimi podminkami, které urcuji podmnozinu P C U vsech pripustnijch reseni
ulohy.

Ucelovou funkei n : U — R, kterd pritazuje kazdému moznému feSeni jeho hod-
notu — cenu. Podle kontextu tlohy hodnotu ti¢elové funkce bud mazimalizujeme nebo
minimalizujeme.

Vyresenim optimaliza¢ni Glohy pak rozumime nésledujici:

4. Nalezeni feSeni Z € P s optimalni hodnotou Gcelové funkce, tj. dle konextu

ZeP: n(@) =max/min n(2).
zZeP

5. Pripadné podani dikazu optimality nalezeného feSeni I. Tento krok je pritom re-

levantni jen v pfipadech (pomérné ¢astych), kdy takové zdivodnéni je snaZsi nez
samotné nalezeni feSeni .

Komenta¥: Podivejme se na konkrétni tlohy této lekce z pohledu Definice 1.13:

V Uloze 1.1 je univerzem prostor viech piifazeni ¢isel pracovnikii jednotlivim tiko-
lim (tj. celo¢iselny vektorovy prostor Z‘, kde ¢ je pocet tukolit na vstupu). Piipustnymi
feSenimi jsou ta prifazeni, kdy ¢isla pracovniku jsou kladné celd a zadné prekryvajici se
tkoly nemaji stejného pracovnika. Ucelovou funkei pak je hodnota nejvyssiho pouzitého
¢isla pracovnika, tuto funkci minimalizujeme. Formalné, jsou-li zadany intervaly I, I>, ..., I,
pracovnich tkolt, pak U = 7 a slozka z; vektoru Z uréuje pracovnika pro tikol I,
P=A{ze€U,z>0: 0 #iNLNIL #0)= z # z} anZ) = max{z,...,2}. Pro-
myslete si to sami!

V Uloze 1.4 je univerzem prostor m-slozkovych binarnich vektort, U = Z3', kde m
je pocet hran daného grafu. Slozka z; vektoru fika, zda i-tou hranu grafu vybirame do
kostry. Pfipustna feSeni jsou tvorena acyklickymi podmnozinami hran a tucelova funkce je
n(2) = 21" zi - w(e;), tj. soufet vah vybranych hran.

Poznamka: V nékterych pripadech jsou optimaliza¢ni tlohy tak obtizné, ze nalezneme jen jejich
priblizné Tesent — takové, které je dostatecné blizko optimalnimu. Tteba v pripadé maximalizace
ucelové funkce je pribliznym feSenim s chybou 10% takové 7, Ze

gyeP: 0y >09- max n(2),
zZe
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kdezto v piipadé minimalizace uc¢elové funkce s chybou 10% je

geP: ny) <11 -min n(2).
ZeP

Zaroven pak misto zdivodnovani optimality nalezeného feseni zdtvodnujeme odhad procenta
chyby od optima.

Doplikové otazky
(1.4.1) Jak se ve smyslu Definice 1.13 zformuluje problém barveni grafu?

*(1.4.2) M4 smysl povolit necelociselné hodnoty jako barvy grafu?
(1.4.3) Jak se ve smyslu Definice 1.13 zformuluje problém vrcholového pokryti?

1.5 Dalsi ulohy

Uplnym zavérem lekce pfidavame nékolik dalsich, viceméné nahodné zvolenjch, pii-
kladt optimalizac¢nich dloh k procviceni latky. Zdiraznujeme, Ze nasim cilem neni tlohy
vyresit, jen matematicky pochopit a zapsat jejich zadani jako optimalizacni alohu dle
Definice 1.13.

Priklad 1.14. Ukazka optimalizace letecké dopravy.

Letecka spole¢nost méa z mésta S prepravit najednou 500 lidi do okolnich ¢tyf mést A,
B, C, D. Pro jednoduchost uvazme, ze z mésta S je do ostatnich mést stejnd vzdalenost
a ze naklady na jeden let nezavisi na pocCtu pasazéru, jen na typu letadla. Spole¢nost
ma k dispozici ¢tyti typy letadel:

Typ stroje | Kapacita | Naklady na let | Pocet stroju
(1) 250 210 1
(2) 100 140 2
(3) 150 170 1
(4) 30 50 5

Pritom do mésta A je potfeba prepravit 200 lidi, do mésta B 100 lidi, do mésta C 70
lidi a do mésta D 130 lidi. Navrhnéte letovy plan tak, aby byly minimalizovany naklady
na prepravu.

Nejprve si ujasnéme, co je univerzem vsech feseni, neboli, zhruba feceno, jakou mame
moznost volby: Pro kazdy stroj mtiZzeme volit jednu z destinaci A,B,C,D,), pficemz ()
znamena, ze stroj nikam nepoleti. Jinak se d& ftici, ze pro kazdou destinaci volime mul-
timnozinu typu letadel, které tam poleti. (Multimnozina znamenad, Ze jeden typ letadla
miize byt ve vice exemplafich, coz je nas pfipad.)

7 tohoto druhého pohledu vidime tfeba pripustna feseni

1. A:(1), B:(2), C:(4)(4)(4), D:(3)(4),
2. A:(1), B:(2), C:(2), D:(3).

Pripustnost feseni je dana splnénim dvou podminek: Celkova kapacita letadel do kazdé
destinace musi dostacovat pro vSechny pasazéry a nesmime pouzit vice stroji, nez které
jsou k dispozici. Snadno si spo¢itame, Ze cena prvniho Feseni je 690, zatimco cena feSeni
druhého je pouze 660 (to by mélo byt zaroven i optimélni feseni, ale optimalitou se zatim
zabyvat nebudeme).



Univerzum vsech reseni lze pro pocitacové zpracovani zapsat pomoci matice
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jejiz prvky udavaji pocty letadel jednotlivych typt do jednotlivych destinaci. ZapiSeme-
li vektorem pozadované pocty pasazeri i kapacity letadel, prvni podminka se maticové
zapise

L - (250,100, 150, 30)T > (200, 100, 70, 130) .

Zapiseme-li pocty stroju jednotlivych typu vektorem, druhd podminka pak maticové zni
(1,1,1,1) - L < (1,2,1,5).

Déle nesmime zapomenout na samoziejmé podminky, ze pocty pouzitych strojt na lin-
kach (tj. polozky L) musi byt prirozend cisla. A nakonec ucelovd funkce se zapise jako

max [(1,1,1,1) - L - (210,140, 170,50)"] .

Ctenaf si zajisté sam odvodi, jak tyto podminky zapsat pro jina konkrétni zadani tlohy.
O

Priklad 1.15. Jednotlivé pierusitelné rozvrhovani tloh.

Méjme stroj, ktery zpracovava po jedné zadané ulohy. Kazda tloha méa danou pri-
oritu, je pripravena ke zpracovani v urcéitém case a jeji dokonceni trva uréitou dobu.
Ptitom zpracovani kterékoliv tlohy lze kdykoliv beze ztrat prerusit. Jakou navrhneme
optimalni strategii zpracovani a jak bude urcena jeji cena?

Reseni: Toto je volnéji zadana tloha, u niz si teprve sami musime upiesnit mate-
matické zadani.

Vstup: Uloha J; zacne v Case t; s délkou [; a prioritou p;, i = 1,2,...,n.
Vystup: Postup zpracovani, kdy tloha J; je ukoncena v case f;.

Cena resent je dana souhrnem c¢ekani na dokonceni jednotlivych tloh, vazenym pri-

oritami tloh
n

minc = Z(f, —ti) pi-
i=1
Toto vsak neni jediny mozny pohled na ocenéni naseho feSeni. V jiném pohledu by nas
misto celkovych dob ukonceni tiloh mohly zajimat jen prostoje zpracovani zptisobeném
¢ekanim na jiné dlohy. Pak by se cena zapsala matematicky takto

n

minc = Z(fz —ti — lz) *Di-

i=1

Jen pro zajimavost, optimalni feSeni zadaného problému ziskdme snadno hladovym
postupem, kdy v kazdém okamziku zpracovavame cekajici tilohu s nejvyssi prioritou.
(Tj. kdyz zrovna prijde tloha vyssi priority, stavajici zpracovani pferusime a prejdeme
k nové tloze.) O

Priklad 1.16. Jednotlivé neprerusitelné rozvrhovani predem znamych tloh.

Zadani je jako v Prikladu 1.15, jen zpracovani jedné tlohy nyni nelze prerusit.
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Vstup: Uloha J; zaéne v ¢ase t; s délkou I; a prioritou p;, i = 1,2,...,n. Tato data jsou
predem znama.

Vystup: Postup zpracovani, kdy tloha J; je zapocata v Case s; a ukoncena v Case f; =
si + ;.

Reseni: Smyslem tohoto piikladu je hlavné ukézat, jak drobna zména zadani (ne-
moznost preruseni tlohy) radikdlné zméni cely matematicky optimaliza¢ni model. Jiz z
letmého pohledu je jasné, Ze rozvrhovani nyni bude obtiznéjsi, nebot zafazenou tlohu jiz
nemizeme prerusit a ostatni tlohy (t¥ebaze s vyssi prioritou) musi ¢ekat na jeji dokon-
¢eni. Zde je pékné vidét, jak se univerzum vSech feseni méni ze spojitého na diskrétni.

Jednoduchym matematickym modelem postupu zpracovani tloh je permutace m mno-
ziny indexti {1,2,...,n}, ktera zpracovavani doslych tloh v potadi Jy(;), . . ., Jx(n)- Per-
mutace 7 navic rekurzivné urcuje ¢as s; zacatku zpracovani kazdého ukolu J; takto (za
predpokladu hladové optimality):

® Sp(1) = t7r(1)7

® Sr(er1) = MAX(tr(rg1) Se(k) T lr(k))-

(Vzorce nam ftikaji, ze kazda dalsi tloha musi pockat na ¢as svého zacatku a také na
dokoncéeni predchozi tlohy.) Cena feseni pak je opét

n n

min ¢ = Z(fi —ti) - pi = Z(Ser‘ — i) pi-

i=1 i=1

Doplnkové otazky

(1.5.1) Co se stane, kdyz v Ptikladu 1.15 zadame misto priorit jednotlivych tloh pozadované
terminy jejich dokonceni (deadline)? Co by pak bylo vhodné optimalizovat?

(1.5.2) Proc¢ se v Prikladu 1.16 zdiraziuje, Ze zpracovavané tilohy jsou pfedem znamé?

*(1.5.3) Zamyslete se sami, jak se zméni charakter vyse popsanych rozvrhovacich tloh, pokud
budeme v zadani kombinovat priority spolu s terminy dokonceni.

*(1.5.4) Jesté jiny mozny pohled na matematizaci Prikladu 1.16 spoc¢ivd v tom, ze “dis-
kretizujeme” ¢as na vhodné jednotky c¢asu (s predpokladem, Ze vSechny udélosti nase
déleni respektuji) a 0-1 proménnymi pak vyjadiujeme, zda se kterd tiloha ve které ¢asové
jednotce zpracovava. Jak takovy model bude vypadat?

Rozsifujici studium

Pro blizsi studium teorie grafii doporucujeme skripta [I] nebo vybornou moderni
knihu [6]. Konkrétné hladovym algoritmim a minimélni kostfe se vénuji [4, Oddil 6.2] a
6, Kapitola 5]. Mnozstvi motivac¢nich optimaliza¢nich tloh se nachédzi v uvodnich partiich
prakticky orientované ucebnice [3].

V oblasti teorie matroidi je jen poskrovnu ceské literatury, ale asi nejlepsi anglickou
monografii je [§]. Kratky ¢tivy tvod do matroidii je volné dostupny na [9]. My se dale jisté
optimalizaci na matroidech budeme vénovat v Lekci 11 a matroidiim v optimalizaci je také
vénovéno [10, Chapter 10].
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2 Toky v sitich

Uvod

Nyni se podivame na jinou oblast tiloh, kde nasla kombinatoricka optimalizace bohaté
uplatnéni. Jde o oblast tzv. “sitovych” tiloh: Pojem sit pouZivdme jako souhrnné pojmenovani
pro matematické modely situaci, ve kterych piepravujeme néjakou substanci (hmotnou ¢i
nehmotnou) po predem danych prepravnich cestdch, které navic maji omezenou kapacitu.

Jedna se treba o potrubni sité prepravujici vodu nebo plyn, o dopravni sit silnic s pre-
pravou zbozi, nebo tfeba o internet prenasejici data. Obvykle nas zajima problém prenést
z daného ,,zdroje“ do daného cile ¢ili ,stoku“ co nejvice této substance, za omezujicich
podminek kapacit jednotlivych prepravnich cest (pfipadné i jejich uzli). Obrazkem miizeme
vyjadrit sit s danymi kapacitami prepravy jako:

5

Problém maximalniho toku v siti je snadno algoritmicky fesitelny, jak si také popiseme.
(Postup je dosti podobny hladovému algoritmu.) Jeho FeSeni mé (kupodivu) i mnoho teore-
tickych disledkii v teorii grafi, treba pro souvislost ¢i parovani v grafech.

Cile

Ukolem této lekce je teoreticky popsat problém toku v siti a vysvétlit zakladni algoritmus
nenasycenych cest pro jeho feSeni. Déle jsou uvedeny nékteré disledky vysvétlené latky (pro
rozSifené sité, pro bipartitni parovani a vybér reprezentantit mnozin). Na prikladé toku v siti
je vysvétlen dilezity princip tzv. dobré charakterizace tloh.

2.1 Definice sité

Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je orientovany graf [Il, Lekce 1,6]. Vrcholy grafu
modeluji jednotlivé uzly sité a hrany jejich spojnice. V orientovanych grafech je kazda
hrana tvofena uspotradanou dvojici (u,v) vrcholu grafu, a tudiz takova hrana ma smér
z vrcholu u do v.

Definice 2.1. Sit je ¢tvefice S = (G, z, s, w), kde
— G je orientovany graf,

— vrcholy z € V(G), s € V(QG) jsou zdroj a stok,

— w: E(G) — R" je kladné ohodnoceni hran, zvané kapacita hran.

Komentaft:

Na obrézku je zakreslena sif s vyznadenym zdrojem z a stokem s, jejiZz kapacity hran jsou
zapsany Cisly u hran. Sipky udavaji smér hran, tedy smér proudéni uvazované substance
po spojnicich. (Pokud smér proudéni neni dilezity, vedeme mezi vrcholy dvojici opa¢né
orientovanych hran se stejnou kapacitou.) Kapacity hran pak omezuji maximélni mnozstvi
prenasené substance.
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Poznamka: V praxi muze byt zdroju a stoki vice, ale v definici sta¢i pouze jeden zdroj a stok,
z néhoz / do né&jz vedou hrany do ostatnich zdroji / stokt. (Dokonce pak rtizné zdroje a stoky
mohou mit své kapacity.)

Obvykle nas na siti nejvice zajima, kolik nejvice substance mizeme (rtiznymi cestami)
prenést ze zdroje do stoku. Pro to musime definovat pojem toku, coz je formalni popis
okamzitého stavu prenaseni v siti.

ZnaZeni: Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znak ¢ — v pro hranu e prichazejici do
vrcholu v a e «— v pro hranu e vychazejici z v.

Definice 2.2. Tok v siti S = (G, z, s,w)
je funkee f: E(G) — R{ spliujici

- Vee E(G): 0< f(e) <w(e),
- Yo eV(GQ),v#z:s: > fle)= > f(e).

e—v e«—v

Velikost toku f je ddna vyrazem || f|| = > f(e) — > f(e).

e—z e—z

Znaceni: Tok a kapacitu hran v obrazku sité budeme zjednodusené zapisovat ve formatu
F/C, kde F je hodnota toku na hrané a C' je jeji kapacita.
Komenta#: Neformalné tok znamené, kolik substance je kazdou hranou zrovna prendseno

(ve sméru této hrany, proto hrany musi byt orientované). Tok je pochopitelné nezaporny a
dosahuje nejvyse dané kapacity hrany.

2/5

3/5

Ve vyobrazeném prikladé vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.

Poznamka: Obdobné se d& velikost toku definovat u stoku, nebot

0= (fle)=fE)=D_> fle)=> > fley=>_ (Z fle)=>" f(e)> :

€ v e<—v v e—v v=z,8 e<—v e—v

(Dvojité sumy uprostfed predchoziho vztahu nabyvaji stejnych hodnot pro vSechny vrcholy
kromé z a s dle definice toku.) Proto velikost toku pocitand u zdroje je rovna opaé¢né velikosti
toku pocitaného u stoku

(Z IOEDY f(e)> . (Z IORSY f(e)> .

e—z e—z €S €e—S

Dopliikové otazky

(2.1.1) Dal by se néjak rozumné problém toku v siti pfeformulovat tak, aby formalné soucet
tokt u kazdého vrcholu (véetné z,s) byl 07

(2.1.2) Necht U je mnozina vrcholii sité obsahujici zdroj a neobsahujici stok. Rozmyslete
si, pro¢ velikost toku mezi zdrojem a stokem lze spocitat také z rozdilu souctii toki na
vsech hranach vychazejicich z U a hranach prichazejicich do U.
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2.2 Hledani maximalniho toku

Nasim tkolem je najit co nejvétsi tok v dané siti. Pro jeho nalezeni existuji jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Uloha 2.3. O mazimdlnim toku v siti

Je dana sit S = (G, z, s,w) a nasim tkolem je pro ni najit co nejvétsi tok ze zdroje z do
stoku s vzhledem k ohodnoceni w.

Formalné hleddme max || f|| dle Definice 2.2.

Komenta¥: Tok velikosti 5 uvedeny v ukazce v predchozi ¢asti nebyl optimélni, nebot v té
siti najdeme i tok velikosti 6:

2/5

0/2 2/2

4/5

Jak vSak pozname, ze vétsi tok jiz v dané siti neexistuje? V této konkrétni ukazce to neni
obtizné, vidime totiz, ze obé dvé hrany prichazejici do stoku maji soucet kapacit 2 4+ 4 + 6,
takze vice nez 6 do stoku ani pfitéct nemuze. V obecnosti lze pouzit obdobnou tvahu, kdy
najdeme podmnozinu hran, které nelze tokem “obejit” a které v souctu kapacit daji velikost
naseho toku. Existuje v8ak takovd mnozina hran vzdy? Odpovéd nam dé nasledujici definice
a véta.

Definice 2.4. Rez vsiti S = (G, 2,s,w)

je podmnozina hran C' C E(G) takova, ze v podgrafu G — C (tj. po odebrani hran C z
() nezbude zadna orientovana cesta ze z do s.

Velikosti fezu C' rozumime soucet kapacit hran z C, tj. ||C|| = > o w(e).

Veéta 2.5. Mazrimdlni velikost toku v siti je rovna minimadlni velikosti Tezu.

Komenta¥: Na nésledujicim obrazku vidime trochu jinou sit s ukdzkou netrividlniho minimal-
niho fezu velikosti 5, naznac¢eného svislou ¢arkovanou c¢arou. VSimnéte si dobfe, Ze definice
fezu mluvi o pferuseni vSech orientovanych cest ze z do s, takze do fezu stac¢i zapocitat hrany
jdouci pfes svislou ¢aru od z do s, ale ne hranu jdouci zpét. Proto je velikost vyznaceného
fezu 1 +4 =5.

|
|
|
|
|
|
|
[
|
|
|
|
|
T
|
|

Poznéamka: Tato véta poskytuje tzv. dobrou charakterizaci problému maximalniho toku: Kdyz
uz nalezneme maximaélni tok, tak je pro nas vzdy snadné dokazat, Ze lepsi tok neni, nalezenim
prislusného fezu o stejné velikosti. Pfitom toto zdtivodnéni fezem miizeme sméle ukazat i nékomu,
kdo se viibec nevyzna v matematice.

Dukaz Véty 2.5 bude proveden nasledujicim algoritmem.
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Definice: Mé&jme sif S a v ni tok f. Nenasycend cesta (v S vzhledem k f) je neoriento-
vana cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazujicich
hran ey, eg,...,en, kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméru z u do v a f(e;) > 0 pro e; v
opacném smeéru.

Hodnoté w(e;) — f(e;) pro hrany e; ve sméru z u do v a hodnoté f(e;) pro hrany
e; v opacném sméru rikdme rezerva kapacity hran e;. Nenasycena cesta je tudiz cesta s
kladnymi rezervami kapacit vSech hran.

Komenta¥: Zde vidime priklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimalni rezervou
kapacity +1.

rezerva kapacity: +1 +1 +1 +2 +2

Vsimnéte si dobfe, Ze cesta neni orientovand, takze hrany na ni jsou v obou smérech.

Algoritmus 2.6. Ford—Fulkersonuv pro tok v siti
vstup sit S = (G, z,s,w);
tok f =0;
do {
prohledavanim grafu najdeme mnozinu U vrcholi G,
do kterych se dostaneme ze z po nenasycenych cestach;
if (seU) {
P = (vySe nalezend) nenasycena cesta v S ze z do s;
zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P;
}
while (s€U);
vystup vypiSeme maximalni tok f;
vystup vypiSeme min. fez jako mnozinu hran vedoucich z U do V(G) — U.

Dikaz spravnosti Algoritmu 2.6:
Pro kazdy tok f a kazdy fez C v siti S plati || f]| < ||C]|. Jestlize po zastaveni algoritmu

s tokem f nalezneme v siti S fez o stejné velikosti ||C|| = || f], je jasné, Ze jsme nasli
maximalni mozny tok v siti S. Zaroven tim dokazeme i platnost Véty 2.5.
Takze sta¢i dokazat, Ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost ||f|| = ||C]|, kde C

je vypsany ez mezi U a zbytkem grafu G. Vezméme tok f v S bez nenasycené cesty ze
z do s. Pak mnozina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypada situace takto:

fle) = w(e)
X

@ v ®

fle)=0

JelikoZ z U 7zadné nenasycené cesty déle nevedou, mé kazdé hrana e «— U (odchézejici z
U) plny tok f(e) = w(e) a kazda hrana e — U (pfichézejici do U) tok f(e) = 0. Velikost
toku f ze z do s se také da psat jako

IF=D" fle) = fley= fle)= wle)=lIC]|.

e—U e—U e—U ecC

To je presné, co jsme chtéli dokazat o vysledném toku. O

Z popisu Algoritmu 2.6 vyplyva jesté jeden dulezity dusledek:
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Dusledek 2.7. Pokud jsou kapacity hran sit€ S celociselné, optimdlni tok také vyjde
celociselné.

Poznamka: Algoritmus pro cela ¢isla kapacit vzdy skoné¢i. Pro redlna cisla se ale daji najit ex-
trémni pripady, které nepovedou k feseni ani v limité.

Pro rychly béh algoritmu je vhodné hledat nejkratsi nenasycenou cestu, tj. prohledavanim
sité do sirky. V takové implementaci algoritmus dobfe a rychle funguje i s redlnymi kapacitami
hran. Viz [4].

Dopliikové otazky
(2.2.1) Co by se stalo s tilohou o maximéalnim toku, pokud by graf sité obsahoval ndsobné
hrany?
*(2.2.2) Co by se stalo s tlohou o maximalnim toku a s Algoritmem 2.6, pokud bychom
povolili i zaporné kapacity hran?

(2.2.3) Jaky je maximalni tok touto siti ze z do s7

(2.2.4) Co obsahuje vysledna mnozina U Algoritmu 2.6 v piedchozim piikladé?

(2.2.5) Kde je minimdlni Fez v této siti mezi z a s?

2.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace

Pojmy sité a tokt v ni lze zobecnit v nékolika smérech. My si zde stru¢né uvedeme tri
moznosti:

1. U sité mizeme zadat i kapacity vrcholi.
To znamend, ze zddnym vrcholem nemtize celkem protéct vice nez povolené mnozstvi
substance. Takovou sit “zdvojenim” vrcholt snadno prevedeme na béznou sit, ve
které kapacity ptivodnich vrchold budou uvedeny u novych hran spojujicich zdvojené
vrcholy. Viz neformalni schéma:

16



2. Pro hrany sité lze zadat také minimadlni kapacity, tedy dolni meze toku.
(Napriklad u potrubni sité mohou minimélni vyzadované prutoky vody garantovat, ze
nedojde k zaneseni potrubi.) V této modifikaci tlohy jiz pfipustny tok nemusi viibec
existovat. Takto zobecnéné uloha je také snadno TesSitelna, ale my se ji nebudeme
zabyvat.

3. V siti lze najednou piepravovat vice substanci. To vede na problém tzv. vicekomo-
ditnich toku v siti. Tento problém je slozitéjsi a uz neni v obecnosti snadno fesitelny,
a proto se jim nebudeme zabyvat.

Kromé uvedenych (a podobnych) zobecnéni toku v sitich jsou velmi zajimavé i né-
které specialni formulace problému toku, které se vyskytuji v mozna i necekanych ob-
lastech. Vice o tom napiseme v dalSich ¢astech tohoto oddilu.

Bipartitni parovani

Biparitni grafy definujeme jako ty, které lze korektné obarvit dvéma barvami [Il, Lekce
7]. Jinymi slovy to jsou grafy, jejichz vrcholy lze rozdélit do dvou mnozin tak, ze vSechny
hrany vedou mezi témito mnozinami.

Definice: Parovani v (biparitnim) grafu G je podmnozina hran M C E(G) takova, zZe
zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Komenta¥: Pojem (bipartitniho) parovani mé pfirozenou motivaci v mezilidskych vztazich.
Pokud neuvazujeme bigamii ani jisté mensiny, miizeme si partnerské vztahy ptredstavit jako
parovani v bipartitnim grafu. Jednu stranu grafu tvofi muzi a druhou Zeny. Hrana mezi
muzem a Zenou znamend vzajemné sympatie (pfitom jedinec mize mit vzdjemné sympatie
s nékolika jinymi opa¢ného pohlavi). Pak skutecné partnerské vztahy predstavuji parovani v
popsaném grafu.

Ulohu nalézt v daném bipartitnim grafu co nejvétsi parovani lze pomérné snadno
vyTesit pomoci tok ve vhodné definované siti. Uvedend metoda pouziti tokd v siti na
feSeni problému parovani pfitom hezky ilustruje obecny pfistup, jakym toky v sitich
pomohou Tesit i tlohy, které na prvni pohled se sitémi nemaji nic spolec¢ného.

Algoritmus 2.8. Nalezeni bipartitnitho parovani
Pro dany bipartitni graf G s vrcholy rozdélenymi do mnoZin A, B sestrojime sit S ndsle-
dovné:

Vsechny hrany site S orientujeme od zdroje do stoku a priradime jim kapacity 1. Nyni
najdeme (celociselny) maximdini tok v S Algoritmem 2.6. Do parovdni vloZime ty hrany
grafu G, které maji nenulovy tok.

Diikaz spravnosti Algoritmu 2.8: Podle Dusledku 2.7 bude maximalni tok celociselny,
a proto kazdou hranou potece bud 0 nebo 1. Jelikoz v8ak do kazdého vrcholu v A muze
ze zdroje pritéct jen tok 1, bude z kazdého vrcholu A vybrana do parovani nejvyse jedna
hrana. Stejné tak odvodime, ze z kazdého vrcholu B bude vybrana nejvyse jedna hrana,
a proto vybrana mnozina skuteéné bude parovanim. Zaroven to bude nejvétsi mozné
parovani, protoze z kazdého parovani lze naopak vytvorit tok prislusné velikosti a vétsi
nez nalezeny tok v S neexistuje. |
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Poznamka: Popsanéd metoda je zédkladem tzv. Madarského algoritmu pro parovani v bipartitnich
grafech. Ulohu nalezeni maximélniho parovani lze definovat i pro obecné grafy a také ji efektivné
algoritmicky vyfesit (viz Edmonds), ale pfislusny algoritmus neni jednoduchy.

Vyssi grafova souvislost

Predstavme si, Ze na libovolném grafu G definujeme zobecnénou sit tak, ze kapacity
v8ech hran a v8ech vrchold polozime rovny 1 v obou smérech. Pak celodiselny tok (viz
Dusledek 2.7) velikosti k& mezi dvéma vrcholy u,v se sklada ze soustavy k disjunkt-
nich cest (mimo spoleéné koncové vrcholy u,v). Naopak fez oddéluje u a v do rtznych
souvislych komponent zbylého grafu. Aplikace Véty 2.5 na tuto situaci pfimo poskytne
nasledujici tvrzeni.

Lema 2.9. Necht u,v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je prirozené ¢islo. Pak mezi
vrcholy uw a v existuje v G aspon k disjunktnich cest, pravé kdyzZ po odebrdani libovolngch
k—1 vrcholi riznyjch od u,v z G zistanou u a v ve stejné komponenté souvislosti zbyleho

grafu.

Pouzitim tohoto tvrzeni pro vSechny dvojice vrcholt grafu snadno dokazeme dulezi-
tou Mengerovu vétu:

Véta 2.10. Graf G je vrcholové k-souvisly prave kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy
lze vést aspori k disjunktnich cest (riznych aZ na ty dva spojované vrcholy).

Jesté jiné pouziti si ukdzeme na problému vybéru reprezentantt mnozin.

Ruzni reprezentanti

Definice: Necht M, Ms,..., M} jsou nepréazdné mnoziny. Systémem rizniych re-
prezentantty mnozin My, Mo, ..., M; nazyvame takovou posloupnost ritznych prvka
(x1,m9,...,2k), 26 x; € M; proi=1,2,... k.

Ddlezitym a dobie znamym vysledkem v této oblasti je Hallova véta plné popisujici, kdy
lze systém riznych reprezentantit danych mnozin nalézt.

Véta 2.11. Necht My, Mo, ..., M, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto mnoZiny existuje
system ruznych reprezentantu, praveé kdyz plati

VI C{1,2,... k) (UjeJMj( > 1],

neboli pokud sjednocent libovolné skupiny z téchto mnoZin md alespon tolik prvkd, kolik
mnozin je sjednoceno.

Dikaz: Ozna¢me x1, T3, ..., Ty po fadé vSechny prvky ve sjednoceni M; U MaU---U
M. Definujeme si bipartitni graf G na mnoziné vrchola {1,2,..., k}U{z1,29,..., 2y} U
{u,v}, ve kterém jsou hrany {u,i} proi=1,2,...,k, hrany {v,z;} proj=1,2,...,m
a hrany {i,z;} pro vSechny dvojice 4, j, pro které z; € M;.

Komenta#: Konstrukce naseho grafu G je obdobna konstrukei sité v Algoritmu 2.8: Vrcholy

u a v odpovidaji zdroji a stoku, ostatni hrany prichazejici do vrcholu z; znazornuji vSechny

z danych mnozin, které obsahuji prvek x;.

Cesta mezi u a v ma tvar u, i, £, v, a tudiz ukazuje na reprezentanta x; € M;. Systém
riznych reprezentanti tak odpovida k disjunktnim cestdm mezi u a v. Necht X je nyni
libovolna miniméalni mnozina vrcholi v G, po jejimz odebrani z grafu nezbude zadna
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cesta mezi v a v. Podle Lematu 2.9 a této tivahy maji nase mnoziny systém riznych
reprezentantt, pravé kdyz kazda takova oddélujici mnozina X méa aspon k prvka.

Polozme J = {1,2,...,k} \ X. Pak kazd4 hrana z J (mimo u) vede do vrcholi z
X N{x1,...,xyn} (aby nevznikla cesta mezi u,v), a proto

(UjEJMj( = X O {21,z = X = X AL, kY = X =+ ]

Vidime tedy, Ze |X| > k pro vSechny (minimdlni) volby oddélujici X, pravé kdyz
‘U e M. j‘ > |J| pro vSechny volby J, coz je dokazovand podminka nasi véty. O

Poznédmka: Predchozi dikaz nam také dava navod, jak systém rtznych reprezentantti pro dané
mnoziny nalézt — staéi pouzit Algoritmus 2.6 na vhodné odvozenou sit.

Ulohy k feSeni

(2.3.1) Najdéte maximalni parovani v tomto bipartitnim grafu:

(2.3.2) Najdéte maximalni parovani v tomto bipartitnim grafu:

(2.3.3) Maji vSechny tiiprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,3,4} systém riznych reprezen-
tanti?

(2.3.4) Maji vSechny tfiprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,3,4,5} systém riznych repre-
zentanti?

2.4 Dobra charakterizace

V navaznosti na Definici 1.13, bod 5, se podivame na tuto situaci: Dokazujeme optima-
litu nalezeného feseni, tj. Ze lepsi FeSeni naseho problému neexistuje, tim, Ze (ndzorné)
ukazeme néjakou vhodnou “vylucovaci” vlastnost. Tzn. néco, co jasné vylucuje existenci
lepsiho Teseni zptisobem pochopitelnym i pro laika neobezndmeného hloubéji s problé-
mem a nasim feSenim. (Poznamenavame, Ze ne vzdy je néco takového mozné.)

Komenta#: Vzpomenme si na Ulohu 1.1 o pFidélovani pracovnich tkolt. Jak jsme u néj
uméli zduvodnit optimélnost nalezeného feSeni? Velmi snadno, ze? Stacilo najit okamzik,
kdy vsichni pfifazeni pracovnici pracovali najednou. Stejné tak snadné zdtivodnéni optimality
feseni jsme dokézali podat v Uloze 2.3 o maximalni kostie — sta¢ilo ukdzat minimélni fez,
kery byl tokem zcela nasyceny.

Ptesnéji feceno, v Uloze 1.1 o ptidélovani pracovnich tkold plati, Ze existence pii-
pustného ptidéleni k pracovnikdl na dané tkoly je ekvivalentni neexistenci okamziku
s vice nez k prekryvajicimi se tkoly. V prirozenéjsim jazyce totéz rekneme takto: k
pracovnik® na tkoly staci, pravé kdyz nikdy neni vice nez k soucasnych ukolt.
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Fakt: Necht I oznac¢uje prunikovy graf intervalt danych pracovnich tkolu. Pak pfipust-
ného pridéleni k£ pracovnikt na tyto tkoly je modelovano jako grafovy homomorfismus
p: I — Kj. (Vrcholy cilového tplného grafu Kj odpovidaji pracovnikiim, hrany ukazuji
moznost soubézné prace libovolnych dvou z pracovniki a nepritomnost smycek v cilovém
grafu K} urcuje, Ze jeden pracovnik nemuze vykonavat prekryvajici se tkoly.)

Naopak ¢ prekryvajicich se tikolid je v grafu I ukazano jako grafovy homomorfismus
q : Ky — I. Takze ve shrnuti mtZeme nasi ivahu formalné zapsat

dp: I - Ky, < —-3Jq: Ky 1—1.

V pripadé toku v sitich plati, ze tok velikosti ¢ existuje, pravé kdyz neni v siti zadny
fez mensi nez ¢t. Naopak pro mnohé jiné (i Gspésné fesené) optimaliza¢ni tlohy takovyto
snadny a nazorny dtikaz optimality neni zndm. V obecnosti mtizeme podat nasledujici
hruby popis, kterému fikame princip dobré charakterizace:

Konvence 2.12. Rikadme, ze optimaliza¢ni problém ma dobrou charakterizaci, pokud
optimalitu nalezeného feSeni mizeme vzdy prokdzat nalezenim FeSeni jiné (“dudlni”)
ulohy, jehoZ ovéfeni je “vyrazné snazsi” (¢i nazornéjsi) nez bylo samotné vyfeseni tlohy.

Poznamka: V obecnosti se princip dobré charakterizace neomezuje jen na optimaliza¢ni alohy (kde
je vyrazné spojen s pracemi Edmondse), ale je to dilezity tzv. kategoridlni pojem v matematice:
Existence jednoho “morfismu” je dana neexistenci jiného “morfismu”. Napriklad v kombinatorice
najdeme mnoho dutlezitych prikladt takovych strukturalnich charakterizaci. To je vSak daleko
za obsahem naseho predmétu.

Doplikové otazky

*(2.4.1) Jak byste popsali dobrou charakterizaci maximalniho toku v siti pomoci minimalniho
fezu jako dvojici “morfismi” mezi strukturami?

Rozsifujici studium

Problematika toka v sitich je béznou zdkladni soucdsti jak teorie grafi (i kdyz neni
pokryta v ucebnici [6]), tak i kombinatorické optimalizace. Podrobny popis algoritmu pro
toky v sitich véetné jeho rozumné rychlé implementace najdeme tieba v [4, Oddil 6.3,6.4].
Jinak jsou sirsimu pohledu na sitové toky v kombinatorické optimalizaci vénovéany [7, Chapter
L.3] a [10, Chapter 4]. Posledné jmenovany odkaz také vysvétluje blize vztah toku s grafovou
souvislosti a Mengerovou vétou.
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Cast 11
Mnohostény a Linearni Optimalizace

3 Uloha linearni optimalizace

Uvod

Od této lekce se zacneme zabyvat jistou obsahlou a dobre prozkoumanou tiidou optimali-
zacnich tiloh zvanou tlohy linearni optimalizace, neboli linedrni programovdni LP. Typickym
znakem takovych tloh je spojitost a “konvexita” jejich FeSeni.

Jak sam nézev naznacuje, tiloha linedrni optimalizace LP se skldda z linearniho (vekto-
rového) univerza, omezujicich podminek vyjadrenych jako linearni rovnosti a nerovnosti a z
linearni tic¢elové funkce. Ukolem pak je najit feseni spliiujici vSechna omezeni a maximalizujici
¢i minimalizujici tuto t¢elovou funkci.

Nejprve si projdeme riizné mozné formy matematického zapisu tloh LP a jejich maticové
formalizace. Ukédzeme si, jak lze mezi riznymi zapisy LP snadno piechazet. (Problematika
samotného FeSeni téchto tloh je prozatim odsunuta do pozadi.) Vyklad je ndzorné doplnén
mnozstvim praktickych prikladi.

Cile

Ukolem této lekce je piiblizit ¢tenafi na piikladech, jak se matematicky formuluji tilohy
linedrni optimalizace a jak se prevadi mezi riznymi zpiisoby zapisu. Ctenar by mél ziskat
hlubsi porozuméni matematickému zapisu slovnich 1loh LP.

3.1 Priklad formulace tlohy

Pro nézornost zacneme rovnou rozebranim zadani konkrétniho jednoduchého slovniho
ptikladu. (Poznamenavame, ze mnohé nase ukazkové ptiklady byly inspirovany piiklady
z knihy [3]...)

Priklad 3.1. Firma hodla prodavat lupinky za 120K¢/kg a hranolky za T6K¢/kg. Na
vyrobu lkg lupinkii se spotiebuji 2kg brambor a 0.4kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolek
je zapotiebi 1.5kg brambor a 0.2kg oleje. Firma ma nakoupeno 100kg brambor a 16kg
oleje. Brambory staly 12K¢/kg a olej 40K¢/kg. Naleznéte takovy plan vyroby, pii
kterém firma nejvice vydéla.

Reseni: Necht vyrobime ¢ kg lupinkt a h kg hranolkii. Dané podminky jsou
— mame k dispozici 100kg brambor
— a 16kg oleje,
— navic lze (pochopitelné) vyrobit jen nezdporné mnozstvi od kazdého vyrobku.

Tedy v matematickém zapise dle vyse uvedenych bodu

2¢+4+15h < 100
0.4¢ 4 0.2h 16

<
0h > 0.

Tyto nerovnice nam urcuji mnozinu vSech pripustnych reSeni tlohy ve vektorovém pro-
storu se dvéma soutadnicemi ¢, h. Podivejte se na Obrazek 3.1.

Nasim cilem je maximalizace zisku, na to vSak mohou byt dva rizné (i kdyz podobné)
pohledy:
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e Mizeme byt v situaci, kdy nakoupené suroviny jiz nelze jinak vyuzit a jejich zbytky
se vyhodi. V tom pripadé néas zajimé jen hruby zisk z trzeb, tedy optimalizujeme
funkci

max 1204 + 76h .

(Néklady surovin jsou fixni a lze je nakonec od trzeb odecist, nezavisle na feSeni
ulohy.)

e MiuzZeme také uvazovat situaci, kdy se zbytky z vyroby dale vyuziji (na dalsi vyrobu
¢i se vrati dodavateli). Potom vSak musime néklady surovin zapocitat jiz do ucelové
funkce, neboli pocitat ¢isty zisk po odecteni nakladi, takze vyjde

max (120 — 24 — 16) + (76 — 18 — 8)h = 80¢ + 50h..

Optimalnim fesenim je v tomto ptikladé, pri obou formulacich tcelové funkce, vyrobit
20kg lupinki a 40kg hranolkt. Trzba firmy v prvni formulaci je 5440K¢, zisk z vyroby
v druhé formulaci je 3600K¢. Jak ale k témto vysledktim dospé&jeme?

66 \

\ 80¢ + 50h
40 — N + — max

I —
40 50\ 80 ¢
20 + 1.5k < 100

0.4¢ 4 0.2h < 16

Obrézek 3.1: Graficky vyznam piedchozi tlohy LP (Pfiklad 3.1): Mnozina ptipustnych
feSeni je Srafovand, optimum je vyznaceno krouzkem.

Grafické vyjadreni feSeni: V jednoduchém piipadé se dvéma proménnyma nam
jednotlivé nerovnice urcuji poloroviny v bézné Euklidovské roviné, jejichz prinikem je
mnozina viech pripustnych teseni. Udelova funkce je vyjadiend systémem rovnobézek
odpovidajicich jednotlivym hodnotam pripustnych feSeni. Optiméalnim feSenim ulohy
pak je ten bod mnoziny pripustnych reSeni, ktery je protnuty rovnobézkou tucelové funkce
s co nejvyssi / nejnizsi hodnotou. Nézorné viz Obrézek 3.1... O

Poznamka: JeSté poznamename, ze se Casto pfi matematickém prepisu slovni tlohy stava, ze
nékterou (¢asto implicitni) podminku zapomeneme zapsat nerovnici. Napiiklad bychom snadno
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mohli zapomenout na podminku nezapornosti vyrobenych mnozstvi hranolki a lupink a nemu-
seli si toho v8imnout, nebotf nezédpornost se neprojevi v optimélnim feseni. P¥i jingch tcelovych
funkcich to vSak mize hrat roli, a pak bychom dostali napriklad vysledek jako “vyrobit 50kg
lupinkti a —10kg hranolk®”, ktery je nesmyslny.

(Dobrou praxi tedy je se hluboce zamyslet nad vyznamem dosaZeného feSeni tlohy, a pak doplnit
pripadné zapomenuté dalsi podminky.)

Doplikové otazky
(3.1.1) Jaky fakticky vyznam ma vysledek “vyrobit —10kg hranolku”?

(3.1.2) Odhadnéte, podle Obrazku 3.1, pro jakou minimélni prodejni cenu hranolki se viibec
vyplati vyrabét hranolky v Prikladu 3.17

*(3.1.3) Jak bychom Ffeseni predchozi otdzky vyjadrili formulaci (jiného) LP?

3.2 Slozit&jsi formulace

Pro zjednoduseni budeme pouzivat zkratku LP pro t¥idu aloh linearni optimalizace. Déale
formulaci omezujicich podminek i tcelové funkce. Zopakujte si Definici 1.13.
Zaciname typickou ukazkou tzv. dopravni tlohy.

Priklad 3.2. Spotiebitelé pozaduji 7, 8, 10 a 11 tun cementu. Sklady cementu jsou
tii, s kapacitami po fadé 10, 15 a 11 tun. Dopravni naklady mezi sklady (fadky) a
spottebiteli (sloupce) jsou dané tabulkou

spl|sp2|sp3|sp4d
sklad 1 4 5 5 3
sklad 2 6 6 7 8
sklad 3 5 7 7 5

na tunu nakladu. Minimalizujte dopravni naklady mezi spotiebiteli a sklady.

Reseni: Podminky jsou:

e Dodani cementu pro i-tého spotfebitele z j-tého skladu

r11+ T2 +x13 = 7,
To1 + o2 +x23 = 8,
xr31 + x32 + w33 = 10,
41 + 242 + w43 = 1L
e Dodrzeni kapacit skladu
11 + 221 + 231 +ra1 <10,
T12 + Too + X320 + 142 <15,
13+ x23 + 33 + a3 < 1L

e Podminky nezapornosti
x5 >0 proi=1,2,34 5=123.

Poznamka: Podminky nezdpornosti nyni nejsou zcela nutné. Pievoz zaporného mnozstvi cementu
ze skladu spotfebiteli mé redlny vyznam — spotiebitel dostal z jinych skladd vice cementu, nez
pottebuje, tak zbylé mnozstvi vraci do skladu. Hodnoceni tc¢elové funkce nam vsak zarudi, ze
takové zbytecné prevozy tam a zpét se neuskutecéni v optimalnim feSeni.
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Cilem je minimalizace prepravnich nékladu, ucelova funkce tedy vypada takto:
min 411 + 521 + 9231 + 3x41 + 6212 + 6222 + Tw32 + 8w42 + 13 + T2z + Tx33 + Sx43.
Optimalni hodnota tcelové funkce je
n(Z) = 188.0
a hodnoty jednotlivych nenulovych proménnych:

Tr31 — 3.0 T41 — 7.0
o9 = 8.0 32 — 7.0
T13 = 7.0 T43 = 4.0

Optimalnim fesenim tedy je prepravit z prvniho skladu 3t tfetimu spotiebiteli a 7t
¢tvrtému spottebiteli, z druhého skladu prepravit 8t materidlu druhému spotiebiteli a
Tt tfetimu spottebiteli a ze tfetiho skladu piepravit 7t prvnimu spotfebiteli a 4t ¢tvrtému

spotfebiteli. Naklady na piepravu ¢ini 188 jednotek. Obrazkem: O
Spol (7t)
Sklad1 (10t) 7
8 Spo2 (8t)
Sklad2 (15t) 5
7 Spo3 (10t)

Sklad3 (11t)

4 Spo4 (11t)

Prirozenou otazkou je, jak jsme k uvedenému ¢iselnému feseni predchoziho prikladu
dospéli. Takové tlohy s vice proménnymi jiz nelze fesit “pohledem na obrazek” jako
Priklad 3.1. Pro feseni tloh LP vsak existuje pomérné jednoducha simplexovd metoda —
viz Lekce 6, kterda ma mnoho i volné dostupnych implementaci.

Komenta¥: Malé a vhodné formulované tilohy linearni optimalizace snadno vyresime riznymi
aplety a programky volné dostupnymi na internetu, naptiklad [I2]. Vice moznosti pak nabizi
volné vyvijeny a dostupny projekt Ip_solve [I3]. Viz priklady v Oddile 3.4.

Poznamka: Ctenafe miize napadnout, v jakém vztahu jsou celkova kapacita skladi a celkové
pozadavky spottebiteli. Pokud by celkova kapacita skladi byla nizsi, feseni by nemohlo existovat.
V naSem piipadé je kapacita pravé dostatecnd, takze kazdy sklad bude plné vyuzit. To prinasi
jisté nebezpedi zaokrouhlovacich chyb, které mohou znemoznit nalezeni feSeni. (Pfedstavte si,
ze vinou zaokrouhlovaci chyby se béhem vypoctl tfeba jen velmi méalo snizi kapacita jednoho
skladu a feSeni tlohy tak nebude mozné.) Pfi matematické formulaci praktickych tloh je dobré
na toto nebezpeci myslet a vyhybat se “hrani¢nim” formulacim rovnosti v LP.

Dalsi ukazkou je tzv. min-max tloha.

Priklad 3.3. Armdda pro potfeby cvi¢eni musi ze dvou skladii o kapacitach 6 a
5 tun stieliva prepravit 3, 2 a 2 tuny stfeliva na tii jeji stielnice. Ukolem je, v
ramci rozlozeni rizik, minimalizovat maximalni mnozstvi streliva prepravované po
jednotlivych cestach od skladi ke stielnicim.

Reseni: Podminky nyni jsou néasledovné.
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o Kapacity skladt

T11 + T12 + 13 )

<
To1 + Tog + w23 <

e Pozadavky strelnic — z i-tého skladu dodat j-té mnozstvi streliva

r11 + w221 = 3,
T12 + T2 = 2,
T13 + T2z =

e Podminky nezapornosti z;; >0, 7=1,2, j=1,2,3.

Cilem je nyni minimalizovat pfevazené mnozstvi stieliva na kazdé jedné silnici (aby
nedochazelo k prili§ vysoké koncentraci stfeliva na jednom misté). Pokud podminku
prepiseme do hodnoceni ti¢elové funkce, ziskame zapis

min (n(Z) = max{zll, 12,213,221, 22, £23}).

Tuto formuli 1ze nasledné pridanim dodatecné proménné z adodateénych podminek upra-
vit na
min 7(Z) =z : kde z > x5 proi =1,2, j =1,2,3.

Optimalni hodnota tcéelové funkce je
(@) =1.5
a hodnoty jednotlivych slozek / proménnych jsou:

z=15
11 = 1.5 r12 = 0.5 r13 — 0.5
To1 = 1.5 Too — 1.5 To3 — 1.5

Optimalnim feSenim je tfeba pfepravit z prvniho skladu 1.5t k 1. stfelnici, 0.5t k 2. stiel-
nici a 0.5t k 3. stfelnici. Z druhé skladisté se prepravi 1.5t k 1. stfelnici, 1.5t k 2. stfelnici
a 1.5t k 3. strelnici. Obrazkem:

Strl (3t)
Sklad1 (6t)

Sti2 (2t)
Sklad2 (5t)

Sti3 (2t)

Vsimnéme si vSak, ze uvedené feseni neni jediné mezi optimalnimi — stejné hodnoty
ucelové funkce dosdhneme naptiklad pokud 2. i 3. stfelnice dostavaji po 1t stieliva z
kazdého skladu. (Optimalnich FeSeni lze takto sestrojit nekoneéné mnoho. Je to vsak
spiSe vyjimeénd situace.) O

Dopliikové otazky

(3.2.1) Umeli byste podat jednoduché zdiivodnéni, pro¢ se po nékteré cesté v Piikladu 3.3
musi prepravit aspon 1.5t streliva?
(3.2.2) Jaké bude feseni Prikladu 3.3, pokud 1. stfelnice bude pozadovat 2.5t streliva?
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3.3 Obecna tloha LP

Nyni prejdeme ke zobecnéni matematické formalizace LP.

Znateni: Pokud piSeme vektor &, obvykle tim myslime sloupcovy vektor, avsak v jasnych
pripadech pouzivame stejné znacdeni i pro fadkovy vektor. Zapis (Z,¥) pouzivime pro
zletézeni vektort Z a ¢ do jednoho.

Pro zopakovani uvadime, Ze zépis ¢- & znamend bézny skalarni soucin (stejné dlou-
hych) vektora ¢ = (¢1,...,¢k) a & = (21,...,%k), tj. vyraz cixy + ... cpxrg. Vektorova
nerovnost ¥ < ¢ vyjadiuje nerovnosti ve vSech slozkach vektort zaroven, tj. x; < ¢; pro
1=1,...,k. Zapis A-Z znamend béZny maticovy souc¢in — matice s vektorem prislusnych
rozmeru.

Definice 3.4. Ulohou linedrniho programovéni (zkratkou LP)

rozumime tlohu nalezeni vektoru Z, ktery maximalizuje, resp. minimalizuje, skalarni
soucin ¢ - ¥ za podminek A -7 < l_;, Z > 0, kde A je dand matice lohy, gje vektor
pravych stran a € je ucelovy vektor.

Nas zkraceny maticovy zapis podminek tlohy
b,
0

A7

81
(AVARVAN

m,n

iie1 soustavu linearnich nerovnosti
=

ve skutecnosti znamenda pro A = (ai,j)

a1101 + a12x2 + -+ a1, < by,

AN
o>~
3

Am,1T1 + @ 2T2 + -+ + Ay pTn

Y
o

L1, X2,...,Tn
Zna&eni: Ulohu LP z Definice 3.4 zkricené zapisujeme
max ¢- ¥ pro A-Z<b a ¥>0.

Pro lepsi rozliseni také mluvime o tloze LP v zakladnim tvaru. VSimnéme si, ze v za-
kladnim tvaru je kazda slozka vektoru & nezaporna.

Definice: Zobecnénou tulohou LP rozumime tlohu max ¢ (Z,¢) ¢éi minc- (Z,y) pro

A-(7,5) < b,
A'-(Zg) =V,
A" (&) =V,

>0

O slozkach vektoru & pak mluvime jako o omezengch proménnych a o slozkach vektoru
i jako o neomezengch promeénngych.

Definice: Pripustné reseni tlohy LP je vektor (#,%) spliujici vSechny podminky (rov-
nosti a nerovnosti) tlohy.
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Pirevody forem tuloh LP

vvvvv

tvar, avSak z dobrych matematickych divodu je zase lepsi zapisovat tlohy LP v zaklad-
nim tvaru. Ze to neznamend 7adné podstatné omezeni, ukazuje nasledujici tvrzeni.

Veéta 3.5. Ke kaZdé zobecnéné uloze LP existuje ekvivalentni uloha v zdkladnim tvaru.

- —

o ~e v , . . / ! T 1 17 —
Ditkaz: Mé&jme zobecnénou tilohu danou maticemi a vektory A, A’, A” b,V V', G, &,
jako ve vySe uvedené definici. Provedeme nasledujici substituce:

e Nahrada proménnych ¢ novymi nezdpornymi proménnymi

/ /i / 1
yi — (v;—ai), xp2 >0.

e Nahrada rovnosti dvojicema nerovnosti
(= = /! "= = /! (= = /!
ai(7,y) = b; — aj(Z,9) <b;, —aj(¥,y) < —b;.

Nyni je tloha v zdkladnim tvaru. O

Dopliikové otazky
(3.3.1) Prevedte do zakladniho tvaru formulace tiloh LP z této lekce.

3.4 Dalsi ukazky uloh

Pro blizsi seznameni s dostupnymi softwarovymi prostfedky pro feseni tloh LP si uve-
deme nasledujici, uz méné trivialni, optimaliza¢ni tlohu i s jejim vyreSenim.

Priklad 3.6. Minimalizace zatéze v siti s kruhovou topologii

Uvazujme pocitacovou sit S s kruhovou topologii, do které je zapojeno pét stroji
S ={A,B,C,D, E}. Data je v této siti mozné po jednom kruhu pienéset obéma sméry
soucCasné, pozadavky na prenosovou kapacitu mezi dvojicemi pocitact jsou zadavany
vzdy v souctech pro oba sméry. Vhodnym rozlozenim prenosit do obou smért na kruznici
chceme minimalizovat zatizeni nejzatizenéjsiho ze spoji mezi dvojicemi pocitaci.

D
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Vstup: Pozadavky na pfenosovou kapacitu mezi vybranymi dvojicemi poéitac¢i (vzdy v
souctech pro oba sméry):

pac =30, ppe = 25, ppp =21, pce = 30, pap = 32.

Viyjstup: Distribuce pfenosové kapacity p;; = x;; + v;; mezi dvojicemi pocitaci i,j € S,
kde x;; udava tu cast kapacity mezi stroji i a j sméfovanou ve sméru hodinovych
rucicek a y;; udava ¢ast proti sméru hodinovych rucicek.

Ucelovou funkci pfitom je minimalizovat sifovou zatéZ z nejzatizenéjsiho ze spoji mezi

dvojicemi pocitact.

Reseni: Nejprve za p;; pfimo dosadime dané ¢iselné hodnoty:

30 = wac+yac
25 = zBr+YBE
21 = wzpp+ypB (1)
30 = wzcE+yce
32 = zap+yap

Zatéze jednotlivych spoju sité (viz obrazek) vyjadiime jako:

ZED = YAac +ZBE +TpB + TcE +YAD
Zpc = YAc +TBE +YpB+ TCE +TAD
20B = TAC +TBE+YDBtYCE +TAD (2)
ZBA = ZAc t+YBE +2ZpB+YcE +TAD
ZAE = YAc +YBE T TDB T+ YCE + YAD
Nyni zbyva jen minimalizovat maximum zatézi z = max{zgp, 2pc, 208, 2BA, ZAE }-

Vztahy (2) spolu s operatorem maximalizace jednoduse ptrepiseme (Piiklad 3.3) na:

Z 2 yYyac +xBe+Tpp+IToE +YAD
zZ 2 Yac+xBeg+YpB+ToE +xAD
z > xAc +2ZTBE+YDB+YoE +TAD (3)
z 2 rAc +YBE +TpBt+ycEe +xAD
zZ 2 Yac +YBE +xpB + YcE + YAD

Uéelovou funkci tak je
minn = z.

Optimalnim FeSenim min z za pfedpokladu vztahii (1) a (3) je z = 58.5 a jednotlivé
proménné vyjdou:

zac =30 , yac=0
T =2 , ypg =23
zpp=0 , ypp=21
zcp =30 , yce=0

TAp =55 , yap = 26.5

Jak jsme k tomu dosli? Viz nasledujici text. O
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Praktické resSeni uloh LP

Zavérem nasleduje nékolik ukazek, kterak pomoci softwaru volné dostupného na inter-
netu muzeme snadno fesit (nevelké) tlohy LP. Demonstrujeme pfistup na feSeni Pri-
kladu 3.6.

V prvé fadé si ukdzeme formulaci zadani pro aplet [12]:

min: z;

z >= yAC + xBE + xDB + xCE + yAD;
z >= yAC + xBE + yDB + xCE + xAD;
z >= xAC + xBE + yDB + yCE + xAD;
z >= xAC + yBE + xDB + yCE + xAD;
z >= yAC + yBE + xDB + yCE + yAD;
xAC + yAC = 30;

xBE + yBE = 25;

xDB + yDB = 21;

xCE + yCE = 30;

xAD + yAD = 32;

Dalsi interaktivi web formulaf pro LP a IP, vyvinuty specialné pro ucely naseho pred-
métu, je pfistupny na adrese [16]. (Jeho vyhodou jsou nicotné pozadavky na klienta,
takze na néj lze pfistupovat i z PDA zafizeni.) Ptislusna formulace Piikladu 3.6 nésle-
duje:

U¢elova funkce:
z

min
Podminky

yAC + xBE + xDB + xCE + yAD < z
yAC + xBE + yDB + xCE + xAD < z
xAC + xBE + yDB + yCE + xAD < z
xAC + yBE + xDB + yCE + xAD < z
yAC + yBE + xDB + yCE + yAD < z
xAC + yAC = 30

xBE + yBE = 25

xDB + yDB = 21

xCE + yCE = 30

xAD + yAD = 32

Dalsi moZnosti je vyuzit systém Maxima [15]

load("load_simplex")
minimize_sx(z, [yAC + xBE + xDB + xCE + yAD <= z,
yAC + xBE + yDB + xCE + xAD <= z,

xAC + xBE + yDB + yCE + xAD <= z,

xAC + yBE + xDB + yCE + xAD <= z,

yAC + yBE + xDB + yCE + yAD <= z,

xAC + yAC = 30,

xBE + yBE = 25,

xDB + yDB = 21,

xCE + yCE = 30,

xAD + yAD = 32]), nonegative_sx=true;

Nakonec pro tplnost uvedeme postup feseni v komercénim systému Waterloo Maple
(9.5): (Poznamenavame vsak, ze autor nepodporuje pouzivani komeréniho softwaru v
situacich, kdy je dostupny dostacujici volny produkt.)
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with(simplex):
minimize(z, {yAC + xBE + xDB + xCE + yAD <= z,

yAC + xBE + yDB + xCE + xAD <= z,
xAC + xBE + yDB + yCE + xAD <= z,
xAC + yBE + xDB + yCE + xAD <= z,
yAC + yBE + xDB + yCE + yAD <= z,
xAC + yAC = 30,

xBE + yBE = 25,

xDB + yDB = 21,

xCE + yCE = 30,

xAD + yAD = 32}, NONNEGATIVE);

Doplnkové otazky

(3.4.1) Jaky vyjde vysledek (optimalni zatiZeni spojii) Piikladu 3.6 pro vstup zménény na
pac =207

(3.4.2) Jaky vyjde vysledek (optimalni zatiZeni spojii) Piikladu 3.6 pro vstup zménény na
PAD = 227

Rozsifujici studium

Mnozstvi dalsich piikladii formulaci tloh LP ¢tenafl najde v ucebnici [3], ze které jsme
prevzali i nékteré nase piiklady. Co se tyce praktického reSeni tiloh LP na pocitaci, znovu
piipomindme vyse zminéné volné dostupné programové prostiedky [12, [16, [15]. Ctenéii zaji-
majicimu se o alternativni pohled na 1lohy LP a jejich feseni doporucujeme dalsi vynikajici
ucebnici [2].

Konvexita a mnohostény

Uvod

V' této lekci si uvedeme c¢i zopakujeme zakladni matematické pojmy potiebné pro poz-
déjsi pochopeni a zdiivodnéni principu linearni optimalizace a jejiho feSeni tzv. simplexovou
metodou. Mimo pripomenuti béznych pojmu algebry a topologie se jedna predevsim o po-
jmy konvexity a mnohosténu. V navaznosti na konvexni mnoziny si také uvedeme zajimavé
a uzitecné tzv. Farkasovo lema.

Samotny diilezity pojem mnohosténu sice je intuitivni v dimenzich 2 nebo 3, ale ve vyssich
dimenzich jiz prinasi netrivialni komplikace. Proto v nasem textu diisledné rozliSujeme mezi
pojmem polyedru (popsaného svymi sténami) a polytopu (popsaného svymi vrcholy).

Jedna se o patrné matematicky nejndroc¢néjsi (a nejformalnéjsi) lekci této ¢dsti naseho
ucebniho textu, ktera je zafazena pro matematickou tiplnost a hlubsi porozumnéni prednesené
latce. Pro samotné studium postupii optimalizace neni nutno plné pochopit vsechny uvedené
diikazy, ale ¢tenar by mél nastudovat alespon uvedené definice.

Cile

Ukolem této lekce je predevsim vybudovat matematicky aparat nutny k formalnimu
popisu a zdiivodnéni feseni iloh LP simplexovou metodou. Zdejsi teoretické poznatky budou
dale vyuzity pri zavedeni duality tloh LP i pozdéji pri matematickém popisu reseni tiloh
IP. (V pripadé, Ze cCtendfe nezajima matematické pozadi linedrni optimalizace, muze zde
uvedena formalni matematicka tvrzeni preskocit, avsak mél by se seznamit s pojmy konvexity
a mnohosténu a pochopit vyznam Farkasova lematu.)
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4.1 Vybrané matematické pojmy
Tato ¢ast pro uplnost jen stru¢né opakuje nékteré pojmy, které budeme dale pouzivat.
Definice nékterych zakladnich pojmu linearni algebry:

e d-dimenzionélni euklidovsky prostor je vektorovy prostor R? s klasickym skalarnim
soucinem.

e Afinni podprostor je vektorovy podprostor posunuty o dany vektor (tj. nemusi pro-
chazet pocatkem) .

e Dimenze podprostoru je pocet prvkd jeho baze. Dimenze mnoziny X je nejmensi
dimenzi afinniho podprostoru obsahujiciho X.

e Nadrovinou v R¢ rozumime afinni podprostor dimenze d — 1.

e Poloprostor v R? je uzaviena podmnozina, jejiz hranici je nadrovina, neformalnimi

0 “na jedné strané nadroviny”.

slovy mnozina vsech bodu

e Necht

7| = x% 4+ .+ xfl znadl délku vektoru 7 € RE.

Nadrovina v R? je uréena linearni rovnici @ - & = a1xz1 + - - - + agzqg = b. Poloprostor v
R4 je urcen linearni nerovnici @ - & = ajx1 + -+ + aqgrqg < b.

ZnaZeni: Pokud H oznacuje nadrovinu, H™ a H ™~ oznacuje piislusné dva poloprostory
uréené H (bez definovaného rozliSeni, ktery ze dvou je H' a ktery H ™).

Definice nékolika béznych topologickych (metrickych) pojmui:

e Mé&jme mnozinu X C R% X je omezend, pokud existuje konstanta k € R takova, Ze
V7 € X plati ||Z] < k.

e Mnozina X C RY je wuzaviend, pokud pro kazdou konvergentni posloupnost
(z1,2,...) C X plati (limy, 00 x,) € X. (Neformalné, ze “hranice X patfi” do X.)

e Mnozina X C R¢ je oteviend, pokud jeji doplnék je uzavieny.

e Funkce f se je spojitd, je-li vzorem oteviené mnoziny (tj. f~'(U)) opét oteviena
mnozina. (Neformélné pro kazdé dva “dostatecné blizké” body jsou si blizké i jejich
funkéni hodnoty.)

Fakt: Poloprostor i nadrovina jsou zfejmé uzaviené mnoziny.
Prinikem i sjednocenim kone¢né mnoha uzavienych (otevienych) mnoZin je opét uza-
viend (oteviend) mnozina.

Nasledujici pokrocily analyticky pojem kompaktnosti bude ve velké mife vyuzivan v
dalsi teoretické casti.
Definice 4.1. Kompaktni mnozZina X je takova,

ve které kazda nekoneénd posloupnost (x1,x9,...) € X mé podposloupnost konvergujici
uvnitt X.

Véta 4.2. Necht X C RY.

a) Pak X je kompaktni pravé kdyz je X omezend a uzaviend.

b) Kazda spojitd funkce f : X — R md na kompaktni mnoziné X globalni maximum i
MINIMUM.
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Dopliikové otazky

(4.1.1) Jaka je dimenze prazdného podprostoru a jaké jednoho bodu?
(4.1.2) Jakou nejvyssi dimenzi mize mit mnozina 7 bodii?

(4.1.3) Co znamend, Ze v rovnici a;x1 + - - - + aqxq = b nadroviny je b= 07

(4.1.4) Je cely Euklidovsky prostor oteviena nebo uzaviend mnozina?

4.2 Konvexita: definice a vlastnosti

Pojem konvexni kombinace a konvexni mnoziny bude potfebny pfi popisu mnoziny pti-
pustnych feseni tlohy LP a také pro pozdéjsi zavedeni simplexové metody.

Definice 4.3. Konvexni kombinaci vektort Z, 7 € R?

rozumime kazdy vektor tvaru af + (1 — o)y, a € (0,1). (Tj. vSechny body na tsecce
s konci # a 4.) Mnozina X C R? je konvezni, pokud s kazdymi dvéma body z,y € X
patii do X i cela tusecka zy, tj. vSechny konvexni kombinace vektora 7, 7.

o) . o)
. 0.6% + 0.4i] .
T y

Obrézek 4.1: Priklad konvexni kombinace vektort Z, 3.

Lema 4.4. Prunik X NY dvou konvexnich mnozin X,Y je konvexrni.

Dikaz: Nechf z,y € X NY. Pak x,y € X a dle konvexity X i celd tsecka xy nalezi X.
Stejné tak xy nalezi Y a celkové nalezi do X NY. To je definice konvexnosti X NY. O

Dusledek 4.5. Mnozina vsech pripustnich resent ulohy LP je konvexni.

Dikaz: Mnozina vSech feSeni rovnice ajz1 + -+ + agry = b (nadrovina) je zfejmé
konvexni a totéz plati pro feSeni nerovnice ajxy + -+ + agry < b (poloprostor). Jejich
prunik je tudiz také konvexni. O

Pr1i popisech konvexnich mnozin jsou nejdilezitéjsi jejich “okrajové” body, které, jak
pozdéji uvidime presné, odpovidaji tomu, co si predstavujeme pod pojmem “vrcholu”
mnohosténu.

Definice: Necht K je konvexni mnozina. Bod v € K je krajnim bodem K, pokud
neexistuji body x,y € K \ {v} takové, ze v by bylo konvexni kombinaci x a y.

Konvexnost mnoziny ma mnozstvi teoretickych disledkt, z nichz je pro nés nejpo-
tFebnéjsi nasledujici tzv. véta o oddeélugici nadroviné. (Obrazek 4.2)

Véta 4.6. Necht X C R? je uzaviend a konvexni mnoZina a 7 € R? je bod 7 ¢ X.
Pak existuje nadrovina H C R oddélujici Z od X, jingmi slovy existuji @ € R, b € R
takove, Zed-Z <ba V¥e X: d-&>0b.

Diikaz: Necht # € X je libovolné a | = ||Z — Z]|. Pak vezmeme X’ C X podmnozinu
vSech bodii ve vzdalenosti < [ od Z. X' je uzaviend, omezena, tedy kompaktni, a tudiz
podle Véty 4.2 ma funkce vzdalenosti f(Z) = |[|Z — Z|| minimum na X’ v nékterém

bodé § € X' (7 je bod X nejblizsi k 2).
Za oddé€lujici nadrovinu H vezmeme kolmou nadrovinu k tisecce yz prochézejici jejim

stfedem, tj. volime @ = j — Za b = 37'55 - @. Pokud by existoval bod ¢ € X, pro ktery
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a-x>b _ a-Z<b
a-r==»o

Obréazek 4.2: Nadrovina H oddélujici konvexni mnozinu X C H™ od bodu 7€ H™.

at<b (tzn. t'le7i na stejné strané H jako Z), pak by i celd tisecka yt pattila do X podle
definice konvexity. Viz obrazek. Jelikoz vSak tsecka yt protind oddélujici nadrovinu H,
musi na ni podle trojuhelnikové nerovnosti lezet bod blizsi k Z nez je ¥, a to je spor.
(Uvédomte si, ze zminény blizéi bod nemusi byt ¢ samotny. ) O

Velmi znamy diusledek predchozi véty je znam jako Farkasovo lema. V “tradi¢ni”
formulaci je toto tvrzeni v8ak dost obtizné uchopitelné (jak se sami muzete presvédcit),
proto si my Farkasovo lema doplnime jesté jinou jeho formulaci coby Disledek 4.8.

Diisledek 4.7. (Farkasovo lema) Soustava linedrnich rovnic i’ - A = ¢T md nezd-

porné tesent © > 0 prdavé tehdy, kdyz pro kazZdé reseni soustavy A -y < 0 plati ¢-y < 0.

Dikaz =: Pfedpokladejme, ze @ > 0 a ¢ jsou takové, ze @! - A = ¢ a A-§ < 0.
Potom ¢ - = (@’ - A)-g=a" - (A-7) <0.

Diikaz < (sporem): Pfedpoklddejme, 7e i’ - A = & nemé nezdporné feseni. UkaZeme,
7e potom existuje i takové, ze A -4 < 0 a ¢-4 > 0. Uvazme mnozinu P = {a! - A :
@ > 0}. Mnozina P je zfejmé uzaviena a konvexni a plati, ze ¢ ¢ P. Podle Véty 4.6
existuje oddélujici nadrovina mezi ¢ a mnozinou P, tj. existuji @ a b takové, ze @-C < b
a zaroven a - X > b pro kazdé r € P.

Dokéazeme, ze lze volit b = 0 (tj. Ze nase oddélujici nadrovina mize prochazet pocat-
kem). Ziejmé 0ePa tedy @ - ¢ < 0, protoze 0 = @ - 0>b. Prepokladejme, ze existuje
Z € P takové, ze - & < 0. Z definice P plyne, ze pro kazdé A > 0 plati A - ¥ € P. AvSak
pro dostatecné velké \ dostaneme, ze @-(\-Z) = X+ (@-Z) < b, nebot A-(@-Z) — —oo pro
A — 00, a tedy ze P se nachézi na obou strandch oddélujici nadroviny, ale to je zfejmy
spor. Z toho plyne, ze a - ¥ > 0 pro kazdé 7 € P, tedy ze miZeme volit b = 0.

Konec¢né zvolme i = —d. Potom ¢- ¢y = —ad-¢> 0 a zaroven A-y=—-A-a <0, coz
plyne dosazenim jednotlivych fadkt matice A za # do nerovnice @ - Z > b = 0 (vSechny
Fadkové vektory A jsou ziejmé v P). O

Dusledek 4.8. (Farkasovo lema trochu jinak) Necht soustava A - < ¢, & > 0
nemd teseni. Pak existuje vektor A > 0 takovy, Ze A\- A >0 a X-€<0.

Dikaz: Zifejmeé soustava
(A4)-(7) <¢ £=20



ma TeSeni pravé kdyz mé feseni néasledujici soustava

(A|I)-<;i>:5, 7>0,7>0.

AT
Necht @7 = (£7,2T)a A’ = ( I ) . Z Farkasova lematu 4.7 pro A’ a @ plyne, Ze existuje
7 takové, ze A’ -7 < 0ac- - § > 0. Nyni zvolme)\——yT Pak A’ M= _Aj>0,
coz lze rozepsat jako AT - 2T = =AX-A)7T >0 anavic I X =X > 0. Zaroveti plati, ze
A-C=—-C-y<O. O

Komentaf: Alternativni formulace Farkasova lematu v Diusledku 4.8 mé néasledujici pékny
vyznam: Nemd-li soustava A - & < c >0 feSeni, lze primo ziskat nezapornou linedrni
kombinaci radkt soustavy spor 0 < XN-A-F<X-E<O.

Doplikové otazky
(4.2.1) Je prazdnd mnozina konvexni?
(4.2.2) Je sjednoceni dvou konvexnich mnozin konvexni?

(4.2.3) Které (jednotlivé) body muzeme vypustit ze ¢tverce tak, Ze vysledny utvar je stile
konvexni?

(4.2.4) Které jsou krajni body kruhu?

(4.2.5) Jak byste ziskali pfimy spor z nésledujici (nefesitelné) soustavy nerovnosti?

r+y+z < 2
r+y—z < 3
z,y,z > 0

(4.2.6) Jak byste ziskali pfimy spor z nasledujici (nefesitelné) soustavy nerovnosti?

r+y+z < 5
r—y—2z <
3r—y—2z > 15

4.3 Mnohostény

Pojem vicedimenzionalniho mnohosténu je klicovy pro budouci reseni tiloh LP simplexo-
vou metodou. Je tomu tak proto, ze mnozina p¥ipustnych reseni tlohy LP je pravé mno-
hosténem. Samotné zavedeni tohoto pojmu ve vyssich dimenzich vSak prinasi nasledujici
hluboky problém: Mnohostén lze popsat jeho vrcholy nebo jeho sténami (facetami), ale
pfevod mezi témito popisy neni viitbec jednoduchy a muize z vypocetniho hlediska vést
k exponencidlnimu narustu slozitosti.

Proto se na mnohostény budeme divat dvéma odlisnymi formalnimi pohledy, nejprve
pohledem na jeho stény.

Definice 4.9. Polyedr v R? je prinikem koneéné mnoha poloprostort.
(Je to konvexni a uzaviend mnozina podle Lemmatu 4.4.)

Komenta#: Dobie si uvédomme, Ze z této definice viibec nevyplyva omezenost polyedru.
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polyedr \ neomezeny polyedr

Definice 4.10. Sténa F' d-dimenzionélniho polyedru P
je kazda takova mnozina F' C P, pro kterou existuje nadrovina H v R¢ urcéujici polo-
prostor H",2e PC HT a F=PNH.

Komenta#: VSimnéme si, Ze i prazdnd mnozZina muze byt sténou polyedru. Obvykle se za
sténu bere navic i cely polyedr P a pak se § a celému P iikd nevlastni stény. Vsechny
stény véetné nevlastnich zfejmé tvori svaz s nejmensim i nejvétsim prvkem, navic se jedna u
omezeného polyedru o svaz atomicky (atomy jsou jednotlivé vrcholy).

ZnaZeni: Dimenzi stény F' prirozené minime afinni dimenzi mnoziny F. Stény dimenze
0 nazyvame vrcholy, stény dimenze 1 nazyvame hranami a stény dimenze d — 1 facetami
d-dimenzionalniho polyedru P.

Fakt: P¥imo z definic plyne, Ze vrcholy polyedru dimenze vétsi nez 0 jsou jeho krajnimi
body. (Pro dimenzi 0 se o tento fakt definice rozsiii.)

Nasleduje druhy pohled na mnohostény podle jejich vrcholi. Poznamenavame, ze
obecné se v matematice mluvi o konvezrnich mnohosténech, ale jelikoz zde uvazujeme
jen konvexni mnoziny, tento privlastek pro jednoduchost vynechavame.

Definice: Konvexnim obalem conv(V) mnoziny V C R? je pramik vSech konvexnich
mnozin obsahujicich V; tj. neformalné mnozina vSech bodu, které lze ziskat z bodd V
(ndsobnymi) konvexnimi kombinacemi.

\ B
konvexni obal

Definice 4.11. Polytop je konvexnim obalem koneéné mnoha bodi v R,
(Opét se jednd o uzavienou konvexni mnozinu, navic vzdy omezenou.)

Poznamka: Citovand ucebnice [3] nerozliSuje mezi pojmy polyedru a polytopu a pouZiva jen
slovo “polyédr” v obou nagich vyznamech. To rozhodné neni matematicky presné. My prejdeme
ke zjednodusené zdméné pojmi polyedru a polytopu az po diikazu nasledujici Véty 4.12.
Ekvivalence pohledi na mnohostény

Nakonec si ukazeme, ze z matematického pohledu lze pojmy polyedru a polytopu dle
potfeby zaménit. Plati vsak, Ze slozitost popisu téhoz télesa jako polytopu se muze
diametralné lisit od jeho popisu coby polyedru.

Fakt: d-dimenzionalni hyperkrychle ma 2d stén a 2¢ vrchold.
Véta 4.12. Omezeny polyedr je polytop a naopak.

Dukaz této dulezité véty bude podan nasledujicimi tvrzenimi.
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Lema 4.13. Necht P je omezeny polyedr a F jeho faceta. Pak existuje vrchol (krajni
bod) v P ktery nelezi na F'.

Diikaz: Uvédomme si, ze v dimenzi 0 je tvrzeni trivialni — jakékoliv téleso dimenze 0
je tvoreno jedinym bodem, ktery je zaroven krajnim bodem, a jedinou facetou takového
télesa je prazdna mnozina. Déle postupujeme matematickou indukci podle dimenze P.

Necht H je nadrovina definujici facetu F' v P. Podle Véty 4.2 ma funkce vzdalenosti
bodu od H své globalni maximum na kompaktnim P, feknéme v bodé z € P\ F.
Ozna¢me H' nadrovinu rovnobé&znou s H a rochézejici . Pokud H' N P = {x}, méme
pozadovany vrchol. Jinak je H' N P polyedrem mensi dimenze nez P a podle indukéniho
predpokladu ma H' N P né&jaky vrchol. O

Nasledujici tvrzeni pro zjednoduseni nedokazujeme, ale odkazujeme ¢tenare na ar-
gumenty uvedené v Oddile 6.2.

Tvrzeni 4.14. Necht x je krajnim bodem polyedru P dimenze d. Pak existuje d facet
Fy, ..., Fy polyedru P takovych, Ze Fy N--- N Fy = {x}.

Lema 4.15. Necht P je omezeny polyedr a X mmnoZina jeho krajnich bodi. Pak X je
koneénd a conv(X) = P (tj. X jsou vrcholy tohoto polytopu).

Dikaz: V prvé radé, jelikoz P ma konecné mnoho facet, feknéme ¢, ma podle Tvr-
zeni 4.14 nejvyse (s) krajnich bodu. Proto je X kone¢na. Ozna¢me T' = conv(X).

Ziejmé T C P, protoze P je konvexni z definice. Pfedpoklddejme nyni, Ze existuje
x € P\T.Z Véty 4.6 plyne, ze mezi T a x existuje oddélujici nadrovina H. Necht
x € H- (H™ je zdporna strana H), tj. T C H™'. Uvazme polyedr P’ = PN H~ s facetou
F = PN H. Podle Lematu 4.13 existuje dalsi krajni bod s € P’ nenélezejici F. Proto je s
zéroveii krajnim bodem ptivodniho P. Jelikoz vSak podle nasi volby X ¢ HT a s € H™,
mame s € X, spor. O

Timto jsme dokazali, Ze z popisu polyedru odvodime jeho popis (téhoz télesa) coby
polytopu. V opacném sméru dikazu Véty 4.12 potiebujeme popsat dany polytop coby
polyedr. Vyuzijeme néasledujiciho uzitecného pojmu:

Definice: Necht S C R"™. Poldrni mnozinou k S nazveme
S*={yeR":Z -y <1 pro viechna ¥ € S}. (4)
Fakt: Pro kazdou S C R" je (S*)* D S.
Komenta#: Prakticky vyznam polarni operace pro nas tkvi v tom, ze “prevraci” popis po-
lytopu P na popis P* jako polyedru, zvaného poldrni polyedr (a taky naopak). Blize viz
nasledujici tvrzeni.
Lema 4.16. Necht P je polytop. Pak P* je polyedr.
Diikaz: Podle definice
P*={ye€R":Z -y <1 pro vSechna z € P}.
Oznac¢me X konecnou mnozinu vrchold P. Tvrdime, ze
P*=Q, kde Q={y€R":Z-¢ <1 pro vSechna z € X},

z ¢ehoZ je ihned vidét, ze P* je prunikem kone¢né mnoha poloprostora 7 - i < 1, tedy
polyedrem. Ziejmé P* C (). Necht naopak y € @, pak -4 < 1 pro vSechna x € X a
tudiz i pro kazdé z, které je konvexni kombinaci z X. Proto g € P*. O
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Je ziejmé, ze posunutim souradnic mtzeme predpokléddat, ze pocatek soutadnic je
vnitinim bodem P. Z tohoto pfedpokladu mimo jiné plyne, ze P* je omezené (viz 4.3.8).
Nyni pokud P je polytop, pak Q = P* je omezeny polyedr, a tudiz podle Lematu 4.15
je @ i polytop. Uplatnénim stejné tvahy jesté jednou dostavame, ze i Q* je omezeny
polyedr. Pro dokonceni ditkazu Véty 4.12 zbyva zduavodnit, ze Q* = P.

Lema 4.17. Necht P je polytop obsahujici poédatek soutadnic 0 jako svig vnitini bod.
Pak (P*)* = P.

Diikaz: Oznac¢me Y mnozinu vrchold polyedru—polytopu P*. Chceme dokéazat
P=S5, kde S={Zfe€R":Z -y <1 provsechnayeY}.

Jelikoz jiz vime S D (P*)* D P, sta¢i nam pro dikaz sporem ptredpokliddat, ze 7° ¢ P
pro néjaké ¥ € S. Podle Véty 4.6 (o oddélujici nadroving) pak existuji a,b takové, ze
a-x° < ba pritom a-& > b pro vsechna ¥ € P. Jelikoz 0 € P, plati 0 = 0 > b.
Vydélenim uvedenych nerovnosti zdpornym b proto dostavame

= o

- >1, VieP:c-2<1,

kde ¢ = %5. Proto podle definice (4) je ¢ € P*. Jelikoz P* je také polytop, je ¢ konvexni
kombinaci jeho vrcholti z YV; &= A\ ¢* + ... \i7*. Nakonec ziskame tipravou

k k k
l<é i = (ZA@Z’) =Y NG <Y Nic1=1,
=1 i=1 1=1

coz je zfejmy spor. O

Dopliikové otazky
(4.3.1) Ktery mnohostén je polarni k hyperkrychli? Jak byste jej jednoduse popsali?
(4.3.2) Jaky mnohostén (napiiklad) ma velmi mnoho stén pii relativné mélo vrcholech?
*(4.3.3) V jaké dimenzi lze konstruovat mnohostén, jehoz kazdé dva vrcholy jsou spojené
nékterou hranou?

(4.3.4) Najdete piiklad mnohosténu, ktery nemé Zadnou sténu podle Definice 4.107 (Pozor,
nejednd se o prazdny mnohostén.)

*(4.3.5) Dokazte podrobné, pro¢ krajni bod polyedru je jeho vrcholem.
(4.3.6) Jak to, Ze v ditkazu Lematu 4.13 muzeme tvrdit, Ze vrchol H'NP je zdroveil vrcholem
P?
*(4.3.7) Dokazte podrobné a elementdrné Tvrzeni 4.14.
(4.3.8) Dokazte, ze pokud P obsahuje pocatek 0 jako vnitini bod, pak je P* omezena
mnozina.
(4.3.9) Dokazte, ze pro kazdou mnozinu T plati ((T*)*)* = T*. (Za pomoci faktu (S*)* 2 S.)
(4.3.10) Jak byste vyuzili poznatek 4.3.9 k alternativnimu dikazu Lematu 4.177

Rozsifujici studium

Pro zopakovani potrebnych pojmu z Oddilu 4.1 by ¢tenaii méla dostacovat jakakoliv
zakladni ucebnice matematické analyzy ¢i metrické topologie. Nasledujici pojmy konvexity
a mnohosténu patii do oblasti tzv. polyedralni kombinatoriky, k jejimuz hlubsimu studiu Ize
doporucit napriklad knihu [I1J]. Toto doporuceni se tyka skutecné jen zdjemcu o studium
piimo této oblasti, nebot pro nas dalsi vyklad postac¢i znalosti mnohosténti prezentované v
nasem textu.

Mnohosténtim v linearni optimalizaci a problematice kolem Farkasova lematu se dobrie
vénuji tfeba [7, Chapter 1.4] nebo [10, Chapter 2|. Tam se ¢tenar muze dozvédét i nékteré
rozsifujici informace, které se do naseho textu nevesly, tieba jak se neomezené polyedry
popisuji pomoci svych vrcholi a tzv. “paprskii”.
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5 Dualita iloh LP

Uvod

V navaznosti na predchozi teoretickou lekci nyni zavedeme uzitecny pojem duality tiloh
LP, ktery nam mimo jiné poskytne dobrou charakterizaci optimalnich teseni LP. Plati totiz,
Ze piivodni (primérni) i dudlni tiloha maji zaroven optimalni feSeni stejné tcelové hodnoty.
Zjednodusené receno, dualni uloha k tloze v zakladnim tvaru se ziska transpozici matice
tlohy a zaménou tucelového vektory s vektorem pravych stran, pii soucasné zméné sméru
nerovnosti.

Cile

Ukolem této lekce je seznamit ¢tenate s pojmem dualni tilohy LP a s jejim vyznamem,
jak ve formalnim, tak i v neformélnim podani na prikladech. (Opét plati poznamka, ze ¢tenar
nezajimagjici se o teoretické pozadi linearni optimalizace miize matematicka tvrzeni této lekce
preskocit.)

5.1 Zakladni tvar duality

Bézna (a snadno zapamatovatelnd) definice duélni tlohy LP se vztahuje k formulaci
ptvodni tlohy (zvané primdrni tiloha) v zékladnim tvaru, ale pozdéji si ukazeme, jak
lze prevést na dualni i tlohu LP v obecném tvaru.

Definice 5.1. Dualni tlohou LP k tloze v zékladnim tvaru
max ¢-Z pro A-Z2<b, >0

je uloha
min b-y pro y-A>¢, y>0.

Slozky vektoru ¥ jsou tzv. dudlni proménné.

Koment&¥: Jinymi slovy, pfi formulaci dudlni alohy pfifadime nové (dudlni) proménné y;
jednotlivym nerovnicim primarni ilohy, matici A transponujeme a vektory ucelovy ¢ a pra-
vych stran b vzajemné zaménime. Nové ziskané dudlni nerovnosti budou v opa¢ném sméru
a dualni aelova funkce b - i/ se bude minimalizovat. I dudlni proménné budou vSechny neza-
porné.

Priklad 3.1 o hranolkach a lupincich vede na nize zapsanou dualni tlohu LP.

max 80z + 50z : min 100y; + 16ys :
2z1 + 1.525 < 100 2y1 + 0.4y > 80
0471+ 0220 < 16 1.5y1 +0.2y2 > 50
z1,r2 > 0 y1,92 = 0

V obecnéjsim zapise (pro ndzornéjsi pochopeni a zapamatovani) vypada dualita tloh v
zékladnim tvaru takto:

Primarni tloha: Dualni tloha:
max c1x1 + CoXg + -+ Cpy : min byy1 + bays + -+ 4+ b Ym -
X1 a1 N Am1 C1
a1 a2 ... Qin by Y1
X9 ai2 N Am?2 C2
<|: ] o=
Am1 Am?2 e Amn bm Ym
T ain .-  Qmn Cn,
L1y, L2y, Ty 2 0 Y1,92,-- -y Ym Z 0

Rozeberte si sami pro sebe, pro¢ dvoji aplikaci duality ziskdme zpét puvodni tlohu!
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Diilezitost dualni tilohy pii dobré charakterizaci optimalnich feseni iloh LP vyplyva
z nasledujicich tvrzeni o dualité.

Véta 5.2. (Slaba véta o dualité LP) Necht z° je pripustnym tesSenim (mazimali-
zacni) primarni ulohy A - < b, & > 0 a y° je pripustnym fFesenim (minimalizacéni)
dudlni ulohy 7- A > ¢, y > 0. Pak

c<b-i.
Ditkaz: ¢-2° < (J°- A) - Z° =°- (A-Z°) <P -b=b- i O

Dusledek 5.3. Mame-li pripustnd feSeni 2°,y° jako ve VEté 5.2 a navic ¢-2° =b- 3,
pak T° je primdrnim optimdlnim tesenim a y° dudlnim optimem.

Ditkaz sporem: Necht existuje lepsi feseni 21, tj. ¢- &' > ¢ #°. Pak ale ¢- 2! > ¢-2° =
b-i°, z &ehoz plyne spor s - Zt < b - ° podle Véty 5.2. O

5.2 Silna dualita

V souvislosti s uzitecnym Drisledkem 5.3 se pfirozené nabizi otazka, zda vzdy nalezneme
pripustna feseni primarni a dualni ilohy o stejnych tcelovych hodnotach. Pochopitelné,
pokud primérni tloha nemé optimalni feSeni, at uz z divodu neptipustnosti nebo neo-
mezenosti, tak odpovidajici dualni feSeni nenajdeme. Ve vSech ostatnich pripadech vsak
ano:

Véta 5.4. (Silna véta o dualité LP) Necht 7° je optimdlnim tesenim primdrni ulohy
max E’-fproA-fgl;, r>0.

Pak existuje pripustné resent i° prislusné dudlni ulohy takové, Ze

@ =bq.

Poznémka: Disledek 5.3 spolu s Vétou 5.4 dava dobrou charakterizaci pro vsechny tesitelné tilohy
LP — pro dtikaz optimality naseho feseni vzdy najdeme piipustné dudlni feseni stejné tcelové
hodnoty.

Dikaz: Fakt, Ze pfipustny vektor 7° je optiméalnim feSenim dané primarni tlohy lze
jinak vyjadfit tvrzenim, Ze neexistuje jeji pripustné feSeni s hodnotou ¢- & > ¢ 7° + ¢
pro zadné € > 0, tedy ze rozsifena uloha

-

(4) 5= (o E ) oo
—C —C-XT — €

nemd zadné piipustné feSeni. Nyni aplikujeme (Farkasovo lema) Disledek 4.8. Podle
néj existuje nezapornad kombinace nerovnosti rozsitené ilohy, ktera je sporna. Formalné,
existuje i > 0 takovy, ze

L [A . b
. > . )
y (_5> >0, ¥ (—5-50—s> <0 (5)

V prvé radé si uvédomme, ze posledni soufadnice § musi byt kladna, nebot teprve
posledni nerovnost rozsirené soustavy zpusobuje jeji nefesitelnost. Takze lze (po norma-
lizaci) psat ¢ = (y°,1). Rozepsdnim vztaht (5) pak dostdvame

S

P-A>E P b<i-i+e.
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JelikoZ ¢° 1ze volit nezavislé na e (promyslete si sami podle “geometrického vyznamu”),
limitnim pfechodem e — 0 ziskame

g-Az¢ §°=0, y-b<cz.

Vidime tedy, ze y° je pripustnym feSenim pfislusné dudlni dlohy a navic podle Du-
sledku 5.3 je y° - b= ¢ - x°. O

Primym dusledkem pak je nésledujici tvrzeni.

Ddusledek 5.5. Primdrni iloha LP md optimdlni resent prave tehdy, kdyz jej md i pri-
slusna dudlni uloha.

Dopliikové otazky
(5.2.1) Sestavte dudlni tlohu k tloze LP
max rip — I3 -

T1+ T2+ 23

T+ X2 — 3

IV IACIA

€1, T2,T3

(5.2.2) Sestavte dudlni tlohu k tloze LP

max i1 — I3 -
1'1+1'2+£L'3

T+ X2 — 3

(A\YARAVARLYS

€T, 22,3

(5.2.3) Co znamend pro primérni tlohu fakt, Ze jeji dudlni tiloha nem4 piipustné feseni?
*(5.2.4) Mohou byt primérni i dudlni tloha zdroveri bez pripustného FeSeni?
*(5.2.5) Kde presné se v ditkaze Véty 5.4 pouzil fakt, Ze primarni tiloha ma optimalni feseni?
(Ta mista jsou dvé!)

5.3 Obecny tvar duality LP

Duaélni dlohu LP lze pochopitelné sestavit i k tiloze LP v obecném tvaru. Pro toto
miizeme nakonec pouzit zdkladni Definici 5.1 a pridat postup podle dukazu Véty 3.5
(nahrazovat vztahy a proménné dvakrat — pfed i po dudlni konstrukei).

Fakt: Pro obecny tvar tlohy LP je dualni tloha schematicky naznacena takto:

max ¢-f4+d-7 min @-§+b-7
A B Z\ < [d AT cT 7\ > /[¢C
c p) \#) = \p BT DT) ' \g') = \d

0

z

v
o
<y
Y2

Komenta¥: Jinymi slovy, pfi formulaci obecné dudlni tlohy pfifadime nové (dudlni) pro-
ménné y; jednotlivym nerovnicim i rovnicim priméarni tlohy. Pfitom duélni proménna odpo-
vidajici nerovnosti bude nezédpornd, kdezto ta odpovidajici rovnosti bude neomezena. Ana-
logicky dualni vztahy odpovidajici sloupctim nezapornych primarnich proménnych budou
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nerovnostmi, kdezto ty odpovidajici neomezenym primarnim proménnym budou vyjadieny
jako dualni rovnosti. Opét vektory acelovy a pravych stran vzajemné zaménime. Nové ziskané
dualni nerovnosti budou v opa¢ném sméru a dualni ucelova funkce se bude minimalizovat.

Tento dulezity fakt si lze pfimocafe (i kdyz to chvili trvd) ovérit prostym dosazenim
do Definice 5.1.
Doplikové otazky
(5.3.1) Sestavte dudlni tlohu k tloze LP
max i1 — X3 :

T1+ T+ 23

r1+x2 —2x3 =

Vv
o

Ty, T2

Rozsifujici studium

Teorie duality LP je dilezitou soucasti optimalizace a ma uzky vztah s dobrymi charak-
terizacemi. NéleZitou pozornost ji vénuje vétsina uc¢ebnic optimalizace, naptiklad [2, Chapter
L5] nebo [3, Oddil 3.2]. Upozortiujeme, Ze dualita tloh LP byva v ucebnicich optimalizace
zminovana na ruznych mistech v riznych souvislostech.

6 Simplexova metoda: Principy

Uvod

Po predchozi diikladné teoretické pripravé prikrocime (konecné) v této lekci k osvétleni
principi, na kterych stoji simplexovd metoda pro feseni tiloh linearni optimalizace. Nas po-
hled je predevsim geometricky: Zjednodusené receno, simplexova metoda prechazi po hranach
polyedru vsech pripustnych feseni mezi jeho vrcholy, az najde vrchol optimalniho feseni.

Zminované principy simplexové metody zahrnuji pripravu kanonického tvaru tlohy, defi-
nici a vysvétleni bazickych feseni, jejich vztahu k vrcholiim a ukazani geometrickych aspekti
této metody. Zaroven si zavedeme tzv. simplexovou tabulku, ktera bude predstavovat zakladni
datovou strukturu metody, a popiSeme jeji vlastnosti a interpretaci.

Cile

Cilem této lekce je uvést a pripravit simplexovou metodu pro feseni LP v jejim zjednodu-
Seném podani, tj. se zanedbanim problematiky vychoziho Feseni a degenerace. Predevsim je
zavedena a vysvétlena simplexova tabulka. (Ctenari, kterf piipadné pfeskocili matematickou
teorii predchozich lekci, by méli opét zbystiit pozornost.)

6.1 Kanonicky tvar ulohy

Pred pouzitim simplexové metody musime nejprve vhodné upravit tvar nasi tlohy LP.
Struc¢né receno, pozadujeme tvar, kdy vSechny proménné jsou nezaporné a vSechna dalsi
omezeni jsou vyjadiena jako rovnosti. (Jak uvidime, neni to na tjmu obecnosti.)

Definice: Uloha LP je v kanonickém tvaru, pokud je vyjadfena jako

max ¢-IT Ppro

A-Z

STl
v
o

kde matice A ma plnou radkovou hodnost.
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Lema 6.1. KaZdou ulohu LP lze prevést do kanonického tvaru.
Dikaz: Podle Véty 3.5 vyjadiime danou tlohu v zdkladnim tvaru
max ¢7 pro A -7 < l_;, 7 >0.

Ke kazdé (i-té) nerovnosti v A’ - 7 < b pfiddme tzv. doplrikovou proménnou z > 0
nasledovneé

/ / / / /! / / / 1.
ai71-x1+---+ai,n-mn§bi — ai71-x1+---+ai7n-xn+xi—b,
Formalné zapsano (s nulovou cenou doplitkovych proménnych v acelovém vektoru)

A:(AlaI)a g:b/7

a novy tvar ulohy zni
max ¢-I pro

A-F=b #>0,

jak bylo na$im cilem. JelikoZ doplitkové proménné 7 jsou nezdporné, je snadné vidét
jednoznac¢nou korespondenci mezi resenimi kanonické a zakladni tulohy. O

Komenta#: Jak jiz dobfe vime, mnozinou vSech pfipustnych feseni tlohy LP je polyedr.
Pfevodem na kanonicky tvar se nijak podstatné nezméni mnozina piipustnych feseni — bude
to “podobny” (kombinatoricky stejny) polyedr jako pro zdkladni tvar tlohy, ktery bude
umistén ve vyssi dimenzi. Pfesnéji feceno, kolmou projekci nového polyedru na ptivodni
proménné ziskame zpétné piuvodni polyedr feSeni. Proto tato transformace neni na jmu
formulaci tlohy.

Zaroven si uvédomme nepatrny vyznam podminky plné hodnosti matice A v definici
kanonického tvaru. Jak vidime z diikazu Lematu 6.1, pfevedend (kanonickd) matice A =
(A’, I) pifmo obsahuje jednotkovou podmatici plné hodnosti. Pokud by byla tiloha ndhodou
zadéna ve tvaru rovnosti se zavislymi fadky, pripustné feseni by bud viibec neexistovalo,
nebo by bylo mozno zavislé radky vyloucit.

Doplikové otazky

(6.1.1) Co kdyz uloha LP jiz je zadand vyhradné s rovnostmi. Je pak vzdy v kanonickém
tvaru?

(6.1.2) Prevedte do kanonického tvaru tlohu:
max i1 — I3 :

T1+ T2+ 23

r1+T—2x3 =

Y]

T1,T2

6.2 Vrcholy, baze a bazicka reSeni

Dulezitost vrcholii pti feSeni tloh LP je ukdzéna nésledujicim tvrzenim. (Vzpomerime
si, ze polyedr ma jen koneéné mnoho vrcholi, viz Véta 4.12.)

Véta 6.2. Necht dand tloha LP md viechny proménné nezdporné a existuje jeji opti-
malni teseni. Pak se optimdlni teSeni nabyva také v nékterém krajnim bodé (vrcholu)
polyedru vSech jejich pripustniych Tesent.
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Dtikaz: Necht mnozinou pfipustnych feSeni je polyedr P, ucelovou funkci je ¢+ T a
optimem je ¢, v bodé #°. Ozna¢me Q = PN{Z : ¢- ¥ = ¢,}. Q je podle predpokladu
optimality ¢, sténou P. Pokud |Q| = 1, jedna se o pozadovany vrchol. Jinak definujeme
poloprostor H™ = {#: (1,...,1)-Z < 1+(1,...,1)-7°}. Z¥ejmé je Q' = QN H ™ omezeny
polyedr, a proto podle Lematu 4.13 ma @’ né&jaky vrchol 3° nenalezejici nadroviné H.
Potom ¢° je vrcholem () i vrcholem P. O

Ve skutec¢nosti misto vrcholi budeme pti feseni tlohy LP mluvit o tzv. bazickych
feSenich, kterd budou hrat klicovou roli v popisu simplexové metody.

Definice: Bdzickym resenim kanonické tlohy A - ¥ = b, £ > 0 rozumime vektor 7°
spliujici A - #° = b a majici < m nenulovych slozek (m je pocet rovnosti — fadki A),
kde nenulové slozky #° odpovidaji nezavislym sloupcim A (tj. reguldrni podmatici).

Vsimnéme si dobfe, ze definice bazického feseni nevyzaduje nezapornost slozek vek-
toru, proto ne kazdé bazické feseni je zaroven pripustné. Z elementarni linearni algebry
snadno plyne:

Fakt: Kazdé m x m regularni podmatici A; v A jednoznacné odpovida Jedno bazické
feSeni, jehoz slozky odpovidajici sloupctim A; jsou urceny vztahem A L.p.

ZnaZeni: Méjme tlohu A -7 = l_;, Z > 0, kde matice A ma m tadkt a n sloupct. Kazdé
béazické feSeni I° je urceno vybérem nékteré regularni ¢tvercové podmatice Ay v A,
neboli vybérem m nezavislych sloupctt A. Sloupce A; budeme nazyvat bdzi feseni °.
Zaroven slozky vektoru & odpovidajici sloupctim A1 budeme nazyvat bazickymi promeén-
nymi a ty zbylé nebdzickymi promeénnymi.

Poznamka: Pokud bézické feSeni ° mé pravé m nenulovych slozek, pak je baze pro Z° urcena
jednoznacné. AvSak pokud Z° ma méné nez m nenulovych slozek, pak vSechny rtzné regularni
podmatice pokryvajici nenulové slozky Z° jsou ziejmé bazemi pro totéz reseni z°. Takové bazické
feSeni se nazyva degenerovane.

Lema 6.3. Pripustnd bdzickd reseni ulohy LP jednoznacnée odpovidaji krajnim bodim
(vrcholim) polyedru vsech pripustnich resent.

Dtikaz: Mé&me vrchol ¢ polyedru. Ten je pfipustnym feSenim A - ¥ = g, v >0z
definice. Pfedpoklédejme pro spor, ze ¥ neni bazické, tedy ze ¥ ma vice nez m kladnych
slozek, nazvéme ¥ tyto kladné slozky @ a vyberme podmatici Ay sloZenou ze sloupcu
A odpovidajicich #'. Pak soustava A; - o' = = b ma vice proménnych nez rovnic, a proto
mnoZina jejich feseni obsahuje aspon piimku p prochazejici 7' ~ ¥. Jelikoz vl >0, v
dostateéné blizkém okoli ¥ na p jsou FeSeni soustavy také kladna, tedy pFipustna v nasi
tloze, a piitom ¥, potazmo ¥, je jejich konvexni kombinaci. To je spor, ¥ neni krajnim
bodem.

Naopak necht ¢ je pfipustnym bézickym FeSenim a A; je odpovidajici baze, tj. re-
gularni podmatice A. Pak ¥ lezi v polyedru. Pokud by ¢ bylo v konvexni kombinaci,
zjednodusené v = %(ﬁ + ), pak bychom si oznacili !, @', w! piislusné podvektory
odpovidajici sloupcim baze A;. Vzhledem k jednoznacnosti feSeni regularni soustavy
rovnic A - vt = 5; pokud by @', @' byly také piipustné Feseni, néktera nebazicka slozka
@ 1 W by musela byt nenulova. Ale jelikoz i v této nebéazické slozce (kde ' je nulové)
plati ¥ = %(ﬁ + @), bud v @ nebo v @ by musela pak byt tato slozka zdporna, spor s
pripustnosti. Takze ¢ skutecné nelze ziskat jako konvexni kombinaci pripustnych reseni.
Z definice je proto ¥ vrcholem polyedru. O
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Znateni: Baze A; a Ay bézickych feSeni jsou sousedni pokud se lisi pravé v jednom
sloupci.

Komenta#: Sousedni baze urcuji bazicka feseni v sousednich vrcholech polyedru, nebo to-
tozny vrchol v degenerovaném pripadé.

Dopliikové otazky

(6.2.1) Cim a kde je vyznamna podminka nezapornosti proménnych p¥i hledani optimalniho
feseni ulohy LP?
*(6.2.2) Dobra tedy, ve Vété 6.2 jsme ukézali existenci optimalniho Feseni ve vrcholu v pfipadé
nezapornych proménnych. Kde ale najdeme feseni v iiloze s neomezenymi proménnymi?
V takovém pripadé klidné mnozina vSech pripustnych feseni mize byt cela primka, ktera
viibec zadny vrchol nema. Pritom my musime feseni hledat jako bazicka, tj. jako vrcholy.
Zamyslete se a vysvétlete.

6.3 Geometricky princip metody

Nejprve si ukazeme vseobecny popis béhu simplexové metody, pritom pro zjednoduseni
na chvili zanedbame nékteré technické detaily, které by nyni jen zamlzovaly prizracnost
a krasu myslenky této metody. Popis si doplnime komentaii, které se jiz vztahuji k
detailnim pojmim uvedenym v néasledujici sekci.

Algoritmus 6.4. Princip simplerové metody

V hrubych rysech algoritmus simplezové metody bézi podle nasledugicitho schématu. (Upo-
zornujeme, Ze je v tomto zjednoduseném znéni zanedbdn problém ziskani vychoziho pri-
pustného tesent i problém prevence zacykleni v degenerovanych tesenich.)

1.

Zaéneme v nékterém (vychozim) piipustném bazickém feseni 70 s bazi Ag v A. Jinymi
slovy, jsme ve vrcholu Z° polyedru piipustnych feseni.
Komentar:

— Jak #° a Ap najdeme? V A vybereme jednotkovou podmatici I = Ag velikosti m x m,
pripadné ji “vyrobime” ptidanim umélych proménnych.

— Pozor na piipustnost vychoziho feseni 2° > 0.

. Krok i: Pokud zadny sousedni vrchol k &' nema4 lepsi hodnotu tcelové funkce, je

optimalni FeSeni.
Komentar:
— Pozor, musime se divat skuteéné na sousedni vrcholy, ne jen sousedni baze!

— Tuto situaci pozname podle nekladnych redukovanych cen vsech nebazickych promén-
nych, Tvrzeni 6.12.

Pokud z vrcholu #* vede neomezend hrana polyedru ve sméru zlepSujici se ucelové

funkce, optimalni feseni neexistuje z divodu neomezenosti.

Komentar:

— Tuto situaci pozname podle nekladnych vsech koeficient nékteré nebazické proménné
s kladnou redukovanou cenou, Tvrzeni 6.13.

K bazi A; najdeme sousedni bazi A;1, kterd zlepSuje nasi ucelovou funkci. Pokud
vylouéime degenerovanost, piejdeme tak do sousedniho vrcholu @+ s lepsi ticelovou
hodnotou.

Komentaft:
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— Zlepsujici sousedni bazi najdeme takto: Pomoci sloupcového pravidla najdeme nebazicky
sloupec matice A, ktery ma do béze vstoupit (tfeba ten s nejvétsi kladnou redukovanou
cenou). Pomoci fddkového pravidla pak najdeme bézicky sloupec matice A;, ktery musi
bazi opustit.

— V degenerovaném piipadé miize nastat 2°t! = #’. Pak hrozi nebezpeéi zacykleni metody,
¢emu? zabrénime (tfeba) pouzitim dodateéného lexikografického pravidla.

5. Jdeme zpét na bod 2 v iteraci 7 + 1.

Lema 6.5. Necht dand uloha LP md pripustné feseni. Pokud vhodnymi pravidly vybéru
sousedni bdze zabranime zacykleni v degenerovaném bazickém tesent, tak Algoritmus 6.4
simplexové metody nalezne v konecném poctu kroku optimalni reseni ulohy, nebo pri-
padné poturdi neexistenci reSeni z duvodu neomezenosti.

Diikaz: Spojenim Lematu 6.3 a Véty 6.2 plyne, Ze pro néktery vybér baze v ma-
tici dané tulohy LP prislusné bazické feseni nabyva optima. VSech bazi je jen konecné
mnoho, nebot vybirdme z kone¢né mnoha sloupcti matice tlohy. Dle predpokladu nebu-
deme opakovat baze stejného degenerovaného feseni a baze rtiznych feseni vzdy striktné
zlepsuji hodnotu ucelové funkce. Proto po kone¢né mnoha krocich algoritmus musi skon-
¢it v bodé 2 nebo 3. V bodé 3 mame neomezenou tlohu a v bodé 2 se dostaneme do
béazického feseni — vrcholu ¢, jehoz zZadny soused nemé lepsi hodnotu ucelové funkce.

Pro spor v druhém pripadé predpokladejme, Ze néktery pripustny bod Z tlohy ma
lepsi hodnotu tcelové funkce, tj. ¢-Z > ¢-v°. Pak i pro jakoukoliv jejich vlastni konvexni
kombinaci ¥ = a& + (1 — a)9° (vnitini bod usecky xv°) plati ¢+ aZ + (1 — a)v° > & 1°,
neboli v bezprostfedni blizkosti ©° (v — 0) nemutze takové ¥ byt pfipustnym FeSenim
podle predpokladané lokalni optimality #°. To je vsak ve sporu s konvexnosti mnoziny
vSech ptipustnych Feseni tlohy LP (polyedru). O

K tomuto tvrzeni se vaze i jeden sam o sobé zajimavy dusledek.
Dusledek 6.6. Kazdé dva vrcholy polyedru P jsou spojeny po hrandch P.

Dikaz: Kazdy vrchol v v P je unikdtnim optimem vhodné tuéelové funkce (napiiklad
té odpovidajici nadroviné definujici v coby vrchol). Podle Lematu 6.5, pokud za¢neme
v libovolném vychozim feseni u, po koneéném poctu kroki se po hranach dostaneme do
optima, tedy do v. |

Poznédmka: Ttebaze ndm Lema 6.5 zarucuje skonceni simplexové metody po konecném poctu
krokt, horni odhad tohoto poctu krokt nevychazi pfili§ priznivé — pocet krokiu je nejvyse rovny
poctu vSech ¢tvercovych podmatic (bézi) dané matice tlohy, coz je ¢islo exponencialni ve velikosti
ulohy.

Bohuzel se jedna o dosti hluboky problém, nebot pres velkou snahu se doposud nikomu
nepodafilo dokazat polynomialni (tedy efektivni) horni odhad poc¢tu kroki simplexové metody.
Dokonce pro bézné fadkova a sloupcova pravidla jsou zndmy skutecné ptiklady exponencialné
dlouhych vypocti. Presto je v praktickych pfipadech simplexova metoda velice rychla a vétsina
uzivatelt se nad jejim moznym dlouhym pribéhem ani nezamysli.

O souvislosti polyedru

Ddsledek 6.6 je natolik zavaznym tvrzenim, ze si zaslouzi blizsi samostatné prozkoumani.
Uvedeme si zde proto navic jeho samostatny diikaz nezavisly na simplexové metodé.

Véta 6.7. Md-li polyedr P alespon jeden vrchol, pak kazdé dva body ma jeho hrandch
jsou mezi sebou spojeny po (dalSich) hrandch P.

Diikaz: Pro zacatek je klicové nasledujici pozorovani.
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Tvrzeni 6.8. Pokud v P existuje vrchol, neni v ném oboustranné neomezend hrana.

Jinymi slovy kazdy bod na zvolené hrané P lze spojit po této hrané s nékterym vrcholem
P. 7 toho si ihned odvodime:

Tvrzeni 6.9. Dokazovand Véta 6.7 je ekvivalentni faktu, Ze kaZdé dva vrcholy P jsou
spojeny po hrandch.

Pro zbytek dikazu postupujeme dvoji indukei podle d — dimenze polyedru P, a podle
m — poctu poloprostoru definujicich P. Zakladni ptripady d = 0 nebo m = 0 jsou zcela
trividlni. Ozna¢me tedy P’ polyedr definovany nékterymi m — 1 poloprostory od P a dale
F' tu sténu P definovanou zbylym poloprostorem. Podle indukénich predpokladt jsou
kazdé dva vrcholy P’ spojeny po hranach P’ a kazdé dva vrcholy F spojeny po hranach
F. Navic vrcholy P jsou podmnozinou sjednoceni vrcholtt P’ a vrcholit F' (Tvrzeni 4.14).

Vezméme dva libovolné vrcholy x,y v P. Pokud x,y nalezi F', jsme jiz hotovi.

Pokud z,y nélezi P’, chtéli bychom piimo aplikovat indukéni predpoklad o P’ v P,
ale to neni korektni, nebot nékteré vrcholy P’ v P neexistuji. Podivejme se tedy na cestu
S z x do y po hranach P’, ktera nelezi celd v P, a necht z je prvni bod S protinajici F
a t takovy posledni bod S. Potom zfejmé s,t jsou vrcholy F' a my muzeme usek S mezi
s,t upravit po hranach F' na cestu celou nalezici P.

Proto necht z je vrcholem P’ a y je vrcholem F. Déle si uvédomme tivahou o dimen-
zich, Ze kazdy vrchol F' nélezi nékteré hrané P’, a tudiz je sousedem nékterého vrcholu
P’ podle Tvrzeni 6.8. Neboli ¥ mé souseda z, ktery je vrcholem v P’ i v P. Podle
predchoziho je v P cesta po hranach z  do z a tu doplnime posledni hranou do y. O

Doplikové otazky
(6.3.1) Pro¢ ve Vété 6.7 vyzadujeme existenci vrcholu v P?

*(6.3.2) Dokazte elementarné Tvrzeni 6.8.

6.4 Simplexova tabulka

Pro pohodlny (pocitacové-orientovany) zapis jak tlohy LP, tak i prubéhu simplexové
metody se nejcastéji pouziva tzv. simplexova tabulka. Ulohu LP v kanonickém tvaru

max ¢-T
A-F =1
>

8

81

si prepiseme do ekvivaletniho redukovancho zapisu

min xg
ro+¢-Z = 0 (6)
A-Z = b
z > 0.

Zde jsme zavedli novou proménnou zg vystupujici pouze v novém nultém, tzv. tcelovém
fadku podminek tlohy. VSimnéte si, ze xg je vzdy jednoznacné urcéeno hodnotami ostat-
nich proménnych a udava opac¢nou hodnotu tcelové funkce prislusné k feseni . Soustava
(6) se pak prevede do nésledujici formy (na po¢atku s hodnotou by = 0):
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ZnaZeni: Redukovany zapis kanonické tlohy LP se vyjadii simplezovou tabulkou

1 C1 C2 C3 e Cp, —b()
ail a2 a1z ... aip | b

0 a1 ago ass e aon b2

0 |am1 am2 am3 ... Qo | by

zapisujici koeficienty soustavy linearnich rovnic

G-

Nulty radek a sloupec tabulky se nazyvaji ucelovy radek a sloupec, pritom ucelovy slou-
pec se do tabulky vétsinou vibec nezapisuje. Hodnoty v tcéelovém fadku (mimo nultého
a posledniho sloupce) se nazyvaji redukované ceny proménnych (slozek) Z.

Komenta¥: Vzpomenme si, ze pro kazdou volbu regularni podmatice A; plné radkové hod-
nosti v matici A tlohy LP mame jednozna¢né urceno piislusné bazické feseni tillohy (ne nutné
pripustné), jehoz bazické proménné dle elementérnich poznatki linedrni algebry vyjadiime
jako 7P = A;l - b. Tento princip pfirozené rozsifime i na nulty fadek simplexové tabulky,
ktery v redukovaném zapise vlastné také je lineadrni rovnici.

Dale si vS§imnéte dilezitého pozorovani, ze vSechny pozdéji aplikované upravy simplexové
tabulky neméni nulty sloupec, coz je dtivod pro jeho vynechéani z tabulky.
1 ¢

M¢jme matici C = (6 A> a v ni regularni ¢tvercovou podmatici C; obsahujici

—b
sloupce podmatice A; a navic nulty sloupec. Pak vztah (;g) = Cfl . < 50> ur-

¢uje hodnoty bazickych proménnych Z7 v piislusném bazickém feSeni (odpovidajicim
bazi A1) a zaroven i jeho tcelovou hodnotu —zg. Ve spojeni s faktem, ze standardni
fadkové maticové upravy neméni mnozinu feSeni soustavy (tlohy), dostdvame kli¢ové
pozorovani, ze fadkovymi operacemi na simplexové tabulce mtizeme postupné vyjadio-
vat jednotliva bazicka reseni tllohy LP vcetné jejich ucelovych hodnot.

Definice: Simplexova tabulka T je v jednotkovém tvaru, pokud v ni je vyznacena jednot-
kova podmatice I,, 1 obsahujici nulty icelovy sloupec a vybrané dalsi sloupce matice C'.
Zaroven je simplexova tabulka v jednotkovém tvaru pripustnd, pokud posledni sloupec
ma mimo nultého fadku nezaporné hodnoty.

Jelikoz baze urcend jednotkovou podmatici ndm piimo umoznuje ¢ist hodnoty jed-
notlivych proménnych, z linearni algebry vyplyva:

Tvrzeni 6.10. Méjme pro danou ulohu LP zdpis simplexovou tabulkou

A
T — - 0
Van

v jednotkovem tvaru. Pak slozky vektoru v vyjadiuji hodnoty bdzickych proménngch &P
prislusného bazického reseni (odpovidagiciho vyznacéené jednotkové podmatici v A’) a by,
je ucelovou hodnotou tohoto Tesend.
Koment&#: Rekneme-li si, Ze rozsifenou simplexovou tabulkou rozumime jednu celou tiidu
ekvivalence tabulek vzhledem k maticovym radkovym operacim, pak rtuzné jednotkové tvary

rozsifené tabulky “vyobrazuji” jednotliva bazicka feseni tlohy. V obecnosti lze dokonce tvrdit
nasledujici.
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Lema 6.11. Méjme pro danou ulohu LP zapis simplexovou tabulkou
1 ¢ | —b
T=|- -0
an

v jednotkovém tvaru. Rozdélme si vektor T proménnijch na bdzické slozky ©P a nebdzické
7N a podobné pro A’ a &. Pak pro zvolené nebdzické hodnoty T > 0 jsou odpovidajici
bazické proménné urceny vztahy

2=y —-A". N (8)
a ucelovd hodnota Tesent je

b6+5/N-fN.

—~
o
N—

(Nezapomerime na dodatecnou podminku nezdpornosti i pro T2 > 0.)

Ditkaz: Z vyznamu simplexové tabulky (7) plyne prepisem A"V . zV + A’ . 78 = v
a podle pfedpokladu je A’P = I jednotkové matice. Proto AP . #8 = 2B a (8) plati.

Obdobné je xg + &'V - 7V + &8 . #8 = —bj) a podle predpokladu je ¢’% = 0 a —x¢ je
ucelovou hodnotou, takze i (9) plati. O

Toto primocaré tvrzeni ma dva klicové dusledky pro chapani vyznamu simplexové
tabulky. Z pohledu #V > 0 na vztah (9) ihned plyne:

Tvrzeni 6.12. Pokud pro danou tlohu LP md zapis simplexovou tabulkou v pripustném
jednotkovém tvaru vsechny redukované ceny nekladné & < 0, pak vyjddrené bdzické resent
B =V, #N = 0 je optimdinim Tesenim tlohy.

Déle si vS§imnéme, ze pokud nékterd nebazickd proménna s ve vztahu (8) mé vSechny
koeficienty nekladné, pak pro libovolné velkou hodnotu s — oo se zachova pripustnost
feseni #8 > 0. Z toho jiz s pouzitim (9) plyne:

Tvrzeni 6.13. Méjme pro danou ulohu LP zdpis simplexovou tabulkou v pripustném
jednotkovém tvaru. Pokud v nékterém sloupci s tabulky je redukovand cena kladnd ¢, > 0
a zdaroven zbytek sloupce je nekladny, tj. a}s <0,j=1,...,m, pak optimalni resent ulohy
neexistuje z duvodu neomezenosti.

Komenta¥: Pro dobré pochopeni simplexové tabulky je tfeba si ujasnit praktickou roli redu-
kovanych cen proménnych v tcelovém radku. Za prvé, redukované ceny bazickych promén-
nych jsou vzdy nulové. Pro kazdou nebazickou proménnou, dle vztahu (9), jeji redukovana
cena vyjadfuje zménu vysledné c¢elové hodnoty pii zméné hodnoty této proménné o 1. (Tato
zména je celkovd, jiz bere do tivahy indukované zmény (8) bazickych proménnych!)

Na zavér si demonstrujeme sestaveni simplexové tabulky na kratkém piikladeé.

Priklad 6.14. Hranolky, slané a paprikové lupinky.

Firma chce vyrobit hranolky, slané lupinky a paprikové lupinky. K dispozici ma pritom
1000 kg brambor a miZe nakupovat neomezené stl za 6 K¢/kg, olej za 30 K¢/kg a paprikové
koteni za 200 K¢/kg. Bohuzel m4 firma celkem na nakup surovin pouze 5000 Ké. Spotieby
surovin a prodejni ceny na 10 kg jsou nasledujici:

Produkt (10kg) Brambory Olej Paprika Sul | Prodejni cena
hranolky 15 2 0 0.5 450
slané lupinky 20 4 0 1 650
paprikové lupinky 20 3 0.2 0.5 800

Sestavte pocatecni simplexovou tabulku tlohy.
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Reseni: Ze zadanych hodnot se snadno spo¢ité zisk a cena surovin na 10 kg produktu:

Produkt (10kg) Zisk  Cena surovin
hranolky 387 63
slané lupinky 524 126
paprikové lupinky | 667 133

Za promeénné zvolime vyrobena mnozstvi produkti: 10z, hranolkt, 10z2 slanych lupinkd a
10z paprikovych lupinkt. Zakladni tvar ulohy

max 387x1 + 524xo + 66723 :
1521 + 20zo + 2023 < 1000
63r1 + 12625 + 13323 < 5000
> 0

€T1,T2,T3

prevedeme na kanonicky tvar pfidanim dvou doplikovych proménnych

min xg
xo + 387x1 + 52429 + 66723 = 0
1521 + 2022 4+ 2023 +24 = 1000
63x1 + 1262 + 13323 +z5 = 5000

XT1,T2,T3, Ty, Ts5 > 0

a z toho jiz vypiSeme vychozi simplexovou tabulku (bez nultého sloupce)

387 524 667 O O] O
15 20 20 1 011000 |.
63 126 133 0 1| 5000
Umite najit feseni této tulohy? O

Doplikové otazky

4. amyslete se, pro¢ maticovou transpozici simplexové tabulky ziskame tabulku pro
6.4.1) Z let ¢ mati t ici simpl 5 tabulky ziskame tabulk
prislusnou dualni tlohu.

(6.4.2) Co musi byt vyjadfeno v primdrni simplexové tabulce, aby transponovand dualni
tabulka byla pripustnou tabulkou prislusné dualni ulohy?

Rozsifujici studium

N4s pohled na zéapis tlohy LP i zépis prubéhu simplexové metody je “tabulkovy” (ang-
licky simplex tableau) a nédsleduje ucebnici [3, Kapitola 2]. Podobny pohled na tlohy LP je
prezentovan i v [7, Chapter 1.2]. Ponékud jinak, pfes simplexovy lexikon (anglicky simplex
dictionary) se na tlohy LP divé jind klasickd ucebnice Chvéatala [2]. Je tfeba zdiraznit, ze
i pres jiné uhly pohledu se stale jedna o tu stejnou ulohu LP a simplexovou metodu a je
snadné mezi riiznymi formami zapisu prechazet. Ctenari, ktery by rad ziskal nadhled na pro-
blematikou simplexové metody, bychom doporucovali se sezndmit i s pohledem lexikonu [2].

7 Vypocet simplexové metody

Uvod

V této lekci si ukazeme krok za krokem zakladni zptisob implementace simplexové metody
pomoci “pivotovani” simplexové tabulky (Oddil 6.4). To znamend, zZe od teorie prejdeme
uplné k praktickym dovednostem a zkusenostem s fesenim tiloh LP.
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Neékteré pokrocilejsi tikony, jako pridavani umeélych proménnych pro ziskani vychoziho re-
Seni, nebo pouziti lexikografického pravidla pro prevenci mozného zacykleni, budou doplnény
a probrany hloubéji v pristi lekci.

Cile

V navaznosti na teoretickou pripravu predchozich lekci si prakticky ukazeme a procvic¢ime
zjednoduseny vypocet simplexové metody postupem pivotovani simplexové tabulky.

7.1 Tlustraéni vypocet

Vratme se k zékladnimu Pfikladu 3.1 s bramborovymi lupinky a hranolky. Po vynaso-
beni 10 (jen pro zbaveni se necelych ¢isel) zadéani zni:

max 80x1 + 50z9

20x1 + 15z < 1000
41 4+ 220 < 160
x1,x2 > 0

Tuto snadnu tlohu si nyni vyfesime v podrobnych komentovanych krocich.
e Prevedeme tlohu na kanonicky tvar

max 80x1 + 50z9
20x1 + 1529 +x3 1000
dxq + 219 +x4 160

€L1,T2, T3,T4 > 0

e Chceme maximalizovat funkci 80x1 + 505, neboli
min zg, kde x¢+ 80x1 + 50x0 = 0.
Méme (s implicitni nezapornosti proménnych) tedy soustavu rovnic

xg + 80x1 + 50x9 =0
20x1 + 1529 +x3 = 1000
41 + 279 +x4 = 160,

zapsano maticoveé

1 8 50 0 0 . 0

02015 1 0 - ( ;) = | 1000

0 4 2 01 160

e V simplexové tabulce (ucelovy radek proménné zy nahofe) a s vyznacenou jednotkovou
bazi vypada nase tloha takto:

DO
ot

1 /8 50 0 0| O
0120 15 1 01000
0|14 2 0 1] 160

Tato tabulka ukazuje vychozi bazické feseni xg = 1000, z4 = 160, 21,22 = 0 (¢ = 0),
které je (nastésti) pripustné. Pro jednoduchost uz dale nebudeme ucelovy (nulty)
sloupec do tabulky zapisovat.

Komenta¥: Pokud soustava vychozi jednotkovou bazi viibec nema, nebo ta neni pripustna,
pouziji se dodatecné umeélé proménné. Viz pristi lekce. . .
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e Prejdeme k sousedni bazi, ¢ili vyménime jeden sloupec ve vyznacené bazi. Presnéji
nejprve vybereme novy sloupec do baze pomoci sloupcoveho pravidla a pak vybereme
stavajici sloupec baze k odebrani pomoci radkového pravidla. Nakonec pouzijeme
bézné maticové operace k tomu, abychom novou bazi ukazali jako jednotkovou.

— Sloupcové pravidlo: Vybereme sloupec s, ktery ma v nultém tadku nejvétsi z
kladnych redukovanych cen. Zde s = 1.

— Rédkové pravidlo: Vybereme tadek i > 0, ktery spliiuje a;s > 0 a zaroven dosa-
huje nejmensi z podila b; /a;s. (Uvédomme si, ze vzdy b; > 0.) Zde i = 2.

— Provedeme pivot na prvku a; s matice: Radkovymi tipravami matice (jako v
Gaussové eliminaci) sloupec s upravime tak, aby obsahoval samé nuly (vcetné
nultého fadku) mimo a; s = 1.

80 50 0 0] O 0 10 0 —-20|-3200
20 15 1 01000 — 0O 5 1 -5 200
4 2 0 1] 160 1 05 0 025 40

Komenta¥: Co nam nova tabulka ukazuje o souc¢asném béazickém feSeni 7
ro=—-3200 = (-4 = 3200,
Tr1 = 40, T3 = 200,
29 =x4 =0 (protoZe nejsou v bazi).

e Opét vybereme podle téhoz sloupcového pravidla sloupec s = 2 a podle fadkového
pravidla fadek ¢ = 1. Novym pivotem ziskdme:

0 10 0 —-20| —3200 0 0 -2 —-30]|—-3600
0 5 1 -5 200 — 01 02 -1 40
1 05 0 025 40 1 0 —-01 075 20

Nyni jiz sloupcové pravidlo nelze pouzit, nebot redukované ceny v nultém radku jsou
vSechny nekladné. Tvrzeni 6.12. To znamena, Ze jsme nasli optimdlni resend 2° ilohy

xg = —3600 = - 2°= 3600,
x{ = 20, 2§ = 40,
x§ =23 =0 (protoze nejsou v bazi). O

Poznamka k fadkovému pravidlu: Pokud bychom ve sloupci s nenalezli kladnou slozku mimo nulty
rfadek, znamené to, ze tloha neni omezend, neboli lze ziskat feseni s libovolné dobrou tcelovou
funkci. Tvrzeni 6.13. Rikdme, Ze pak optimalni feSeni neexistuje z dtvodu neomezenosti.

Naopak, co by se stalo kdybychom vybrali jiny fadek nez s nejmensim podilem b; /a;s? Zkusme
si to v predchozi tloze:

0 10 0 —20|—3200 —-20 0 0 —25 | —4000
0 5 1 -5 200 — -10 0 1 75| —200
1 05 0 0.25 40 2 1 0 05 80
Jak vidime, nové bazické feseni obsahuje r3 = —200 < 0, takze neni pripustné. Vybér radku ¢

Je volen dle uvedeného radkového pravidla pravé proto, abychom dostali ve vSech slozkach pravé
strany b nezaporné, tj. pripustné hodnoty.
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7.2 Popis implementace

Pred samotnym podrobnym rozpisem algoritmu simplexové metody si uvedeme jesté
jeden dulezity fakt pfimo navazujici na Tvrzeni 6.12,6.13. Z Lematu 6.11(9) plyne, ze
pokud hodnotu nebazické proménné z; s kladnou redukovanou cenou ¢; > 0 zvétsime (a
zménime hodnoty bazickych proménnych odpovidajicim zptisobem), tak hodnota tc¢elové
funkce feseni stoupne. Dilezitym dusledkem je nasledovné:

Tvrzeni 7.1. Méjme pro danou ulohu LP zdpis simplexovou tabulkou v pripustném jed-
notkovém tvaru. Pokud prejdeme k nové bdzi tabulky ziskané ze stavajici bdze zdameénou
nékterého bdzického sloupce sloupcem s kladnou redukovanou cenou, tak ziskdme bud
stejné degenerované bdzicke reseni nebo reseni se strikiné lepsi ucelovou hodnotou.

Algoritmus 7.2. Implemenace Algoritmu 6.4 simplexové metody
Ndsleduje jednofdzovd metoda v zdpise simplexovou tabulkou bez prevence zacyklent v
degenerovanych tesenich.

0. Ulohu pievedeme do zékladniho a pak do kanonického tvaru
max &% pro A-F =b Z>0

pridanim dopliikovych promeénnych ke kazdé nerovnici (Lemma 6.1). Déale pfidame
pro redukovany zapis novou ucelovou proménnou xy vztahem

min rg pro x9+c-x¥=0.

1. Zapiseme maticové predchozi vztahy a odpovidajici simplexovou tabulkou

6o (-6 — i

Horni (nulty) fadek tabulky nazyvame tcelovym rdadkem, jeho prvky jsou redukované
ceny promennych, sloupec b nagyvame pravou stranou a zbytek tabulky nazyvame
levou stranou. V dal$im textu jiz budeme tabulku zapisovat bez nultého tcelového
sloupce.

Dale ziskame vychozi pripusiné bazické reseni. K tomu potfebujeme tabulku v pri-
pustném jednotkovém tvaru. Casto tabulka jiz v takovém tvaru je (doplitkové pro-
ménné nadm pridaji jednotkovou podmatici a pravé strany obvykle byvaji kladné), ale
jinak uplatnime nasledujici postup:

a) Vsechny rovnice se zapornou pravou stranou vynasobime —1. (Aby bylo vychozi
béazické feSeni pripustné.)

b) Pro kazdy chybéjici jednotkovy vektor & v tabulce na levé strané pridame umélou
promeénnou u; > 0 s cenou —v, kde v je velmi velkd konstanta, formalné v = oc.
Zapiseme vzniklou vychozi (“umélou”) tabulku

c ... 0... —v ... ‘0
A I b |,
Au
kterd vyjadiuje vztahy:
ro+c¢-Z—v-i = 0
Az o) = b
Z,au > 0

52



¢) Upravime tabulku do jednotkového tvaru, aby i ucéelovy fadek obsahoval redu-
kované ceny 0 ve sloupcich jednotkové podmatice I: Pricteme néasobky radki
prislusnych k jednotlivym jednotkovym vektortim I k ticelovému fadku.

Komenta¥: Vsimnéme si, ze tpravou (c) se nase konstanta v objevi v redukovanych cendch
nékterych nebazickych proménnych zaroven s jejich pivodnimi cenami. Z toho vyplyva za-
sadni problém praktické implementace — zaokrouhlovaci chyby vynucené velkou konstantou
v mohou “vymazat” puvodni ceny proménnych a zcela tak zménit feseni tlohy.

Mimo uvedeny pfistup k umélym proménnym ocenénim —v si jesté v pristi prednasce uvedeme
tzv. dvoufazovou simplexovou metodu, ktera se nejprve “zbavi” umélych proménnych a teprve
pak fesi ptavodni tlohu.

. Jsou-li vSechna cisla v Gcelovém radku tabulky nekladna, méme optimélni feseni, viz
Tvrzeni 6.12. (Nekladné redukované ceny vsech proménnych znamenaji, ze zvétSova-
nim zadné z nebézickych proménnych jiz nelze zvysit ucelovou funkei.)

Pokud vSak je v bazi stale jesté ztstava néktera umeéld proménnd s nenulovou hod-
notou, ptvodni tiloha nemé Zddne pripustne resend.

. Je-li v tabulce sloupec s takovy, ze cs = ags > 0 a a;s < 0 pro vSechna ¢ > 0, tloha
nema optimalni feseni z duvodu neomezenosti podle Tvrzeni 6.13.

. Prejdeme k sousedni bazi:

a) Sloupcové pravidlo vybere sloupce s s nejvyssi kladnou hodnotou redukované
ceny v ucelovém radku, tj. ve sméru nejvyssiho prirustku ucelové funkce.

b) Radkové pravidlo vybere fadek i > 0 s nejmensi hodnotou podilu b;/a;s pro
a;s > 0, coz je nutné pro zachovani nezapornosti pravé strany.

c) Prejdeme k sousedni bazi aplikaci tzv. pivotu na prvku a;s: Pivotace prvku je
vlastné jednou fazi dobfe znamé Gaussovy eliminace v matici, ktera radkovymi
operacemi “vytvori” jednotkovy (sloupcovy) vektor na této pozici.

e Pro kazdé j # i, od j-tého fadku odecteme a;s/a;s-nasobek i-tého,
e -ty fadek vydélime cislem a;g.

(Nyni v nové bazi sloupec s nahradi sloupec piivodniho jednotkového vektoru &*.)

Jak jsme jiz vyse zminili, aplikaci fadkovych maticovych operaci na simplexové ta-
bulce zfejmé nezménime zapsanou optimalizac¢ni ilohu, a nova béaze tabulky jisté
nema horsi tcelovou hodnotu podle Tvrzeni 7.1.

. Vratime se v cyklu do bodu 2.

Komenta¥: Vyse uvedeny popis Algoritmu 7.2 ponechéva jisty stupen nedeterminismu jeho
béhu. Za prvé neni uréeno, ktery sloupec vybrat v bodé 4 (a), pokud vice sloupcii dosahuje
nejvyssi hodnoty redukované ceny. Nejedna se vSak o kriticky problém, prosté si vybereme
libovolny z nich. (Dokonce by bylo mozné algoritmus zobecnit tak, aby mohl vybirat kterykoliv
sloupec s kladnou redukovanou cenou.)

Za druhé v bodé 4 (b) muze byt vice fadki 4 se stejnou minimalni hodnotou b;/a;s. (Toto
typicky nastava v degenerovanych bézickych feSenich.) Zde se jiz jedna o kriticky problém,
nebof nevhodné volba mezi témito Fadky mize zpusobit nekoneéné zacykleni Algoritmu 7.2
v degenerovaném feseni. Blize o tomto problému a jeho feseni pojedname v Césti 8.3.

Doplikové otazky

(7.2.1) Jak mame volit “velmi velkou” konstantu v ve vySe popsané implementaci umélych
proménnych v rdmci realné poc¢itacové aritmetiky (feknéme typ ‘double’)? Je mozné volit
tfeba 1e507

93



(7.2.2) Jak implementace “velmi velké” konstantu v ovlivni numerickou pfesnost simplexové
metody?

7.3 Ruzné priklady vypocta

Priklad 7.3. Dokonceni vypoc¢tu Prikladu 6.14.

max 387x1 + 524x9 + 66723

15z1 + 2029 + 2023 < 1000
63r1 + 12629 + 13323 < 5000
z1,22,23 > 0

Zminény priklad vedl na nasledujici vychozi simplexovou tabulku, kterd je v pripust-
ném jednotkovém tvaru.

387 524 667 0 O
15 20 20 1 01000
63 126 133 0 1 |5000

Jsme v Algoritmu 7.2 v bodé 4. Uzitim sloupcového pravidla vybereme tfeti sloupec pro
vstup do baze a pak faddkovym pravidlem druhy fadek pro opusténi baze. Vysledkem je:

71.05 —-1079 0 0 —5.015 | —25075
5.526  1.053 0 1 —-0.15 248.1
0.4737 09474 1 0 0.00752 | 37.6

V dalsi iteraci vybereme prvni sloupec a prvni fadek a vysledkem je tabulka:

0 —1209 0 -12.84 —3.08 | —28265
1 019 O 0.18 —0.027 | 44.88
0 08571 1 -0.0857 —0.02 | 16.33

Z posledni tabulky vidime (viz Algoritmus 7.2 v bodé 2), Ze optimélnim FeSenim je
vyroba (zhruba) 448.8 kg hranolkd, 0 kg slanych lupinki a 163.3 kg paprikovych lupinkt
se ziskem 28265 K¢. O

Priklad 7.4. Ukazka vypoc¢tu neomezené tilohy LP:

max xi + Io + I3
—x1 — Ty + 223
—x1 + 229 — 23

21‘1 — X2 — I3

IV IA AN IA
S O A~

€1,T2,T3

Jiz dobfe znamym postupem pfes kanonicky tvar tlohy zapiseme vychozi simplexo-
vou tabulku v jednotkovém pripustném tvaru

1 1 1 0 0 00
-1 -1 1 0 02
-1 2 -1 0 1 04}
2 -1 -1 0 0 1|6
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Dale postupujeme v intencich Algoritmu 7.2 nasledovné:

0 15 15 0 0 -05]|-3
0 -15 15 1 0 05 |5
0O 15 -15 0 1 05 |7
1 -05 -05 0 0 053
00 3 0 -1 -1 -10
0 0 0 1 1 1 12
0 1 -1 0 066 0.33]4.66
1 0 -1 0 033 0.66|5.33

Dobre si nyni vsimnéme posledni tabulky. V ni se stale jesté neuplatni bod 2 Algo-
ritmu 7.2, stale nemame optimalni reseni diky kladné redukované cené ve tretim sloupci.
Poprvé mezi nasimi piiklady vsSak vidime uplatnéni bodu 3 algoritmu — ve tretim
sloupci jsou vsechny dalsi koeficienty nekladné, takze optimalni feseni nasi tlohy ne-
existuje z divodu neomezenosti. (Ctenaf si sim miize nezavisle zkontrolovat, Ze volbou
x1 = x9 = x3 =1, t — 00 ziskd libovolné dobré pfipustné feseni tlohy.) O

Priklad 7.5. Vyfesme nas stary znamy Piiklad 3.1 o lupincich a hranolcich s doda-
tecnym pozadavkem na vyrobu alespon 30 kg lupinki.

Podminky jsou zapsany

max 80x1 + 50x9

20x1 + 15z < 1000
41 4+ 220 < 160
V kanonickém tvaru pak tloha zni
max 80x1 + 50x9

20x1 + 1529 +x3 = 1000
4561 + 2$2 +x4 = 160
T —T5 = 30

Iy, x2, X3,T4,T5 > 07

coz bohuzel nedéva tabulku v jednotkovém tvaru. Jsme Algoritmu 7.2 v bodé 1 (a,b).
(Pokud by ¢tenare napadlo obratit znaménka posledni rovnosti, tak by ziskand tabulka
zase nebyla pfipustna na poslednim Fadku.) Budeme proto muset pfidat jednu umélou
proménnou u = g nasledovné:

max 80x1 + 50z- —V Tg
20x1 + 1520 +x3 = 1000
4y + 2x9 +x4 = 160
T —x5 +x6 = 30
x1, T2, x3, T4, 5, xg 2> 0,

Zavedeni umélé proménné xg pochopitelné méni-rozsifuje mnozinu pripustnych reseni
ulohy, takze v kone¢ném disledku musime vliv xg z tlohy vyloucit. Toho dosdhneme
urcenim “obrovské” zaporné ceny —v ~ —o0 pro xg.
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Nyni jiz mtzeme sestavit vychozi tabulku v piipustném jednotkovém tvaru. Neza-
pomenme vSak podle Algoritmu 7.2 v bodé 1(c) nejprve upravit nenulovou hodnotu
redukované ceny xg pri¢tenim vhodného nésobku posledniho fadku.

80 50 0 0 0 —v 0 80+v 50 0 0 —v 0] 30v
20 15 1 0 O 0 | 1000 20 15 1 0 0 0| 1000
4 2 0 1 O 0 160 - 4 2 01 0 0] 160
1 0 0 0 -1 1 30 1 0 o 0 -1 1| 30

Dale jiz postupujeme béznym zptsobem simplexové metody.

0 50 0 0 80 —80-—v |-2400
0 15 1 0 20 -20 400
0O 2 0 1 4 -4 40
1 0 0 0 -1 1 30
0 0 0 -25 -20 20-wv |-3400
0 0 1 -75 -10 10 100
01 0 05 2 -2 20
1 0 0 O -1 1 30

7 posledni tabulky vidime optiméalni feseni — vyrobit x1 = 30kg lupinki a x5 = 20kg
hranolkii. Hodnota x5 > 0 ndm fiké, Ze v prvni nerovnosti tlohy jesté zbyva do rovnosti
rezerva x3, neboli v konkrétni formulaci ndm zbyva 10 kg brambor. O

Doplikové otazky

(7.3.1) Vyreste popsanou metodou (rucné) tulohy Lekce 6. Ve kterych budete potfebovat
umélé proménné?

Rozsifujici studium

Co se tyce rozsitujiciho studia, plati i zde poznamky z konce Lekce 6. Dale bychom chtéli
explicitné pripomenout, ze simplexova metoda, zde prezentovana ve své zakladni verzi, ma
mnoho variant (vyuzZivajicich i dudlni tlohu LP) vhodnych v riznych podminkdch pouziti.
Mimo jiné byla a jsou zkoumana riizna pivotni pravidla, tj. zpisoby vybeéru prvku tabulky k
prFistimu pivotu (u nds zastoupeno jen zakladnim sloupcovym a fadkovym pravidlem).

8 Podrobnosti a variace metody

Uvod
Dostavame se k posledni lekci naseho textu tykajici se linearniho programovani, ktera
pojednava o tiech doposud opomijenych (a problematickych) detailech simplexové metody:

o Jak efektivné ziskat vychozi pripustné bazické reSeni tlohy (tfeba pomoci umélych pro-
ménnych).

e Jak 1tcinné zamezit zacykleni simplexové metody v degenerovanych bazickych resenich
(napriklad tzv. lexikografické pravidlo).

e Jak odhadnout celkovy pocet iteraci simplexové metody.

/////

tézkym teoretickym problémem v optimalizaci a uspokojujici odpovéd na néj neni znama.
8% Yyl p. 1Y 1Y Juj % J
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Cile

Ukazeme si v detailech, jak se u vychoziho bazického reSeni zbavime umélych promén-
nych pomoci tzv. dvoufdzové simplexové metody (kterd je dobre prakticky pouzitelnd). Déle
si zavedeme lexikografickou simplexovou metodu jako variantu drive popsaného obecného
algoritmu, ktera spolehlivé zabrani zacykleni v degenerovanych vrcholech. Nakonec strucné
zminime problém extrémné dlouhych vypoctii simplexové metody.

8.1 Umeélé proménné; dvé faze

Jak bylo popsano v Algoritmu 7.2, umélé proménné pridavame do vychozi tabulky,
abychom snadno ziskali vychozi pripustné bazické reseni. Pochopitelné vSak pozadujeme,
aby ve vysledném reseni mély tyto umélé proménné nulovou hodnotu.

K odstranéni umélych proménnych se prirozené nabizeji dva postupy:

o “Nekonecnd” cena:

Umélym proménnym « piifadime cenu —v, kde v je velmi velké éislo (nepfesné
bychom mohli zapsat, Ze v = c0). Pokud nékterd uméla proménna vyjde ve vysledném
FeSeni vétsi nez nula, pak pivodni lloha nema pripustné reseni.

Komenta¥: Pozor, nezapomenme, ze ceny —v v nultém fadku se musime zbavit uz ve vychozi
tabulce, a to pri¢tenim r-nasobku i-tého fadku k nultému radku.

e Dvoufdzova simplexovd metoda:

Ve dvoufazové metodé vSem umélym proménnym « nejprve priradime cenu —1 a pu-
vodnim proménnym cenu 0. (Soucet vSech umélych proménnych tak minimalizujeme.)
Jestlize optimum této pruni fdze vyjde nenulové, pavodni tloha nemé pripustné fe-
Seni. Naopak pro nulové optimum umélé proménné nasledné vypustime a pokracujeme
druhou fazi v feSeni ptuvodni tlohy.

Dvoufazova metoda

Druhy popsany zptisob odstranéni umélych proménnych si nyni rozepiseme.

Algoritmus 8.1. Implementace dvoufazové simplexové metody
Dvoufazova simplexova metoda (zapsand simplexovou tabulkou) je zaloZena na postupu
Algoritmu 6.4 jednofdzové metody s ndsledujicimi vylepsenimi.

0. Vyjdeme z (uz zndmého) kanonického tvaru tlohy v redukovaném zapise:

min xg
ro+c-% = 0
A% = b
r > 0

1. Jako v Algoritmu 7.2, bod 1, po pfipadném pfidani umélych proménnych zapiSeme
vychozi simplexovou tabulku v jednotkovém tvaru

¢ 0...0 |0
AL 5,
N—_——

Au
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ktera vyjadiuje vztahy

ro+c-% = 0
Az @) = b
i > 0.

Nyni vSak pro pruni fdzi k ocenéni umélych proménnych zavedeme novou tucelovou
funkci a pro ¢ = (1, ¢ 0) novou ulohu zapiSeme jako

max —uj — - — Uk
& (zo, 2, 0) T = 0
Az @) = b

Zia > 0.

V zapise simplexovou tabulkou tato tloha zni nésledovné (pfi¢emz nyni jiz vynecha-
vame dva “nulté sloupce” tabulky, tj. i ten odpovidajici xg)

0
0
‘ ) (10)

S

Au

Nakonec jesté musime tabulku upravit tak, aby tcelovy fadek obsahoval 0 ve sloupcich
umeélych proménnych (jednotkovy tvar).

Komenta¥: Dobfe si vS§imnéte, ze vychozi simplexova tabulka (10) dvoufizové metody obsa-
huje dva tucelové Fadky — jeden pro prvni fazi metody (kdy se minimalizuji umélé proménné
pred jejich vyloucenim) a druhy, vlastné ptvodni, ucelovy fadek pro pozdéjsi druhou fazi.
Puvodni ucelovy fadek je sice zbytecny pro vypocet prvni faze, ale musime jej upravovat
spolu se zbytkem tabulky, aby na zac¢atku druhé faze obsahoval spravné redukované ceny pro
ptvodni tlohu.

Béhem prvni faze se tak na ptivodni tcelovy fadek divame jako na dalsi omezujici podminku
ulohy (kterd jen definuje hodnotu —x¢ pivodni ucelové funkce), ale fddek této podminky se
nemuze ucastnit vybéru prvku pro pivotovani ze ziejmych divodu. Tabulkové tpravy tohoto
rfadku spolu se zbylymi podminkami ndm zarucuji, ze v kazdém bazickém feSeni vyjadie-
ném nasi tabulkou bude pivodni ucelovy fadek udavat spravné redukované ceny i ticelovou
hodnotu.

2.—5. Postupujeme v téchto bodech podle Algoritmu 7.2, ale méme na paméti, Ze i
ptvodni tcelovy radek je vyloucen z piisobnosti fadkového pravidla, trebaze jinak je
pokladan za bézny radek tabulky.

Komentaf: Je jasné, ze vzhledem k podmince @ > 0 nemiiZze byt optimalizace max —u; —
-+ — up neomezend. Ve skutecnosti predpoklddame optimélni feSeni prvni faze jako @ = 0.
Takové feseni naAm umozni vSechny umélé proménné nasledné vypustit.

6. Pokud optimalni feSeni prvni fize ma kladnou hodnotu (tedy u # 6), pak pivodni
tloha nemé zadné pripustné feseni.

7. Jinak z vysledné tabulky prvni faze vypustime umely acelovy radek i vsechny sloupce
umélych proménnych. Pokracujeme ve vypoctu druhé faze metody uz znamym ztiso-
bem od bodu 2 Algoritmu 7.2.
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Tvrzeni 8.2. Pokud pront faze Algoritmu 8.1 skonci s optimdlnim reSenim s hodno-
tou 0, pak po vypusténi umelych proménnych v bode 7 ziskame prTipustnou vychozi
simlexovou tabulku v jednotkovém tvaru pro puvodni ulohu LP. Pokud naopak pruni
faze skonci s tesenim s kladnou hodnotou, pak puvodni uloha LP nemd Zddné pripustné
resent.

Dikaz (néznak): Odvoldvame se na matematicky vyznam simplexové tabulky shr-
nuty v Oddile 6.4. Zfejmé vypusténi umélych proménnych s nulovou hodnotou z rovnic
ulohy neméni pripustnost stavajiciho feseni. Otazka se tak tyka spravnosti ptuvodniho
ucelového rfadku ve vysledné tabulce. Ten v rozsifené tabulce prvni faze byl zapsan do-
dateénou rovnici zg + ¢- Z = 0, pficemz v aktuélni tabulce na konci prvni faze celkové
mi & - (xg, 7,0) T = ¢y Jelikoz vzhledem k dodateéné podmince je xq stale v bézi ta-
bulky, tato rovnost vyjadiuje aktualni aéelovou hodnotu feseni a jednotlivé slozky &’
jsou aktudlnimi redukovanymi cenami. (Redukované ceny umélych proménnych nehraji
déle roli, nebot umélé proménné se vypusténim stavaji trvale nulovymi.) O

Daisledek 8.3. Algoritmus 8.1 spravné resi ulohy LP.

8.2 Ukazkovy vypocdet

Pro lepsi pochopeni dvoufazové simplexové metody je nejlepsi se podivat na maly na-
zorny priklad jejiho pouziti.

Priklad 8.4. VyresSme Priklad 7.5 za pomoci dvoufazové simplexové metody.

Pripomeneme, Ze v kanonickém tvaru tloha zni

max 80x1 4+ 50x9

20x1 + 1529 +x3 = 1000

41+ 2x9 +x4 = 160

T —x5 = 30
x1, T2, x3, 4,75 > 0,

coz bohuzel nedava tabulku v jednotkovém tvaru. Opét tak budeme muset nejprve zavést
umélou proménnou do posledni rovnice.

Podstatou dvoufazové simplexové metody je, Ze optimalizace probiha ve dvou stup-
nich, nejprve vylouc¢enim umélych proménnych a pak teprve ptvodni ucelovou funkci.
Proto nejprve musime pivodni i¢elovou funkci prevést na rovnost s xy v redukovaném
tvaru.

zo + 80x1 + 50x9 = 0
20x1 + 1bxo a3 = 1000
41  + 2x9 +x4 = 160
T —xr5 = 30
x1, T2, x3,T4,25 > 0,

Nyni je ¢as zavést umélou proménnou zg, jejiz hodnotu budeme v prvni fazi minimali-

99



zovat.

max —g
zo + 80x1 + 50x9 =0
20x1 + 1bxy a3 = 1000
4y + 2x9 +x4 = 160
T —x5 +x6 = 30
x1, T2, x3,T4,%5,26 = 0,

Z posledni formulace ted sestavime vychozi simplexovou tabulku, kterd jiz po tpravé
nultého Ffadku bude v jednotkovém pripustném tvaru.

0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0] 30
8 50 0 0 0 O 0 80 50 0 O O O 0
20 15 1 0 0 0 | 1000 — 20 15 1 0 0 0] 1000

4 2 0 1 0 0| 160 4 2 0 1 0 0] 160

1 0 0 0 -1 1 30 1 0 0 O -1 1| 30

Vsimnéme si dobfte, Ze nase tabulka obsahuje dva tcelové radky. To je pFirozené, nebot
si potfebujeme pamatovat puvodni tcelovou funkci, tj. vztah proménné xg, i novou
ucelovou funkei max —xzg. Zaroven by v plném zéapise tabulky mély byt nalevo pfitomny
prislusné dva ucelové sloupce, ale ty, jak znamo, pro jednoduchost nevypisujeme.

Dale budeme postupovat pivotovanim obdobné jako v Algoritmu 7.2. Ucelovy fadek
proménné xy budeme zpracovavat stejné jako jiné radky tabulky, jen jej vyjmeme z
pusobnosti fadkového pravidla a z pozadavku pripustnosti pravé strany. To znamend,
7e ve vychozi tabulce vybereme podle kroku 4 algoritmu prvni sloupec a z néj posledni
fadek (tfebaze fadkové pravidlo by jinak vybiralo ucelovy fadek xg).

1 0 0 0 -1 0] 30
80 50 0 O O O 0
20 15 1 0 0 0] 1000

4 2 0 1 0 0] 160

10 0 0 -1 1| 30

0 0 0 0 0 -1 0

0 50 0 O &80 -80 | -2400
0 15 1 0 20 -20| 400
0 2 0 1 4 -4 40
1 0 0 0 -1 1 30

Jak vidime z posledni tabulky, dosahli jsme optiméalniho feSeni v prvni fazi metody, tj.
mame minimalni pfipustnou hodnotu umélé proménné zg. Velmi dilezité pritom je, Ze
skuteéné z¢ = 0 a my dale mizeme tuto umélou proménnou z tlohy vyloudit. (Pokud
by se stalo, Zze v optimalnim feSeni prvni faze ma nékterda uméla proménna kladnou
hodnotu, pak pivodni tloha nem4 zadné pfipustné feseni.)

Dalsim dulezitym bodem je role druhého ucelového radku, tj. vztahu proménné x.
Tim, Ze jsme na néj aplikovali stejné operace jako na celou tabulku, mame zaruceno,
7e jim vyjadrena hodnota —zg skutecné udava ucelovou hodnotu aktualniho bazického
feSeni v pavodni tloze. Proto vymazanim nultého fadku a sloupce umélé proménné
x¢ z posledni tabulky ziskdme spravnou vychozi tabulku ptivodni dlohy v pripustném
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jednotkovém tvaru. Déle jiz postupujeme zndmym zptsobem.

0 50 0 0 80 |-2400
0 15 1 0 20| 400
0O 2 0 1 4 40
1 0 0 0 -1 30
0 10 0 -20 0-3200
0 5 1 -5 0] 200
0 05 0 025 1 10
1 05 0 025 O 40

0 0 -25 -20 | -3400
0 1 -75 -10| 100
1 0 05 2 20
0 0 0 -1 30

—_ o OO

Vysledek vypoétu je 1 = 30, 2 = 20, 23 = 100, x4 = x5 = 0. Ucelova funkce méa
hodnotu 3400. Porovnejte si tento vysledek s vysledkem v Ptikladu 7.5. O

Dopliikové otazky

(8.2.1) Vyreste tilohy z Lekce 7 obsahujici umélé proménné pomoci dvoufdzové metody.

8.3 Degenerace a prevence zacykleni

Jak plyne z definice, degenerovana feSeni se v prubéhu simplexové metody objevuji,
pokud prava strana tabulky obsahuje 0. Pak nova baze ziskana iteraci simplexové me-
tody miize odpovidat totoznému FeSeni (vrcholu). Jak pak ale u degenerovanych feSeni
zabranit zacykleni bazi ve stejném vrcholu?

Priklad 8.5. Ukdzka zacykleni Algoritmu 7.2 simplexové metody na tloze LP.
Pouzijme k feSeni néasledujici tlohy LP Algoritmus 7.2 s tim, Ze pii nejednoznacné
volbé sloupcového a fadkového pravidla vybereme podle nejnizsiho indexu.

max —20x, + 53z + 41xz — 20424

2x1 — 1lxe — b3 + 1824 +x5 =0
—x1 +4r9 4+ 213 — 814 +xg = 0
—2x1 + 11x9 4+ bxg — 18214 +rr= 1
T, X9, X3, T4 5, g, x7 > 0

Ctenar nechf si sam zkusi spoéitat nékolik iteraci simplexové metody podle popsané
implementace. (Po Sesté iteraci uvidi, ze ziskal zpét jednu z pfedchozich tabulek.) O

Definice 8.6. Lexikografické porovnani vektoru (“zprava”):
Vektor 7 je lexikograficky mensi nez §/, piSeme Z < 7/, pokud

Jitx; <y NVi>iixj=vy;.

Vektor 7 je lezikograficky kladny, pokud Z > 0.
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Komenta#: Lexikografické porovnavani jiz asi ¢tenaf zna jako zpusob fazeni slov ve slovniku
(lexikon) — jednotlivd pismena slov odpovidaji slozkdm vektorti. Je tfeba si vSak uvédomit,
7e nase definice porovnava zprava, tedy od konctu vektort.

Vyznam lexikografického porovnani vektort pro vylepseni Algoritmu 7.2 simplexové
metody tkvi v nasledujicich poznatcich.

Tvrzeni 8.7. Méjme simplexovou tabulku, jejiz kazZdy radek mimo tucelového je lexiko-
graficky kladny. Zvolme jeji libovolny sloupec s s kladnou redukovanou cenou.

a) Je-li v tabulce a; s > 0, pak aplikace pivotu na a; s lexikograficky zmensi vektor
ucelového tadku.

b) Je-li i > 0 index tadku tabulky s lexikograficky nejmensim vektorem ﬁ(d},bi),
pak po aplikaci pivotu na a; s zistane kaZdy radek mimo uceloveho le:l;ikogmﬁcké/ kladny.

Diikaz: Oba zavéry piimocafe plynou z definice lexikografického usporadani a z vy-
znamu pivotu. Detaily ponechame ¢tenari. O

Algoritmus 8.8. Lexikografické simplexové metody
Algoritmus 7.2 simplexové metody zpresnime v ndsledujicich dvou bodech.

e V kroku 1 u vychozi tabulky pfesuneme sloupce vybrané jednotkové podmatice na
konec. (Tim zajistime lexikografickou kladnost vychozi tabulky.)

e V kroku 4.b fadkového pravidla vybirame radek ¢ > 0 tabulky s lexikograficky nejmen-
$im vektorem ﬁ((z’i, b;) mezi a; s > 0.

Véta 8.9. Algoritmus 8.8 lexikografické simplexové metody vidy skonci se spravnym

vysledkem.

Dtkaz: Jelikoz podle Tvrzeni 8.7 se kazdou iteraci Algoritmu 8.8 lexikograficky zmensi
ucelovy tadek tabulky, nikdy se v prubéhu algoritmu stejné tabulka nezopakuje. Jak
vime (Oddil 6.4), piipustnd béazicka feseni jednoznaéné odpovidaji pfipustnym zapisim
tabulky ulohy v jednotkovém tvaru. Proto se nezopakuje v prubéhu algoritmu ani stejné
bazické feseni tlohy. Takze algoritmus musi skoncit v konecném case.

Spravnost vysledného feseni tlohy pak plyne z Lematu 6.5. O

Doplikové otazky
(8.3.1) Kde ve vypoctu Piikladu 8.5 lexikografické pravidlo zméni priibéh vypoctu?

*(8.3.2) Dokazete nalézt jiny (podstatné) priklad zacykleného vypoctu zakladni simplexové
metody nez je v Prikladé 8.57

8.4 Poznamky k simplexové metodé
7 ptredchozich Vét 8.2.8.9 plyne hlavni zavér naseho vykladu:

Dusledek 8.10. Dvoufdzova lexikografickd simplerovd metoda vidy skonci a sprdavné
nalezne optimdlni Teseni ulohy, nebo pripadné potvrdi jeho neexistenci.

Jak jsme jiz uvedli, exponencialni horni odhad poctu krokt simplexové metody pros-
tou enumeraci vSech moznych bazickych reseni zatim neumime nijak podstatné vylepsit.
Co se tyce slozitosti nejhorsiho pripadu vypoctu, je znamo nasledujici:
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Fakt: Pro kazda bézné pravidla vybéru pivota v simplexové metodé jsou zndmy proti-
priklady vyzadujici exponencialni pocet krokiu vypoctu.

Pro feseni tlloh LP jsou znamy algoritmy s nejhorsi polynomalni ¢asovou slozitosti
(viz Khachiyan, Karmarkar), avSak pro svou jednoduchost a rychlost v béznych prak-
tickych vypoctech se stejné nejéastéji pouziva simplexova metoda.

Na zavér si udélame maly piehled (nastin) nékterych dalsich uziteénych variant im-
plementace simplexové metody. Pro jejich podrobné nastudovani ¢tenare odkazujeme na
doplikovou literaturu.

e Redukovand simplexovd metoda

Jedné se o pamétove tspornéjsi variantu simplexové metody, ve které samotné jednot-
kova podmatice I v matici A neni uloZena v tabulce a misto toho bazické proménné
prifazujeme fadktm.

e Revidovand simplexovd metoda

Jeji pouziti je vyhodné, kdyz ma tloha mnohem vice proménnych nez nerovnosti. Pak
viubec nemodifikujeme vychozi tabulku — matici A, ale misto toho rfadkové upravy
(pivoty) provadime na (n + 1) x (n + 1) matici D, kterd zleva nasobi A. Tabulka
simplexové metody je tedy v kazdém kroku dana matici D - A.

Komenta¥: Vyhodou je, ze upravujeme pouze “malou” matici D a celd tabulka se ani nemusi
drzet v pracovni paméti.

e Dudlni simplexovd metoda

Tato metoda, zjednodusené receno, prochézi pripustnd feseni dualni tlohy, az najde
pripustné primarni feseni.

Komenta¥: Vzpomenme si, ze simplexova tabulka duélni tlohy se snadno ziska transpozici té
primarni. Proto lze mezi primarni a dualni tlohou snadno prechazet. Vyhodou duélni tlohy
tfeba muze byt to, ze v ni nékdy nalezneme vychozi pripustné feseni bez pouziti umélych
proménnych.

Doplikové otazky
(8.4.1) V jaké situaci mé nejvétsi prinos redukovand simplexovd metoda?

*(8.4.2) Cemu geometricky odpovida exponencidlné dlouhy vypocet simplexové metody?
Mame na mysli vyjadreni jako “prochazky po vrcholech a hranach”. ..

Rozsifujici studium

Co se tyc¢e moznosti rozsirujiciho studia, plati i zde poznamky z konce Lekce 6. Na tomto
misté bychom chtéli piidat nékolik referenci tykajicich se predevsim vypocetni slozitosti tiloh
linearni optimalizace.

Priklad ulohy LP, jejiz vypocet béznou simplexovou metodou vyzaduje exponencialné
mnoho iteraci, podali [Klee a Minty, 1972]. Ctenai miiZe nalézt jeho popis naptiklad v
[H.J. Greenberg,
http://carbon.cudenver.edu/ hgreenbe/glossary/notes/Klee-Minty.pdf]. V dnesni
dobé jsou jiz znamy varianty metody, které randomizované garantuji ukonceni vypocty v
subexponencialnim c¢ase, ale polynomialni horni odhad jesté nebyl dosazen.

Pro polynomialni feseni tilloh LP jsou znamy nasledujici dvé metody, které ale jiz presa-
huji rdmec naseho textu: ellipsoid method [Khachiyan, 1979] a interior point method [Kar-
markar, 1984]. Pfitom pouze druh4 z nich se ukazuje jako dobre prakticky pouzitelnd. (Ale v
praktickych vypoctech stejné vétsinou vitézi simplexova metoda.) Blize viz [7, Chapter 1.6].
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Cast I1I
Diskrétni a Kombinatoricka
Optimalizace

9 Uloha celoéiselné optimalizace

Uvod

Ulohy linearniho programovéni ted jiz ponechame za nami a podivame se na novou zaji-
mavou tridu optimalizacnich tloh: V praxi se totiz casto vyskytuji okolnosti formulace tloh,
ve kterych nékteré (¢i vSechny) vystupujici proménné mohou nabyvat pouze celociselnych
hodnot. (Napiiklad nemiZeme jednoho pracovnika “piepulit” na dva tikoly, zapocaty pra-
covni tikon treba nelze prerusit, nemiizeme poslat na trasu linky pouze ¢tvrt autobusu, a
podobné.) Pritom v takovych tlohdch jinak omezeni vypadaji obdobné jako v uz znamych
tlohach LP.

Zminéné okolnosti pak vedou na tilohy celoc¢iselné linearni optimalizace, neboli celociselné
programovani IP. V zasadé se da Fici, ze tiloha IP je tilohou LP s dodatecnymi podminkami
celociselnosti proménnych. Tato analogie je vSak také zavaddjici, nebot tilohy IP jsou nesrov-
natelné komplikovanéjsi pii formulaci i obtiznéjsi pii feseni.

V této uvodni lekci posledni ¢asti si fekneme o zptisobech formulace celoc¢iselnych linear-
nich optimalizacnich 1iloh IP a o zakladnim postupu jejich feseni pomoci “vétveni” a odhadu
linearni relaxace tilohy.

Cile

Ukolem této lekce je nejprve piiblizit ¢tenafi na piikladech, jak se matematicky formuluji

vvvvvv

jsou zafazeny do néasledujicich lekci.) Dale bude struc¢né priblizena zékladni metoda vétvent
a mezi pro reseni uloh IP.

9.1 Uvodni piiklady IP

Opét pro nazornost vykladu za¢neme hned s jednoduchymi priklady tloh celociselné
optimalizace. Poznamenavame, ze pro tuto tfidu tuloh se pouzivaji zkratky IP nebo
obecnéji MIP. (Z anglického Integer Programming.)

Priklad 9.1. Opét se vratme ke starému znamému Prikladu 3.1 o lupincich a hranol-
cich s dodateénym pozadavkem, Ze musime vyrabét (kvili baleni produkti) Iupinky
i hranolky v celoc¢iselnych nasobcich mnozstvi 15kg.

Reseni: Pouzijeme ptivodni LP formulaci tlohy

20+ 1.5h < 100
0.4¢402h < 16
Lh >0,
ale pfidame dodatec¢nou podminku
¢ =15z, h =152, kde 21,20 € N. (11)

Graficky si tuto formulaci vyznac¢ime na Obrazku 9.1. Z nahledu na obrazek vidime, ze
omezeni ulohy nam popisuji polyedr jako v tloze LP (Srafovany) a dodateénd podminka
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celociselnosti definuje jisté “miizové body” (znacené teckami). Pfitom piipustnymi fe-
Senimi jsou ty mrizové body, které lezi v polyedru, tj. mnozinou pripustnych FeSeni je
prunik onoho polyedru s “celo¢iselnou mrizi”. Role uc¢elové funkce pritom zustava stejna
jako v tlohach LP. V tomto jednoduchém ptipadé piimo z obrazku vycteme optimalni
feSeni tlohy ¢ = 15kg, h = 45kg.

h
80 -
\
\
\
66 \
\
\
\
\
\
\
40 . \ 804 + 50h — max
\
\
\
. (R
\
\
\
\
\
\
15 . . N
\
3
\

i —
15 40 50\ 80 ¢

20 + 1.5h < 100

0.4¢ 4 0.2h < 16

Obrazek 9.1: Graficky vyznam formulace a Feseni ulohy IP (Pfiklad 9.1): MnozZina feSeni
puvodni tlohy LP je srafovand, mozna reseni v celociselnych nasobcich 15kg jsou znacena
teckami a celociselné optimum je vyznaceno krouzkem.

Komentaf: Vsimnéme si, ze je nové nalezené feSeni ¢ = 15kg, h = 45kg mirné horsi nez
v Prikladé 3.1 bez podminky celoc¢iselnosti ¢ = 20kg, h = 40kg. Je prirozené, ze pridanim
dalsich podminek se kvalita feSeni mize zhorsit.

Nakonec si zadéni nasi tlohy mtizeme po pfimém dosazeni z (11) zapsat jako

2-1521+ 15152z < 100
0.4-15214+0.2-152z9 < 16
21,22 € N.

a

Priklad 9.2. Leteckd spolecnost prepravuje cestujici z mésta S do ¢ty sousednich
mést A,B,C,D. Na dnesni den jsou pozadavky na prepravu do mésta A 110 cestuji-
cich, do B 70, do C 58 a do D 62 cestujicich. Nase spole¢nost pritom ma k dispozici
dva typy letadel: Prvniho typu ma 6 letadel s kapacitou po 33 mistech a s fixni cenou
letu 120. Druhého typu ma 4 letadel s kapacitou po 60 mistech a s fixni cenou letu
190. Navrhnéte, kolik letadel kterého typu ma dnes spolec¢nost vypravit do kterého
mésta, aby pokryla pozadavky prepravy a zaroven minimalizovala cenu letu.
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Schematickym obrazkem si zadani zakreslime takto:

D C
62 58
S
typ let. | pocet kapacita cena
110 70 1 6 33 120
A B 4 60 190

Reseni: Jednoduse pouzijeme védomosti, které jsme jiz ziskali p¥i formulaci tiloh
LP. Necht nix znac¢i pocet letadel prvniho typu leticich do mésta X = A,B,C,D.
Podminky celkového poctu letadel jednotlivych typt zformulujeme:

nia+nip+nic+nip < 6
noA +nep +noc +nep < 4
Podminky pfepravy cestujicich zni:
33711,4 + 60’1’LQA Z 110
33n1g +60neg > 70
33nic + 60nyc > H8
33nip + 60nep > 62

Ucelova funkce je taktéz ziejma,
min 120(n1A + B+ nic + TLlD) + 190(’1’LQA + naop + nac + TLQD).

Co nam jesté ve formulaci tlohy chybi?
Vyfesime-li takto zadanou tlohu, vysledkem budou nésledujici nenulové hodnoty:

nia = 1.8182, nogq = 0.8333, nap = 1.1667, ngc = 0.9667, nep = 1.0333
To je samoziejmé nesmyslné — neuvedli jsme podminky celoc¢iselnosti

n1A,N1B,N1C, M1D,N24, N2B, N2, N2p € N.
S dodateénymi celoc¢iselnymi podminkami jiz optimalni feSeni vyjde
nip =1, nip =2, noga =2, nap =1, ngc =1, nop =0,

neboli do mésta A poleti dvé velka letadla, do B malé a velké, do C jedno velké a do D
dvé mala. O zpusobech obecného FeSeni tiloh IP si fekneme za chvili. O

Dopliikové otazky
(9.1.1) Jak byste Piiklad 9.2 zformulovali s bindrnimi proménnymi?

(9.1.2) Rozmyslete si dalsi omezujici pozadavky v Prikladé 9.2, napriklad co kdyz pozadu-
jeme stejny typ letadla do jedné destinace. Jak je zformulujete matematicky?

(9.1.3) Predstavme si, Zze bychom ulohy IP fesili jako tilohy LP a nésledné bychom vysledek
zkusili zaokrouhlit nahoru nebo dolii. Pomineme-li moznost, ze “blizka” cela feseni prosté
nemusi byt pfipustnd, co jesté déla takovy pristup prakticky nepouzitelnym? (Napovime,
Ze to souvisi s velkym mnozstvim celo¢iselnych proménnych.)
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9.2 Formulace tlohy (M)IP

Pri matematické formulaci tloh celoc¢iselné optimalizace postupujeme podobné jako pri
ulohéch LP.

Definice 9.3. Uloha celoéiselné (linedrni) optimalizace
je tlohou najit max ¢- (Z, 2) za podminek

Az < b
7z > 0
7 e 7

Slozky vektoru & jsou redlné promeénné, slozky z' jsou celociselné proménné, oba typy
se volné misi v linearnich nerovnostech vyjarujicich podminky tilohy. Hodnoty slozek 2
obvykle mohou nabyvat jen koneéné mnoha hodnot (fikdme, Ze pak je Z' omezené).

Znaceni: Takto zadané tloze se obvykle fikd smiSend se zkratkou MIP (mixed IP),
vyjadrujice fakt, ze ve formulaci se misi celociselné i realné proménné. Zkratka IP pak
oznacuje ulohu celociselné optimalizace bez redlnych proménnych, coz je pomérné casty
prakticky pripad.

Definice: Uloha MIP je v zdkladnim tvaru, pokud je formulovana jako

max ¢ (Z,2)

A-Z2)T < b
>0
zZ e {0,1}"

Proménnym z; € {0,1} se fika bindrni promeénneé.

V praxi se ukazuje, ze obvykle mohou celo¢iselné proménné nabyvat jen konecéné
mnoha hodnot (naptiklad 0,1,..., k) a v jinych pfipadech omezeni hodnot celoé¢iselnych
proménnych 1ze snadno do tlohy doplnit. Proto se nadale budeme zabyvat jen tilohami
MIP s omezenymi celo¢iselnymi proménnymi.

Véta 9.4. Kazdou ulohu MIP s omezenymi celociselnymi promeénnymi lze prevést na
zakladnt tvar.

Ditkaz: Kazdou celoéiselnou proménnou z; € {0,1,...,k; } (dle pfedpokladt omezena)

nahradime [ = [logy(k; + 1)] proménnymi 2?, 21, ..., zﬁ_l a pifeme z; = 29 + 22! + ... +
21_12571 (jako v bindrnim zépise hodnoty z;). Je zfejmé, Ze kazda ptipustnd hodnota
z; jednozna¢né odpovidé jisté pifpustné posloupnosti hodnot z?, 2}, ...,zﬁ_l c {0,1},
ktera vyjadruje ¢islice binarniho zapisu ¢isla z;. Nakonec pfipadné rovnosti a nerovnosti

podminek tlohy prevedeme do zdkladniho LP tvaru podle Véty 3.5. O

Zobecnéné formulace tiloh MIP

Jako v pripadé tloh LP, i v podminkéach tloh MIP se mohou kromé levych nerovnosti
vyskytovat i pravé a pfipadné rovnosti a neomezené realné proménné. Vsechny tyto
pripady snadno dokadzeme prevést na zakladni tvar podle diivejsi Véty 3.5.

V pripadé celociselnych tloh jsou vsak moznda i nasledujici netrividlni zobecnéni
celoc¢iselnych proménnych. Poznamenavame, ze potom budeme obecnéji mluvit o tlohach
diskrétny optimalizace, kde slovo diskrétni nevyjadiuje zadné utajeni, ale nespojitost
mnoziny hodnot proménné.
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Lema 9.5. Do zdkladniho tvaru ulohy MIP lze prevést take ulohy diskrétni optimalizace,
ve kterych se vyskytuji diskrétni proménné t ndsledujicich typi:

e Proménné s vice diskrétnimi realnymi hodnotami, tj. proménnd t; € {aq, g, ..., ar},
kde a, ..., ap jsou libovolna redlna cisla.

e Semikontinudlni proménné, tj. proménnd t; € {0} U [a, 5] nabyvajici nulové hodnoty
nebo hodnoty z intervalu [o, §] (neobsahujictho nulu).

e Promeénné s vice intervalovymi hodnotami, tj. proménnd t; € [aq, $1] U [ag, Bo] U ...
s hodnotami ze sjednoceni nekolika disjunktnich uzavrenych intervali.

Dikaz: Je vidét, ze staci dokézat tfeti bod, jelikoz prvni dva jsou jeho speci-
alnimi pripady. Nechf se mnozina piipustnych hodnot pro ¢; skldadd z [ intervalt
[, B1], [, 2], - - -, [aq, Bi]. Pouzijeme | — 1 bindrnich proménnych zo,...,z; a doda-
tecné podminky

Zig+--+zp <1

l l
a1+ Y zjlaj—o1) <t < B+ Y (85— B).
j=2 j=2
Proménné z;; nam tak “vyberou”, ve kterém z intervalii bude lezet hodnota ¢;. (VSimnéte
si, ze prvni nerovnost zarucuje, ze bude vybrén jen jeden interval.) O

Dopliikové otazky

(9.2.1) Pro¢ pri pfevodu na zakladni tvar MIP (Véta 9.4) postupujeme takto a ne tieba
nahradou proménné z € {0, ..., k} proménnymi z = z* +-- -+ 2F? M4 to jesté jiny diivod
nez jen nizsi poc¢et binarnich proménnych?

(9.2.2) Rozmyslete si, jak tieba v rdmci formulace tlohy MIP ziskdte hodnotu, kterd je
zaokrouhlenim proménné 1?7

(9.2.3) Jak v rdmci formulace tlohy MIP ziskate hodnotu, kterd je zlomkovou ¢dsti proménné
x1? (Predpoklddejte, Ze x1 neméd celou hodnotu.)

*(9.2.4) Podivejte se znovu na FeSeni predchozi otazky. Proc¢, at jakkoliv zadefinujete zlom-
kovou c¢ast y; proménné x1, bude v pripadé celé hodnoty x1 jeji zlomkova cast neurcena
jednoznacné (y; = 0,1)?

*(9.2.5) Predstavte si tlohu IP s omezenymi celymi proménnymi z1, zo. Jak v ni vyjadrite
pozadavek zy # 257

9.3 Reseni tilloh MIP relaxaci a vétvenim

Nyni si ve zjednoduseném podani uvedeme jednu ze zakladnich metod pro feseni tloh
MIP. Ta je zalozena na myslence “rozvétveni” ptuvodni ulohy podle voleb hodnot jednot-
livych celociselnych proménnych do mnozstvi podiloh umisténych v “binarnim stromu”,
a nasledném prohledavani vsech uzlia takového “stromu” a feSeni podiuloh pomoci line-
arni optimalizace.

Definice 9.6. LP - relaxact ulohy MIP zikladniho tvaru

max ¢ (Z,2)

Az < b
i >0
Z e {0,1}*
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je uloha LP ve tvaru:

max ¢- (&, 2)
A- (2,27 < b
zZ <1
z,Z > 0

Komenta¥: LP relaxaci zakladni ilohy MIP vlastné ziskdme rozsifenim pripustného oboru
pro proménné Z z hodnot 0,1 na cely interval [0, 1]. Geometricky si lze pFedstavit poly-
edr vSech pripustnych feseni LP-relaxace a v ném obsazené “miizové” body odpovidajici
pfipustnym celym hodnotdam z' € {0,1}*, podobné Obrazku 9.1. Podrobnéji viz p¥isti lekce.

Fakt: Mnozina pfipustnych feseni zakladni tlohy MIP je pravé prinikem mnoziny pfi-
pustnych feSeni jeji LP-relaxace s miizovymi body {Z € {0,1}*}.

Definice: Hodnotu optimélniho feseni LP-relaxace tlohy MIP nazyvame (LP-)relaxacni
mezi pro ptuvodni tlohu MIP.

Fakt: Hodnota optimélniho feSeni tlohy MIP neni nikdy lepsi nez hodnota jeji LP-
relaxacni meze. Proto pokud najdeme pripustné reseni tilohy MIP dosahujici hodnoty
jeji relaxac¢ni meze, mame optimalni feseni.

Nasledujici schéma zjednodusené popisuje zédkladni principy, na kterych je postaveno
feseni celoc¢iselnych tloh metodou vétveni a mezi. Obecnéjsi a Sirsi popis ¢tenal najde
znovu v Lekci 10.

Algoritmus 9.7. Jednoduchd metoda vétveni a (relaxacnich) mezi
Méjme danou dlohu MIP v zdkladnim tvaru, tj. s bindrnimi proménngmi Z.
Necht f je globalni pomocna proménna inicializovand f = —ooc.

Procedura branch&bound (U: zakladni uloha MIP)

1. £ = (LP-)relaxace U, 5° = optiméalni feSeni £, r° = jeho relaxa¢ni mez.

2. Pokud £ nemé pripustné feseni nebo r7° < f, vratime se bez feSeni return (.

3. Pokud £ nema optimalni feSeni z divodu neomezenosti a zaroven v L jsou vSechny
slozky 7 celé (vlastné £ = U), polozime f = 0o a vratime return ().

4. Pokud optimélni feSeni s° je piipustné (celociselné ve slozkach 2) Feseni U, polozime

f =r° a vratime return s°.

5. Zvolime bindrni proménnou z; (nedeterministicky) v U a vytvorime jejim dosazenim
podulohy
Zavolame rekurzivné
5! = branch&bound (i) a 52 = branch&bound (U1)
zarovell nedeterministicky. Vracime lepsi z obou feseni return max (5!, 52).
Navratova hodnota procedury je optimalnim fesenim tlohy U s tcelovou funkei f. Pokud

f = —o0o, tloha nem& pripustné reseni, pokud f = oo, loha nemé optimalni feseni z
divodu neomezenosti.
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Poznamka: Pro spravné porozumeéni algoritmu je tfeba upfesnit vyznam nedeterministickijch
krokt v bodé 5. Za prvé, algoritmus bude fungovat s jakoukoliv volbou “vétvici” proménné z;,
takze je zde ponechana uzivateli volba pro co nejlepsi implementaci. Za druhé, obé vétve poduloh
se musi zavolat v rekurzi, ale nikde neni urceno, v jakém poradi, takze opét méa uzivatel moznost
volby. Dokonce je mozno kdykoliv zpracovani jedné podulohy odlozit a pokrac¢ovat mezitim jinymi
vétvemi.

Tvrzeni 9.8. Algoritmus 9.7 vidy (pro jakoukoliv volbu vykondni a poradi nedetermi-
nistickych kroki) skonéi a sprdvné nalezne optimdlni TeSend.

Dtkaz: Necht d je pocet bindrnich proménnych — slozek Z. Pak zfejmé zadné vétev
rekurze neni hlubsi nez d, nebot kazdym zanofenim se snizi pocet binarnich proménnych
v tloze. Nakonec pokud tloha U neobsahuje bindrni proménné (Z nemé slozky), tak se
vzdy aplikuje jeden z kroki 2,3,4 pied 5 a rekurze se ukonci. Takze algoritmus skonci
po O(29) iteracich procedury branch&bound.

Predpokladejme, Ze optimalni feSeni tlohy &/ méa binarni slozky rovny z°. Pak ve
vétvi rekurze, kterd odpovida volbam hodnot Z jako v z° bude toto FeSeni nalezeno jako
piipustnd relaxa¢ni mez tlohy £'. (Uloha U | Z = Z° je jiz tilohou LP, kterou umime
presné vyresit.) Toto pfipustné feSeni pak jako nejlepsi mozné (pfipadné jedno z nékolika
stejné hodnoty) bude vréaceno procedurou branch&bound. O

Komenta#: Riznymi implementac¢nimi zptisoby volby proménné z; pro “vétveni” se budeme
zabyvat v pristi kapitole. (Algoritmus korektné funguje pro jakoukoliv volbu, ale vhodnou
volbou jej lze vyrazné urychlit.)

Podivejme se blize na analyzu slozitosti v diikaze 9.8 — ¢asovy odhad O(2%) je velmi
“Spatny” jiz pro pomérné malé hodnoty d. Co vsak zpusobuje tento exponencialni narust
slozitosti algoritmu? Je to prohledavani mnoha vétvi az do uplného konce, do hloubky d.
Nasi snahou pii implementaci algoritmu tedy musi byt co nejrychleji “zabit” vSechny neper-
spektivni vétve rekurze. V praxi se s nejvétsim potencidlem k vylouceni vétvi rekurze ukazuje
krok 2, kdyz relaxacni mez vyjde horsi nez nejlepsi dosud nalezené feseni. K aplikaci tohoto
kroku vsak jiz néjaké pripustné feseni potfebujeme mit nalezené, proto by nasi snahou mélo
zpocatku byt co nejdiive nalézt (jedno, jakym zpisobem) néjaké dobra pfipustnd celo¢iselnd
feSeni ulohy.

Doplikové otazky
(9.3.1) Méjme tlohu IP s bindrnimi proménnymi. Co se geometricky stane s mnoZinou
piipustnych Feseni, pokud pirejdeme k LP-relaxaci?

*(9.8.2) Co presné nastava, pokud tloha MIP (s omezenymi celo¢iselnymi proménnymi) je
neomezena?

3. ajdéte prikla edna vétev v Algoritmu 9.7, kro e neomezena a zaroverl
*(9.3.3) Najdéte piiklad, kdy jed 2 Algoritmu 9.7, krok 5, j 1 } 1
druha je nepripustna.

9.4 Jednoducha ukazka ulohy IP

Priklad 9.9. Letecka spolecnost ma prepravit 141 lidi z mésta A do B. K dispozici

ma ctyii letadla: kapacita cena letu

L1 90 300
L2 60 210
L3 50 200
L4 33 130

Ktera letadla ma zvolit, aby dosahla nejlevnéjsiho feseni?
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Reseni: Zformulujeme si tilohu matematicky modelem IP:

min 30021 + 21022 4 20023 4 13024
9021 + 6029 + 5023 + 3324 > 141
Zi € {0, 1}

Pro aplnost si jesté uvedeme jeji LP-relaxaci:

min 300z1 + 21029 + 20023 + 13024
9021 4 6022 + 5023 + 3324
0 S Z;

141

IN IV

Takto relaxovana tiloha ma feSeni z1 = 1, 20 = 0.85 a z3 = z4 = 0.
Nésledovanim Algoritmu 9.7 nakonec dospéjeme k (ocekdvanému) optimélnimu ce-
loc¢iselnému feseni z; = 29 = 1 a 23 = z4 = 0. Vysledek: poleti L1 a L2. O

Doplikové otazky

(9.4.1) Zakreslete si podrobné bindrni strom vétveni Algoritmu 9.7. Kolik bude mit vnitinich
uzld a lista?

Rozsifujici studium

Pro dobry obsahly ivod do problematiky formulace tiloh MIP doporucujeme nasledujici
ucebni texty [3, Kapitoly 2,4.1] a [7, Chapter I1.1]. Nékteré pokrocilé zpusoby formulace
tloh MIP budou také ukazany v Lekci 12. Konkrétné jednoduchou a snadno aplikovatelnou
formulaci metody vétveni a mezi mize ¢tenal nalézt v [3, Oddil 4.3].

10 Vyznam a rfeseni uloh MIP

Uvod

Predchozi neformalni uvedeni zpiisobu Feseni tloh celo¢iselné optimalizace je v nasledujici
lekci postaveno na pevné matematické zalady. Nas nahled na pripustna reseni tiloh MIP je
pres (celoc¢iselné) “mrizové” body v prostoru:

Omezeni (nerovnosti) dang tilohou MIP geometricky definuji polyedr jako v pfipadé tiloh
LP, avsak nyni za piipustna feseni bereme jen ty body, keré jsou v priiniku onoho polyedru
s tzv. celoc¢iselnou mtizi danou podminkami celociselnosti na vybranych proménnych. Nase
optimalizace se tak tyka pouze tohoto pruniku nebo jeho konvexniho obalu. (Ano, konvexni
obal pripustnych mfizovych bodu je polytop, tedy i polyedr, ale jeho popis nerovnostmi
povétsinou efektivné ziskat neumime pro jeho rozsahlost.)

Reseni pomoci metody vétveni postupné déli a prohledava celo¢iselnou miiz tlohy, pfi-
cemz si pomaha napriklad linearnimi relaxacemi tlohy pro vylouceni neperspektivnich vétvi
hledani. Pochopitelné nejpozdéji po rozdéleni mrize na jednotlivé body je tiloha vyfteSena
opakovanou aplikaci linearni optimalizace. Jedna se vsak o dlouhy, az exponencialné, proces.

Cile

V lekci si osvojime pojem celociselné miize, kterd popisuje pfipustnd (celociselna) fesent
tloh MIP, a ukazeme vyznam konvexniho obalu celociselnych feseni tlohy. Dale si popiseme
obecné schéma metody vétveni a jeji implementaci pomoci mezi linearnich relaxaci tlohy.
Na prikladé rozvrhovani si ukazeme i alternativni zpisob relaxace tlohy v této metodé.
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10.1 Celociselna mriz

Jak jsme jiz psali, pripustna reseni tloh IP se ziskaji jako prinik vSech feseni odpovidajici
ulohy LP (tj. jeji LP-relaxace) s jistou “celoéiselnou m¥izi”. Nyni je na ¢ase tento pojem
a souvisejici poznatky matematicky zformalizovat.

Definice: Celociselnd miiz v RY (dimenze d) je mnozina vSech bodi s celo¢iselnymi
soufadnicemi
d ) d
M ={(z1,...,24) : 21,...,2q4 € Z°}.

Takova definice vsak staci postihnout pouze ulohy IP, ale co s obecnéjSimi lohami
MIP, které obsahuji i realné (neboli kontinudlni) proménné?

Definice: Rozsirend celociselna mriz dimenze d + r je mnozina vSech bodt
d,r __ . d
M = {(z1, .., Tpy 215, 2q) ¢ (215, 2q) € MY xq,...,2, € R}.

Je to tedy sjednoceni vsech disjunktnich podprostortt dimenze r, jejichz poslednich d
soufadnic jsou fixni celo¢iselné hodnoty.
Dulezitost mrize pro tlohy IP ukazuje nasledujici zfejmy poznatek.

Fakt: Mé&jme tlohu IP U s omezenymi celoc¢iselnymi proménnymi. Pak mnozina pfipust-
nych feseni U (jako podmnozina miize M%) je koneéna a jeji konvexni obal je polytop.
Podle Véty 4.12 lze tudiz konvexni obal ) pripustnych feseni tlohy U/ zapsat jako po-
lyedr @, na kterém pak mtzeme pouzit béznou linearni optimalizaci: Jelikoz Tesenim
LP je néktery krajni bod polyedru, je vysledkem linearni optimalizace na @ jedno z
pripustnych feseni U.

Pozor, uvedeny fakt vSak neznamend, ze bychom razem meéli efektivni metodu feseni
uloh IP, nebot v obvyklych prikladech slozitost zapisu polyedru @ obrovskym zptsobem
vzroste oproti ptivodni tloze (oproti pivodnimu polyedru linedrni relaxace).

O neékterych dtlezitych piikladech, kdy konvexni obal pfipustnych feSeni dlohy IP
umime zapsat rozumnym zpusobem (jako tzv. celo¢iselny polyedr) se zminime v Od-
dile 12.3. Nyni si jeSté naznacime pfirozené rozsifeni naseho faktu:

Tvrzeni 10.1. Méjme ulohu MIP U s omezenymi celociselnymi proménnymi. Pak kon-
vexni obal K mnoziny pripustnych feseni U (jako podmnoziny miize M®" ) je polyedrem.

Dikaz (naznak): Pro zjednodusSeni se omezime na ptipad, kdy vSechny proménné v U
jsou omezené. Necht tedy P je (omezeny) polyedr definovany nerovnostma tlohy U, tedy
7e PNIM®" jsou pravé pifpustné feseni . Nechf 7 je vektor celoéiselnych proménnych.
Pak diky omezenosti muze Z nabyvat jen koneéné mnoha hodnot z jisté podmfize z' €
M C M?. Z definice polyedru je PN {Z: Z = Z!} omezenym polyedrem pro kazdou
volbu z1 € M, tedy i polytopem s koneénou mnozinou vrcholtt V(z1). Polozime V =
Ustenr V(Z'), coz je také kone¢na mnozina, a K je konvexnim obalem V, tudiz je K
polytopem i polyedrem. O

Poznémka: Idea hledani polyedru, ktery je konvexnim obalem pfipustnych feseni ilohy MIP, stoji
za obecnym schématem tzv. “cutting-plane” algoritmi pro feseni MIP.

Zakladnim krokem je postupné pridavani platnych nerovnosti k puvodni formulaci tlohy,
tj. pridavani takovych nerovnosti, které nevyplyvaji z linedrnich kombinaci ostatnich nerov-
nosti ulohy, ale které zachovaji mnozinu pfipustnych celo¢iselnych feseni. (Toto si lze predstavit
jako “ufiznuti” necelociselnych vrcholt polyedru.) Dulezitym ptivodnim piikladem takovych ne-
rovnosti jsou Gomoryho rezy, které v konecném poctu krokt konverguji k optimalnimu feseni
ulohy IP.
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Doplnkové otazky
(10.1.1) Pro¢ asi tlohy IP umoziiuji mnohem vétsi variabilitu formulaci nez tlohy LP?
(Podivejte se na otdzku geometricky.)

*(10.1.2) Je pravdou, Ze konvexni obal mnoZiny piipustnych feSeni tlohy IP (bez omezeni
proménnych) je vzdy polyedrem?

10.2 Obecna metoda vétveni

NizZe popsand obecné metoda vétveni rozsifuje pojeti Algoritmu 9.7 na rtzné typy rela-
xaci tlohy MIP, které nemusi byt linedrni ani nemusi byt feseny simplexovou metodou.

—

Definice: Necht U je tlohou MIP s redlnymi proménnymi ¥ = (z1,...,2,) a ce-
lo¢iselnymi proménnymi Z = (z1,...,24), které patii do rozsifené celociselné miize
(#,7) € M®". Oznaéme P mnozinu piipustnych feseni &/. Mnozinu R (libovolnou) na-
zveme mnozinou relaxovangch tesent Glohy U, pokud P = R N M%" je prinikem R s
celoéiselnou mifzi M®",

Algoritmus 10.2. Obecnd metoda vétveni pro Tesent uloh MIP

Méjme ddnu obecnou ulohu MIP s redlngmi proménnymi & = (x1,...,2,) a celociselngmi
proménnymi Z = (z1,...,24), ve které je icelovou funkci maxc- (Z, 2).

Necht f je pomocné globalni proménné inicializovand f = —oo a necht M je podmnozina
celoc¢iselné mrize obsahujici vSechny pripustné hodnoty Zz.

Procedura branch&bound (: obecna tloha MIP, M C M%)

1. Pokud M obsahuje jediny prvek, pak fixujeme z° € M a feSime tlohu LP U/ | 7= z°
(tfeba simplexovou metodou). Vratime jeji optimalni feSeni return (z°,2°).

Zvolime R C R’ : libovolnad mnozina relaxovanych feseni tlohy U | 7€ M.

7 =max{C-t:t € R} a t°€ R:r°=¢-1° (optimélni feSeni relaxované tulohy).
Pokud r° < f nebo R = (), vratime se bez feseni return ().

Pokud r° = co pro né&jaké piipustné Z € M, polozime f = co a vratime return (.

Pokud je t° € M, tj. ptipustné v nasi U, polozime [ = r° a vratime feSeni return ¢°.

NS o e N

[Pifpadné heuristicky vyhleddme p¥ipustné feseni 5 € M “blizké” (zaokrouhlenim)
k #° a upravime podle néj f.]

8. [Ptipadné formulaci tlohy U rozsifime (“vylepsime”) na U’ o dalsi platné pod-
minky, tj. zachovavajici U N M = U' N M, zjisténé z nepfipustnosti Feseni 2. Za-
voldme branch&bound (U, M) |

9. Krok vétvens: S pomoci t° nalezneme (libovolny) rozklad M = M; U M, takovy, ze
My N My =0 a My, My # (. Zavoldme rekurzivné

t!1 = branch&bound (U, M;) a  t2 = branch&bound (U, My)

zaroven nedeterministicky.
Vracime lepsi z obou fefeni return max {¢-t!:t1, &-t2:1%}.

Body (7,8) jsou nepovinné. Névratovd hodnota procedury je optimalnim fesenim tlohy
U s ucelovou hodnotou f. Pokud f = —oo, loha nemé piipustné feseni, pokud f = oo,
tloha nema optimalni feseni z divodu neomezenosti.
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Komenta#: U tohoto algoritmu se jedna o velmi obecné schéma s riznymi moznymi im-
plementacemi. Hlavni moZnost volby nam poskytuje nedeterminismus v bodé (9); a to jak
pti volbé rozkladu podmfize M, tak i pfi poradi volani vétvi My, M>. Dale je také mozno
libovolné volit implementace bodi (7,8), nebo je jednoduse neimplementovat viibec.

Jak vidime v bodé (4), pro efektivni implementaci metody potiebujeme rychle nalézt
co nejlepsi ptipustné feseni ulohy (abychom méli k dispozici dobrou hranici f pro ukon-
¢eni neperspektivnich vétvi vypodétu, kterych je vétsina). Proto se v bodé (7) také snazime
jakymkoliv heuristickym zptsobem pripustna feseni odhadnout.

Co se tyce bodu (8), kdy “vylepSovat” formulaci Glohy, budeme se problematice vice
vénovat v Oddile 12.4.

Poznamka: Dtlezitym aspektem implementace uvedeného schématu algoritmu je zpisob zpraco-
vani volaného vétveni v bodé (9). Nase schéma je formulovano tak, Zze vétveni je rekurzivnim
volanim, avsak to je z hlediska praktické programové implementace sice snadné, ale neefektivni.
Pro vylesovani implementace totiz potfebujeme mit programovou kontrolu nad potadim a zpt-
sobem zpracovani jednotlivych vétvi. Proto je vhodné si vytvorit vlastni datovou strukturu —
ulozisté nezpracovanych vétvi metody.

Véta 10.3. Méjme danu obecnou ulohu MIP U s omezenymi celociselnymi promeén-
nymi z konecné podmiize M. Pokud se nepouzije bod (8), nebo pokud je zabranéno jeho
zacyklent, tak Algoritmus 10.2 na branch&bound (U, M ) vidy skonci a nalezne optimalni
resent.

Dikaz (ndznak): Dukaz jen pfimocafe zobectiuje argumenty Tvrzeni 9.8. Za prvé,
hloubka rekurze je omezena po¢tem bodu | M| — nejpozdéji v této hloubce nastane | M| =
1 a uplatni se bod (1). Proto je algoritmus koneény, ale délka vypoétu je az exponencialni.
Optimalni feseni tlohy zfejmé nalezi do jedné z prohledavanych vétvi a jako takové bude
nalezeno a vraceno. O

Doplikové otazky

(10.2.1) Lze v Algoritmu 10.2 dosdéhnout lepsiho odhadu ¢asu vypoctu, pokud budeme v
bodé (9) délit podmfize zhruba napuil? (Dosdhneme tak hloubku rekurze logaritmickou
v [M].)
*(10.2.2) Co se stane s Algoritmem 10.2 v pripadé, Ze pocateéni mriz M je nekone¢na? Skonci
jeho béh?

10.3 Metoda vétveni a mezi s linearnimi relaxacemi

V nésledujicim oddile si predevsim vysvétlime, jak popis konkrétniho Algoritmu 9.7 (pro
vétveni a meze zdkladni tlohy MIP) zapada do ramce schématu Algoritmu 10.2.

Algoritmus 10.4. Postup vétveni a mezi s LP-relaxacemsi

Necht U je obecnd tuloha MIP s omezenymi celociselnymi proménnymi Z < d.
Pirozené polozime M = {Z € M%: 0 < # < d}. P¥i implementaci branch&bound (I,
M) postupujeme dle Algoritmu 10.2 s nasledujicimi implementa¢nimi detaily:

e V kroku 2 za relaxovana feSeni volime linearni relaxaci U.

e V kroku 3 nalezneme 7°, t® simplexovou metodou.
Pripadné pokud U je tloha IP a M obsahuje jen malo mftizovych bodt, je obcas lepsi
preskocit relaxaci podulohy uplné a jen vétvit M az na jednotlivé body.

e V kroku 7 se pro necelo¢iselné Z-slozky feseni t° pokusime ziskat piipustné feseni
zaokrouhlenim (tfeba ndhodnym) téchto necelych proménnych v .
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e Vétveni kroku 9 uréime takto:

— Zvolime libovolnou celo¢iselnou proménnou z;, kterd mé necelou hodnotu z{ v ¢©
(z; zde nazveme vétvici proménnou).

— Definujeme
My=Mn{z <[]}, My=Mn{z>][]}.

Konkrétné vybér vétvici proménné je mozny pro priklad nésledujicimi postupy:

Uzivatelem specifikované priority (obvykle vychéazejici z povahy feseného problému).

Maximalni celociselnd nepripustnost — tam vybirame proménnou z;, jejiz neceld ¢ast
(z? — LZ?J) je nejblize ¢islu 0.5. Ve vétveni se pak doporucuje nejprve fesit vétev My,
pokud necelé ¢ast je < 0.5, jinak Mo.

Zobecnénim predchoziho je volba podle celociselné degradace, kdy jsou (néjak) specifi-
kovany koeficienty p;L, p; (mohou se ménit béhem vypoctu) a vybirdme proménnou z;

s necelou hodnotou, pro kterou je maximalizovano min((p; (20— |2?]), p; ([20]—2)).

Jiné, chyttejsi metody se v praxi obvykle ukazuji jako prili§ zdlouhavé.

Doplnkové otazky
(10.3.1) Je piimo Algoritmem 10.4 zajisténo My, My # (07

10.4 Dalsi feSené priklady IP
V névaznosti na Oddil 9.4 rozsitime formulaci nasi tlohy:
Priklad 10.5. Leteckd spole¢nost ma prepravit 141 lidi z mésta A do B. K dispozici mé

Ctyti letadla:
kapacita cena letu posadka

L1 90 300 7
L2 60 210 4
L3 50 200 3
L4 33 130 2

Pritom k vyuziti ma spolecnost aktualné pouze 10 c¢leni posadky. Ktera letadla ma zvolit,
aby dosahla nejlevnéjsiho pripustného feseni?

Reseni:

min 300z; 4+ 21022 + 20023 + 13024

9021 + 6022 + 5023 + 332’4 Z 141
Tz1 4+ 429 + 323 +22z4 < 10
Zi S {O, 1}

Nynéjsi vysledek bude: poleti L2, L3 a L4.

Nésledné doplnime dalsi vlastnost, a to moznost pouziti aerotaxi s kapacitou 5 a cenou
35 (bez potieby posadky).

min 30021 4 21022 + 20023 + 13024 + 3525

90z1 + 6029 4+ 5023 + 3324 + 525 > 141
Tz1+ 429 + 323 +22z4 < 10
Zi S {O, 1}
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A ted vysledek: poleti L1, L3 a aerotaxi. O

Dopliikové otazky

(10.4.1) Vymyslete a vyieste dalsi mozné pFirozend omezeni v Piikladé 10.5.

10.5 Vétveni a meze trochu jinak

V névaznosti na Oddil 1.5 si ukdzeme, jak se tloha neprerusitelného rozvrhovdani na
jednom stroji (Ptiklad 1.16) fesi postupem Algoritmu 10.2 s relaxaci tlohou prerusi-
telného rozvrhovani (Ptiklad 1.15). Nasim cilem je takto ukdzat obrovskou variabilitu
metody vétveni a mezi, kterd viibec nemusi byt vazana na zapis linearnich nerovnosti a
LP-relaxace.

Priklad 10.6. Jednotlivé neprerusitelné rozvrhovani aloh II.

Méjme stroj, ktery zpracovava po jedné zadané tulohy. Kazd4 tloha mé danou pri-
oritu, je pripravena ke zpracovani v urcéitém case a jeji dokonceni trva urcitou dobu.
Pfitom postup zpracovani jedné ulohy nelze pterusit (ostatni tlohy musi ¢ekat na jeji
dokonceni).

Vstup: Uloha J; je k dispozici v ¢ase t; s délkou I; a prioritou p;, i = 1,2,...,n.
Vistup: Pofadi (permutace) zpracovani, ve kterém tuloha J; je ukoncena v ¢ase f;.

Cena tesent je dana souhrnem c¢ekani na dokonceni jednotlivych tiloh, vazenym priori-

tami uloh
n

minc:Z(fi—ti) D .

i=1

Reseni: Ulohu budeme fesit specifickou implementaci metody vétveni a mezi, p¥i-
¢emz jako relaxa¢ni mez ndm bude slouzit feSeni analogické tlohy, ve které lze zpracovani
uloh libovolné prerusovat.

Jako v Prikladé 1.16 pouzijeme formulaci, kdy poradi zpracovani uloh bude urcéeno
jednou z n! permutaci (tvoficich nasi poc¢ateéni “miizovou” mnozinu M). Na rozdil od
béznych tloh MIP vS8ak nebudeme sestavovat soustavu linedrnich nerovnic pro formulaci
omezeni, ale budeme kombinovat tcelovou hodnotu feseni neprerusitelného rozvrhovani
pro danou permuaci s relaxaci tilohy pferusitelnym rozvrhovanim.

Konkrétné nase prerusitelnd relaxace vzhledem k aktudlni (jiz moZné rozvétvené)
hodnoté M bude takovato: V kazdém okamziku se zpracovava tloha J; s nejvyssi priori-
tou mezi témi, pro které existuje permutace m € M takova, Ze pro vSechny j, 7(j) < 7(4)
je jiz J; dokoncend. Pro dalsi rozklad M = M;UM>, pak mtzZeme tfeba vzit dveé prekryva-
jici se tlohy J;, J; a polozit My = {m € M : w(j) < 7(i)} a My ={m € M : 7(j) > (i)}
Ziejmé tak dostaneme korektni formulaci i algoritmus feseni této tulohy. O

Komenta¥: Vyhodou ukadzaného feseni je, ze hladova relaxace pferusitelnym rozvrhovanim
(Priklad 1.15) je mnohem rychlejsi nez simplexovd metoda a navic ma snadnéjsi implemen-
taci.

Rozsifujici studium

O problematice celoc¢iselnych miizi a hlavné o platnych nerovnostech obsahle pojednava
[7, Chapter I1.1]. Jelikoz se nés text této problematice vénuje jen povrchné (pro nedostatek
¢asu), doporucujeme ¢tendii s hlubSim zdjmem studium dalsi literatury. Vice o Feznych
nadrovindch, jejich algoritmickém vyuziti i dikazu spravnosti tohoto piistupu lze cist v [3,
0ddil 4.2] a v [7, Section I1.4.3].
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Obecné je metoda vétveni a mezi (branch&bound) popsana také v [7, Section I1.4.2] a
v [3, Oddil 4.3]. Ctenar si pro rozsiteni svych obzorii miize nastudovat vice o zpiisobech
vétveni, zpracovani vétvi apod.

11 Kombinatorické optimaliza¢ni problémy

Uvod

Velmi mnoho znamych kombinatorickych i1loh ma prirozené formulace v linearni ¢i celo-
c¢iselné optimalizaci. Predpokladame, ze Ctenari, zvlasté ti majici informaticky zaklad, znaji
riizné bézné kombinatorické problémy na grafech, nebo treba problémy splnitelnosti formuli.
Ukazkami jejich formulace zarover ¢tenari ukazeme nékteré obecné principy formulace tiloh
IP. Jednim z asi (laikiim) nejznaméjsich tézkych optimalizacnich problémi je tzv. problém
obchodniho cestujiciho, kterému se budeme hloubéji vénovat.

Cile

V této lekci si ukazeme, jak jsou tlohy IP ve spojeni s béznymi znamymi kombinatoric-
kymi tlohami. Mimo jiné tak formulaci problému splnitelnosti logickych formuli ukazeme, ze
tilohy IP nejspise nemaji efektivni feseni (jsou NP-tézké). Déle si konkrétné uvedeme IP for-
mulace problémii nezavislosti, dominujici mnoziny a barevnosti grafu a také popis znamého
optimalizacniho problému obchodniho cestujiciho. Tyto priklady maji ¢tenari také ukazat
zakladni principy formulace tloh IP.

11.1 Formulace problému SAT

Zacneme s IP formulaci jednoho ze zakladnich obtiznych algoritmickych problému a jeho
optimaliza¢niho rozsireni.

Definice: Logicka formule ® s proménnymi z1, o, . .., z, je v konjunktivnim normdlnim
tvaru pokud je zapsana jako

P=ci Neca A... A ¢,
kde kazdé ¢; se nazyva klauzule a predstavuje zkratku pro
ci= Wi VLliaV -V lim,)
a kde ¢;; je literdl majici jednu ze dvou podob pro nékteré p € {1,...,n}
lij = xp nebo [l = 1.

Komenta#: Piiklady logickych formuli v konjunktivnim norméalnim tvaru jsou:
<D1 = (1‘1 V —T9 \Y JE4) A\ (_‘1'1 V I3 \Y 1'4) AN (_‘1'2 \Y T3 \Y _'I4)
(1)2 = (Il \Y 1'2) A ("SEl \ T3 \Y JE4) A ("SEQ \Y X3 \Y JE4) A (1‘1 VgV _‘1'5) A (SCQ \Y 1'5)

U takovychto formuli si budeme v§imat, zda nékteré logické ohodnoceni vstupnich promén-
nych m4 za vysledek hodnotu T (pravda) celé formule.

Definice: Problém spinitelnosti SAT se pro danou formuli v konjunktivnim normalnim
tvaru pta, zda je pro néjaké ohodnoceni proménnych tato formule pravdiva.

Problém MAX-SAT se pro danou formuli v konjunktivnim normalnim tvaru pta,
kolik nejvice klauzuli v ni 1ze splnit vhodnym ohodnocenim promeénnych.

Véta 11.1. Probléem MAX-SAT lze formulovat v IP s polynomialnim poctem nerovnosti
a promeénnych.
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Dikaz: Pouzijeme bindrni proménné z; pro logické proménné x; dané formule ¢ a
dalsi binarni proménné ¢; pro klauzule ¢; ve ®. Ucelovou funkci bude

maxty +to+ -+ 1
za podminek, ve kterych pro kazdou klauzuli ¢; = x; V —z; V ... piSeme
t Szi—i—(l—zj)—k... .

Snadno vidime, ze hodnota t; = 1 pro klauzuli ¢; je pripustna pravé tehdy, pokud
aspon jedna pozitivni proménna v ¢; ma hodnotu 1 nebo pokud aspon jedna negovana
proménné v ¢; ma hodnotu 0. To jest pravé kdyz je klauzule ¢; splnéna v ohodnoceni. O

Komenta¥: Pro vyse uvedeny priklad formule
b, = ($1 V =z V .1‘4) A\ (ﬁxl Va3V $4) A\ (ﬁmg V —x3 V ﬁ.1‘4)
dtikaz Véty 11.1 vyprodukuje tlohu IP ve tvaru

max tl +t2 +t3

t1 < zn+1l—20+24
to < 1—2z14+23+24
t3 S 17224’17234*1724.

Dusledek 11.2. Problém SAT, a tudiz vSechny problémy ve tridé NP, lze efektivné vy-
jadrit jako probléem existence pripustného tesent pro ulohu IP.

Disledek 11.3. Otdzka existence pripustného teseni ulohy IP je NP-uplnd a Teseni
tloh IP je NP-tézkeé.

Uvédomte si, jak silné jsou uvedené dtisledky. Nejen, ze vime, zZe feseni tloh IP je v
obecnosti efektivné nezvladnutelné, ale vime i, ze kazdy problém ve tfidé NP je néja-
kym zpisobem zformulovatelny jako problém pfipustnosti IP. Néco takového u mnoha
prikladt vibec neni zfejmé, jak sami z vlastni zkuSenosti poznate. ..

Doplikové otazky
(11.1.1) Sice podle Dusledku 11.3 muzeme napsat polynomidlné velkym IP kazdy problém

z NP, ale jaké jsou asi nevyhody takového pristupu?
11.2 Neékteré grafové problémy

Pro ukazku se podivame na IP formulace nékolika zndmych grafovych problém.

Priklad 11.4. Zformulujme problém parovani v grafu jako problém IP.

Mnozina hran M je pdrovanim, pokud zadné dvé z nich nesdili vrchol. Pro ilustraci,
nasledujici graf ma nejvétsi parovani velikosti 3.
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ResSeni: V piikladech jako tento, kdy hleddme podmnozinu jistych vlastnosti, je
prirozenou volbou prifadit této podmnoziné jeji charakteristicky vektor (slozeny z bi-
narnich proménnych). V tomto ptipadé tedy hrané {7, j} pfifadime bindrni proménnou
2 j 8 Vyznamem, ze z; j = 1 pravé kdyz {i,j} € M. Aby vybranad podmnozina M byla
parovanim, muze kazdy vrchol grafu nélezet nejvyse jedné hrané M. Pro vrchol i se
sousedy ji,...,Jr tedy zformulujeme podminku

Zijy + Zige + o+ 25, < 1.

Ucelovou funkei — velikosti parovani, je potom soucet viech proménnych z; j pro hrany
grafu, pripadné i vazeny soucet.
Napriklad pro graf na obrazku zformulujeme tlohu

max 213 + 215 + 224 + 234 + 245 + 256 + 246
z13 + 215

213 + 234

224 + 234 + 245 + 246

215 + 245 + 256

IN AN CIN AN IA
I N T

z46 + 256

m

{0,1}.

213, 215, 2245 234, 245, 2565 246
O

V nasledujicim se podivame na IP formulace grafovych problému, které jsou NP-
tézké.
Priklad 11.5. Zformulujme problém nezavislé mnoziny v grafu jako problém IP.

Mnozina vrcholu [ je nezdavisld, pokud zadné dva z nich nejsou spojené hranou. Pro
ilustraci, nasledujici graf ma nejvétsi nezavislou mnozinu velikosti 3. Dokazete ji najit?

) 4

1 2

Reseni: V tomto piikladé hleddme podmnozinu vrcholl, takze vrcholu 4 pfifadime
bindrni proménnou z; s vyznamem, ze z; = 1 pravé kdyz ¢ € I. Podminka nezavislosti
se pak formuluje jako nerovnost z; + z; < 1 pro kazdou hranu {4, j} daného grafu.

Napriklad pro graf na obrazku zformulujeme tlohu

max 21+ 22 + 23+ 24+ 25+ 26
z714+20 <1, z1+4+23<1
z1+25 <1, 29+24 <1
z3+24 <1, 2z4+24 <1
z5+24 <1, 25425 <1
21,22,23, 24,25,26 € {0,1}. -

Priklad 11.6. Zformulujme problém dominujici mnoziny v grafu jako problém IP.
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Dominugici mnozina D v grafu G je takovd D C V(G), ze kazdy vrchol G mimo D
je spojeny hranou s nékterym vrcholem v D. Najdete v nasledujicim grafu dominujici

mnozinu velikosti 27
5 4

1 2

Reseni: Opét kazdému vrcholu 4 piifadime bindrni proménnou z; s v§znamem, Ze
z; = 1 pravé kdyz i € D. Podminka dominujici mnoziny se pak formuluje pro kazdy
vrchol 7 se sousedy ji, ..., ji jako nerovnost z; + z;, +---+z;, > 1 vyjadiujici, Ze vrchol
1 je v . D nebo néktery jeho soused je v D.

Napriklad pro graf na obrazku zformulujeme tlohu

min z1 + 29 + 23 + 24 + 25 + 26
21+ 29+ 23+ 25

22+ 21+ 24+ %6

234+ 21+ 24

24+ 29+ 23+ 25

1
1
1
1
25 + 21 + 24 + 25 1
1

AVAR AV AV AV AV AV

z6 + 22 + 25

m

{0,1}.

%1, %2, %3, %4, 25, %6

O

Predchozi ptiklady byly docela jednoduché a primocaré, ze? Co ale treba s podobné

jednoduse vypadajicim problémem barveni grafu? Obarvenim grafu rozumime prifazeni

ptirozenych ¢isel (barev) vrcholim grafu tak, aby sousedni vrcholy dostaly rizné barvy.
Barevnosti grafu pak je nejmensi pocet barev, kterym lze dany graf obarvit.

Priklad 11.7. Zformulujme problém barevnosti grafu jako problém IP.

Prirozenou prvni myslenkou vétsiny ¢tenaia asi bude pouzit celociselné proménné pro
barvy jednotlivych vrcholi. (Ponechme stranou otdzku omezenosti proménnych, nebot
pocet barev lze vzdy omezit poc¢tem vrcholi.) Jak ale vyjadiime, ze sousedni vrcholy maji
rtizné barvy? Ramec formulace tloh IP nadm totiz ned4véd moznost piimo napsat z; # z;.

Pokud bychom pro hranu {7, j} chtéli napfiklad napsat z; > z; 4+ 1, museli bychom
pfipustit i moznost z; < z; — 1, ale my neumime pfimo vyjadrit disjunkci podminek.
(Blize viz Oddil 12.2.) Vyuzijeme radéji podobnost problému barveni s nezavislou mnozi-
nou — vrcholy stejné barvy musi byt nezavislé. Obarveni grafu k barvami tudiz znamena
nalezeni rozkladu mnoziny vrchold na k nezavislych podmnozin.

Reseni: Pro kazdou potencialni barvu ¢ (je tieba pocitat s po¢tem barev az rovnym
poctu vrcholt n) zavedeme sadu bindrnich proménnych 2z, ..., 2y, kde 2; . = 1 zna-
mena, ze vrchol ¢ mize byt obarven barvou c. Pro kazdé c pak pfiddme na zic,...,2n.c
podminky vyjadiujici nezavislou mnozinu, jako v Prikladé 11.5

Ve=1,2,...,n, ¥{i,j} € E(G) : zic+2zjc<1.

Dale musime vyjadrit pozadavek, ze kazdy vrchol dostane pfidélenu jednu barvu

Vk=1,2,...,n: zp1+zo2t+-+zn=1.
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Poslednim ponékud trikovym bodem je vyjadieni poctu barev, které celkem pouzijeme.
Pro to musime zavést dals$i binarni proménné t¢q,...,t, indikujici ty z barev, které byly
skutecné pouzity, a vyjadiime tcel

min t1 + -+,
Ve=1,2,....,n: z1c+t2c+ +2pe < n-te.

Komenta#: Vsimnéte si dobfe, jakym zptsobem jsme v poslednich vztazich “spocitali”, kolik
barev ¢ je vlastné pri barveni naseho grafu pouzito: Pokud t. = 0, barva ¢ nemiize byt pouzita
vibec, pokud naopak t. = 1, lze ¢ pouzit az na vsech n vrcholech. Jedna se o docela uzitecny
trik k zapamatovani. O

Doplikové otazky
(11.2.1) Jak v IP zformulujete problém nejvétsi kliky v grafu?

(11.2.2) Jak v IP zformulujete problém nez&vislé dominujici mnoziny? (Napiiklad v Pii-
kladé 11.6 jsou riizné z&vislé i jedna nezavislda dominujici mnozina velikosti 2.)

*(11.2.3) Jak byste v IP zformulovali problém MST (minimalni kostry)? (Ttebaze je MST
velmi snadno Fesitelny problém, popsat acyklickou podmnozinu hran je v IP obtizné, ze?)

11.3 Pokrocila optimalizace: Prunik matroidu

Hledani maximalniho parovani v (bipartitnim) grafu i jiné kombinatorické optimalizac¢ni
problémy maji spoleéné zobecnéni v problému priniku matroida (Oddil 1.3).

Uloha 11.8. Problém pruniku k matroidi
Uvazujeme k matroidi My, ..., My na stejné€ nosné mnoziné £ a vdhovou funkci w :
E—RT.

Vstup: Matroidy My, ..., M) a véhy w: E — RT.
Vystup: Mnozina I C FE, kterd je nezavisla v kazdém z My, ..., M} zaroven a kterd
maximalizuje ) . w(e).

Tento zdanlivé prilis abstraktni problém je ve skutecnosti jednim ze stézejnich problému
kombinatorické optimalizace a zahrnuje v sobé mnoho dalsich. ..

Priklad 11.9. Zformulujme problém maximalniho parovani v bipartitnim grafu G
jako instanci problému priniku dvou matroidii.

Necht mnozina vrcholi ma rozdéleni V(G) = A U B, kde hrany jsou jen mezi A a
B. Definujeme se matroid M na nosné mnoziné hran F(G) tak, ze nezavislé mnoziny
M jsou pravé ty F' C E(G), které maji rizné konce v A. Analogicky definujeme N s
takovymi nezavislymi mnozinami F' C E(G), které maji rtizné konce v B. Je zfejmé,
ze pokud je F' nezavisla v M i N zaroven, je F' parovanim. Zbyva rutinné ovéfit podle
definice, ze M i N jsou matroidy. O

Fakt: Bohuzel v obecnych grafech ne vzdy lze vyjadrit parovani coby prunik dvou mat-
roid®, muze jich byt potfeba vice.

Slavny Edmondstv vysledek v optimalizaci fika:
Véta 11.10. Problém pruniku dvou matroidi je vesitelny v polynomidlnim case.

Komenta¥: Na tomto misté je vhodné se znovu zminit o tom, Ze matroid na vstupu ne-
zaddvame vyctem vSech nezavislych mnozin (exponencidlni mnozstvi dat), ale misto toho
predpokladame existenci externi efektivni funkce testujici nezavislost mnozin.
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Tvrzeni 11.11. Problém pruniku tri matroidi je NP-tezZky.

Diikaz: Pouzijeme redukci ze znamého NP-tiplného problému tridimenziondlniho pa-
rovdni: Dané je ternarni relace X C A x B x C' a ukolem je najit systém disjunktnich
trojic v X pokryvajicich celou A.

Na nosné mnoziné X definujeme tii analogické matroidy M4, Mp, M. Nezavislé
mnoziny M4 jsou pravé ty, jejichz zadna dvojice prvka se neprotind v bodé v A. Je
trivialni ovérit definici matroidu pro M. Mp a M¢ jsou dany analogicky. Nyni se jen
zeptame na existenci nezavislé mnoziny v My N Mp N M o velikosti |A[; to je hledané
t¥idimenzionalniho parovani. O

Dopliikové otazky
(11.3.1) Dokazte podrobné, ze M, N z Piikladu 11.9 jsou matroidy.
*(11.3.2) Vyjddiete problém existence orientované Hamiltonovské cesty coby priinik tif ma-
troidii.
*(11.3.3) Zkuste zduvodnit, pro¢ nelze systém vSech parovani tplného grafu K5 vyjadrit jako
nezavislé mnoziny v priiniku dvou matroidu. (Zaméite se na kruznice téchto matroidi a
jejich priniky.)

11.4 Problém obchodniho cestujiciho

Klasickou dobfe znamou tlohou diskrétni optimalizace je tzv. problém obchodniho ces-
tujiciho (TSP), motivovany nasledovné: Ukolem cestujiciho je obejit danych n mést (v
libovolném potradi, s ndvratem do vychoziho) tak, aby byla celkova délka ¢i cena cesty
miniméalni. Tento tradi¢ni problém neopomineme ani v nasem textu.

Definice: (Orientovany) sled v grafu G je posloupnost vy, e1,v1, €2,v9, ..., €, vk, kde
vzdy hrana e;, 1 < i < k vede z vrcholu v;_; do v;.

Definice 11.12. Obecny problém TSP (Obchodniho cestujiciho v grafu)
V nejobecnéjsi grafové formulaci se problém obchodniho cestujiciho zada nasledovneé:

Vstup: Orientovany ohodnoceny souvisly graf GG, s ohodnocenim hran w : E(G) — R*.
Viystup: Najit uzavieny orientovany sled v G, ve kterém je soucet ohodnoceni (délek)
hran nejmensi mozny.

Poznamka: Uvédomme si, ze optimalni feSeni obecného problému TSP mize opakovat jeden
vrchol vicekrat, napriklad pokud graf G je stromem. Obvykle se vsak pfi formulaci problému TSP
explicitné pozaduje, aby se zadny vrchol ve sledu neopakoval, neboli se hleda tzv. Hamiltonovsky
cyklus grafu. V této “neopakovaci” formulaci také graf G obvykle byva tplny.

Priklad 11.13. Zformulujme problém TSP na orientovaném grafu G bez povoleného
opakovani vrcholii ve sledu jako tlohu IP.

Reseni: Nechf V(G) = {1,2,...,n}, pak kazdé orientované hrané (i, j) € F(G) pfita-
dime proménnou z; ; € {0,1}. Jelikoz opakovani vrcholi je zakazano, hledame formulaci
popisujici Hamiltonovsky cyklus v G.

e Do kazdého vrcholu k jednou pfijdeme a jednou z néj odejdeme

Zii(”ﬂ)éE(@) Zik = 1, Zi:(k,i)eE(G) 2pi=1.

Pokud vSak ma G dostatek vrcholt, tyto podminky spliuje i kolekce vice disjunktnich
cyklu, ze?
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e Navic tedy musime vyloucit pfipad, kdy by se nas cyklus “uzaviel“ jesté pred na-
vstivenim vSech vrcholi. To znamend, Ze na kazdé podmnoziné vrchola W € V(G),
2 < |W| < n — 2 zabranime vytvoreni podcyklu nerovnostmi

2 en@nigew 3 <IWI=1, (12)

které zaruci pokracovani cyklu mimo W.

Takto sestavenych nerovnosti pro TSP je bohuzel zhruba 2", takze je nelze ani ro-
zumné zapsat do paméti. Presto se tato formulace TSP v praxi pouziva tak, Ze nerovnosti
v (12) se vygeneruji “na zadost“, tj. napiiklad pro jeden konkrétni podcyklus v ¢astec-
ném feseni pridame pfislusnou vylucujici nerovnost. Ukazuje se, ze nakonec je tfeba
vyuzit obvykle jen rozumné malou ¢ast ze vSech téchto podcyklovych nerovnosti. O

Poznamka: V povalecné dobé bylo velkym matematickym tspéchem vyftesit problém TSP na
49 hlavnich méstech kontinentalnich stati USA. S dne$nimi vylepSenymi algoritmy a vykon-
nymi pocitaci jsme schopni fesit obecné problémy TSP az na tisicich vrcholech. Presto tento
optimaliza¢ni problém zlistava velmi obtizny a také velmi populéarni.

Aproximace Euklidovského TSP

Ptvodni motivace problému TSP nese oproti abstraktni formulaci jednu podstatnou
informaci navic — délky hran mezi mésty spliuji trojuhelnikovou nerovnost. Toho Ize s
vyhodou pouzit pfi aproximaci feSeni TSP.

Definice: Problém TSP se nazyva Fuklidovsky, pokud délky hran grafu spliuji troj-
thelnikovou nerovnost (graf musi byt tplny). Specidlné tedy pokud jsou délky dény
Euklidovskou metrikou.

Priklad 11.14. Ukazeme, jak lze problém Euklidovského neorientovaného TSP pii-
blizné vytesit v polynomialnim c¢ase s cenou nejvyse dvojnasobnou od optimalniho
feseni.

Reseni: Na (neorientovaném) grafu GG najdeme minimalni kostru 7 C G (naptiklad
hladovym algoritmem v ¢ase O(m -logm), m = |E(G)]). Pak “zdvojenim“ kazdé hrany
T dostaneme uzavieny sled délky dvojnasobku 7.

Pokud je vylouceno opakovani vrcholi, tak nakonec tento sled “narovname” presko-
¢enim opakovanych vrcholt. Podle trojihelnikové nerovnosti si narovnanim sled nepro-
dlouzime, ale v praxi vétSinou zkratime. O

Doplnkové otazky

(11.4.1) Kdy feseni problému TSP neni grafovou kruznici, prestoze se vrcholy neopakuji?

(11.4.2) Kdy sled v feseni problému TSP je nucen opakovat vrcholy?

(11.4.3) Kdy problém TSP nem4 zadné pFipustné FeSeni, tfebaze je opakovani vrchold po-
voleno?

*(11.4.4) Navrhnéte, jak feseni Piikladu 11.14 vylepsit, aby zaruceny aproximacni faktor
byl % misto 2.

Rozsifujici studium

Problém SAT a bézné tiidy vypocetni slozitosti (téma, do néjz patii i tfida NP a fe-
nomén NP-tiplnosti) ¢tendf najde podrobné popsané v témér kterékoliv ucebnici teoretické
informatiky ¢i vypocetni sloZitosti. My doporucujeme v ¢estiné naptiklad [4, Kapitoly 2,7,8].
Konkrétné slozitosti grafovych problému se vénuje [4, Kapitola 8] a tfeba [10, Chapters 3,4,7].
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Co se tyc¢e matroidové optimalizace, doporuc¢ujeme problém priiniku matroidi v [10, Chapter
10] nebo [7, Chapter III.3].

Problém obchodniho cestujiciho se ukazuje jako vyrazné odlisny od ostatnich tiloh MIP
pri praktickém reseni a vétsinou vyzaduje specialni algoritmy. Takovym je vénovana napiiklad
[7, Section I1.6.3], kde lze nalézt i rizné jeho vhodné relaxace a piibliznd feSeni. Vice o historii
i souc¢asném stavu problematiky feseni TSP je moZno najit na hezkych strankdch [W. Cook,
http://www.tsp.gatech.edu/|.

12 Uméni formulace uloh MIP

Uvod

Jiz nékolikrat jsme vidéli, ze formulace tloh diskrétni optimalizace jako tloh MIP nebyva
tak jednoducha a skryva v sobé nékdy necekana uskali. Jednim z nich je tfeba nutnost
formulovat exponencialné mnoho omezeni, jinym tieba pozadavek formulace “A nebo B”,
coz piimo nejde. V této lekci si ukazeme hlubsi umeéni spravné formulace diskrétnich tloh v
MIP na nékolika hezkych prikladech.

Cile

Cilem je nyni ukazat ¢tenari nékolik uzitecnych trikit pokrocilého uméni formulace tiloh
MIP. Dale jsou ukazany celociselné polyedry a vysvétlen jejich vyznam. Obsah lekce bude
jesté obohacen na zakladé budouci vyuky autora.

12.1 Vice o barevnosti grafu

Pro ilustraci nékterych pokrocilych postupi formulace iloh MIP si zkusme nejprve za-
psat problém barevnosti grafu (Pfiklad 11.7) tplné jinou formulaci:

Priklad 12.1. Zformulujme problém barevnosti grafu jako problém MIP, kde barvy
prifazené vrcholiim budou pfimo (jako ¢isla) uloZeny v redlnych proménnych. Zacho-
vame pritom pozadavek, aby se hodnoty sousednich barev lisily alespon o 1.
Reseni: V souladu se zadanim kazdému vrcholu i = 1,2,...,n grafu G pfifadime
redlnou proménnou z;. Necht {7, j} je hranou G. Jak pak v rdmci formulace MIP vyja-
dfime pozadavek |z; — x| > 1?7 To je, zda se byt, hlavnim problémem naseho prikladu.
Trik je nasledovny — zavedeme dodatecnou binarni proménnou z; ; pro kazdou hranu
{i,j} a pozadavek na barvy rozepiseme jako
X T — 1+ NZij,

<
> x]-—}—l —n(l—zi,j).

T
(Hodnota proménné z; ; nam takto urcuje, ktera z obou barev na hrané {i,j} bude
vétsi.) Skutecné, pokud z;; = 0, tak z prvni nerovnosti plyne z; — x; < —1, a pokud
zi; = 1, tak z druhé nerovnosti plyne z; — x; > 1. Opacny smér ekvivalence je také
ziejmy.
Nakonec vyjadiime celkovy pocet pouzitych barev jako maximum z hodnot nabytych
proménnymi Z plus 1 (nezapomenime, ze hodnoty Z zacinaji od 0). Takze zapiSeme

min y
Vi=1,2,....n: z;+1 < y.

84


http://www.tsp.gatech.edu/

Napriklad pro graf na obrazku zapiseme ulohu MIP

) 4

min ¥y :

x1,%2,T3,T4,%5,T6 <y—1

r1 < x9g—1+4 6219, 1 > a2+ 1—6(1— 212)
1 < x3—1+ 623, x1 >x3+1—6(1— 23)
Ty < x4 — 14 6204, xe > x4+ 1—6(1— 299)
r3 < ax3— 1+ 6234, x3 > x4+ 1—6(1— z34)
x4 < x5 — 14 6245, x4 Za5+1—6(1— 245)
1 <x5—1+ 6215, 1 >wx5+1—6(1— z5)
re < x5— 1+ 625, xg >wx5+1—6(1— z65)
Ty < xg— 1+ 6246, x4 >wg+1—6(1— z46)

Z1,%2,%3,T4,T5, T6 >0

21,29, 23, 24, 25, 26 € {0,1}.

Ponékud stranou zatim ztistala dilezitd otazka, zda jsme nasi ilohou MIP zapsali
skuteéné problém klasické barevnosti grafu. Vzdyt jsme vyrazné rozsifili mnozinu pii-
pustnych feSeni na redlna cisla. Presto lze dokazat, ze optiméalnim vysledkem nasi Glohy
je skute¢né klasicka (celociselnd) barevnost. O

Dulezitym prinosem novych linearnich formulaci kombinatorickych problému je také
moznost jejich zobectiovani (¢ relaxace) umoznéné novym pohledem. Napiiklad vyse
uvedend formulace grafové barevnosti s redlnymi “barvami” primo motivuje nasledujici
(jiz dfive zndmou) neceloé¢iselnou relaxaci barevnosti grafu.

Definice: Cirkularni barevnosti grafu G rozumime nejmensi redlné c¢islo f > 0 takové,
ze vrcholy G lze zobrazit na kruhovy interval délky (tj. obvodu) f tak, Ze sousedni
vrcholy G maji na obvodu kruhu vzdalenost alespon 1.

Priklad 12.2. Zformulujme problém cirkularni barevnosti grafu jako problém MIP,
kde barvy prifazené vrcholiim budou piimo ulozeny v realnych proménnych.

Na zacatek si blize osvétlime vyznam kruhového intervalu. Dvé éisla (body) s,t
jsou na kruzmici o obvodu f ve vzdalenosti alesponi d pokud zaroven |s — t| > d a
|s —t| < f —d (vzdélenosti méfené v obou smérech na kruznici). Podminka vzdélenosti
hodnot sousednich vrcholt G' |z; — x| > 1 byla zformulovana jiz v Ptikladé 12.1. Pro
druhou podminku vzdélenosti na kruhu se v tomto pripadé ukazuje jako lepsi ji pfimo
neformulovat, ale misto toho implicitné definovat obvod f kruhového intervalu jako
minimum z hodnot |z; — z;| + 1 pfes vSechny hrany G.

Reseni: S vyhodou vyuzijeme jiz zapsané podminky z Piikladu 12.1

VWi, j} € B(G): » < x5—1 +nzj
ry > xj+1 —n(l—2z;)
zi; € {0,1}



a pridédme ucelovou funkci spolu s podminkami

min y
Vi=1,2,....n: zj—x;+1 < y (13)
mj—mi—kl < .

Pokud cirkularni barevnost G je f, tak vySe zapsany systém podminek mé p¥ipustné
feSeni s y = f dané timto cirkuldrnim obarvenim.

Naopak pokud vezmeme pripustné feSeni vyse zapsaného systému podminek a polo-
zime f =y, pak snadno ptiradime vrcholu ¢ grafu G barvu ¢; = z; mod f. Potom bude
splnéno |¢; —¢j| > 1 a také |¢; — ¢j| <y —1 = f —1 pro kazdou hranu {i,j} € E(G),
neboli se bude jednat o platné cirkularni obarveni. O

Doplikové otazky
(12.1.1) Pro¢ formulace Piikladu 12.1 urcuje presné klasicku barevnost?
(12.1.2) Zformuluje slovné, co vztah (13) v Prikladé 12.2 fikaji o optimalnim y.

(12.1.3) Jakou tlohu dostaneme, pokud v Prikladé 12.2 budeme pozadovat celo¢iselnost
barev 7

*(12.1.4) Dokazte, ze pokud cirkuldrni barevnost grafu G je f, tak bézna barevnost G je [ f].

12.2 Uzitecné triky formulace

Modelovani disjunkce

Trik pouzity v Prikladé 12.1 Ize zobecnit na modelovani jakéhokoliv poc¢tu disjunktivnich
podminek v llohach MIP. Struc¢né feceno, dokazeme vyjadiit podminky ve stylu “plati
toto nebo toto nebo toto...” (nebo zde neni exkluzivni).

Tvrzeni 12.3. Mé&jme ulohu MIP s omezenou mnozZinou pripustnych veseni QQ. Necht
Py, ..., P, jsou polyedry urcéené nerovnostmi C7 - & < & pro j =1,...,k (kde vektor &
zahrnuje viechny proménné ilohy). Pak dlohu s mnoZinou pripustniych teseni Q N (P U
<+ U Py) lze vyjadrit jako ulohu MIP s polynomidlné mnoha nerovnostma.

Diikaz: Zvolme nejprve dostatecné velkou konstantu K. Zavedeme nové binarni pro-

ménné 21, ...,z spolu s pfidanymi vztahy
z21+z+-+z = k-1
Vi=1,2...,k: CT.Z < d+K-1-2 (14)

Pokud vektory Z € Q a Z spliiuji vztahy (14), tak jedno z; = 0, neboli Z splituje C*- < 4
aZeQnNAkp.

Na druhou stranu pokud ¥ € Q@ N (P; U --- U Py), tak pro nékteré i je ¥ € Q N P;.
Zvolime z; = 0 a z; = 1 pro j # i. Pak z pfedpokladu & € F; bude platit Ci-z<d a
navic pro vhodnou volbu konstany K bude C7 - # < d+K-1 platit z omezenosti @) pro
vSechna j = 1,..., k. Tudiz (14) bude splnéno. O

Kratka formulace TSP

Dalsi velmi hezky ukazkovy trik formulace illoh MIP je ukazan na zapise problému TSP
polynomialné mnoha nerovnostmi. Ptirozena formulace TSP v Prikladu 11.13 vyzaduje
exponencialni pocet nerovnosti a pozdéjsi objeveni vyrazné kratsiho zapisu tlohy bylo
docela velkym prekvapenim.
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Tvrzeni 12.4. Problém obchodniho cestujictho na orientovaném grafu G s wvrcholy
{1,2,...,n} a ohodnocenim hran w : E(G) — R lze vyjddrit ndsledujicimi polyno-
midlneé mnoha nerovnostmi jako tlohu MIP s bindrnimi proménnymi z; j a redlnymi u;:

v]{: = 1, 27 e ,n . ZZ(Z,R)EE(G) Zi,k = 1
v]{: = 1, 27 ce ,n . ZZ(R,Z)EE(G) Zk),l' = 1

V(i,j) € E(G), i,j >1: wj—uj+n-z,; <n-—1 (15)
u >0
zZ €{0,1}"

Dikaz: Predpokladejme pro spor, Ze piipustné hodnoty proménnych z; ; = 1 nevyja-
diuji v grafu G Hamiltonovsky cyklus. Jelikoz do kazdého vrcholu prichazi jedna hrana
se z;; = 1 a jedna takovd odchazi, mnoZina hran se z; ; = 1 je tvofena vice cykly a
alespon jeden z nich, oznacme jej C, neprochézi vrcholem 1. Sec¢teme-li nerovnosti (15)
pres hrany cyklu C', proménné u; se vyrusi a vyjde

V(O -n-1<(n-1)-[V(O)],

COZ je Spor.

Naopak méme dokazat, ze kazdy Hamiltonovsky cyklus C' v G (tj. prochézejici pres
vSechny vrcholy) je pfipustny. Necht vrcholy G nésleduji v cyklu C' v pofadi v = 1, vy,
V3, ..., Up. Polozime u; = [, kde i = v; (tj. podle potradi na cyklu). Pak pro kazdou hranu
(i,j) € E(C), i,j > 1 plati u; —u; =1 — (I +1) = —1, takze

u—uj+n-1<-1+n-1=n-1

Pro kteroukoliv jinou hranu pfirozené plati u; —u; +n -0 <n — 1. Tim jsme dokoncili
dtkaz spravnosti formulace (15) pro problém TSP. O

Poznamka: Nanestésti se uvedend kratka formulace ukazuje jako velmi nevhodné k praktickému
feSeni problému TSP, nebot jeji linedrni relaxace jen velmi hrubé aproximuje mnozinu piipust-
nych celociselnych feseni. Proto ma tento vysledek povétsinou jen teoreticky vyznam.

Doplikové otazky

(12.2.1) Jak byste v ramci MIP formulovali podminku exkluzivni disjunkce? (Tj. nastane
jen pravé jedna z moznosti.))

(12.2.2) Co by se stalo v Tvrzeni 12.3, pokud bychom nepozadovali omezenost Q7
*(12.2.3) Jak byste vyuzili triku Tvrzeni 12.4 k MIP formulaci problému MST?

12.3 Celociselné polyedry

Pro uvod za¢neme s pfirozenou (a trochu upravenou) formulaci problému toku v siti
jako tlohy LP.

Definice: A je vrcholoveé—hranovad incidencéni matice orientovaného grafu G, pokud jeji
slozky (indexované vrcholy x hranami) jsou

ai (i,j) = 1 pro (i,j) € E(G), a;(;) = —1pro (j,i) € E(G), ajec=0 jinak.
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Mgéjme sit (G, z, s,¢), kde G je orientovany graf, z zdroj, s stok a ¢ udava kapacity
jednotlivych hran. (Definice 2.1) Dopliime graf G o “zpétnou” hranu ze stoku s do zdroje
z bez omezeni kapacity a pfifadme proménné x(; ;) toktim na jednotlivych hrandch. Pak
ulohu hledani maximalniho toku zapiseme jako:

max x(s,z)
A\ = (0
)" < \¢
r > 0

Definice: Polyedr P je celociselny, pokud kazda jeho neprazdna sténa obsahuje vektor
se vsemi celoCiselnymi slozkami.

Komenta¥: Omezeny polyedr P je celociselny podle této definice, pokud kazdy jeho vrchol
je vektorem s celociselnymi slozkami.

Fakt: Z celociselnosti feSeni Algoritmu 2.6 pro tok v siti v pfipadé celociselnych kapacit
¢ (nepfimo) vyplyva, ze polyedr piipustnych tokt v dané siti je celoéiselny.

Uvedeny fakt neni nadhodny, je ve skutecnosti jen specidlnim piipadem Sirsiho feno-
ménu popsaného nasledné.
Totalné unimodularni matice

Definice: Rekneme, 7e matice A je totdlné unimoduldrni (TU) pokud kazd4 jeji ctver-
cova podmatice mé determinant 0, 1 nebo —1.

Komenta¥: Neni tézké zjistit, ze slozky totalné unimodularni matice mohou byt jen 0, 1 nebo
—1, ale to neni dostacujici. Napiiklad jednotkova matice I je totalné unimodularni a takova
je tfeba i matice

-1 1 0 o0 1
1 -1 1 0 0
o0 1 -1 1 o[,
0 0 1 -1 1
1 0 0 1 -1

kterda ma mezi TU maticemi vysadni postaveni, jehoz vyznam presahuje ramec naseho textu.

Vyznam totalné unimodulérnich matic v oblasti celociselnych mnohosténti je nazna-
¢en nasledujici vlastnosti, ktera primo plyne ze znamého “determinantového” vztahu
pro inverzni matici.

Fakt: Inverze regularni totalné unimodularni matice je celo¢iselnd matice.

7 uvedeného faktu a znalosti souvislosti bazickych feseni LP s vrcholy polyedru
(Lema 6.3) neni tézké odvodit, ze pro TU matici A a celociselné b je polyedr urceny
vztahy A - & < b, ¥ > 0 celo¢iselny. V obecnosti dokonce lze tvrdit (zde bez dikazu):

Véta 12.5. Matice A je totdlné unimoduldrni, praveé kdyz pro kazdé bezZm je polyedr
uréeny vztahy A - % < b, £ > 0 celociselny.

Souvislost totalné unimodularnich matic s toky v sitich se ukaze nasledovné.

Tvrzeni 12.6. Necht A je vrcholové—hranovd incidencni matice orientovaného grafu G.
Pak A je totdlné unimoduldrny.
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Dtkaz: Vezméme Ctvercovou podmatici C' v A. Tvrzeni je jasné, pokud C ma jediny
sloupec. Déale postupujeme indukci podle velikosti C.

Pokud C je singularni, ma determinant 0. Tato moznost mimo jiné nastava, po-
kud kazdy sloupec C obsahuje obé nenulové soutadnice (1 a —1) z pfislusného sloupce
matice A. Jinak najdeme sloupec v C majici pravé jednu nenulovou souradnici. Podle
tohoto sloupce determinant rozvineme na jediny poddeterminant, jehoz hodnota je +1
z indukéniho pfedpokladu, tudiz to samé plati pro |C]. O

Parovani v grafu

Mimo TU matice existuji i dalsi zajimavé pripady celociselnych polyedri vychézejicich
z grafovych problému. Jednim z nich je tzv. mnohostén parovani. Pfipominame, ze pa-
rovani v grafu je takova podmnozina hran, ve které zadné dvé hrany nesdileji vrchol.
Péarovani je perfektni, pokud obsahuje vsechny vrcholy grafu. (Mimo jiné musi mit takovy
graf sudy pocet vrcholu.)

Definice: Necht Z € {0,1}* je charakteristicky vektor podmnozin hran grafu G. Mno-
hostén parovant grafu G je konvexni obal vSech takovych charakteristickych vektortu 7,
které odpovidaji parovanim v G. Mnohostén perfekinich pdrovani grafu G je konvexni
obal charakteristickych vektort perfektnich parovani v G.

Vzpomenme si na Priiklad 11.4 ukazujici IP formulaci problému parovani v grafu.
Pokud ji uvazime pouze na bipartitnich grafech, dostaneme formulaci celoc¢iselného mno-
hosténu. Je vsak ziejmé, ze pokud bychom k oné formulaci obecné udélali LP-relaxaci,
dostaneme mnohem vice feSeni nez jen ta z mnohosténu parovani.

Komenta#: Naptiklad ohodnoceni vSech proménnych hran na liché kruznici ¢islem % vy-
hovuje nerovnostem Prikladu 11.4, ale takové ohodnoceni zfejmé nemé nic spole¢ného se
skutecnymi parovanimi. Jak vidime pfi blizsim pohledu, problémy délaji liché podmnoziny
vrchola indukujici podgrafy s plné “nasycenymi” ohodnocenymi hranami, coz je véc nemozna
pro skutec¢né parovani grafu.

Véta 12.7. Mnohostén perfektnich pdrovani grafu G s n vrcholy je vyjadren ndsleduji-
cimi vztahy:

Vi:1,2,...,n: ZGEE(G):GZ{i,j} Te -
YW g V(G), ’W’ liché : ZGEE(G): e={i,j}CW Te

—

1
LIW1/2] (17)
T 0

IV A

Mnohostén pdrovani grafu G je vyjadien stejngmi vztahy, jen vztah (16) je zapsdn s
nerovnosti < misto =.

Dikaz (ndznak): Nejprve si kratce ukazme, jak z platnosti véty pro perfektni paro-
véani plyne jeji platnost pro vSechna parovani: Necht P je polyedr uréeny vztahy (16) s
nerovnosti a (17). Definujme graf G5 slozeny ze dvou disjunktnich kopii G a G’ a hran
spojujicich kazdy vrchol v s jeho kopii v'. Polyedr uréeny (16),(17) pro Gy oznacime Ps.
Pak plati, ze z kazdého parovani v G vytvorime perfektni parovani v G5 a naopak. Déle
je zfejmé P prumétem P na soufadnice (z. : e € E(G)). Takze pokud tvrzeni plati pro
perfektni parovani G, tj. P» je celociselny, je celociselny i P.

Nyni dokdZeme, ze vztahy (16),(17) plné popisuji mnohostén perfektnich parovani
grafu G. V jednom sméru potiebujeme dokazat, ze kazdé perfektni parovani spliuje
vztahy (16) a (17). Pro (16) to plati z definice perfektniho parovani. Pokud W je lichd
podmnozina vrcholti, tak aspon jeden z vrcholi musi ztstat uvnitt W nesparovany, a
proto plyne (17).
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Naopak vezméme vektor Z, ktery spliiuje vyse uvedené vztahy a zaroven je krajnim
bodem mnohosténu perfektnich parovani. Predpoklddejme pro spor, Ze & neni celoCiselny.
Hranam e grafu GG, které maji necelé hodnoty x., fikejme sedé hrany. Pro Sedou kruznici
C sudé délky v G nazveme e-alternaci T takové ohodnoceni &', které na i-té hrané v
pofadi na kruznici C' nabyva 2, = ., + (—1)'c a mimo C ziistava stejné jako 7.

1

Tvrzeni 12.8. Za splnéni (16),(17) v G existuje suda Sedd kruznice C' a konstanta § > 0
takové, zZe vSechny e-alternace C' jsou pripustné ve vztazich (16),(17) pro —6 < & < 4.

Jelikoz tvrzeni neni tak jednoduché, jen naznac¢ime hlavni body dikazu:

— Jelikoz Sedy graf nemé vrcholy stupné 1, musi obsahovat kruznice. Ze (17) pak odvo-
dime existenci sudé Sedé kruznice C.

— e-alternace C jsou vzdy pfipustné v (16), ale mohou porusit nékterou nerovnost v
(17) pro W, ktera se nabyva s rovnosti.

— Za téchto okolnosti mtizeme kontrahovat celé W do jednoho vrcholu, coz zachova
platnost (16). Indukei podle po¢tu vrcholt nalezneme pozadované C’ v mensim grafu.

Nyni jiz snadno dokonc¢ime dukaz celé véty. Vektor ¥ je totiz konvexni kombinaci
svych e-alternace a —e-alternace, které jsou pripustné v tiloze pro dostatecné malé € > 0.
To je ale ve sporu s predpokladem, ze & je krajnim bodem polyedru. O

Mnohostén perfektniho grafu

Jiny znamy piiklad kombinatorickych celo¢iselnych mnohosténti vychazi z popisu klik v
jistych grafech. Pfipominame, ze klika v grafu je jiny nazev pro inkluzi maximalni aplny
podgraf.

Definice: Graf G je perfektni, pokud v kazdém jeho indukovaném podgrafu je barevnost
rovna velikosti nejvétsi kliky.

Komenta¥: Nepletme si pojem perfektniho grafu s perfektnim parovanim, neni mezi nimi
7adn4 souvislost. Piiklady perfektnich grafii jsou bipartitni grafy (barevnost 2), intervalové
grafy (urcené priniky intervalt na pfimce), nebo tzv. chordalni grafy (bez indukovanych
kruznic delsich nez 3).

Definice: Necht K je inciden¢ni matice klik a vrcholt perfektniho grafu G. (Tj. K; ; = 1
pravé kdyz vrchol j nalezi do i-té kliky.) Pak mnohostén perfekiniho grafu G je uréeny
vztahy

K -

8
(AVARVAN

0.

8

Of Fulkersona pochazi nasledujici vysledek, ktery uvadime trochu zjednodusené:

Véta 12.9. Mnohostén perfektniho grafu je vidy celociselny.

Komenta#: Tvrzeni nedokazujeme, ale bystry ¢tenaf si mize vSimnout, Ze tieba vrcholy
tohoto mnohosténu jsou incidenénimi vektory (maximélnich) nezévislych mnozin grafu. Vétu
Ize i v jistém smyslu obratit.

Dopliikové otazky

(12.3.1) Pro¢ pro definici celo¢iselného polyedru musime mluvit o vSech jeho sténdch, nestaci
jen definovat vrcholy jako celociselné?
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(12.3.2) V jakém geometrickém vztahu je mnohostén perfektnich pdrovéni k mnohosténu
parovani.

(12.38.3) Dokazte, ze ze zapisu parovani v Prikladé 11.4 ziskdme pro bipartitni graf TU
matici, a tudiz celo¢iselny mnohostén.
3. okazte podrobné, jak z celociselnosti Feseni oritmu 2.6 plyne celoc¢iselnos

12.3.4) Dokazt drobné, jak lociselnosti feseni Algorit 2.6 pl lociselnost
polyedru toki.

*(12.3.5) Pokuste se vysvétlit, pro¢ jsou bipartitni, intervalové a chordalni grafy perfektnimi.

12.4 Neuplné formulace aloh MIP

Iterativni vylepsovani formulace MIP novymi podminkami na zakladé pfedchozich rela-
xovanych feseni.........

TSP

Matching

Doplikové otazky

Rozsifujici studium

Vlastné vsechny nami citované ucebnice optimalizace obsahuji mnozstvi riznych prikladi
a trika formulace uloh MIP, takze ¢tenar ma mnoho materialu k hlubsimu studiu. Konkrétné
k problematice celo¢iselnych mnohostént doporucujeme: parovani [10, Chapter 3,5], perfektni
grafy [10, Chapter 7], totdlné unimodularni matice [10, Chapter 8]. Vice riiznych poznatki
Ize také nalézt v [7, Chapters III.1,2].

91



Cast IV

Kli¢ k reSeni tuloh

(1.1.1) V jistém casovém okamziku vidime, Ze se zpracovavaji 4 tikoly najednou, a proto méné
nez 4 pracovnici nestaci.

(1.1.2) Vse bude fungovat stejné, jen jsme si neptirozené “obratili béh casu”.

(1.2.1) Nalezneme kostru s nejvétsim celkovym ohodnocenim.

(1.2.2) Neni potfeba na zacatku vSechny (mnoho) hrany sefadit, sefazuji se jen nékteré hrany
potifebné v pribéhu algoritmu.

(1.2.3) Hlavné néjaky rychly typ haldy pro uklddéni seznamu hran vychézejicich ze soucasné
komponenty ven a vybirani nejmensi z nich.

(1.3.1) Jakkoliv $patné, pro kazdy zvoleny pocet barev se da nalézt Spatny piiklad, zkuste si
to. ..

(1.3.2) V poradi jakéhokoliv souvislého prohledavani naseho grafu.

(1.3.3) Jednoduse, prosté hladovy algoritmus spustime a on nikdy nepouzije barvu vyssi nez
k + 1, nebot kazdy vrchol mé jen k (moznd) obarvenych sousedii.

(1.3.4)* Tteba pro graf, ktery je hvézdou s cestami délky 2 jako paprsky. Hladové se totiZ nej-
prve vybere centralni vrchol velkého stupné, a pak také vSichni jeho sousedé stupnu 2. Ten
centralni vrchol tudiz bude prebyvat, nebude optimalni.

(1.4.1) Univerzem jsou vektory s pfirozenymi koeficienty (hodnoty nejvyse rovny poétu vrcholi)
a indexované jednotlivymi vrcholy. Pripustné jsou ty vektory, kde sousedni vrcholy maji
riizna &sla. Uéelovou funkei je pocet pouzitych hodnot barev.

(1.4.2)* Ano, ve smyslu predchozi formulace prosté nevyzadujeme celo¢iselnost hodnot, ale sou-
sedni vrcholy musi mit hodnoty odli$né asponi o 1 (tzv. zlomkova barevnost grafu). Zlomkova
barevnost vychéazi nékdy o trochu mensi.

(1.4.3) Univerzem jsou binarni vektory indexované vrcholy grafu. Omezujicimi podminkami je, ze
soucet hodnot vrcholu u kazdé hrany je aspon 1, a uc¢elova funkce jen séitd hodnoty vrchola.

(1.5.1) Optimalizujeme tfeba pocet zpozdénych tloh. Hladovy postup jiz neni v takovém piikladé
moc dobfe pouzitelny. Jak by se mohl fesit?

(1.5.2) Pokud bychom se o parametrech ulohy J; dozvédéli teprve na jejim zacatku ¢;, nemohli
bychom nic “planovat dopfedu” a pouze bychom aplikovali primitivni hladovy algoritmus
(nebo nedeterministické pFistupy).

(1.5.3)" ...
(1L5.4)" ...

(2.1.1) Dal, pfiddme novou hranu zpét ze z do s s neomezenou kapacitou, kterou se tok bude
“vracet”.

(2.1.2) Je to pfirozené, nebot mnozstvi pfendsené substance se dle definice ve vSech ostatnich
vrcholech zachovava.

(2.2.1) Nic zvlastniho, stacilo by vSechny (stejné orientované!) ndsobné hrany nahradit jednou a
secist jejich kapacity.

(2.2.2)* Byl by to jen formélni problém — zdpornou hranu lze nahradit opa¢né orientovanou
hranou s opacnou (tj. uz kladnou) kapacitou. I pokud bychom zéporné hrany neobraceli,
muzeme pouzit nas algoritmus, ale zaporné hrany by se “sytily” ze zapornych hodnot toku
na nulu.

(2.2.3) Tok 5.

(2.2.4) Jen zdroj z.

(2.2.5) Rez velikosti 4 zde:
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(2.3.1) Velikosti 5: I f..>< f.
Velikosti 4: I f... I f.

(2.3.2)

(2.3.3) Ano, reprezentanti jsou zapsani prvni: (1,2,3), (2,1,4), (3,1,4), (4,2,3).

(2.3.4) Ne, vSech podmnozin je (3) = 10, ale prvku k reprezentaci jen 5.

(2.4.1)*

(3.1.1) Je to, jako bychom 10kg hranolki rozlozili zpét na vychozi suroviny. Nesmyslné, ale v

jinych ulohach se néco podobného muze realné objevit.

(3.1.2) Je to tehdy, kdyz tcelové funkce ma pfimky rovnobézné s primkou 0.4¢ 4+ 0.2h = 16. To
v prvai formulaci tcelové funkce je pro cenu 60K¢, v druhé formulaci pro 66K¢.

3.1.3)* Obtizné, ale mélo by to jit. .

3.2.1) Protoze prvni stielnice pozaduJe 3t stieliva ze dvou cest.

3.2.2) 1.25

54
forrnalm —1 pro # a 0 pro bod.

53.
Ne
6
Ze prochéazi poc¢atkem soufadnic.
Kupodivu oboji — zkontrolujte si definice.
Ano

Ne

4.2.3) Jen jeho ¢tyti vrcholy.

4.2.4) Cely obvod.

4.2.5) Prvni minus druhd, vysledek 2z < 0 < —1.

4.2.6) Prvni plus 2x druha minus tfeti, vysledek 0 < —4.

4.3.1) Je to tzv. crosspolytop, zobecnujici pravidelny osmistén.
4.3.2) Prave crosspolytop.

4.3.3

4.3.4) Prazdny mnohostén m4 alespori prazdnou sténu. Zcela beze stén je “plny” mnohostén
urceny zadnym poloprostorem.

)
1) -
1)
2)
1)
2)
3)
)
4.2.1)
2)
)
)
)
)
)
)
)

(
(
(
3.
(3.
(3.
(4.
(4.
(4.
(4.14
(
(4.
(
(
(
(
(
(
( Jiz v dimenzi 4 — tzv. cyklicky polytop.

(

(4.3.5)* Naznak: Kdyby krajni x nebyl vrcholem, nalezi nékteré sténé vyssi dimenze, nebo je

uvnitt polyedru a hned je spor. Na sténé s x postupujeme indukci podle dimenze.

(4.3.6) Nebot pokud by = v P byl netrividlni konvexni kombinaci bodl y, z, musely by byt y, z
ve stejné vzdalenosti od H a tudiz by nélezely H'.

(4.3.7)* Viz 6.2 v tomto textu.

(4.3.8) Je-li 0 vnitini bod, pak dostatecné mald krychle s hranou 2¢ centrovana v 0 je v P. Jeji
vrcholy generuji nerovnosti dokazujici pro P* omezeni |y1|+ ... + |ya| < 1/e.

(4.3.9) Jeden smér; pro S = T* plyne ((T*)*)* 2 T*. Druhy smér U 2O V zfejmé implikuje
U* CV*, takze ((T*)*)* C T*.

(4.3.10) Vyjadrete P jako P = Q*...

(5.2.1) minby; +3yz proyr +y2 > 1, y1 +y2 >0, y1 —y2 > —1, y1,y2 > 0.

(5.2.2) maxbyr +3yz proyr +y2 < =L, 41 +y2 <0, y1 —y2 < 1, y1,92 > 0.

(5.2.3) Primérni nema optimalni feseni.

(5.2.4)* Ano, tfeba maxxy + 222 pro 21 + 22 = 1, £1 + 2 = 2 s neomezenymi proménnymi je
sama sobé dudlni, pfitom je zfejmé bez pripustného feseni.

(5.2.5)* Jednak na zac¢atku — zavedeni #°, pak po vztahu (5) pro argumentaci, Ze ¢ kon¢i kladnou
soufadnici.

(5.3.1) minby; +3ys proys +y2 > 1, 41 +y2 >0, y1 —ya = —1, y1 > 0.
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(6.1.1) Je ti¥eba jesté zkontrolovat nezédpornost proménnych a hodnost matice (pfipadné vyloudit
zavislé Tadky).

(6.1.2) max 21 —x3+T4: 21+ T2+ a3 —Ta+ x5 =5, x1+x2 — 3+ 34 = 3, T1, 22,23, Tg,x5 > 0

(6.2.1) Ve Vété 6.2 nam teprve nezadpornost proménnych zarucuje existenci vrcholu s optimalnim
feSenim ulohy.

2. eni to tak jednoduché, ale je tfeba se podivat na dikaz Véty 3.5, kde se neomezené

6.2.2)* Neni to tak jednoduché, ale je tieb divat dikaz Véty 3.5, kd ¢

proménné nahrazovaly rozdilem = = 2’ —x" pro 2/, 2" > 0 — pak jiz bude loha mit definovany
vrcholy (ve vyssi dimenzi) polozenim téchto proménnych rovno 0.

(6.3.1) Naptiklad oboustranné nekoneény hranol (bez vrcholil) mé nespojené hrany.

(6.3.2)* Vezméme vrchol z a neomezenou hranu p a ozna¢me p’ rovnobézku s p skrz x. Pak z
konvexity plyne, Ze celd oteviend polorovina urcend p’ skrz x ndlezi polyedru. Z uzavienosti
polyedru déle plyne, Ze i cela p’ ndlezi polyedru a to je spor s faktem, Ze x je krajnim bodem.

(6.4.1) Ptimo z definic. ..

(6.4.2) Primarni musi vyjadfovat optimalni feseni, aby dudlni tabulka byla p¥ipustnd. Plyne to
také z vét o dualite.

(7.2.1) Volba v = 1e50 by byla velmi neuvéazend, nebot, jak lze vidét v Piikladé 7.5, konstanta
v se dostane do béznych redukovanych cen a takto velkd hodnota by ptisobenim zaokrouh-
lovacich chyb zcela “vymazala” skutec¢né ceny. Je nutno volit jen tak velkou hodnotu, ktera
se “vejde” do rozsahu pfesnosti pouzité aritmetiky zaroven s béZnymi hodnotami. Tieba 1e9
pro aritmetiku s presnosti na 16 mist.

(7.2.2) Tteba volba v = 1e9 pii rozsahu koeficienti mezi 1 a 1e2 ,odfizne* poslednich 9 —2 =7
¢islic. Pfi vétsim rozsahu ¢isel to bude mnohem horsi az nepouzitelné.

7.3.1) V (6.1.2) jednu, v 6.14 zadnou.

( jednu,

(82.1) ...

(8.3.1) Nejspise ve tietim?

(8.3.2)* Asi je to tézké, kdyz stejny piiklad se opakuje v rtiznych uéebnicich. ..

(8.4.1) Pokud podminek—nerovnosti ilohy velmi mnoho v porovnani s proménnymi.

(8.4.2)* Je to situace, kdy z jednoho vrcholu polyedru do druhého vede exponencidlné dlouhd
cesta po hrandach, stale ve sméru gradientu tcelové funkce.

(9.1.1) Za kazdé letadlo I = 1,...,10 a kazdou destinaci X = A, B, C, D bude proménné z; x
indikujici, zda letadlo [ poleti do X. Podminky jsou uz zifejmé...

(9.1.2) Tteba pokud nemaji byt stejné letadla do B, musime zapsat negaci nip > 0 A nap > 0.
To vsak nelze linedrné, nebot neni konvexni. Mizeme zavést novou m € {0,1} a psat nip <
6m N nop < 4(1 — m)

(9.1.3) Jestlize mame, feknéme, d bindrnich proménnych v loze a feseni LP vyjde zhruba kolem

vektoru (%, ce %), pak mame 2¢ celkem moznosti tento vektor zaokrouhlit — kazdou slozku
nahoru ¢i dolti. To je pro vétsi d (stacéi d = 30) nemozné prakticky probrat.

(9.2.1) Ano, jesté nam jde pokud mozno o jednozna¢nost prevodu hodnoty z na nové proménné,
aby se zachoval nizky pocet pripustnych feseni k prozkoumaéni.

(9.2.2) Celociselné z; spolu se vztahem x1 — 0.5 < z3 < x1 +0.5.

(9.2.3) Celociselné z; a redlné y; spolu se vztahy 0 < y; <l ax; =21 +y1.

(9.2.4)* Vezméme posloupnost necelych hodnot z; — 1. Pak v kazdém bodé musi byt y1 = z1. Z
faktu uzavienosti mnoziny ptipustnych feseni iloh LP a MIP pak plyne, ze pro x1 = 1 musi
byt y1 = 1 pfipustnym FeSenim (navic ke spravné hodnoté y; = 0).

(9.2.5)* S pomocnou proménnou ¢ tteba t € 0,1, 21 —20 > 1 — K -t, 20— 21 > K-t — K + 1, kde
K je dostatecné velkd konstanta.

(9.3.1) Z vrcholt jednotkové krychle se stane pfipustnou celd tato krychle.

(9.3.2)* Uloha MIP U je neomezend, pravé kdyz pro nékteré z' je tiloha LP dand U | 7 = 1
neomezena.

(9.3.3)* Tfeba maxxy : x1 —xe > 1, 1 — 29 + 221 < 2.
(9.4.1) ...
(10.1.1) Protoze mize byt mnoho (relaxa¢nich) polyedrii uréujicich stejnou p¥ipustnou podmno-
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Zinu miizovych bodi.

(10.1.2)* Neni, vezméte podminky y < v/2x, x,y € N. Zde se piipustni feseni mimo 0 nacha-
zeji libovolné blizko p¥imky y = /2, ale Zadné ne na ni, takze konvexni obal nebude ani
uzavieny, natoz polyedrem.

(10.2.1) Bohuzel ne, pocet uzli stromu vétveni bude stéle proporcionalni k |M|.
(10.2.2)* Nemusi, ale mize...

(10.3.1) Pfimo ne, ale sami si odivodnéte, Ze to neni na Gjmu konecnosti algoritmu. (Jen pfi
prvnim vétveni na kazdé z proménnych muze nastat M; = (.)

(10.4.1) ...

(11.1.1) Pfedevsim ty, Ze pro kazdou instanci naseho NP problému muzeme dostat tplné odlisné
vyhlizejici IP zapisy.

(11.2.1) Stejné jako nezavislé mnoziny, jen pro doplnék hran grafu.

(11.2.2) Prosté spojte nerovnosti pro nezavislou a pro dominujici mnozinu.

(11.2.3)* Hrubou silou tieba pro kazdou podmnozinu vrchold omezit, ze indukuje nejvyse o jedna
méné hran.

(11.3.1) Dosadte si do axiomi matroidu, neni tam problém...

(11.3.2)* Jeden matroid bude klasicky matroidem kruznic grafu, druhy bude matroidem mnozin
hran se vstupnimi stupni < 1 a tieti analogicky s vystupnimi stupni < 1.

(11.3.3)* Kdyz nevite, podivejte se do http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?
doi=10.1.1.26.5801.

(11.4.1) Pokud ma4 graf pouze jeden nebo dva vrcholy.

(11.4.2) Tieba pokud je graf stromem, nebo pokud obsahuje vrchol rozdélujici jej na dvé kom-
ponenty. Obecné pokud graf nema Hamiltonovskou kruznici, coz je vsak tézké rozhodnout.

(11.4.3) Pokud graf neni souvisly.
(11.4.4)* ...

(12.1.1) Pokud udélame z kazdé necelé hodnoty barvy dolni celou ¢ést, dostaneme bézné obarveni
grafu.

12.1.2) Ze y — 1 je rovno nejvétsimu z absolutnich rozdili barev |z; — ;| pies hrany grafu.
12.1.3) Zpét klasickou barevnost.
12.1.4)* Zaokrouhlete cirkularni barvy na jejich horni celou ¢ast, ziskate obarveni.

(
( )
( )
(12.2.1) Dvé bindrni proménné s my + mg = 1.
(12.2.2) Uvedenym postupem by to neslo.

(

12.2.3)* Vybereme charakteristicky vektor n — 1 hran z grafu, navic pfidame nerovnosti (15)
pro vSechny vrcholy, coz vylouéi podcykly a musime mit strom...

(12.3.1) Ne, neomezeny polyedr totiz nemusi mit vrcholy!
(12.3.2
(12.3.3
(
(

Je jeho sténou.

Odkazte se vhodné na toky v sitich...
12.3.4
12.3.5

*

— — — ~—

95



Reference

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

P. Hlinény, Teorie grafl, vyukovy text FI MU (2007),
http://www.fi.muni.cz/ hlineny/Vyuka/GT/Grafy-text07.pdf.

V. Chvatal, Linear Programming, W.H. Freeman and Co., USA, 1983.
J. Janacek, Matematické Programovani, EDIS Zilinsk4 Univerzita, 2003.
L. Kucera, Kombinatorické Algoritmy, SNTL, Praha, 1983.

L. Kucera, Algovize,
http://kam.mff.cuni.cz/"ludek/Algovision/Algovision.html.

J. Matousek a J. Nesetfil, Kapitoly z Diskrétni Matematiky, Karolinum, UK Praha,
2000.

G.L. Nemhauser, L.A. Wolsey, Integer and Combinatorial Optimization. John Wi-
ley, USA, 1988.

J. Oxley, Matroid Theory, Oxford University Press, 1992, ISBN 0-19-853563-5.

J. Oxley, What is a Matroid?,
http://www.math.lsu.edu/ preprint/2002/jgo2002e.pdf, LSU, USA.

A. Schrijver, A Course in Combinatorial Optimization.
http://homepages.cwi.nl/"lex/files/dict.pdf, CWI, Amsterdam.

G.M. Ziegler. Lectures on Polytopes. Volume 152 of Graduate Texts in Math.,
Springer-Verlag, New York, 1995.

Jednoduchy aplet pro simplexovou metodu,
http://algos.inesc.pt/lp/.

Mixed Integer Linear Programming (MILP) solver Ip_solve,
http://sourceforge.net/projects/lpsolve/.

MACEK - strukturéalni vypoc¢ty s matroidy, online pfistup
http://1inux456.vsb.cz/ “macek (klient /server sluzba).

GNU Maxima (5.9) s balickem Simplex (1.01, Andrej Vodopivec),
http://maxima.sourceforge.net/, http://wxmaxima.sourceforge.net/.

WLPS - feSeni tloh linearni a celociselné optimalizace, online pristup
http://mipsolve.cs.vsb.cz/ (klient /server sluzba, momentalné nefunkéni).

96


http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Vyuka/GT/Grafy-text07.pdf
http://kam.mff.cuni.cz/~ludek/Algovision/Algovision.html
http://www.math.lsu.edu/~preprint/2002/jgo2002e.pdf
http://homepages.cwi.nl/~lex/files/dict.pdf
http://algos.inesc.pt/lp/
http://sourceforge.net/projects/lpsolve/
http://linux456.vsb.cz/~macek
http://maxima.sourceforge.net/
http://wxmaxima.sourceforge.net/
http://mipsolve.cs.vsb.cz/

	Predmluva
	I Nekolik Úvodních Úloh
	O kombinatorické optimalizaci
	Hladový algoritmus
	Problém minimální kostry
	Pojem matroidu
	Co je optimalizacní úloha
	Další úlohy

	Toky v sítích
	Definice síte
	Hledání maximálního toku
	Zobecnení sítí a další aplikace
	Dobrá charakterizace


	II Mnohosteny a Lineární Optimalizace
	Úloha lineární optimalizace
	Príklad formulace úlohy
	Složitejší formulace
	Obecná úloha LP
	Další ukázky úloh

	Konvexita a mnohosteny
	Vybrané matematické pojmy
	Konvexita: definice a vlastnosti
	Mnohosteny

	Dualita úloh LP
	Základní tvar duality
	Silná dualita
	Obecný tvar duality LP

	Simplexová metoda: Principy
	Kanonický tvar úlohy
	Vrcholy, báze a bázická rešení
	Geometrický princip metody
	Simplexová tabulka

	Výpocet simplexové metody
	Ilustracní výpocet
	Popis implementace
	Ruzné príklady výpoctu

	Podrobnosti a variace metody
	Umelé promenné; dve fáze
	Ukázkový výpocet
	Degenerace a prevence zacyklení
	Poznámky k simplexové metode


	III Diskrétní a Kombinatorická Optimalizace
	Úloha celocíselné optimalizace
	Úvodní príklady IP
	Formulace úlohy (M)IP
	Rešení úloh MIP relaxací a vetvením
	Jednoduchá ukázka úlohy IP

	Význam a rešení úloh MIP
	Celocíselná mríž
	Obecná metoda vetvení
	Metoda vetvení a mezí s lineárními relaxacemi
	Další rešené príklady IP
	Vetvení a meze trochu jinak

	Kombinatorické optimalizacní problémy
	Formulace problému SAT
	Nekteré grafové problémy
	Pokrocilá optimalizace: Prunik matroidu
	Problém obchodního cestujícího

	Umení formulace úloh MIP
	Více o barevnosti grafu
	Užitecné triky formulace
	Celocíselné polyedry
	Neúplné formulace úloh MIP


	IV 
	 Klíc k rešení úloh
	Literatura



