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Modalna logika

Temporalna logika




Uvodné poznamky

Modalna logika

e patri medzi neklasicke logiky, ktoré vyuzivaji modalne spojky (tak undrne,
ako aj binarne) pre kvalitativnu Specifikaciu pravdivosti usudzovania.
e j¢ to takda modifikacia vyrokovej logiky, ktora obsahuje dve nové undrne
spojky
= _je nutné, aby...*
= j€ mozng, aby...*.
¢ in¢ typy modalnych logik st
" tempordalna logika (obsahuje modalne spojky Casové charakteru ako
napr. ,,budici® a ,,minuly*),
" deonticka logika (obsahuje modalne spojky moralneho charakteru ako
napr. ,,je povinneg, aby...“, ,,je povoleng¢, aby...*),
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Spolo¢nym rysom modalnych logik je

e Nefunkciondlny charakter modalnych spojok, pravdivost’ nejakého
vyroku @, na ktory je aplikovana nejakda modalna spojka, &, nie je plne
urcena len pravdivostnou hodnotou dané¢ho vyroku ¢ (ako to napr. plati
pre spojku negacie — v klasickej vyrokovej logike, kde pravdivost’ — je
plne urCena pravdivostou ).

e Klasicka tabul’kovd metoda pre pravdivostné vyhodnocovanie formul je
neaplikovatel'na.
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Evolution in time of Saul Kripke (*1940)
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Kripkeho pristup k sémantickej interpretacii neklasickych logik

o Americky filozof a logik Saul Kripke navrhol novi sémanticka interpretaciu,
ktora vyuziva aj iné mozn¢ svety, ako je len nas svet.

e Kripke vychadzal zo vSeobecnych filozofickych uvah zalozenych na
predstave nemeckeho filozofa 17. storoCia Leibniza, ktory sa domnieval, Ze
Boh mohol stvorit’ svet nekone¢ne mnohymi spésobmi.

e Pojem mozného sveta inSpiroval Kripkeho pri tvorbe sémantiky modalnych
vyrokov. Problém urcenia pravdivostnej hodnoty vyroku ,,¢ je vzdy pravdive®,
spociva v tom, Ze pri jeho rieSeni sa musime obracat’ aj na in¢ mozne¢ svety

" yyrok ¢ je nutne pravdivy vtedy a len vtedy, ak ¢ je pravdivy
vo vSetkych mozZnych svetoch

" yyrok ¢ je mozne pravdivy vtedy a len vtedy, ak ¢ je pravdivy
aspon v jednom moznom svete.
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Modalne spojky ,.nutne* a ,moZne* maji podobnu interpretaciu, aki maja
univerzalny resp. existencny kvantifikator. Rozdiel je vSak vtom, Ze
kvantifikatory st definovan¢ nad univerzom veci alebo individui, zatial’ o
modalne spojky sa vzt'ahuji k moznym svetom.

Kripkeho ideu si mézeme predstavit ako Skolu, v ktorej sa nachadza
mnozstvo tried, pricom v kazdej triede ja tabula, na ktorej si vypisané

pravdive vyroky (nmapr. ,,Eva miluje Ivana*). Ak chceme poznat v danej
triede, v ktorej sa nachddzame, pravdivostnii hodnotu nejakého modalneho

vyroku ,,nutne ¢, tak musime skontrolovat’ platnost’ tohto vyroku ¢ vo
vSetkych ostatnych triedach. Ak je v kazdej triede pravdivy, potom je aj
,chutne ¢ pravdivy aj vdanej triede. Podobne, ak chceme poznat
pravdivostni hodnotu ,,mozZzne ¢* v danej triede, staci najst’ aspon jednu inu
triedu, kde na tabuli je uvedeny vyrok ¢, potom vyrok , moZne ¢ je
pravdivy aj v danej triede.
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e Vyrok ,.Cislo 3 je prvocislo* je pravdivy za kazdej situdcie v kazdom moZnom
svete, t. j. je napisany na tabuli v kazdej triede. Ak je tento vyrok pravdivy
v kazdom moznom svete, potom je nutne pravdivy.

e Vyrok ,,Havel je prezident* je pravdivy len v niektorych moznych svetoch,
potom tento vyrok nie je nutne pravdivy ale len mozZne pravdivy.

e Vyrok ,,prvocisio je delitelné 2°, ktory nie je pravdivy v Zladnom moZnom
svete, t. J. je nutne nepravdivy.
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Pociatky modalnej logiky

Modalna logika bola prvykrat diskutovana Aristotelom, ktory bol asi prvy kto
poukazal na skuto¢nost’, Ze nutnost’ implikuje moznost’

ak (p je nutnée), potom (p je mozné)

TaktieZ poukazal na moznost’ definovat’ moznost’ pomocou nutnosti a naopak

nie (p je mozné) vtedy a len vtedy ak (p nie je nutné)
nie (p je nutné) vtedy a len vtedy ak (p nie je mozné)

a taktieZ zistil, Ze nasledujice dva modalne vyroky su platné

ak ((ak p, potom q) je nutny), potom (ak (p je nutny), potom (q je nutny))
ak ((ak p, potom q) je nutny), potom (ak (p je mozny), potom (q je mozny))
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Zakladné pojmy Kripkovej sémantiky
Model M kripkeovskej sémantiky je definovany ako usporiadana trojica

M =(W,R,v)

o W={w,w,,..} je neprazdna mnozina obsahujuca vietky alternativne
(alebo paralélne, mozZne,..) svety

o RCWxW = {(w w’)} je binarna relacia definovana nad mnozinou W, jej

zloZky (usporiadané dvojice) (w,w”) Specifikuji dostupnost’ sveta w” zo
sveta w.

e v:WxQ—{0,1} je zobrazenie, ktoré ohodnoti kazdi atomicku formulu
(vyrokovu premennu p, q,... ,p’,q ,...€£2) pravdivostnou hodnotou, vyraz
v(w,p)=1(0) je interpretovany tak, ze atomickd formula p je pravdiva
(nepravdiva) vo svete w.
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)4 . y e y e N 7 —1 r 7 r
Specifikacia relacie R pomocou mnozin I'(w) a I (w) , ktoré obsahuja ,,susedné
svety zo sveta w.
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(1) Vyrok p je nutné (oznaeny Op), je pravdivy vo svete w vtedy a len vtedy, ak
je pravdivy vo vSetkych alternativnych svetoch w”’, ktoré¢ st dostupne z w

v(wOp)=1 vtt, ak v kazdom svete w' e T'(w) plati v(w', p) =1
v(w,Op)=0 vtt, ak existuje taky svet w' e I'(w) kde v(w',p)=0

(2) Vyrok p je mozné (oznaéeny Op), je pravdivy vo svete w vtedy a len vtedy, ak
je pravdivy aspon v jednom alternativnom svete w”, ktory je dostupny zo sveta w

v(w,Op) =1 vtt, ak existuje taky svet w' e '(w), kde v(w',p)=1

v(w,Op)=0 vtt, ak v kazdom svete w' e I'(w) plati v(w', p)=0
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Priklad

Q:{pﬂ}a W:{WI’WZ’W3} a R:{(Wl’wz)’(wl’w3)}
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Definicie
Formula ¢ je pravdiva v ramci modelu M a vo svete w je oznaCena symbolom
M
(lzw (P) =i (V(w.0)=1)

kde v je zobrazenie z modelu M = (W,R,v). Negacia tejto skutoCnosti je oznacena
novym symbolom

(#f@ =i (v(w.9)=0)
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Ohodnotenie pravdivosti formuly ¢ v modelu M a vo svete w je rekurentne urcené
pomocou jej podformul:

(1) Negacia

(2) Konjunkcia

((Wl(p/\\p)zl) vit (V(W1 (p) 1 a vw1 )
( wl(p/\\p ) ( =0 alebo v(w1 \p):

0)

(3) Disjunkcia
(v(wl,(pvw)zl) vt (v(wl,(p):l alebo v(wl,w):l)
(v(wl,(pvw):O) vit (v(wl,(p):O a v(wl,\p):O)
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(4) Implikacia
(v(wl,(p:>\|1):1) vitt (v(wl,(p):O, alebo v(wl,\p):l)
(v(wl,(p:>\|1)=0) vit (v(wl,(p)zl,

(5) Modalna spojka []
(v(wl,D(p) = 1)
(v(wl,D(p) = O)

(6) Modalna spojka ¢
(v(wl,O(p) = 1)
(v(wl,O(p) = O)
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Priklad

Urcite pravdivost’ formule

o=((p=q)r(og=0p))=(-pv—q)
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(0) Pravdivostné hodnoty atomickych formul
v(p,wl) =1, v(p,wz) =1, v(p,w3) =
v(q,wl) =0, v(q,wz) =0, v(q,w3) =

(1) Vyhodnotenie modalnych vyrokov op a og
v(wl,Dp) = ( (wz,p)) A (v(w3,p)) =1A0=0

V(Wl,Dq) =( (wz,q)) A (V(w3,q)) =0Al=0

(2) Vyhodnotime podformule p=>¢g a —p Vv —gq
v(wl,p:>q)=( (wl,p))b(v(wl,q)):1:>O:O
v(wl,Dp:>|:|q)=( (Wl,I:Ip)) = (v(wl,mq)):O:Ozl
v(wl,—|pv—|q)=( (wl,—|p)) Vv (v(wl,—.q)):Ovlzl
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(3) Pouzitim oboch implikacii z predchadzajiceho kroku vyhodnotime
podformulu ( p = ¢g) A(og =aop)

v(wl,(p = q)/\(Dq :>|:|p)) = (v(wl,p = q)) A (v(wl,qu :>|:|p)) =0A0=0

(4) V poslednom kroku vyhodnotime formulu ¢
v(w,0)= v(wl,((p = q)~(0Og :>|:|p)) =(—pv —.q)) —

- (V(Wl’(p — Q)/\(Dq :>Dp))) = (V(Wl,—pv—.q)) —0==1

MoébzZeme teda konStatovat’, Ze formula ¢ je v ramci modelu M a v jeho svete w;

pravdiva, t.j. |:f(p
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Definicia.

(1) Formula ¢ sa nazyva pravdiva v modele M ak je pravdiva v kazdom
alternativnom svete we W z dan¢ho modelu

(F"0) = (vwem) (o)

(2) Formula ¢ sa nazyva tautolégia ak je pravdiva v kazdom modele M

(F0) =4 (VM)(|:M(P)
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Falzifikacia kontradikénosti formul

Principialny problém pre modalnu logiku je verifikdcia toho, ¢1 dana formula ¢ je
tautologiou, F ¢. Zakladna mysSlienka pouzitej metoddy (falzifikacie) spociva

v tom, ze ukdZeme, Ze }ﬁf(p neplati pre 'ubovolny model M a svet w, t.J. musi

platit’ F ¢, formalne

VM (o) = (= o)
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Priklad

Dokazte tautologi¢nost’ formule o(¢ = y) = (0p =0y

(2,3 vznikli z 1)

(vznikol z 2 odstranenim 0O)

(5 a 6 vznikli z 3)
(vzniklo z 5 odstranenim 0O)
(vzniklo z 6 odstranenim 0O)

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
6.

(vzniklo z 4 odstranenim implikacie)
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Sémantické tablo dokazu

viw,,0(e=y)=>(0e=0y)=0
|
viw,0(e=y))=1
v(iw,,00=0y)=0
|
viw,,p=>y)=1
v(iw,,00)=1

v(w,,0y)=0
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Priklad
Dokazte, Ze formula ¢ =0O@ nie je tautologia .

(1) |:f o, pre svet w, e W,,
2) " ¢, pre svet w, e T(w) W,
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Sémantické tablo pokusu falzifikacie formule v(w,,¢ =0¢)=0.

v(w,,0=00)=0

V(Wl D(P): 1‘
v(w,00)=0

V(Wza (P):OA
O

\
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\

1

\
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1
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Axiomaticky vystavba modalnej logiky

Axiomaticky systém vyrokovej logiky je rozsSireny o niektoré z d’alSich axiom,
ktoré uz obsahuju modalne spojky

Axiom M: 0@ = —0—¢
Axiom K: o(¢ = y) = (0p =avy)

Axiom T: op= ¢
Axiom E: 0 =o0¢
Axi1om D: op = O
Ax10m 4: op =oog
Axi0m B: —¢ =o—o¢
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V axiomaticky systém modalne; logiky pouziva ako dalSie pravidlo
odvodzovania, okrem klasického modus ponens aj nove pravidlo

¢
H®

Toto pravidlo je potrebné interpretovat’ takto: formula ¢ je tautologia, Cize je
pravdiva pre I'ubovolny model M ajeho I'ubovolny svet w, t.. |:f(p Pomocou
tohto predpokladu (premisy) l'ahko dokdZzeme, Ze aj o je taktiez tautologia,

pretoze |:f|:|(p = (Vw’ S F(w)) |:£(p, ak pouzijeme vychodzi predpokladat

pravdivosti ¢ pre kazdé M a w’, potom musi byt’ pravdiva aj .
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Postupna vystavba axiomatického systému X modalnej logiky

(1) X je axiomaticky systém vyrokovej logiky (10 axiom a pravidlo modus
ponenes)

(2) X je rozsireny o vSetky teorémy (zakony) vyrokovej logiky.

(3) X je rozsireny o formule, ktoré¢ vznikaja z jeho formul (teorémov vyrokovej
logiky) pomocou substiticie tak, ze premenn¢ st nahradené formulami
obsahujuce modalne spojky (priklad: z teorému p = (q = p) je pomocou

substiticie (p/op,q/oq) nova formulu — tautologiu op = (og =op).

(4) X je rozSireny o nov¢ pravidlo ,,zovSeobecnenia‘
¢

H®
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(5) X je rozsireny o vybrané axiomy modalnej logiky (M-B).

(6) Dalsie formule v T sa vytvéaraji $tandardnym postupom logického dokazu,
ak formula ¢ logicky vyplyva z ¥, potom

= @

Priklad

= 0= 00

—. O0—=Q = =@ (axiom T)
— . ——=( = —0—0 (kontrapozicia implikacie)
— ¢ = 0=

—: 0= 00
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Priklad
I—2 () — —|<>ﬁ(P

- 0—¢=—-o0——¢ (axiom M, substiticia ¢ /=)

— <>—|(p —> —aQ

— ——aOPp = —|<>_I(P

— I:I(p — —|<>ﬁ(P
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Systémy modalnej logiky

1. Najslabsi modalna logika je oznaCena K, ktora vznikne tak, Ze axiomaticky
systém X obsahuje len axiom K

o(¢ = v) = (0p=ovy)

V tomto pripade relacia R je bez obmedzenia

. Ak predpokladame, Ze relacia R obsahuje ku kazdému svetu aspon jeden
alternativny svet Vw 3w’ ((w w’) c R), potom modalna logika D vznikne tak,

Ze axiomaticky systém X je rozSireny o axiom D

op = 0@
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3. Ak relacia R je reflexivna, Vw((w, w)e R), potom modalna logika T vznikne

tak, Ze axiomaticky systém X je rozsSireny o axiom T

0p= ¢

4. Ak relacia R je nielen reflexivna, ale aj tranzitivna

Yw Vw VW”((W, w’),(w', w") eR=> (w, w") e R)
potom modalna logika S4 vznikne tak, Ze axiomaticky systém X je rozSireny
o axiomy T a 4

0p= ¢
OQ =00
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5. Ak jerelacia R nielen reflexivna a tranzitivna, ale aj symetricka
Yw Vw’((w,w’) eR=> (w’,w) e R)
potom modalna logika S5 vznikne tak, Ze axiomaticky systém X je rozSireny
oaxiomy T ,4 aE

0p= ¢
OQ =00
0@ =000

Zaver. Kripkovska sémantika umoznuje jednoduchu klasifikaciu
modalnych logik pomocou podmienok, ktoré su pozadované od
relacie R.
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Temporalna logika

e Prirodzeny jazyk taktie? obsahuje aj casové modality ako napr. ,,vzdy
bude p*, ,,niekedy bude p*, alebo ,,v nasledujuicom okamziku bude p*, kde
p je nejaky ,temporalny* vyrok, ktory ma vztah k ¢asu, napr. moze menit’
svoju pravdivostni hodnotu v priebehiu ¢asu.

Nebudeme Studovat’ temporalne spojky vztahujice sa do minulosti,
pretoZe su analogiou ,,buducich® temporalnych spojok.

Temporalnou logikou ako prvi sa zaoberal novozealandsky teoldg, filozof

a logik Arthur Prior v polovici 20. storoCia, ktory ako skumal logické
vlastnosti temporalnych modalit ,,buduci® a ,,minuly*.
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Arthur Prior (1914-1969)
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o Tempordlna logika je efektivnym nastrojom skimania procesov
v informatike, kde jednotlive stavy systému (pocitaca, programu, atd’.)
maju ¢asovu naslednost’ a podmienenost’.

o Kripkeho sémantika pre temporalnu logiku poskytuje transparentnu
metodu pre pravdivostné ohodnotenie formul, ktoré Specifikuja stavy
informatickeého systému.

e Kripkeho model M =(T,v) je zjednodusene Specifikovany linearne
usporiadanou mnozinou &asovych okamzikov (bodov), T ={t,,t,,t,,...|,
pricom 0<7, <t, <t, <...

e Zobrazenie v:QAxT — {0,1} ohodnoti kazdi vyrokova premennu p, g,...

p.q ,...€ Q pre nejaky Casovy okamzik ¢ € T pravdivostnou hodnotou, ak
v(t,p)=1(0), potom atomicka formula p je v ¢ase pravdiva (nepravdiva).
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Stav systemu je Specufikovany vyrokovymi premennymi p, g, r, ..., ktorych
pravdivostné hodonoty sa menia v Case.
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Priklad

Predstavme si1 hypoteticky systém, ktor¢ho stavy sa menia v zavislosti od
diskrétnych Casovych krokov 0<¢ <1, <t, <.... Kazdy stav je formalne popisany
vyrokov premennou z (2, pricom ich pravdivostné hodnoty sa mdéZu menit’ pre
jednotlivé Casove kroky
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Unarne temporalne spojky

spojka vyznam

U@ v buducnosti vzdy ¢ je splnené

O¢ |v budiicnosti niekedy ¢ je splnené

OO |v nasledujucom okamziku ¢ je splnene

v(top)=1 1 (prekazdé ¢ >1t)

v(t,00)=1 (p) (pre niektoré ¢ >1)
( ! +1,

¢)=1
Skuto¢nost’, Ze premenna p je pravdivda v modele M a v Case ¢ je urena takto

(|: p) =i (v(t.P)=1)

Negaciou tohto vztahu dostaneme

(Jﬁjwp) =i (v(2.0)=0)

V t,O(p) =
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Priklad

Uvazujme tieto dva vyroky

p =Jano je Student
g =Jano je inZinier
budeme z nich vytvarat’ pouZitim temporalnych spojok nove vyroky:

(1) p AOg = Jano je Student a teraz bude inZinierom.

(2) p AOg = Jano je Student a v buducnosti 1sto bude inZinierom.

(3) p A 0g = Jano je Student a niekedy v buducnosti bude inZinierom.

(4) Op A 0g = Jano teraz eSte bude Studentom a budicnosti bude inZinierom.
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Priklad

Pomocou temporalnych spojok budeme formulovat’ niektoré vyroky vyskytujuce
sa v Specifikaciach informatickych systémov.

o Jzajomne vylucenie. Dva procesy A a B nie su nikdy sticasne vykonavané:
D—.(Execute(A) A Execute(B ))

e Parcidlne korektnost. Ak je vypocet ukonCeny, potom platia podmienky
ukoncenia

|:|(F inished = PostCondition)

o Ukoncenie a celkova korektnost. Parcialna korektnost’ spolu s ukoncenim
poskytuje celkovu korektnost’
OFinished N |:|(F inished = PostCondition)

e (Odozva na signal. Vzdy, ak systém prijme menovity signal, potom okamzZite
zareaguje.
|:|(T rigger = O Re Sponse)
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Ohodnotenie pravdivosti temporalnych elementarnych formul
v modele M a Case ¢ je urcené prostrednictvom tychto vztahov

(1) Negacia

(2) Konjunkcia

(3) Disjunkcia
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(4) Implikacia
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Definicia
Formula ¢ je pravdiva v modelu M a v Case ¢ je urCena takto

M
(lzt (P) =i (V(1.0)=1)
Formula ¢ sa nazyva tautoldgia vtedy a len vtedy, ak je pravdiva
v kazdom modelu M pre 'ubovolny Cas 7,

(|: (P) = (VM )(Vt e T)(|:j” (P)

Medzi modalnymi spojkami o a ¢ (vZdy a niekedy) plati tdto vzajomna vizba,
ktora priamo plynie z ich definicie
<>p = —0—p
Op = —|<>—|p
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Sémanticke tabla v temporalnej logiky

Priklad
Dokazte, Ze formula |:|( p= q) = (|:| p=0q ) je v temporalnej logike tautologia.

1. , ):>(|:|p:>|:|q)):O

(2a3zl)
(z3)
(z3)
(z4)
(z35)
(z2)

2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
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Priklad

o= (D((p =00) :>|:|(p)
Formula ma zaujimavu interpretaciu: ak v Case ¢ plati formula ¢ a sticCasne vzdy

plati aj v nasledujucom cCase, potom musi platit’ aj kazdom Case t">¢. Pomocou
jednoduchych uvah dokdZeme, Ze tato formula je tautologia, budeme ju
interpretovat’ ako pravidlo modus ponens

1. premisa : @

2. premisa : D((p :>O(p)

Zaver qul0)
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Druha premisa sa moze rozpisat’ takto

Aplikovanim postupnosti modus ponens dostaneme, Ze formula ¢ je platna nielen
v Case ¢ (1. premisa), ale aj v Casoch #+1, +2,... , t.j. plati formula (D(p)

to
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DokaZeme formulu pomocou sémantického tabla

ok

v(t,(p = (EI(([) =00) :>|:|(p)) =0
v(t,(p) =1
v(t,u((p =00) :>|:|(p) =0

2.
3.
4.
5.
6.
7
3.
9.
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V klasickej vyrokovej logike plati, ze formula v je tautologickym dosledkom
mnoziny formal S={¢,¢,...¢,}, SEy, vtedy alen vtedy, ak formula

O, AP, A...AQ, =y Je tautologia.

V temporalnej logike tato vlastnost’ ,tautologicky dosledok® ma trochu ina
podobu.

Veta
Formula v je tautologickym dosledkom mnoZiny formul
S ={0,.9,,...0,}, S Ey, vtedy a len vtedy, ak formula
O, AOQ, A ... AOQ, =
je tautologia.
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Veta

Ak formula ¢ je tautologia vo vyrokovej logike, potom formula ,
ktora vznikne substitiiciou atomickych formul formulami temporalnej
logiky, W =@(p,/%:. P2/ X5, je tautologiou v temporalnej logike.

Priklad

substitacia: p/oe a ¢/Oy

—.(|:|(p A Ow) = (—.l:l(p v —.<>\p)
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NajdolezitejSie ,,zakony* (tautologie) temporalnej logiky

1. Zakony duality
~09=0-0
—aQ = 0—@
—0@ =00

Spojka O je autodualna, spojky O a ¢ st navzajom dualne.
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Sémanticke tablo pre formulu —O@ =0—@

v(t,—00 :>Oﬁ(p) =0

V(f —|O(P)

v(t O_I(P) (2a3zl)

v(£,09)=0 (odstranenie negacie v 2)
(

v(t+1,—9)=0  (odstranenie spojky O v 3)

v(t+Loe)=1 (odstranenie negacie v 5)

v(t+19)=0 (odstranenie spojky O v 4)
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2. Zakony reflexivity

oQ = @
=0

Tieto zdkony vyjadruji intuitivhu skasenost, Ze ,budicnost® obsahuje aj
,,pritomnost™,

3. Zakony o ,,sile* temporalnych spojok.

0p =00

Op = 00

op = 0@
0o =o0e
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Dokazeme formulu 0op =o0¢

(odstranenie implikacie v 1)
(odstranenie implikacie v 1)
(odstranenie spojky ¢ v 2)
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4. Zakony idempotentnosti.

OoQ =00
00 = 00

Dokazeme formulu oop =oe

v(¢,009 :>|:|(p) =0
v(t,0o¢) =1
v(t |:|(p)
v(t |:|(p)

v(t"9)=

(f”’ (P) O

1
1
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5. Zakony komutativnosti.

0Oe =0op
0Op =000
Dokéazeme formulu 0O¢@ =00

L. | v(£,009=00¢)=0
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6. Zakony distributivnosti.

priesvitka 58



7. Zakony rekurzivnej ekvivalentnosti.

0Q = @ AOOQ
0 = AOCQ

Opakovanym dosadenim l'avej strany do pravej strany dostaneme alternativne

urcenie formuly O

op =@ AOP AOOO A ...
Cp=pVvOpeVvOOOPA...
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Dokazeme formulu op = ¢ AOO@

(2 a3 vznikli z 1)

(odstranenie spojky O v 3)
(Vt'>1+1) (odstranenie spojky O v 4)
(Ve'>t)  (spojenie 2 a5)

(zavedenie spojky O v 6)
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8. Zakony monotonnosti.

o(¢ = v) = (0p=ovy)
o(¢ = v) = (0= Oy)
(¢ = v)=(0¢=0y)

Relécia tautologického vyplyvania ¢ F y je ekvivalentna implikacii op = .
Z, vysSie uvedenych zdkonov vyplyvaju zakony monotonnosti

(0= vy)E(op=ny)
(0= y)E (0= Oy)
(0= y)E(Co=0V)
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9. Zakon o indukcii.
|:|((p :>O(p) — ((p :>|:|(p)

Tato formula je priamo odvoditel'na z formuly ¢ = (l:l((p :>O(p) :>|:|(p) Studovanej
v priklade 12.10.

o= (D((p =00) :>|:|(p)

—QV (—d:l(([) =00) \/|:|(p)
—0( ¢ =0¢) v (—¢ voo)
—.|:|((|) :>O(p) \% ((p :>|:|(p)
o(¢ =0¢) = (¢ =o0¢)
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