Neklasicke logiky 111

Fuzzy logika, logické spojky
a Mamdaniho regulator
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Logické spojky

Vztah medzi klasickou dvojhodnotovou logikou a tedriou (crisp) mnoZin je vel'mi
blizky, jednotlivé mnozZinové operaciec mozu byt vyjadrené pomocou logickych
spojok (pozri obr. 11.1):

(1) konjunkcia - AN B =, {x;(x cA)n(xe B)}

(2) disjunkcia - AU B =, {x,'(x cA)v(xe B)}

(3) negécia - 4 =, {x;—.(x S A)}

(4) implikacia- Ao B=,, V(xeU)(xe A= xeB)
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Priradenie medzi mnozinovymi operaciami a vyrokovymi
spojkami konjunkcie, disjunkcie, implikacie a negacie.

A B A B
(AAB)= def(A MB) (AvB)= M(AUB )
GO
(A=B ):def (ADB ):def (Z UB) A def (—A4)
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Predpoklad fuzzy logiky

Fuzzy logika je zaloZena na predpoklade, ze kazdéemu vyroku p je priradena
pravdivostna hodnta val( p)€[0,1] z uzavretého intervalu [0,1].

Fuzzy negacia.

Fuzzy negdcia je unarna operacia —:[0,1]—[0,1], ktora vyhovuje tymto
podmienkam
——p=p
val(p) < val(q) = val(ﬁp) > val(—lq)

val(—p) =1- val(p)
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Fuzzy konjunkcia

Fuzzy konjunkcia je binarna operacia A:[0,1]° —[0,1], ktord vyhovuje tymto

podmienkam

(1) komutativnost pAg=qg A p

(2) asociativnost’ p A (q A r) = (p A q) AT

(3) okrajova podmienka - identitap Al= p

(4) val(q)ﬁval(r):val(pAq)Sval(p/\r)

val(pAq)= ml‘n{val(p),val(CI)}
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Fuzzy disjunkcia

Fuzzy disjunkcia je binarna operacia A:[0,1]> —[0,1], ktord vyhovuje tymto
podmienkam

(1) komutativnost’ pvg=qgvVv p

(2) asociativnost’ p v (q v r) = (p v q) v

(3) okrajova podmienka - identitap v 0= p

(4) val(q)ﬁval(r):val(pvq)ﬁval(pvr)

val(pv q)= max{val(p):"al(q)}

Operacie konjunkcie a disjunkcie st dualne vzhl'adom k operacii Standardne;
negacie (De Morganove vztahy).
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Fuzzy implikacia

Fuzzy implikdcia je bindrna operacia =>:[0,1]° —=[0,1], ktord vyhovuje tymto

okrajovym podmienkam

-

1 (pre (val(p) = O) alebo (val(q) = 1))

Val(p - q) ) <\0 (pre val(p) =1la val(q) O)

val(p=q)= min{l,l—val(p)Jrval(Q)}

{1 (val(p)ﬁval(q))

1- val(p) + val(q) (inéé)
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3D grafy logickych spojok vo fuzzy logike
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e Implikacia bola povodne Zadehom Specifikovand pomocou negacie
a disjunkcie, (p=¢)=,, (—p Vv ¢). Tento jednoduchy pristup je skoro
nepouzitel'ny, pretoze produkuje fuzzy logiku vel’mi chudobnu, kde
skoro neexistuji tautologie. Tento nedostatok je odstraneny tym, Ze
pouzivane 1mplikaciu zavedenu do logiky tukasiewiczom v jeho 3-
hodnotovej logike.

e Zavazny problém fuzzy logiky je systematické a uplné urcenie
pravdivostnych hodnot formul pre dve alebo wviac vyrokovych
premennych. Formula fuzzy logiky s n premmenymi p,,p,,...,p, sa

moze chapat’ ako funkcia » premennych definovanda na hyperkocke
[0,1]".

e Funkcia — formula sa nazyva tautolégia, ak sa rovna 1 pre 'ubovolnu
hodnotu argumentov, F( p,, p,,....p,)=Lpre ¥(p,, p,,... p,) €[0,1]".
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0

0
F(p.q)=((prg)=(pvq)) G(p.)=((pva)=(prg))

Povrchy vyrokovych funkcii F(p,q) a G(p,q) pre spojité argumenty p,ge[0,1].
Z priebehov tychto funkcii vyplyva, Ze funkcia F(p,q) je tautologia, zatial’ Co,
funkcia G(p,q) nie je tautologia.

Priesvitka 10




Sémantické tabla pre formuly fuzzy logiky

(PrAq)=(pvg)=1

(pAQ)<(pVvq)

min{p,q}<max{p,q}

pP=< pP>q
P=q qu
pP>q
A

F(p.q)=(prq)=(pva)

F(p,q) =1Vp,q e [O,l]

(pvg)=>(prg)=1

(pvg)<(pAq)

max{p,q}<min{p,q}

p= >(q
qu p‘ﬁq
P=q %,
B

G(p.q)=(pva)=(pArq)

G(p,q) =1 (len pre p = q)
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(p
ANp=q)=q)=1

PAP=q)<q

min
{P.r=q1<q

P=q
p>
q

i
in{p,1}<q
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Usudzovanie vo fuzzy logike

V klasickej logike je jednym zo zékladnych modov usudzovania pravidlo modus
ponens

Q‘“@E
Q

Tato schéema moZe byt verbalne formulovana takto

ak p je pravdivy vyrok a
ak p = g je pravdiva implikacia,
potom g je pravdivy vyrok

Modus ponens moéze byt alternativne vyjadreny pomocou vyrokovej formuly -
tautologie

r=((p=49)=q)
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Pr1 fuzzy odvodzovani dolezitym pojmom je jazykova premennd, ktory bol
zavedeny Zadehom [xx]. Jazykovd premenna je taky typ premennej, ktorej
hodnoty st slova zprirodzeného jazyka. Ako 1lustracny priklad jazykovej
premenne] uvedieme vek, ktorej hodnoty su Specifikované slovnymi hodnotami
mlady, stredny a stary.

Definicia.

Jazykova (lingvisticka) premennd je urCend usporiadanou Stvoricou
(X.7(X).UM)
kde X je meno jazykovej premennej, T'(X)={4,B,..} je mnozina

slovnych hodnot jazykovej premennej, U je univerzum jazykovej
premennej, priom kazdd slovnd premennd AeT(X) je

Specifikovana fuzzy mnoZinou 4 = {(x w (x)) xelU }, subor tychto

fuzzy mnozin tvori mnozinu M.
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Priklad

Studujme jazykovii premennd X=vek, definovani nad univerzom rokov
reprezentovanym mnoZinou — uzavretym intervalom U =[0,100]. MnoZina
slovnych hodnét obsahuje tri slovné hodnoty, T (vek)={mlady,stredny,stary}.

Kazda slovna hodnota je Specifikovana fuzzy mnoZinou s charakteristickou
funkciou, tieto fuzzy mnoZziny tvoria mnoZzinu M

p(ox)
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Znazornenie zovSeobecneného modus ponens, ktory na zaklade analogie
s relaciou xe A~»xe B vytvara zo vstupnej slovnej premenne] A~ vystupnu

slovni premennu B’, pricom sa predpoklada, ze slovne premenné 4 a 4" resp. B
a B’ su si podobngé.

xeA »| xcdyeB yveB X
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e Uvazuyyme dve slovn¢ premenné¢ Ae€7(X) a Bel(Y) reprezentované
prisluSnymi fuzzy mnoZinami A= {(x u, (x)) ;xelU } a

B:{(y,pB(Y));er}.

e Stupen pravdivosti fuzzy vyroku ,x je A“, formalne vyjadreny vztahom
,xeA“, je popisany charakteristickou funkciou p,(x); podobne stupet

pravdivosti vyroku ,,yeB* (,,y je B*) je charakterizovany charakteristickou
funkciou i, (x).

e Tieto dva fuzzy vyroky ,xeA" a ,,yeB* si vo vzdjomnej (mdZeme povedat’
pri¢innej alebo asociacnej) relacii xe 4~ x e B, podla ktorej vlastnost’

,XEA“ je doprevadzana vyskytom vlastnosti ,,ye B* .

Priesvitka 17




ZovSeobecneny modus ponens v relaCnom tvare je
xe A

xeA~~xeB

xeB
kde A" e T(X) a B'€1(Y) su nov¢ slovné premenne, Budeme predpokladat’, ze nova
slovna premenna A" (fuzzy mnozina) je podobna povodnej slovnej premennej A4,
¢co moézeme vyjadritt pomocou charakteristickych funkcii napr. takto

max|p, (x)—p, (x)| <8, kde 8 je dané mal¢ kladné &islo.

Tento predpoklad je vel'mi ddlezity k odovodneniu pouZivania zovSeobecneného
modus ponens ako nastroja pre odvodenie vystupnej novej slovnej premennej B’
zo vstupnej slovnej premennej A" pomocou relacu x € 4 ~~ x € B(analogie).

Okrajova podmienka: A=A"= B=5'
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Znazornenie zobrazenia fuzzy slovnej premennej 4’ na slovni premennu B’
pomocou fuzzy relacie R(x,y).

B’ - (xed~~yeB)=,, Rc XxY

A)
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Rezultujuca charakteristicka funkcia p,, ( y)je urCenda ako kompozicia
charakteristickej funkcie p (x) a charakteristickej funkcie (x, y) fuzzy relacie

R, ktora reprezentuje vztah xe€ A~»xe B (kde symbol ~~ zndzornuje fuzzy

relaciu R)

Wy ()= maxmin{},t/f (x), 1y (x,y)}

xeA

alebo v zjednodusenom tvare B'=A'oR. Pozadujeme, aby tato kompozicia
vyhovovala ,,okrajovej podmienke*, ktora pozaduje, ze ak A’=A4 , potom B =B, t.].

uy (¥)=maxmin{p, (x),u, (x. )}

xeA4
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Realizacia relacie R

(1) Lukasiewiczova implikacia

R=1, (1, (%) 15 (¥)) = min{l1—p, (x)+p, (»)}
Nevyhovuje podmienke A=A"= B=B'

(2) Standardnd konjunkcia (Mamdani, operacia min)
R=p,(x) Ay (v)=min{u,(x),1y(»)}

(3) Sucinova konjunkcia (Larsen, operacia sucin)
R:HA(X)/.\“B()/):HA(X)'MB()/)
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Kompozicie B’ = A o R pre tri rozne Specifikacie relacie R

(A) Lukasiewics, (B) Mamdani a (C) Larsen
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KonStrukcia relacie R pomocou

Mamdaniho Standardnej konjunkcie
Dokazeme, ze pre tento typ relacie je okrajova podmienka kompozicie splnena.

g (y) = maxmin{uA, (x),min{pA (x),],LB (y)}}

xeX
Tato formula moze byt’ jednoducho upravena pouzitim asociativnosti operacie min
( A

Wy () =mins maxmin{uA, (x).1, (x)}J,uB (¥)¢

xeX
o

= min{w,uB (y)}

kde w sa nazyva vdha pravidla alebo stupen zapdlenia pravidla. Potom
rezultujuca charakteristicka funkcia p, () vyhovuje podmienke p, () <p, (»),

pre A=A’ dokonca plati p, (¥)=p, (»).

0.6

0.4
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Dokaz asociativnosti operacie min

ichlg(xmin{u/l, (x),min{uA (x),},tB (y)}} = Min 5 ﬁqg(xmin{u/y (x),uA (x)},pB (y) >

J/

min (. (). min {1, ()41, (3)}} = min {min {p, ()0, ()}, ()]

min {a',min {a,b}} = min {min {a’,a} ,b} <> asociativnost operdcie min

min{a,b} = [a,b], potom [a,[b,c]] = [[a,b],c]
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(1)a'<a<b

. [/ . . . !
min a,mm{a,b} = min mm{a,a},b

Q 3

’
a
J N
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a a

(6)b<a<a'

min< a',min

.

a,b} = min min{a',a},b

.

~
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b b

§
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Ebrahim Mamdani, University of London
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Jazykové fuzzy reguldatory su znalostné systémy, ktor¢ su zalozen¢ na
skiisenostiach operatora — ,experta® a si0 formulovan¢ prostrednictvom
prirodzen¢ho jazyka pomocou pravidiel. V mnohych situdcidch operator je
schopny na zaklade svojich skusenosti naformulovat’ fuzzy pravidla typu

‘ ak <predpoklad>, potom <dosledok> I

ktoré pouzivaji jazykové vyrazy prirodzen¢ho jazyka, pomocou ktorych
Specifikuja vagnymi pojmami typicke situacie vyskytujuce sa pri riadeni daného
zariadenia a ktor¢ vedu ku Specifickym aktom jeho riadenia.
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Mamdaniho fuzzy regulator patri vo fuzzy logike medzi najjednoduchsie typy
regulatorov, ktor¢ su zalozen¢ na zovSeobecnenom pravidle modus ponens.
Uvazujme n pravidiel

B: xeA ~yeB,

1
P: xed ~yeB,

P: xed ~yeB,

n

Kazd¢ pravidlo moze byt alternativne reprezentované prisluSnou relaciou ur¢enou
podl'a Mamdaniho vzt'ahu

P: R = Mg (x,y) = min{HAl (x)’“Bl (y)}

P: Ry=p, (x,y)=7”l”ll°n{MA2 ()b, (y)}

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

B R, =ng (x.y)= mm{“An (x)’HB" (y)}
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Potom celkova relacia R vytvorend z parcidlnych relacii R; je formalne urCena
pomocou 1ch zjednotenia R=R, UR, U...UR , ktorej vyslednd charakteristicka

funkcia je urCena vzt'ahom
e (%,7) = W on, (x0)= maxpy (x,9)= maxminiu, ()., (¥)]

Vystupna vyrokova premenna s, je urCend ako odozva na vstupnu vyrokovu
premennu « v k-tom pravidle

Mg, (y) = m)fzxmin{uA, (x),uRk (x,y)} = mgzxmin{uA, (x),min{uAk (x),uBk (y)}}

= min- mfxmin{MA' (x),pAk (x)},MBk (y) P = min{wk,ugk (y)}

o /

-
Wi

alebo formalne B('k) =A'oR,.
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Zjednotenim (agregaciou) tychto parcialnych vystupnych
slovnych premennych dostaneme vyslednu vystupnu premennu

B'=UB),
k=1

():;JIA ORk:A OIEZJle

Pomocou charakteristickych funkcii tento vzah prepiseme do
tvaru

g (y) = m,flx{“B,; (y)} = mgx{min{wk,ugk (y)}}

)
I | I .
» W(l) » B(l) »
N———
i
o " Wo » B, > 0 B
— : g kkJB(k)
i
W B,
1. krok 2. krok 3. krok
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Aplikacia Mamdaniho regulatora obsahujuceho 3 pravidla P, P, a P;.,

vstup je charakterizovany ,,crisp* hodnotou x,.

u(x)

)

u(x) u()
A
4,
WZ
% > x >y
n(x) u()
A
B,
4,
w,=0 . R
u()
A
@ >V
Yo
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Alternativna interpretacia Mamdaniho regulatora

e Mamdaniho reguldtor je mozné alternativne interpretovat’ ako
aproximator fuzzy funkcie, ktora je zadana tréningovou mnoZinou

A= {(Ak,Bk); k = 1,2,...,n} (analogia tabulke zregresnej analyzy
funkcii).

e Mamdaniho regulator je mozné¢ chapat ako metddu konStrukcie

fuzzy funkcie®, ktora ,,indukuje funkcionalnu zavislost' B' = f'(4'),
ohranient podmienkami B, = f (Ak ), pre k=1,2,...,n.

Priesvitka 32




Specialny pripad Mamdaniho regulatora

Pravidla zadane expertom su Specifikovaneé pomocou fuzzy mnozin, avSak
vstupna fuzzy veli¢ina 4~ do Mandaniho regulatora je ,,crisp* veli¢ina x,

R N

0 (x;txo)

Potom vahy wy jednotlivych pravidiel su v tomto pripade urcene takto

W, = maxmin{uA, (x),uAk (x)} =H, (xo)

xeX
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Vystup z Mamdaniho regulatora je

L (y) = max{min{wk,uBk (y)}} = max{min{uAk (xo),ka (y)}}

k k

Toto je charakteristickd funkcia fuzzy vystupnej slovnej veliCiny B’, ktora je
odozvou Mamdaniho regulatora na vstupnu fuzzy veli¢inu 4.

MoézZeme urCit’ aj ,,crisp® vystupnu veli¢inu pomocou stredu oblasti ohraniCene;
charakteristickou funkciou .,
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Mamdaniho regulator m6zeme formalne chapat’ ako zobrazenie

G(w) :R—>R
ktoré vstupnej ,,crisp” veli€ine x, € R priradi vystupnua ,,crisp® veli€inu y, € R.
Z konstrukcie tohto zobrazenia G priamo vyplyva, Ze ,,okrajové podmienky*, typu
ak A=Ay, potom B'=B; , s splnené.

Graficka interpretacia Mamdaniho regulatora ako zobrazenia

xol G(W) | Yo I

Mamdaniho regulator je univerzdiny aproximdtor, 'ubovolna funkcia
zadana nekonfliktnou regresnou tabulkou je aproximovana
s pozadovanou presnost’ou.

Veta.
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Ilustracny priklad Mamdaniho regulatora

Auto A; pohybuje sa vkolone inych aut, priCom rychlost kolony je
v a vzdialenost’ od predchadzajuceho auta je d, rychlost’ auta 4, je premenliva
v urCitom rozsahu.

Ciel’: Riadit’ auto 4, tak, aby sme nenarazili do auta A,.
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Ako budeme reagovat, ak auto A, zaCne brzdit. Budeme brzdit aj my,
algoritmicky situdciu popiseme takto

ak (4, brzdi), potom (4, brzdi)

Ovladame dynamicky systém, ktory je tvoreny autami A; a A,. NaSe riadenie
tohto zlozitého systému bude zalozené na dvoch vstupnych veli¢inach: rychlosti
(v) a vzdialenosti (d), vystupom bude sila (F), ktora ked’ je kladna reprezentuja

akceleraciu (zmacknutie plynu), ak je zaporna reprezentuje dekaceleraciu
(zmakcnutie brzdy).
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Rychlost’ v je popisana jazykovou premennou, ktorej slovné premenné st
V' N-skoro nulova,
VM-mala,
V§-stredna
VV-velka}
Univerzum je interval [0,120], ktory Specifikuje rychlost’ v km/hod

Vzdialenost’ d je popisand jazykovou premennou obsahujucej Styr1 jazykove
hodnoty

DN-skoro nulova

DM-mala

DS-stredna

DV-velka
Univerzum je [0,100], ktory Specifikuje vzdialenost’ metroch
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Sila F' je popisana jazykovou premennou so siedmimi jazykovymi hodnotami
NB-zaporne velka
NM- zaporne stredna
NS- zaporne mala
Z0-nulova
PS-kladne mala
PM- kladne stredna
PB- kladne velka
Univerzum je [-2000,2000], ktory Specifikuje silu v Newtonoch.
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Jazykova premenna rychlost’ v, jednotlivé jazykové hodnoty st popisan¢ 4-

bodovymi trapeizodami
Ly (v) = trap(,0,20,30)
[T (V) = tmp(20,30,50, 60)
g (v) trap(50,60,80,90)
Ky (v) trap(80,90,120,)
uv)

A
1

VN VM VS |44

! i 1 = I .
0 20 40 60 80 100 120

Priesvitka 40




Jazykova premenna vzdialenost’ d, jednotlive jazykové hodnoty si popisane 4-

bodovymi trapeizodami

V. (d)ztmp(,O,lO,ZO)
T (a’) —tmp(l() 20,40,50)

s (d) = trap(40,50,60,70)
u,, (d)=trap(60,70,100,)
(d)
: Ao DM DS DV
0 ' 20 40 | 60 | 80 100
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Jazykova premenna sila F, jednotlivé jazykové hodnoty su popisané 4-bodovymi

trapeizodami
Kz (F) = tmp(,—2000,—1500,—1000)

Wy (F) = trap(~1500,-1000,-1000,~500)
tys (F) = trap(~1000,500,500,0)

U (F) = trap(~500,0,0,500,)

Wps (F) = trap(0,500,500,1000)

Wy (F) = trap(1000,1500,2000,)

NB NM NS ZO0O PS PM PB

. . —p F
2000 1000 0 1000 2000
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Subor pravidiel obsahuje 16 poloZiek

Pi:
: ak (ve VM) a (deDN), potom ((F'eNS)
. ak (veVS) a (deDN), potom ((Fe NM)
. ak (veVV) a (deDN), potom ((FeNB)
. ak (veVN) a (deDM), potom ((F'e NB)
. ak (ve VM) a (deDM), potom ((FeZO)
. ak (veVS) a (deDM), potom ((F'eNS)
: ak (veVV) a (de DM), potom ((FeNM)
. ak (veVN) a (deDN), potom ((FePM)
. ak (ve VM) a (de DN), potom ((F'ePS)
. ak (veVS) a (deDN), potom ((FeZO)
. ak (velV'V) a (de DN), potom ((F'eNS)
: ak (veVN) a (deDV), potom ((FePB)
. ak (ve VM) a (deDV), potom ((FePM)
. ak (veVS) a (deDV), potom ((FePS)
. ak (velV'V)a(deDV), potom ((F'eZ0O)

ak (ve VN) a (de DN), potom ((F'eZO)
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Mnozina pravidiel

VN VM VS 4%

1 2 3 4

DN| zo NS NM NB
5 6 7 8

pm|  ps 70 NS NM
9 10 11 12

DS| PM PS Z0 NS
13 14 15 16

pv| PB PM PS ZO

Priesvitka 44




Graf znazornujuci vysledky regulatora pomocou
povrchu funkcie sily

akceleracia

T

sila

!

brzdenie

120

0 rychlost’

Priklad: rychlost’ v=40 a vzdialenost’ d=50, z obrazku lI'ahko odvodime, ze je
zapalen¢ pravidlo P, t.J. potom akceleracia je urCend slovnou hodnotou PS, Cize
je kladne mala.
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